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Résumé

Nous étudions ici le comportement asymptotique des meilleurs algorithmes
de décodage générique des codes linéaires binaires lorsque le poids de l’erreur
w est faible, c’est-à-dire w = o(n) où n est la longueur du code.

Cette étude sert à comprendre la sécurité du système cryptographique de
type McEliece [4] basé sur les codes correcteurs d’erreurs. Les principales va-
riantes utilisent soit des codes Goppa (ou plus généralement des codes al-
ternants) auquel cas w = O

(
n

log2(n)
)
, soit des codes MDPC [5] auquel cas

w = O(
√
n).

Les algorithmes étudiés ici sont l’algorithme de Prange [6], de Stern [7], de
Dumer [2], de May, Meurer et Thomae [3], et de Becker, Joux, May et Meurer
[1]. Nous montrons que pour un taux de transmission fixé R = k/n (k la
dimension du code), si le poids de l’erreur w est une fonction de n telle que
w = o(n), alors nous avons

lim
n→∞

1
w

log2 WF = c

où c est constante identique pour tous les algorithmes mentionnés, égale à
− log2(1−R).

Le résultat est déjà significatif pour des valeurs « non asymptotiques »
des paramètres utilisées dans certains systèmes. Par exemple, pour un code
MDPC de longueur n = 10000, de dimension k = 5000 et corrigeant w = 84
erreurs, le nombre d’opérations élémentaires pour l’algorithme de Dumer est
288.8 contre 285.9 pour celui de Becker, Joux, May et Meurer. Cela correspond à
un gain de seulement 3% dans l’exposant. Pour un même taux de transmission
k/n = 0.5 et un nombre d’erreur voisin de la borne de Gilbert-Varshamov
w ≈ 0.11n, les complexités asymptotiques respectives des deux algorithmes
mentionnés ci-dessus sont respectivement de 20.115n et 20.099n soit un gain de
l’ordre de 15%.

Ce résultat signifie que si le nombre d’erreurs à corriger w est petit par
rapport à la longueur n du code, ce qui est le cas pour tout les systèmes de
chiffrement de type McEliece, alors les nombreux efforts et progrès algorith-
miques des ces 50 dernières années sur le décodage générique n’ont qu’un
impact limité sur la complexité algorithmique.

Dans le cas où le nombre des erreurs soit proportionnel à la longueur du
mot, on aura que la complexité algorithmique est toujours exprime comme
Õ(2cn) où la constante c dépende de l’algorithme et ses paramètres. Pour étu-
dier cette constante, on a développé un logiciel écrit en C qui obtient les para-
mètres optimaux des algorithmes mentionnés pour un taux de transmission
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choisi pour lesquels la constante c est minimale. De cette forme, on a appris
combien rapide puisse être un algorithme de décodage générique et combien
sûr est un cryptosystème basé sur les codes.
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Introduction

La cryptographie a été toujours une outil de sécurité pour la privacité et
confidentiatialité d’information et ses cryptosystèmes sont développés à tra-
vers du temps. En 1965, Whitfield Diffie et Martin Hellman ont publié l’ar-
ticle “New directions in Cryptography” et établié un nouvelle generation de
cryptosystèmes : le cryptosystème à clé publique. Ce cryptosystème permet à
l’utilisateur de fournir une clé, dénominée clé publique, à un utilisateur quel-
conque pour que ce dernier puisse chiffrer les messages qu’il veut envoyer
au prémier, de façon telle que le prémier utilisateur soit l’unique personne
capable à déchiffrer le message à l’aide d’une autre clé, dénominé clé privée.
Depuis ce date, plusiers cryptosystèmes à clé publique ont été proposé. En
1978, Robert McEliece a proposé un cryptosystème basée sur les codes correc-
teurs des erreurs qui suit une idée simple :

1. On obtaint un code correcteur linéaire C avec certains propiètes ( de
décodage) et on garde comme clé privée.

2. On construit un deuxième code correcteurC ′ à partir deC et on la donne
comme clé publique.

3. Donc, pour chiffrer un message en clair x on l’ajoute un erreur aléatoire
e et on codifie x + e par C′, c’est-à-dire, on le multiplie par une matrice
generatrice G′ de C ′.

4. Finallement, on peut déchiffrer le message chiffré, on utilise une mé-
thode de correction des erreurs liée seulement à C qui permet obtenir x
à partir de G′(x+ e) (quand e n’est pas trop “grand”).

Comme tous les cryptosystèmes à clé publique, le cryptosystème de McE-
liece doit résoudre deux problèmes en sa implementation : l’obtention du clé
privée à partir du clé publique et le déchiffrement directe du message chiffré.
Cela se traduit dans notre cas en

1. On pourrait rétrouver le code correcteur C à partir de C ′.

2. On pourrait corriger le erreur e dans G′(x+ e) sans connaître.

Le prémier problème est dénominé indistinguabilité d’un code correcteur et
il a été étudié pendant beaucoup de temps, et malgré son importance on ne
l’étudiera pas dans ce travail. Le deuxième problème est dénominé problème de
décodage et cela sera le sujet de stage. Donc, la motivation de ce stage sera éva-
luer combien rapide peuvent être les méthodes de décodage quand on connait
rien sur le code, c’est-à-dire, on considère le code comme un code aléatoire, et
ce type de décodage est dénominé décodage génerique.
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Pendant l’élaboration du stage, le point de vue a été toujours le point de
vue du concepteur du crytposystème ; donc on supposera toujours que les al-
gorithmes de décodage génerique doivent être manipules dans les conditions
optimales, c’est-à-dire avec des bons paramètres (ou sinon qu’il est possible de
trouver ces paramètres), et borner inférieurement la complexité algorithmique
de ces méthodes.

On commence ce travail, avec une révision aux notions fondamentales ré-
quises pour comprendre ce travail : la notion du code correcteur et la fonction
d’entropie binaire. On traduira le problème de décodage sera traduit à un
problème de décodage par syndrome. On obtiendra des formules asympto-
tiques pour le nombre combinatoire graçe à fonction entropie binaire. Dans
le deuxième chapitre, on exposera algorithmes de décodage génerique plus
remarquables de façon chronologique et on étudiera la complexité algorith-
mique de ces méthodes. Après, dans le troisième chapitre, on propose une
borne asymptotique théorique pour la complexité de ces algorithmes, pour
cela on construira une famille des fonctions bornes. Ces fonctions borne au-
ront une propiète sur le valeur minimal très important qui permettra un étude
assymptotique de ces fonctions. Cet étude assymptotique impliquera, sous
certaines conditions, que la complexité algorithme assymptotique des algo-
rithmes étudiés sont tous le même. Dans le dernier chapitre, on décrira un
logiciel ( développé dans ce stage) qui permet obtenir effectivement la com-
plexité algorithmique optimal de ces algorithmes pour un taux de transmis-
sion et nombre des erreurs qui atteint la borne de Gilbert Varshamov.



CHAPITRE 1
Notions fondamentales

1.1 Codes correcteurs

On appellera mot a tout élément de Fn
2 . La définition suivante décrit la

notion de distance sur les mots avec laquelle on aura une idée de proximité.

Définition 1.1.1 Soit x, on define le support supp(x) comme l’ensemble de coor-
données non nulles et la le poid de Hamming wt(x) de x comme le cardinal de
supp(x). Et, en particulier, on define la distance de Hamming dH entre x et y par
dH(x, y) = wt(x − y), c’est-à-dire, le nombre des coordonnées differentes entre x et
y.

La structure principal de ce travail sera la de sous-espace linéraire et sera
accompagne avec la notion de poids.

Définition 1.1.2 On appellera code linéaire à tout sous-espace linéaire de F2. On
define la distance minimale dmin de C comme la plus petite distance entre deux
mots differents de C, équivalement, comme le plus petit poid d’Hamming d’un mot
de C. Si dimC = k et dmin = d, on dira que C est un [n, k, d]-code linéaire.

Exemple 1.1.3 L’ensemble

C = {x ∈ F7
2; x = (a, b, a, a, b, b, a+ b), a,∈ F2}

est un [7, 2, 4]-code linéaire.

Le dénomination de code correcteurs provient du fait que sous certains
hypothèses, on peut retrouver un mot c du codde à partir un mot erroné c+e ∈
F2.

Définition 1.1.4 [Problème de Décodage] Soient C un code linéraire en Fn
2 , x ∈ Fn

2
et w ∈ Z. Trouver c ∈ C tel que dH(w, c) ≤ w.

Une façon de transformer cette problème est étudier la matrice de parité
du code et le syndrome du mot à corriger.

1



2 CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Définition 1.1.5 Soit C un [n, k, d]-code linéaire, on appelle matrice de parité à
l’unique matrice H ∈ Fn−k×n

2 telle que Hx = 0, pour tout x ∈ C. Étant donné un
mot x, on définit le syndrome de x par SH(x) = Hx.

Exemple 1.1.6 La matrice de parité pour le code C est

H =


1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1


Maintenant, on peut traduire le problème de décodage à une version qui

utilise la version en fonction de syndrome. En effet, soit c ∈ C un solution au
problème de décodage, on fait e = x−c et s = Hx. On obtientHe = Hx−0 = s
et wt(e) ≤ n ; donc e résout le problème de décodage par syndrome.

Définition 1.1.7 [Computational Syndrome Decoding]
Étant donné H ∈ Fr×n

2 , s ∈ Fr et w ∈ Z positif, trouver e ∈ Fr
2 tel que He = s

et wt(e) = w. On dénote ce problème par CSD(H,w, s).

En conséquence il suffit résoudre un le problème de décodage par syndrome
pour résoudre le problème de décodage. Réciproquement, si on a un syn-
drome s, on peut trouver, en temps polynomial, un mot x tel que Hx = s.
Donc, si on peut résoudre le problème de décodage, on peut résoudre le pro-
blème e décodage par syndrome.

Une manière simple de regarder l’unicité des solutions au problème CSD
est de regarder la distance de Gilbert-Varshamov.

Définition 1.1.8 [Distance de Gilbert-Varshamov] La borne de Gilbert-Varshamov
d0 = d0(n, r) est le plus grand entier d0 tel que

d0∑
i=0

(
n

i

)
≤ 2r

Proposition 1.1.9 Si w ≤ d0(n, r), pour chaque s ∈ Fr
2 on aura que CSD(H,w, s)

admets au plus une solution.

Démonstration
Il suffit compter le nombre des mots de poids inférieur à w et le nombre de
mots en F2, et ils sont, respectivement,

∑d0
i=0
(

n
i

)
et 2r. �

1.2 Fonction d’entropie binaire

Dans ce travail on utiilisera toujours le logarithme en base 2, donc on dé-
notera cette fonction par log à place de log2.

Définition 1.2.1 On défine la fonction entropie binaire h : [0, 1]→ R par h(x) =
x log(x) + (1− x) log(1− x).
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Cette fonction entropie sera très utile pour ce travail pour sa relation avec
le nombre combinatoire. Le prochain théorème, surtout son corollaire, nous
donnera une manière facile et précise de manier des nombres combinatoires.

Théorème 1.2.2 (Formule de Stirling) On a le limite

lim
n→+∞

n!√
2πn(n/e)n.

= 1

Corollaire 1.2.3 On a le limite

lim
n→+∞

(
n
k

)
2nh(k/n)

√
n/(2πk(n− k))

= 1

Grâce à ce corrolaire, on peut définir la bourne de Gilbert-Varshamov.

Définition 1.2.4 Soit k, n ∈ Z tels que k < n, on définit la borne de Gilbert-
Varshamov w0 ∈] 0, , n [ par l’équation h(w0/n) = 1− k/n.

Un lemme très utile pour le dernier chapitre sera le suivant.

Lemme 1.2.5 Soit a ∈ ]0, 1[, on a, à un facteur polynomial près, h(ax) ≥ ah(x),
pour tout x ≤ [0, 1].

Démonstration
Pour x = 0, cette inégalité est vraie, donc il reste vérifier que ah′(ax) ≥ ah′(x)
pour tout x > 0. Pour cela, il suffit observer que log(1/ax− 1) ≥ log(1/x− 1)
pour tout x > 0. �

Corollaire 1.2.6 Soit m,n ∈ N et a ∈ ]0, 1[, alors, à un facteur polynomial près,(
m
an

)
≥
(

m
n

)a.





CHAPITRE 2
Algorithmes de décodage

générique

On commence par expliquer les premiers algorithmes pour résoudre le
CSD qui seront reutilisés comme des étapes intermédiaires pour les algorithmes
plus récentes. Pour cela, on adoptera la notation suivante :

– Soit n ∈ N, on note [n] l’ensemble {1, 2, . . . , n} et [n,m] = {n, n+1, . . . ,m}.
– Pour tout ensemble fini I , on écrit |I| pour indiquer son cardinal.
– Soient M ∈ Fm×n

2 et I ⊂ [m], J ⊂ [n] non vides. On définit M I
J ∈ F|I|×|J|2

comme la sous-matrice M déterminé pour les lignes indexées par I et
colonnes indexées par J . Dans le cas où I = [m], on simplifiera cette
notation par M I et de la même manière dans le cas J = [n].

– Pour tout v ∈ Fm
2 et I ⊂ [m], on définit vI comme la projection de v sur

les coordonnées indexées par I .
– On utilisera la notation soft de Landau Õ. On dit que f = Õ(g) s’il existe

un polynôme p(n) et un entier N tels que |f(n)| ≤ p(n)|g(n)|, pour tout
n ≥ N .

2.1 Décodage par collision

On peut regarder un CSD(H, s, w) comme un problème de la somme de
sous-ensemble : Il y existe un sous-ensemble de w colonnes de H dont la
somme est égale à s. Donc, on peut utiliser le “ paradoxe des anniversaires”
pour faire mieux que la recherche exhaustive.

On divise H = [H1|H2] avec H1, H2 ∈ Fn−k×n
2

2 et on construit deux listes

L1 = {H1e1 ; e1 ∈ Fn/2
2 , wt(e1) = w/2} et L2 = {H2e2+s ; e2 ∈ Fn/2

2 , wt(e2) = w/2}.

Tout élément dans l’intersection deL1 etL2 sera une solution deCDS(H, s, w).

5



6 CHAPITRE 2. ALGORITHMES DE DÉCODAGE GÉNÉRIQUE

H1 H2H

poids p/2
︸ ︷︷ ︸

poids p/2
︸ ︷︷ ︸

· 0 1 0 1 0

︷ ︸︸ ︷n/2 ︷ ︸︸ ︷n/2

t
= s(x)t

Algorithme : Décodage par collision
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , w ∈ Z positif

Output : L ⊂ {e ∈ Fn
2 ; He = s,wt(e) = w}

Répéter
Pour tout e1 ∈ Fn/2

2 , wt(e1) = w/2 faire
x← H1x1
T [x]← T [x] ∪ {e1}

Pour tout e2 ∈ Fn/2
2 , wt(e2) = w/2 faire

x← H2x2
Pour tout e1 ∈ T [x] faire
L ← L ∪ {(e1, e2)}

Retourner L

On peut calculer la complexité de cet algorithme, de manière similaire aux
prochains algorithmes présentés, de la façon suivante :

1. On calcule le coût K(possiblement) constant de chaque itération.
2. On trouve le nombre N des itérations, lequel sera estimé comme l’inverse

de la probabilité de succès P .
3. Donc, on obtient le facteur de travail WF = N · K
Dans ce travail, on dénote la complexité algorithmique par WF ()work fac-

tor). Donc, on suit la procédure suivante :
1. On calcule le coût de cet algorithme :

a) La production de la première liste indexée coûte 2
(

n/2
w/2
)
.

b) Pour chaque élément e2 ∈ Fn/2
2 de poids w/2 on fait une opération

colonne plus une recherche de
(

n/2
w/2
)
/2n−k éléments en moyenne,

cela nous donne
(

n/2
w/2
)
(1 +

(
n/2
w/2
)
/2n−k).

c) Donc, on a un coût

3 ∗
(
n/2
w/2

)
+
(
n/2
w/2

)2
/2n−k.

2. Le succès sera quand les w erreurs seront divisés en w/2 erreurs dans
les n/2 premières colonnes et les n/2 dernières colonnes de H , cela nous

donne P =
(

n/2
w/2
)2
/
(

n
w

)
.
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3. Le cout de cet algorithme sera

WFCollision = 3 ∗
(
n

w

)
/

(
n/2
w/2

)
+
(
n

w

)
/2n−k.

Cela est coût brut de cet algorithme, mais si on obtenir une expression
plus simple si on ne veut que les termes exponentiels. En effet, on réexamine
la probabilité :

P =
(
n/2
w/2

)2
/

(
n

w

)
≈
(√ n

πw(n− w)2 n
2 h( w

n )
)2
/

√
n

2πw(n− w)2nh( w
n ) =

√
2n

πw(n− w) .

Donc, on obtient P = Õ(1) et, en conséquence,

Õ(WFCollision) =
(
n/2
w/2

)
+
(
n/2
w/2

)
/2n−k.

Quand on réutilise cet algorithme comme une étape dans un algorithme plus
complexe, on utilisera cet complexité.

2.2 Décodage par ensemble d’information (Prange)

Définition 2.2.1 Soient C un [n, k, d] code, n ∈ N et un I ⊂ [n], on dira que I est
un ensemble d’information pour C si pour tout v ∈ F|I|2 existe un unique c ∈ C
tel que cI = v.

C’est claire qu’il y existe toujours au moins ensemble d’information I pour
tout code choisi C et que |I| = k, mais la propieté qui motivera l’algorithme
de cette sous-section est la proposition suivante.

Proposition 2.2.2 Soit v ∈ Fn
2 , C un [n, k, d]-code. Alors,

{c ∈ C ; d(v, c) < d} ⊂ {c ∈ C ; cI = vI , I est un ensemble d’information pour C}.

Démonstration
Si d(v, c) < d alors I∗ = {i ∈ [n] ; ci = vi} a cardinal au moins n − (d − 1)
donc |CI∗ | = |C|, en particulier dimC = dimCI∗ . On prends I ⊂ I∗ ensemble
d’information pour CI∗ sur (Fn

2 )I∗ et on montrera que I est un ensemble d’in-
formation pour C sur Fn

2 . En fait, pour tout u ∈ F|I|2 , il y existe un unique mot
cI∗ ∈ CI∗ , et, en conséquence un unique c ∈ C, tel que cI = (cI∗)I = u. �

Cette propreté nous indique si on cherche un mot c du code C proche à
un mot v, on peut le trouver tel que les coordonnées differentes soient dehors
d’un ensemble d’information ; en particulier, l’erreur e = v + c sera dans les
n− k coordonnées restantes. Une bonne façon d’utiliser cet avantage pour un
CDS(H, s, w) est de “placer” l’erreur dans la partie plus simple de H , la fi-
gure suivante donne une idée de notre objectif.
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QIdn − k

w erreurs
︸ ︷︷ ︸

︷ ︸︸ ︷k

︸ ︷︷ ︸
ensemble d’information

︷ ︸︸ ︷n − k

· 10 00
t

= s(x)t

Pour accomplir ce but, on manipulera la matrice H par des opérations in-
vertibles telles comme une permutation de colonnes et une élimination Gauss-
Jordan dans ces files. Plus exactement, on prend aléatoirement une matrice
de permutation P1 ∈ Fn×n

2 et une matrice de permutation P2 ∈ Fn×n
2 et

U ∈ Fn−k×n−k tel que

H ′ = U(HP ) = [Idn−k|Q],

où P = P1P2 et Idn−k est la matrice identité d’orden n − k. Donc, si e résout
CDS(H, s, w) alors e′ = P−1e résout CDS(H ′, Us, w). Si notre permutation
P1 a été favorable, on aura comme ensemble d’information les dernières k
colonnes de H ′ et l’erreur e′ dans les n− k premières coordonnées, donc

e′[n−k] = Idn−ke
′
[n−k] +Q0 = H ′e′ = Us,

et, en conséquence, e = P (Us|0). De cette façon, on obtient l’algorithmes dû à
E. Prange [?].

Algorithme : Décodage par ensemble d’information (Prange)
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , w ∈ Z positif

Output : e ∈ Fn
2 tel que He = s et wt(e) = w

Répéter
Choisir aléatoirement une matrice P1 ∈ Fn×n

2
Calculer P2 ∈ Fn×n

2 et U ∈ Fn−k×n−k
2 tel que UHP1P2 = (Idn−k|Q)

si wt(Us) = w alors
Retourner P1P2(Us, 0)

En conséquence, on aura :

1. On ignore le coût de la construction de P1 ( que peut être considéré
comme une opérations file) et obtient (n − k)2(n − k − 1) operations
élémentaires pour obtenir la forme souhaitée.

2. Le succès sera quand les w erreurs seront dans les n − k premières co-
lonnes de H ′, cela nous donne P =

(
n−k

w

)
/
(

n
w

)
.

3. Finalement, on obtient

WFP range = (n− k)2(n− k − 1)
(

n
w

)(
n−k

w

) .
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2.3 Algorithme de Lee et Brickell

On peut donner plus de liberté à la distribution des coordonnées non nuls
de l’erreur dans l’algorithme de Prange en admettant que il y en a p dans l’en-
semble d’information ; c’est-à-dire, e′ ∈ Fn

2 aura wt(e′) = w et p coordonnées
non nulles entre les k dernières et w − p non nulles entre les n − k premières.
Pour cela, on essaie les

(
k
p

)
erreurs partielles possibles e∗ ∈ Fk

2 de poids p et,
similairement à Prange, on vérifie si Us+Qe∗ a poids w − p.

Algorithme : Décodage de Lee et Brickell
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , w ∈ Z positif

Output : e ∈ Fn
2 tel que He = s et wt(e) = w

Répéter
Choisir aléatoirement une matrice P1 ∈ Fn×n

2
Calculer P2 ∈ Fn×n

2 et U ∈ Fn−k×n−k
2 tel que UHP1P2 = (Idn−k|Q)

Calculer s′ = US
Faire la liste énumérée L = {s′ +Q′e∗ ; e∗ ∈ Fn−k

2 , wt(e∗) = p}.
si e∗∗ ∈ L avec wt(e∗∗) = w − p

Retourner P1P2(e∗∗, e∗)

On calcule la complexité de cet algorithme :

1. Le coût est le même de celui de Prange plus l’énumération, ça nous
donne K = (n− k)2(n− k − 1) +

(
k
p

)
.

2. La probabilité de réussite sera améliorée à P =
(

k
p

)(
n−k
w−p

)(
n
w

) .

3. On aura

WFLB =
(

n
w

)(
n−k
w−p

)( (n− k)2(n− k − 1)(
k
p

) + 1
)

;

si on prend en compte que
(

n−k
w−p

)
<
(

n−k
w

)
, on aura une borne inférieure

pour cette complexité

WFLB ≥
(

n
w

)(
n−k
w−p

) ≥ WFP range

(n− k)2(n− k − 1) alors WFLB = Õ(WFP range)

Cette complexité motivera la borne proposée dans ce travail qui essaie de
mesurer la complexité en fonction du nombre des erreurs.

2.4 Algorithme de Stern

On obtient H ′ = [Idn−k|Q] et s′ = Us comme avant, mais on remplace la
recherche exhaustive d’une possible solution dans somme de p colonnes de
Q par la résolution (par collision) d’un sous-problème établi à partir de les l
dernières lignes de Q : CDS(QJ , s′I , p) où I = [n − k + 1, n], J = [n − k − l +
1, n− k] et l, p seront paramètres de l’algorithme à choisir.
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l

{ QI1 QI2

p/2
︸︷︷︸

p/2
︸︷︷︸

01 10 0
poids w − p
︸ ︷︷ ︸QIdn − k

︷ ︸︸ ︷k︷ ︸︸ ︷n − k

· 0
t

= s(x)t

Pour chaque solution e∗ ∈ Fk
2 de ce sous-problème, on aura Qe∗ = s′ dans

les l dernières coordonnées. Si le mot (Qe∗+ s′) a poids w− p (où uniquement
les n− k − l premières coordonnées seront les non nulles), alors [Qe∗ + s′, e∗]
sera une solution au problème CSD(H ′, s′, w).

Algorithme : Décodage de Stern
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , s ∈ Fn−k

2 , w, l, p ∈ Z positifs
Output : e ∈ Fn

2 tel que He = s et wt(e) = w
Répéter

Choisir aléatoirement une matrice P1 ∈ Fn×n
2

Calculer P2 ∈ Fn×n
2 et U ∈ Fn−k×n−k

2 tel que H ′ = UHP1P2 = (Idn−k|Q)
Calculer s′ = Us
On fait I = [n− k + 1, n] et J = [n− k − l + 1, n− k]
Résoudre CDS(QJ , s′I , p) par collision.
Pour tout e∗ ∈ CDS(QJ , s′I , p) faire

Si wt(Qe∗ + s′) = w − p
Retourner P1P2(Qe∗ + s′, e∗)

Maintenant, on analyse le facteur de travail de l’algorithme ( à un facteur
constant près) :

1. On aura un coût plus petit, il est l’élimination de Gauss et la résolution
par collision du sous-problème

K = (n− k)2(n− k − 1) +
(
k/2
p/2

)
+
(
k/2
p/2

)2
/2l.

2. La probabilité de réussite sera améliorée à P =

(
k/2
p/2
)2(n−k−l

w−p

)(
n
w

) .

3. On aura

WFStern =
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( (n− k)2(n− k − 1)(
k/2
p/2
)2 + 1(

k/2
p/2
) + 1

2l

)
.
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l

{ QI1 QI2Q

p/2
︸ ︷︷ ︸

p/2
︸ ︷︷ ︸

0 1 0 1 0
Idn − k − l

0 poids w − p
︸ ︷︷ ︸

︷ ︸︸ ︷k + l︷ ︸︸ ︷n − k − l

·
t

= s(x)t

2.5 Algorithme de Dumer

Cet algorithme est très similaire au précédent, mais il réduit le nombre de
colonnes de l’élimination de Gauss dans la même quantité l de lignes du sous-
problème, cela nous permet avoir plus des colonnes à tester que l’algorithme
précédent.

Algorithme : Décodage de Dumer
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , s ∈ Fn−k

2 , w, l, p ∈ Z positifs
Output : e ∈ Fn

2 tel que He = s et wt(e) = w
Répéter

Choisir aléatoirement une matrice P1 ∈ Fn×n
2

Calculer P2 ∈ Fn×n
2 et U ∈ Fn−k−l×n−k−l

2 tel que
H ′ = UHP1P2 =

( Idn−k−l

0 |Q
)

Calculer s′ = Us,
On fait I = [n− k − l + 1, n] et J = [n− k − l + 1, n− k]
Résoudre CDS(QJ , s′J , p) par collision.
Pour tout e∗ ∈ CDS(QJ , s′I , p) faire

Si wt(Qe∗ + s′) = w − p
Retourner P1P2(Qe∗ + s′, e∗)

Maintenant, on analyse le facteur de travail de l’algorithme (à un facteur
constant près) :

1. On aura un coût plus petit, il est l’élimination de Gauss et la résolution
par collision du sous-problème

K = (n− k − l)2(n− k − l − 1) +
(

(k + l)/2
p/2

)
+
(

(k + l)/2
p/2

)2
/2l.

2. La probabilité de réussite sera améliorée à P =

((k+l)/2
p/2

)2(n−k−l
w−p

)(
n
w

) .

3. On aura

WFDumer =
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( (n− k − l)2(n− k − l − 1)((k+l)/2
p/2

)2 + 1((k+l)/2
p/2

) + 1
2l

)
.
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p
4

p
4

p
4

p
4

k+l
2

k+l
2

k+l
2

k+l
2

· =
QL2 sL2

*
*

l2

{

p
4

p
4

e2

· =
QL2 0

*
*

l2

{

p
4

p
4

e1

· =
QL2

QL1

sL2

sL1

l2

{
l1

{
p
2

p
2

e1 + e2 s

2.6 Algorithme de May, Meurer et Thomae

On garde le même schéma que Dumer mais on améliore la résolution du
problème au niveau du sous-problème établi : on améliore le méthode de col-
lision en relaxant le choix des éléments des listes “à associer". Cette nouvelle
méthode est nommée AssocierColonnes et on le décrit à continuation.

Soit Q ∈ Fl×k+l
2 et s ∈ Fl

2, on cherche résoudre un problème CDS(Q, s, p)
en construisant des paires mots (avec support disjoints ou pas) e1, e2 ∈ F k+l

2
telles que wt(e1) = wt(e2) = p

2 et

Qe1 = Qe2 + s;

le suivant diagramme décrit la construction de ces vecteurs e1, e2.

On obtiendra cet égalite par étapes, pour cela on divise les lignes deQ en deux
parties disjoints L1 et L2, c’est-à-dire L1 ] L2 = [l]. On défine les listes

L1,1 =
{

(e11, Q
L2e11) ; supp(e11) ⊂ [1, k + l

2 ] , wt(e11) = p

4
}

L1,2 =
{

(e12, Q
L2e12) ; supp(e12) ⊂ [k + l

2 + 1, k + l] , wt(e12) = p

4
}

L2,1 =
{

(e21, Q
L2e21) ; supp(e21) ⊂ [1, k + l

2 ] , wt(e21) = p

4
}

L2,2 =
{

(e22, Q
L2e22 + sL2) ; supp(e22) ⊂ [k + l

2 + 1, k + l] , wt(e22) = p

4
}



2.6. ALGORITHME DE MAY, MEURER ET THOMAE 13

Le prochain étape est associer les des éléments des L1,1 et L1,2 quand leurs
deuxième composante est la même ; de cette forme on obtient une nouvelle
liste

L1 = {(e1, QL1e1) ; e1 = e11+e12 , (e1i, QL2e1i) ∈ L1,i , Q
L2e11 = QL2e12, i = 1, 2}.

Donc, on obtient

wt(e1) = p

2 et QL2e1 = 0,

pour tout (e1, Q
L1e1) ∈ L1. De la même manière, on construit

L2 = {(e2, Q
L1e2+sL1) ; e2 = e21+e22, (e2i, Q

L2e2i) ∈ L2,i, Q
L2e21 = QL2e22, i = 1, 2}.

En conséquence,

wt(e2) = p

2 et QL2e2 = sL2 ,

pour tout (e2, Q
L1e2 + sL1). Finalement, on obtient la liste des “possibles”

solutions

L = {e1+e2 ; (e1, Q
L1e1) ∈ L1, (e2, Q

L1e2+sL1) ∈ L2, Q
L1e1 = QL1e2+sL1}.

Algorithme : Associer Colonnes
Input : Q ∈ Fl×k+l

2 , s ∈ Fl
2, s ∈ Fn−k

2 , p ≤ k + l positifs
Output : L ⊂ {e ∈ Fl

2; wt(e) ≤ p, Qe = s}
Paramètres : L1, L2 ⊂ [l], L1 ] L2 = L et |Li| = |li|, pour i = 1, 2.

Répéter
Cosntruire L1,1, L1,2, L2,1 et L2,2
Ranger les listes L1,1 et L2,2 en rapport à la deuxièeme composantes de

leurs éléments.
Pour tout (e1,1, QL2e1,1) ∈ L1,1, faire

Pour tout (e1,2, QL2e1,2) ∈ L1,2, faire
Si QL2e1,1 = QL2e1,2 alors

Faire e1 = e1,1 + e1,2
Ajouter (e1, QL1e1) à L1

Pour tout (e2,1, QL2e2,1) ∈ L2,1, faire
Pour tout (e2,2, QL2e2,2 + sL2) ∈ L2,2, faire

Si QL2e2,1 = QL2e2,2 + sL2 alors
Faire e2 = e2,1 + e2,2
Ajouter (e2, QL1e1 + sL1) à L2

Ranger les listes L2 et en rapport à la deuxièeme composante de ses
éléments.

Pour tout (e1, QL1e1) ∈ L1, faire
Pour tout (e2, QL1e2 + sL1) ∈ L2, faire

Si QL1e1 = QL2e2 + sL1 alors
Ajouter e1 + e2 à L

Retourner L
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Pourtant, on observe que wt(e1 + e2) ≤ p ; mais cela peut être remédié
dans l’algorithme général en acceptant plus des erreurs dehors de l’ensemble
d’information

Algorithme : Décodage de May, Meurer et Thomae
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , s ∈ Fn−k

2 , w ∈ Z positif
Output : e ∈ Fn

2 tel que He = s et wt(e) = w
Paramètres p, l et l1, l2 tels que l = l1 + l2

Répéter
Choisir aléatoirement une matrice P1 ∈ Fn×n

2
Calculer P2 ∈ Fn×n

2 et U ∈ Fn−k−l×n−k−l
2 tel que

H ′ = UHP1P2 =
( Idn−k−l

0 |Q
)

Calculer s′ = Us,
On fait I = [n− k − l + 1, n] et J = [n− k − l + 1, n− k].
Calculer L = AssocierColonnes(QJ , s′I , p).
Pour tout e ∈ L faire

Si wt(Qe+ s′) = w − wt(e)
Retourner P1P2(Qe+ s′, e)

Maintenant, on analyse le facteur de travail de l’algorithme. On donnera
une estimation au cas le plus fréquent en pratique où on trouve des listes
associées L1 et L2 avec des mots de supports disjoints.

1. On aura toujours le coût de l’élimination de Gauss qui est polynomial et
on l’ignore pour simplifier l’expression et le calcul, donc, il reste analyser
le coût de la méthode “Associercolonnes”. On commence par faire 2 fois
le décodage par collision avec les listes L1,1 L1,2, L2,1 et L2,2, cela donne(

(k + l)/2
p/4

)
+
(

(k + l)/2
p/4

)2
/2l2 itérations

en moyenne et des nouvelles listesL1 etL2 de taille en moyenne
((k+l)/2

p/4
)2
/2l2 .

Donc, la collision de ces deux nouvelles listes nous donne(
(k + l)/2
p/4

)2
/2l2 +

((
(k + l)/2
p/4

)2
/2l2

)2

/2l1 itérations

seulement pour les listes associées de mots de supports disjoints. En
conséquence, le nombre des itérations, en ignorant des termes polyno-
miaux, est

K =
(

(k + l)/2
p/4

)
+
(

(k + l)/2
p/4

)2
/2l2+

((
(k + l)/2
p/4

)2
/2l2

)2

/2l1 itérations.

2. La probabilité de réussite de la méthode AssocierColonnes est au moins
0.5 comme il est décrit en [3], donc on peut ignorer cette probabilité dans
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nos calculs. La probabilité de réussite sera améliorée à nouveau. Pour le
cas où les listes L1 et L2 ont des mots du supports disjoints, on aura(

k + l

p/2

)(
k + l − p/2

p/2

)
représentations possibles d’un mot de longueur k+ l et poids p. On note
que chacun de ces mots sont représentes

(
p

p/2
)

fois dans cette manière.
Donc la probabilité pour ce cas sera

P =

((
k+l
p/2
)(

k+l−p/2
p/2

)(
p

p/2
)−1)(n−k−l

w−p

)(
n
w

) =
(

k+l
p

)(
n−k−l

w−p

)(
n
w

) .

3. On note que
(

(k + l)/2
p/4

)2
= Õ

((k + l

p/2

))
, donc on aura

WFMMT =
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)(
k+l

p

)(√(k + l

p/2

)
+
(

k+l
p/2
)

2l2
+
(

k+l
p/2
)2

2l+l2

)
.

2.7 Algorithme de Becker, Joux, May et Meurer

On commence de la même manière que l’algorithme précédent et on aura
comme objectif résoudre le même sous-problème établi. On utilisera une stra-
tégie similaire pour le résoudre mais avec La principale différence est prendre
en compte le fait que 1 + 1 = 0 dans F2 et, en conséquence, on peut accepter
plus de représentations à associer entre les 4 étapes qui dispose le nouvelle
méthode AssocierColonnes.

Soit Q ∈ Fl×k+l
2 et s ∈ Fl

2, on cherche à nouveau obtenir une solution
e ∈ Fk+l au problème CDS(Q, s, p). On construira des paires des mots e1, e2 ∈
F k+l

2 avec des supports non disjoints tels que Q(e1 + e2) = s.
On commence par décider que type de mot seront e1 et e2 de quelle façon

ils s’approcheront de e. On choisit les paramètres ε1 > 0, r2 ∈ [ 0, k + l ], et on
défine le poids p1 = p

2 + ε1 pour cet étape ; en plus on choisira aléatoirement
la cible t(1)

1 ∈ Fr1 et on défine la deuxièeme cible t(2)
2 = s[r1] + t

(1)
1 . Donc, on

demandera que

wt(e(1)
i ) ∈ Fk+l

2 et Q[r1]e
(1)
i = t

(1)
i , pour i = 1, 2.

Parce que nous souhaitons que wt(e(1)
1 + e

(1)
2 ) = p, le nombre de representa-

tions sera

R1(p, l, ε1) =
(
p

p/2

)(
k + l − p

ε1

)
.

Donc, si on veut avoir de la chance d’atteindre les mots t(1)
1 et t(1)

2 par ces
répresentations et ne pas avoir de trop de répétitions, on fait 2r1 = R1 ou bien
r1 = log(R1). On peut voir qu’un paire e1 et e2 satisfaitQ[r1](e(1)

1 +e(1)
2 ) = s[r1],

donc on s’approche à la solution.
Maintenant, on analyse la suivante étape, comment créer les mots e1 et e2,

on répétera la même procedure avec e(2)
1 , e

(2)
2 et e(2)

3 , e
(2)
4 . On choisit ε2 la taille



16 CHAPITRE 2. ALGORITHMES DE DÉCODAGE GÉNÉRIQUE

de l’intersection des supports et on fait p2 = p1
2 + ε2 et r2 ∈ [ 0, k+ l ] ; en plus,

on choisit aléatoirement les cibles t(2i−1)
1 et on défine t(2i)

2i = t
(2)
2i−1 +s[r2]. Donc,

on demandera à nouveau que

wt(e(2)
i ) ∈ Fk+l

2 et Q[r2]e
(2)
i = t

(2)
i , pour i = 1, 2, 3, 4.

Parce que nous souhaitons que wt(e(2)
1 +e

(2)
2 ) = p1, le nombre de represen-

tations sera

R2(p, l, ε1, ε2) =
(
p1

p1/2

)(
k + l − p1

ε2

)
.

Donc, pour le même raisons que dans l’étape précédente, on fait à nouveau
r2 = log(R2). On peut voir qu’un paire e2

1 et e2
2 satisfaitQ[r2](e(2)

1 +e(2)
2 ) = s[r2],

donc on s’approche aux mots e(1)
1 , e

(1)
2 .

Finalement, pour obtenir des listes des mots e(2)
i , on utilise le décodage par

collision. Maintenant, on recapituile les pas du méthode AssocierColonnes et la
construction de ces listes et, pour faciliter la notation, on suppose que se listes
sont ordenées par son produit respecte à Q ou Q[ri], selon le cas, et que l’on
fait colissioner comme dans l’algorithme MMT.

1. On choisit les paramètres p1 = p/2 + ε1, p2 = p1/2 + ε2 et on défine
r1 = logR1 et r2 = logR2 comme avant.

2. On choisit aléatoirement t(1)
1 ∈ Fr1

2 , t(2)
1 , t

(2)
3 ∈ Fr2

2 et on défine

t
(1)
2 = s[r1] + t

(1)
1 , t

(2)
1 = s[r2] + t

(2)
1 et t

(2)
4 = s[r2] + t

(2)
3 .

3. Pour i = 1, 2, 3, 4, on divise aléatoirement [k+ l] en deux parties disjoint
P1, P2 telles que |Pi,1| = |Pi,2| = k+l

2 . On construit les listes initiales

Bi,1 =
{
yi ∈ Fk+l

2 ; supp(y1) ⊂ Pi,1 , wt(y1) = p2

2
}

Bi,2 =
{
z1 ∈ Fk+l

2 ; supp(y1) ⊂ Pi,1 , wt(z1) = p2

2
}
.

4. Pour i = 1, 2, 3, 4, on construit les listes de deuxième niveau

L(2)
i =

{
e

(2)
i = yi + zi ; yi ∈ Bi,1, zi ∈ Bi,2, Q

[r2]e
(2)
i = t

(2)
i

}
.

5. Pour i = 1, 2, on construit les listes de premier niveau

L(1)
i =

{
e

(1)
i = e

(2)
2i−1+e(2)

2i ; e(2)
2i−1 ∈ L

(2)
2i−1, e

(2)
2i ∈ L

(2)
2i , wt(e(1)

i ) = p1, Q
[r1]e

(1)
i = t

(1)
i

}
.

6. On obtient la liste des possibles solutions

L =
{
e = e

(1)
1 + e

(1)
2 ; e(1)

1 ∈ L(1)
1 , e2 ∈ L(1)

2 ,wt(e) = p, Qe = s
}
.

Algorithme : Décodage de Becker, Joux, May et Meurer
Input : H ∈ Fn−k×n

2 , s ∈ Fn−k
2 , s ∈ Fn−k

2 , w ∈ Z positif
Output : e ∈ Fn

2 tel que He = s et wt(e) = w
Paramètres p, l et p1 ∈ ]0, p/2[, p2 ∈ ]0, p1/2[.
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Répéter
Choisir aléatoirement une matrice P1 ∈ Fn×n

2
Calculer P2 ∈ Fn×n

2 et U ∈ Fn−k−l×n−k−l
2 tel que

H ′ = UHP1P2 =
( Idn−k−l

0 |Q
)

Calculer s′ = Us,
On fait I = [n− k − l + 1, n] et J = [n− k − l + 1, n− k].
Calculer L = AssocierColonnes(QJ , s′I , p, p1, p2).
Pour tout e ∈ L faire

Si wt(Qe+ s′) = w − p
Retourner P1P2(Qe+ s′, e)

Finalement, on fait l’analyse de complexité de cet algorithme

1. On ignore le coût de l’élimination de Gauss, donc, il reste analyser le
coût de la nouvelle méthode “Associercolonnes”. On commence par faire
4 fois le décodage par collision avec les listes B1,1,B1,2, . . . ,B4,1,B4,2 de
taille

S3 =
(

(k + l)/2
p2/2

)
,

cela donne des nouvelles listes L(2)
1 , . . . ,L(2)

4 de taille en moyenne

C3 =
(

(k + l)/2
p2/2

)2
/2r2 =

(
k + l

p2

)
/2r2 .

Dans la étape de niveau 2, on attends que les listes que nous avons crée
L(2)

i soient, en moyenne, toutes les solutions à cet étape avec la taille de

S2 =
(
k + l

p2

)
/2r2 ;

donc après son collision on aura des listes L(1)
i , avec des possibles répé-

titions, de taille

C2 = S2
2/2r1−r2 =

(
k + l

p2

)
/2r2+r1

en moyenne. Dans l’étape de niveau 1, on attends que les listes soient,
en moyenne, toutes les solutions à cet étape et que leurs taille soient

S1 =
(
k + l

p1

)
/2r1 ;

donc après son collision on aura des listes L, avec des possibles répéti-
tions, de taille

C1 = S2
1/2l−r1 =

(
k + l

p1

)2
/2l+r1 .

Finalement, le nombre moyenne des solutions existants sera

S0 =
(
k + l

p

)
/2l.
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Dans chaque étape, on a Si +Ci itérations, donc le nombre des itérations
à faire est sa somme

K = S1 + C1 + S2 + C2 + S3 + C3;

cependant on peut simplifier cette expression en montrant une relation
entre les tailles Ci et Si−1 pour i = 1, 2, 3. En effet,(

k + l

p1

)
2r2 =

(
p1

p1/2

)(
k + l − p1

ε2

)(
k + l

p1

)
= 1

p1
2 ! p1

2 !
1

ε2!(k + l − p1 − ε2)! (k + l)!

= (k + l − p2)!
p1
2 !(k + l − p2 − p1

2 )!
p2!

p1
2 !ε2!

(k + l)!
p2!(k + l − p2)!

=
(
p2

ε2

)(
k + l − p2

p2 − ε2

)(
k + l

p2

)
= µ2

(
k + l

p2

)2

où µ2 est la probabilité que deux mot en Fk+l
2 de poids p2 coïncident

exactement en ε2 coordonnées non nulles. Donc, on obtient

S1 = µ2C2;

de la même manière, on obtient que S0 = µ1C1, où µ1 est la probabilité
que deux mot en Fk+l

2 de poids p1 coïncident exactement en ε1 coor-
données non nulles. Finalement, on a, sauf termes polynomiaux et non
dominants,

K = S3 + C3 + C2 + C1

=
√(

k+l
p2

)
+
(

k+l
p2

)2

2r2
+
(

k+l
p1

)2

2r2+r1
+
(

k+l
p2

)2

2l+r1

=
√(

k+l
p2

)
+

(
k+l
p1

)
µ2
(

k+l
p2

) +
(

k+l
p

)
µ2µ1

(
k+l
p1

) +
(

k+l
p

)
µ12l

En plus, on minimisera le nombre de paramètres dans l’expression de
µ1 et µ2, en faisant

µ1 =
(

p1
p/2
)(

k+l−p1
p/2

)(
k+l
p1

) et µ2 =
(

p2
p1/2

)(
k+l−p2

p1/2
)(

k+l
p2

)
2. Grâce au choix des paramètres r1 et r2, on attend que la probalité de

réussite de la méthode AssocierColonnes est aussi bonne que sa version
précedente, donc on peut ignorer cette probabilité dans nos calculs. La
probabilité de réusite sera la même. Pour les listesL(2)

1 etL2
2 ont des mots

de poids p2 qui coïncident dans ε2 éléments de leurs supports, donc on
aura (

k + l

p1/2

)(
k + l − p1/2

p1/2

)(
k + l − p1

ε2

)
,
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représentations possibles d’un mot de longer k+l et poids p. On note que
chacun de ces mots sont représentes R2 fois dans cette manière. Donc il
y aura

(
k+l
p1

)
mots en moyenne pour la liste L(1)

1 , de la même manière on

obtiendra le même pour L(1)
2 , donc on peut compter avec tous les mots

possibles. Pour les listes L(1)
1 et L(1)

2 , on aura aussi(
k + l

p/2

)(
k + l − p/2

p/2

)(
k + l − p

ε1

)
,

représentations possibles d’un mot de longueur k + l et poids p, et R1
représentations pour chaque de ces mots. Alors, on aura, en moyenne,(

k+l
p

)
possibles mots et la probabilité sera

P =
(

k+l
p

)(
n−k−l

w−p

)(
n
w

) .

3. On obtient

WFBJMM =
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)(
√(

k+l
p2

)(
k+l

p

) +
(

k+l
p1

)
µ2
(

k+l
p2

)(
k+l

p

) + 1
µ2µ1

(
k+l
p1

) + 1
µ12l

)
.





CHAPITRE 3
Borne inférieure pour la

complexité

On commence par calculer la complexité de l’algorithme de Prange, c’est
qui nous donnera le valeur asymptotique à comparer avec les autres algo-
rithmes. À un facteur polynomial près, on a

WFPrange =
(

n
w

)(
n−k

w

) .
Donc, si on assume que w = o(n) , on obtiendra

log WFPrange ≈ nh(w/n)− (n− k)h(w/(n− k))

= −n
(w
n

log
(w
n

)
−
(
1− w

n

)
log
(
1− w

n

))
+(n− k)

( w

n− k
log
( w

n− k
)

+
(
1− w

n− k
)

log
(
1− w

n− k
))

= −w log
(w
n

)
+ w log

( w

n− k
)

−n
(
1− w

n

)(w
n

+O
(w
n

2))
+ (n− k)(1− w

n− k
)( w

n− k
+O(( w

n− k
)2))

= w log
( 1

1− k
n

)
− w(1− τ)

(
1 +O(w

n
)
)

+ w
(

1− w

n− k

)(
1 +O( w

n− k
)
)

= w log
( 1

1− k
n

)
+ w

(
−1 +O

(w
n

)
+ 1 +O( w

n− k
)
)

= w

(
log
( 1

1− k
n

)
+ o(1)

)
On déduit que pour des grands valeurs de n, on a

WFPrange = 2w(− log(1−R)+o(1)),

oùR = lim
n→∞

k

n
. Dans les sections suivantes, on montrera que cette complexité,

respecte a grands valeurs de w, est la meilleur possible pour certains cas.

21
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3.1 La famille des fonctions borne

On défine une famille de fonctions qui nous aidera énormément dans notre
but de borner inférieurement certaines complexités algorithmes. On fait

Ba(l, p) =
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1
2l

+ 1(
k+l
ap

)),
où a sera une constante qui dépende que de l’algorithme et l, p seront variables
qui émulent les paramètres des algorithmes.

Lemme 3.1.1 Soient D = {(l, p) ∈ [ 0, n− k]× [ 0, w ] , w − p ≤ n− k − l , ap ≤
l + k} et a ∈ ]0, 1[. Si w < n−k

2 donc

min
(l,p)∈D

Ba(l, p) = min
(l,p)∈V

Ba(l, p) avec V =
{

(l, p) ∈ D , 2l =
(
k + l

ap

)}
On place la démonstration de ce lemme dans l’annexe pour être très grande et
elle n’apporte pas de la compréhension au contenu. Grâce à ce lemme, on peut
simplifier la borne inférieure Ba quand on cherche le minimum ; maintenant,
on ajoutera des hypothèses pour simplifier encore la borne inférieure

Lemme 3.1.2 Si lim
n→∞

w

n
= 0, lim

n→∞

k

n
= R et 2l =

(
k+l
ap

)
, alors lim

n→∞

l

n
= 0.

Démonstration
On prend le logarithme en base 2 sur la troisième hypothèse et obtient

l = (k + l) ap

k + l
log
( ap

k + l

)
+ (k + l)

(
1− ap

k + l

)
log
(

1− ap

k + l

)
= ap log

( ap

k + l

)
+ ap

(
1− ap

k + l

)(
1 + O

( ap

k + l

))
.

Donc, si on prend en compte les autres restrictions, on obtient

l/n ≤ a
w

n
log
(w
k

)
+ a

w

n

(
1 + O(w

k
)
)

= a
w

n

(
log
(w
n

)
+ log

(n
k

))
+ a

w

n

(
1 + n

k
O
(w
n

))
= ao(1) + a log

(n
k

)
o(1) + ao(1) = o(1).

�

Théorème 3.1.3 Soient A un algorithme de décodage générique et F une famille de
codes linéaires [n, k, w] tels que

lim
n→∞

k

n
= R lim

n→∞

w

n
= 0.

Si l ∈ ] 0, n − k[ et p ∈ ] 0, w [ son paramètres du décodage de A en un code de F et
le facteur de travail

WFA := WFA(l, p) ≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)(
k+l
ap

) avec 2l =
(
k + l

ap

)
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où 0 < a < 1 est une constante, alors

min log(WFA) ≥ w
(
− log(1−R) + o(1)

)
.

Démonstration
Grâce au lemme, on peut simplifier la borne Ba par le prix d’un facteur 2o(w).
On étudie le quotient

log
((n− k − l

w − p

)
/

(
n− k
w − p

))
= (n− k − l)h( w − p

n− k − l
)− (n− k)h(w − p

n− k
)

= −(w − p)
(

log
( w − p
n− k − l

)
+
(

1 + O
( w − p
n− k − l

)))
+(w − p)

(
log
(w − p
n− k

)
+
(

1 + O
(w − p
n− k

)))
≤ (w − p)

(
log
(
1− l

n− k
)

+ O
( w − p
n− k − l

))
≤ w

(
log
(

1− l

n

)
+ n

n− k − l
O
(w
n

))
= wo(1)

De la même manière, on obtient

log
((k + l

ap

)
/

(
k

ap

))
≤ ap

(
log(1 + l

k
) + n

k + l
O(w

n
)
)
≤ wo(1).

On déduit que

WFA ≥ 2o(w)
(

n
w

)(
n−k
w−p

)(
k

ap

) .
Si on veut minimiser le cote droite de cet expression, il faut maximiser la fonc-
tion

f(p) = (n− k)h(w − p
n− k

) + kh(ap
k

)

Si on évalue la dérive respecte à p on obtient

df

dp
= −

(
− log(w − p

n− k
) + log(1− w − p

n− k
)
)

+ a
(
− log(ap

k
) + log(1− ap

k
)
)

= log
( w − p
n− k − (w − p)

)
− a log

( ap

k − ap
)

Si on fait df
dp = 0, on obtient

w − p
n− k − (w − p) = (ap)a

(k − ap)a

(k − p)ap1−a

n− k − (w − p) = aap

w − p
Donc,

kaw1−a

n− k − w
≥ aa p

w
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(k/n)a(w/n)1−a

1− k/n− w/n ≥ a
a p

w
.

On déduit que p
w = O( w

n
1−a) ; en particulier p = o(w). Finalement, on analyse

log(WFA)

log(WFA) ≥ 2o(w)
(

n
w

)(
n−k
w−p

)(
k

ap

) ,
Alors,

log WFPrange2o(w) ≥ nh(w
n

)︸ ︷︷ ︸
(1)

− (n− k)h(w − p
n− k

)︸ ︷︷ ︸
(2)

− kh(ap
k

)︸ ︷︷ ︸
(3)

.

Et, on les développe

(1) : nh
(w
n

)
= −n

(w
n

log
(w
n

)
+
(
1− w

n

)
log(1− w

n
)
)

= −w log
(w
n

)
− n

(
1− w

n

)
log
(
1− w

n

)
(2) : −(n− k)h

(w − p
n− k

)
= (w − p) log(w − p

n− k
) + (n− k)(1− w − p

n− k
) log(1− w − p

n− k
)

(3) : −kh
(ap
k

)
= ap log

(ap
k

)
+ k
(
1− ap

k

)
log
(
1− ap

k

)

Comme dans le calcul de WFPrange, on groupe dans deux sommes et on

les développe en prenant en compte que
w − p
n− k

et
p

k
sont petits ( plus petits

que w
n−k et w

k , respectivement) :

(I) = −w log
(w
n

)
+ (w − p) log

(w − p
n− k

)
+ ap log

(ap
k

)
(II) = −w

(
1 +O

(w
n

))
+ (w − p)

(
1 + O

(w − p
n− k

))
+ ap

(
1 + O

(ap
k

))

On continue par la partie facile

(II) = −wO
(w
n

)
+ (a− 1)p+ (w − p)O

(w − p
n− k

)
+ apO

(p
k

)
= −wo(1) + (a− 1)o(w) + (w − p)o(1) + o(w)
= o(w)
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Finalement,

(I) = w

(
log(

w − p

n − k
) − log(

w

n
)
)

+ p

(
a log(

ap

k
) − log(

w − p

n − k
)
)

= w log
(w − p

w
/

n − k

n

)
+ p log

(
aa pa

w − p

n − k

ka

)
= w log

(1 − p/w

1 − k/n

)
+ pa log(a) + p log

(
pa

wa

)
+ p log(

wa

(w − p)a
) + p log

(
n − k

ka(w − p)1−a

)
= w log

(1 − p/w

1 − k/n

)
+ w

(
a

p

w
log(a) + a

p

w
log(

p

w
) + a

p

w
log(

w

w − p
) + a

p

w
log
(n − k

k

)
+

p

w
log
( (n − k)1−a

(w − p)1−a

))
= w log

(1 − p/w

1 − k/n

)
+ w

(
ao(1) + ao(1) + ao(1)o(1) + ao(1)O(1) + (1 − a)

p

w
log
( n − k

w − p

))
= w log

(1 − p/w

1 − k/n

)
+ w

(
o(1) − (1 − a)

p

w

(
O(1) + log(

n

w
)
))

= w log
(1 − p/w

1 − k/n

)
+ w

(
o(1) +

p

w
log
(w

n

1−a))
= w log

(1 − p/w

1 − k/n

)
+ w
(

o(1) + o(1)
)

On conclut que pour des grandes valeurs de n, on a

log(WFA) ≥ (I) + (II) = w(log( 1
1−R ) + o(1)).

�

3.2 Applications de la borne

On dans cette section on utilisera cette borne pour comparer la complexité
asymptotique des algorithmes examinés avec l’algorithme de Prange. On avait
déjà comparé la complexité de l’algorithme de Lee et Brickell avec ce de Prange
et on avait trouvé que asymptotiquement ces complexités sont égaux ; on
verra que c’est le même cas pour le reste des algorithmes.

On commencer pour mentionner que la complexité algorithmique optimal
des autres algorithmes est plus petit que la de Prange. Par exemple, il faut
faire les paramètres égaux tous à 0 pour obtenir, un facteur polynomial près,
la même complexité de Prange ; donc pour les paramètres optimaux, ils seront
plus petit.

On continue cet analyse en utilisant le corollaire 1.2.6, donc il faudra indi-
quer que l’exactitude de ce corollaire. Cependant, cet exactitude et notre ob-
jectif sont d’accord, donc les calculs prochains seront à un facteur polynomial
près sans perte de généralité.

Algorithme de Stern et l’algorithme de Dumer :
Pour des valeurs modérés de w, c’est-à-dire w ≤ k/2, on a normalement
WFStern ≥ WFDumer ( pour des valeurs différents on peut procéder de
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la même manière). Donc, on obtient

WFDumer ≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1((k+l)/2
p/2

) + 1
2l

)

≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1√(
k+l

p

) + 1
2l

)

≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1(
k+l
1
2 ·p
) + 1

2l

)

En conséquence, WFDumer(l, p) ≥ B 1
2
(l, p),

Algorithme de May Meurer et Thomae :
On utilisera fait que

(
p

p/2
)

= Õ(2p) et la condition l2 < p pour que la
probabilité de réussite de la méthode AssocierColonnes soit au moins 1/2
(décrit dans le théorème 2 en [3]). Donc, on obtient

WFMMT(l, p) ≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)(
√(

k+l
p/2
)(

k+l
p

) +
(

k+l
p/2
)2(

k+l
p

)
2l+l2

)

≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 4
√(

k+l
p

)(
k+l

p

) +
(

k+l
p/2
)(

p
p/2
)(

k+l−p/2
p/2

)
2l+l2

)

≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1(
k+l

p

) 3
4

+ 2p

2l+l2

)

≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1(
k+l

3
4 p

) + 1
2l

)
.

En conséquence, WFMMT(l, p) ≥ B 3
4
(l, p).

Algorithme de Becker, Joux, May et Meurer :
On utilisera le fait que p2 ≤ p

4 et que µ1 peut être une probabilité. Donc,
on obtient

WFBJMM(l, p) ≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)(
√(

k+l
p2

)(
k+l

p

) + 1
µ12l

)

≥
(

n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 8
√(

k+l
p

)(
k+l

p

) + 1
2l

)
≥

(
n
w

)(
n−k−l

w−p

)( 1(
k+l

7
8 p

) + 1
2l

)
.

En conséquence, WFBJMM(l, p) ≥ B 7
8
(l, p).

Grâce au théorème, on conclut

lim
n→∞

min
l,p

log(WFA) ≥ log(WFPrange),
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pour A = Stern, Dumer, MMT, BJMM ; en conséquence, ces algorithmes ont
la même complexité à un facteur polynomial près.





CHAPITRE 4
Logiciel de calcul de

complexité asymptotique

On a déjà obtenu des formules pour la complexité algorithmique des al-
gorithmes présentés pour ces paramètres respectifs, donc on trouve naturelle-
ment le problème : trouver les paramètres pour lesquels la complexité est mi-
nimale et cette complexité pour un longuer fixé n des mots. À cause de la na-
ture des formules trouvées ce problème est difficile et appartient à la branche
de la Combinatoire et Optimization Discrète ; donc on opte pour transformer
ce problème en un problème de optimization en R. Cette nouvelle problème
aura la même valeur minimal à un facteur polynomial près ; ce défaut ne sera
pas important si on considére que la complexité des algorithmes est déjà ex-
ponentielle respecte à n .

Pour faire cette transformation on utilisera la fonction entropie binaire et
le corollaire 1.2.3 et les paramètres seront divisés par n. De cette manière, la
complexité sera exprimée directement une fonction exponentielle en base 2
et les paramètres seront dans [0, 1]. Après avoir obtenu les paramètres opti-
mals on exprimera la complexité d’un algorithme A de la forme Õ(2cAn) où
cA dépende de l’algorithme en question. Donc, l’objectif fondamental de cet
algorithme sera trouver le coefficient exponentielle A.

Libraire scientifique GNU (GSL)

GSL est une collection de routines de calcul numérique écrits dans le lan-
gage de programmation C sous license GNU. On utilisera cette libraire pour
résoudre des problèmes de minimization à plusiers variables et aussi calcu-
ler la solution de certaines équations à une variable réelle ( que l’on discutera
après). Comme les fonctions seront au moins continues, on aura toujours une
solution pour trouver.

On décrira le cas pour la minimization d’une fonction à plusiers variables
parce que c’est la plus complique. GSL exige un modèle stardant pour les
fonctions à plusiers variables avec lesquelles se feront les calculs
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double ma_fonction( const gsl_vector *v, void * params)

où gsl_vector est le type qui émule les vecteurs en GSL et la variable params
est un point à void qui permet utiliser n’import quel type de paramètre pour
la fonction. Donc, la méthode de minimization aura toujours la structure sui-
vante

main()
{

//déclaration et initialisation de méthode de minimisation
const gsl_multimin_fminimizer_type *T=gsl_multimin_fminimizer_nmsimplex2;
//déclaration du mininisateur
gsl_multimin_fminimizer *s;
//déclaration de la variable qui garde les spécifications de la fonction à optimiser
gsl_multimin_function F;

//déclaration et initialisation du point du départ
gsl_vector *x=gsl_vector_alloc(n);
gsl_vector_set(x,0,x0);

:
:

gsl_vector_set(x,0,xn);
//déclaration et initialisation de la taille du pas dans la minimisation
gsl_vector *ss=gsl_vector_alloc(n);
gsl_vector_set(ss,0,ss0);

:
:

gsl_vector_set(ss,0,ssn);
//initialisation de la variable qui garde les spécifications de la fonction à optimiser
F.n=n;
F.f =ma_fonction;
F.params=params;

//initialisation du mimimisateur
s= gsl_multimin_fminimizer_alloc(T,n);
gsl_multimin_fminimizer_set(s,&F,x,ss);

//boucle de minimisation
do

{
//incrementation de la variable de control
iter++;
//itération du minimisateur
gsl_multimin_fminimizer_iterate(s);
//récuperation du taille caracteristique de la minimisation
size=gsl_multimin_fminimizer_size(s);
}//évaluation de la taille de size respecte à delta ou nombre de itération
while (gsl_multimin_test_size(size,delta) == GSL_CONTINUE && iter<max_iter);

//Récuperation du valeur mimimal
min=s->fval;

//Libération de la mémoire asignée
gsl_multimin_fminimizer_free(s);
gsl_vector_free(ss);
gsl_vector_free(x);

}

La recherche de la solution d’une équation à une variable réelle du type
f(x) = 0 garde une structure très similaire avec une initialisation des spécifi-
cations du résolution, itération de solutioneur et un controle du boucle.

4.1 Le logiciel ACCDA

ACCDA est logiciel écrit en C qui utilise la libraire GLS pour calculer le co-
efficient exponentiel de la complexité asymptotique des algorithmes présentés
pour des paramètres optimaux. Il conste d’un programme principal ACCDA.c
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et trois fichiers en-tête entropy_tools.h, work_factor.h et low_bound.h (avec
ses respectifs fichiers d’implementation) ; de plus, il a aussi une application
bound.c qui établis le lien entre les résultats calculés de la minimisation et les
bornes théorique déjà réconnues.

/ACCDA
|
|-/bound_test
| |-bound.c
| \-Makefile
|-/include
| |-entropy_tools.h
| |-low_bound.h
| \-work_factor.h
|-/src
| |-accda.c
| |-entropy_tools.c
| |-Makefile
| |-low_bound.c
| \-work_factor.c
\Makefile

Le programme accda calcule plus petit coefficient exponentiel d’un des algo-
rithmes étudiés, soit de Prange, Stern, Dumer, MMT ou BJMM. Pour cela, les
fonctions implémentées en entropy_tools.c aident à implémenter les fonctions
que calculent la complexité de ces algorithmes pour des paramètres spéci-
fiques dans work_factor.c. Donc, on effectue la minimisation de ces fonctions
et on obtient les paramètres optimaux pour ces valeurs minimals. De cette
façon on obtientla rélation de du coefficient exponentiel minimal en rapport
au taux de transmission k/n pour les algorithmes présentés ; pour cela on a
décide de choisir w/n tel que k/n = 1 − h(k/n), c’est-à-dire, le taux de trans-
mission atteint la borne de Gilbert-Varshamov ( voir le diagramme 4.2).

Implementation de la fonction de borne

Dans le chapitre précédente, on avait trouvé des fonctions bornes Ba pour
les comparer avec les algorithmes présentés. Donc, on se pose la question si
la complexité d’un algorithme peut être exprime pour une fonction borne Ba

pour un certain a ∈ ] 0, 1 [. Dans le ficher low_bound.c on a implémente cette
fonction, sa minimisation et la résolution du problème

Pour k/n choisi, trouver a ∈]0, 1[ tel que min
p,l

Ba = min WFA(k/n).

On a résolu ce problème dans le programme bound.c pour tous les algo-
rithmes précédentes qui utilise le fichier en tête low_bound.h.

Mise en œuvre

La construction du programme a commencé par résoudre séparément le
problème de minimisation de chaque algorithme dans l’ordre qu’ils sont pré-
sentés dans ce mémoire.
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Problèmes et ses solutions

On trouvait presque toujours une approximation au minimum grâce au
fonctions en GSL, mais les premières n’étaient jamais très proche du mini-
mum. À continuation, on expose les problèmes et solutions que nous avons
obtenu pendant la préparation ce logiciel.

Le bon point de départ Le premier problème de la minimisation a été trou-
ver des bons paramètres pour initialiser le point de départ et la taille des
pas dans l’itération. Pour cela, on a opté pour établir les valeurs maximal
des arguments de la fonction qui implémentait la coefficient exponentiel
et on choisi un point départ en proportion à ce valeur maximal. Après,
les points de départs on été corriges en remplaçant par des points plus
proche à pseudo-solution obtenue avant (toujours en proportion à maxi-
mum valeur possible de l’argument).

La bonne taille du pas Un problème en rapport au premier était combien grand
on faisait le pas pour choisir les nouveaux points où itérer la minimisa-
tion. Une taille trop petite empêchait de avancer entre les points inter-
médiaires au résultat, une taille trop grande ne permettant pas de la
précision au moment de trouver le minimum.

La bonne région d’évaluation Étant donné que nous utilisons des formules
avec des logarithmes, on obtient des restrictions sur les arguments des
fonctions. Car la procédure de minimisation avance de façon indistincte,
on a opte pour assigner un valeur no minimisant quand la fonction
prend ces arguments. De cette façon, on continue la minimisation et on
s’éloigne des arguments interdits.

Le bon nombre des arguments Ce problème apparait pour les algorithme de
MMT et BJMM parce qu’ils utilisent 3 et 4 paramètre, respectivement.
Donc, il devient très difficile à résoudre les deux premiers problèmes et
la minimisation obtient fausses résolutions récurrentes. On a résolu ce
problème en faisant des optimisation par niveau, c’est-à-dire, on a ob-
tenu le minimum respecte à deux paramètre et après respecte aux para-
mètres restants, cela a permis de choisir le minimum entre les minimum
trouvés. Par contre, cela demande beaucoup plus des itérations.

Le bon minimum Le problème final est vérifier si le minimum obtenu était le
vrai minimum. Pour cela, on a opté pour comparer de trois façon diffé-
rentes :

1. La relation entre les points minimum pour chaque taux de trans-
mission. Si on avait de l’uniformité, cela indiquait que le choix des
paramètres était stable.

2. La relation entre les algorithmes précédentes. Si la courbe était infé-
rieur à une courbe de l’algorithme précédente, l’optimisation était
bonne.

3. La relation entre le paramètre a obtenu par le programme bound.c
pour chaque taux transmission. Une courbe plate indique que les
valeurs sont homogénes et correspondent au vrai minimum.
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Limitations, problèmes subsistants et futurs améliorations

Étant donné la nature des formules utilises et le processus de minimisa-
tion, le logiciel est plus limité de ce que l’on désire. À continuation, on expose
les limites et problèmes subsistent que nous avons jusque maintenant.

Exactitude L’actuelle version a une exactitude de 0.01 pour le taux de trans-
mission. Si on exige une exactitude 0.001, on n’obtiendra pas toujours
des bons valeurs ( 5% des valeurs fausses).

Capacité de correction On a utilise que w/n = 1− h−1(k/n) pour la capacité
de correction des erreurs du code. Cependant, on peut utiliser w/n tel
que k/n = 1 − h(2w/n), comme on suggère en [3] et [1] avec le même
succès et pour valeurs compris entre eux. Mais résoudre tous les diffi-
cultés déjà discutés pour tous les coupes de valeurs n’est pas toujours
possible.

Région de conflit Surtout pour l’implémentation de la fonction borne Ba les
régions où le calcul est difficile n’est pas toujours la même. L’argument
a ne donne pas seulement des valeurs différents sinon aussi des régions
de définition différentes, cela impose un problème récurrents pour la
minimisation.

On envisage résoudre ces limitations et problèmes par un étude statistique
des valeurs à majeur profondeur. De plus, on veut calculer aussi la complexité
algorithme pour la mémoire utilisée dans chaque algorithme pour avoir une
majeur vision de coût de ces algorithmes.

4.2 Résultats

À continuation, on montre le diagramme du coefficient exponentiel respect
au taux de transmission pour chaque algorithme.

On signale que la courbe correspondante au algorithme de Stern est cou-
verte par la courbe de Dumer, parce que les valeurs minimales sont très simi-
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laire ( avec des paramètres optimaux différentes). On vérifie l’évolution des
méthodes de décodage vers une meilleure complexité algorithmique, c’est-à-
dire, un coefficient exponentiel plus petit. Il faut mentionner que les articles
[3] et [1] calculent le coefficient exponentiel pour un taux de transmission k/n
et un taux d’erreurs 2 · w/n = h−1(1 − k/n) parce qu’ils veulent évaluer des
paramètres qui servent pour des cryptosystèmes. Le logiciel a bien vérifié les
valeurs obtenus dans ces articles

Le prochaine diagramme montre la relation entre le paramètre a obtenu
par le programme bound.c et le taux de transmission. Il présente encore des
défauts sur un de les extrêmes de la courbe correspondent à BJMM, cela est
causé pour la manque de précision du minimum obtenu de Ba.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a

k/n

Paramètre a pour un coefficient exponentiel

Stern
Dumer

MMT
BJMM

Si on prend en content la définition de Ba et lemme 3.1.1, on trouve que
le valeur du minimum devra se réduire quand a accroît. Pour cela, on ob-
tient un paramètre a plus grand pour l’algorithme de BJMM et le plus petit
pour Stern et Dummer. Aussi, chaque courbe respecte les valeurs théoriques
obtenus pour leurs respectives fonctions borne trouvées dans le chapitre pré-
cédent, par exemple, la courbe de MMT est dessous de 3

4 .



Conclusion

Après 6 mois de stage dans l’équipe-projet SECRET de INRIA Paris - Roc-
quencourt sous la direction de Nicolas Sendrier, on a obtenu un précieux ré-
sultat théorique décrit dans le troisième chapitre et aussi des résultats avec un
logiciel de calcul décrit dans le quatrième chapitre. Maintenant, je les résume

1. Pour toute fonction de la famille Ba le valeur minimal est attendu les
deux termes additifs sont égaux.

2. Quand le nombre des erreurs à corriger dans mot est négligeable respect
à sa longueur, les algorithmes plus récents ont une complexité asympto-
tique égal à la complexité de Prange.

3. Les algorithmes décrits ont évalué selon l’ordre présenté quand le nombre
des erreurs est proportionnel à la longueur des mots.

4. Pour estimer la sécurité du cryptosystème de McEliece contre de le dé-
codage générique quand l’erreur aléatoire ajouté a un poid petit, il suffit
de regarder la complexité algoritmique de Prange pour obtenir un va-
leur estime des itérations

5. Les cryptosystèmes basés sur des codes comme Goppa ou les codes
MPDC sont forts contre l’attaque de décodage générique.

6. Le coefficient exponentiel estimé dans les article sur l’algorithme de MMT
et l’algorithme de BJMM est exact.
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ANNEXE A
Preuve du lemme 3.1.1

On calcule

log(Ba(l, p)) = log
( (

n
k

)(
n−k−l

w−p

)
2l

+
(

n
k

)(
n−k−l

w−p

)(
k+l
ap

))
= max

{
log
( (

n
k

)(
n−k−l

w−p

)
2l

)
, log

( (
n
k

)(
n−k−l

w−p

)(
k+l
ap

))}+ ca(l, p)

où c(l, p) ∈ ] 0, 1 ], donc on peut oublier ca(l, p) dans notre analyse asympto-
tique. On fait

A(l, p) = log
( (

n
k

)(
n−k−l

w−p

)
2l

)
et B(l, p) = log

( (
n
k

)(
n−k−l

w−p

)(
k+l
ap

)).
On notre but est de montrer qu’il existe (l̂, p̂) ∈ D tel que A(l̂, p̂) = B(l̂, p̂)
qui minimise Ba. On commence par étudier les points dans l’intérieur deD et
vérifier que si Ba atteint son minimum en (l∗, p∗) alors il y existe (l̂, p̂) ∈ V où
Ba a le même valeur ; après on vérifiera que l’unique possible minimum dans
la frontière ∂D est atteint que aux points de V ; ces deux affirmations nous
permettent conclure le résultat.

On suppose que (l∗, p∗) /∈ ∂D minimise Ba et que B(l∗, p∗) > A(l∗, p∗).
Dans ce cas, B(l, p) = max{A(l, p), B(l, p)} pour tout (l, p) dans une voisinage
U de (l∗, p∗). Donc,

min
(l,p)∈D

Ba(l, p) = min
(l,p)∈U

Ba(l, p) = B(l, p),

et en particulier∇B(l∗, p∗) = (0, 0). On analyse les dérivées partielles de l’ap-
proximation asymptotique de B(l, p)

∂B

∂l
= − log(1− w − p

n− k − l
) + log(1− ap

k + l
)

∂B

∂p
= h′( w − p

n− k − l
)− ah′( ap

k + l
)
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Si on fait ∇B(l∗, p∗) = 0 alors

w − p∗

n− k − l∗
= ap∗

k + l∗
et h′( w − p∗

n− k − l∗
) = ah′( ap∗

k + l∗
),

et comme a ∈ ]0, 1 [ , ces équations ont comme unique solutions

w − p∗

n− k − l∗
= p∗

k + l∗
= 0,

ce qui est absurde.
Si au contraire on a A(l∗, p∗) > B(l∗, p∗), alors∇A = (0, 0). Donc

∂A

∂l
= − log(1− w − p∗

n− k − l∗
)− 1 = 0.

∂A

∂p
= h′( w − p∗

n− k − l∗
) = 0

En conséquence,

L ∗ : w − p∗

n− k − l∗
= 1

2 ,

cet équation définit une droite dans laquelle A(l, p) ne change pas de valeur.
On define la fonction p0 : [n − k − 2w, n − k ] → R par p0(l) = w − n−k−l

2
pour décrire les points de cette droite. Donc, notre objectif est montrer qu’il
y existe un point qui appartient à V dans la droite L ∗. Par hypothèse, `0 =
n− k − 2w > 0, donc (`0, p0(`0)) = (`0, 0) ∈ L ∗ ∩ D et

A(`0, p0(`0)) = nh
(w
n

)
−(n−k−`0)−`0 < nh

(w
n

)
−(n−k−`0) = B(`0, p0(`0)).

Parce queA(`∗, p0(`∗)) < B(`∗, p0(`∗)) et le segment de droite entre (`0, p0(`0))
et (`∗, p0(`∗)) est en V , il y a ˆ̀ ∈ ]`0, `

∗[ tel que A(ˆ̀, p0(ˆ̀)) = B(ˆ̀, p0(ˆ̀)). Car
A(ˆ̀, p0(ˆ̀)) = A(`∗, p(`∗)), on conclut que (ˆ̀, p0(ˆ̀)) est le point minimal pour
Ba et il appartient à V .

Maintenant, on suppose que le point (l∗, p∗) qui minimise Ba appartient
à ∂D et on cherchera des possibles candidats dans la frontière. Pour cela, on
divise la frontière de D dans 5 segments de droite et on analyse la croissance
ou décroissance de A et B.

– Dans le segment p = 0, B ≥ A, A et B es croissante par rapport à l, donc
minBa = B(0, 0).

– Dans le segment w−p
n−k−l = 1,A etB décroisent respecte à l, donc minBa =

max{A(n− k,w), B(n− k,w)}.
– Dans le segment p = w, A et B décroisent aussi par rapport à l , donc

minBa = max{A(n− k,w), B(n− k,w)}.
– Dans le segment ap

k+l = 1, B ≥ A et B est croissant respecte à l, donc
minBa = B(k/a, 0).

– Dans le segment l = 0, A ≥ B et A est croissant respecte a p, donc
minBa = A(0, 0).
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`

p

(n − k, 0)

(0, w)

`0

p0(`∗)

`∗

p0(ˆ̀)

ˆ̀

L ∗

D

On obtient que

min
∂D

Ba(l, p) = min{A(0, 0), B(0, 0), B(k/a, 0),max{A(n−k,w), B(n−k,w)}};

Car B(0, 0) = A(0, 0) ≤ A(k/a, 0) = B(k/a, 0), on résume notre analyse aux
points (0, 0) et (n− k,w), donc il suffit étudier le cas (l∗, p∗) = (n− k,w). Pour
tout m ≤ 1, on peut analyser B sur la droite

Lm : w − p
n− k − l

= m.

On a la dérivée

∂B

∂l
(l, p) = h(m)− (h(ap(l)

k + l
)− h′(ap(l)

k + l
)(ap′(l)− ap(l)

k + l
))

= h(m)− (−am log( ap

k + l
)− (1− am) log(1− ap

k + l
))

Si on fait m0 = w
n−k <

1
2 , on décrit aussi la droite par

Lm0 : p

k + l
= w

n
,

cela nous conduit à

∂B

∂l
= h(w

n
)− (−aw

n
log(aw

n
)− (1− aw

n
) log(1− aw

n
)) = h(w

n
)− h(aw

n
) > 0,

parce que w/n < 1/2. Donc, B est décroisent, par rapport à l, dans cette droite
etB n’atteint pas son minimum local en (n−k,w), donc le minimum n’est pas
en Ba(n− k,w) si B(n− k,w) > A(n− k,w).

Dans le cas où Ba(l∗, p∗) = A(n − k,w) > B(n − k,w), alors on prendre
n’importe quelle point (l∗∗, p∗∗) de l’intérieur de D et à la droite L ∗ ( avant
décrit), et on obtient un point (̂, l̂) ∈ V comme avant.





ANNEXE B
Minimisation de la fonction

borne

On montre partie du code écrit dans le fichier low_bound correspondante
à la minimisation d’une fonction borne. On peut voir comme les paramètres
sont utilisés dans le modèle de fonction de GSL. La variable wfp garde les
paramètres k/n et w/n, et elle est définie dans le fichier accda.c

extern wf_params wfp;

double
wf_BOUND( const gsl_vector *v,void * paramsa)
{

double l, p,min,a;

a = *((double *) paramsa);
l = gsl_vector_get(v, 0);
p = gsl_vector_get(v, 1);

//We verify the paramètres before évaluation
if ((l<0) || (l>(1-wfp.k-wfp.w))|| (wfp.w<p)|| (p>(wfp.k+l)/a)|| (p<0) )
return 1;

min=(wfp.k+l)*entropy(a*p/(l+wfp.k));
if (min>l)
min=l;

return entropy(wfp.w)-(1-wfp.k-l)*entropy((wfp.w-p)/(1-wfp.k-l))-min;
}

double
wf_min_BOUND(double a, minimization_params *mp)
{

int iter=0;
const gsl_multimin_fminimizer_type *T=gsl_multimin_fminimizer_nmsimplex2;
double size, wf,aa;

gsl_multimin_fminimizer *s=NULL;
gsl_multimin_function F;
gsl_vector *ss,*x;

//We initialize the parameters for minimization
mp->l=0.5*(1-wfp.k-wfp.w);
if (wfp.w<(wfp.k + mp->l)/a)
mp->p=0.5*wfp.w;

else
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mp->p=0.5*(wfp.k + mp->l)/a;

//We choose positon vector for minimization
x=gsl_vector_alloc(2);
gsl_vector_set(x,0,mp->l);
gsl_vector_set(x,1,mp->p);

//We choose the step size for minimization
ss=gsl_vector_alloc(2);
gsl_vector_set_all(ss,0.01*mp->p);

//We define function and its parameters
F.n=2;
F.f =wf_BOUND;
//We transform the value a to a parameter variable aa
aa=a;
F.params=&aa;

//We initialize the mimimizer
s= gsl_multimin_fminimizer_alloc(T,2);
gsl_multimin_fminimizer_set(s,&F,x,ss);

do
{
iter++;
//We iterate the minimization procedure
gsl_multimin_fminimizer_iterate(s);
//We obtain the characteristic size of minimization procedure
size=gsl_multimin_fminimizer_size(s);
}while (gsl_multimin_test_size(size,1e-10) == GSL_CONTINUE && iter<600);

//We save the optimal parameters
mp->l=gsl_vector_get(s->x,0);
mp->p=gsl_vector_get(s->x,1);

wf=s->fval;

gsl_multimin_fminimizer_free(s);
gsl_vector_free(ss);
gsl_vector_free(x);

return wf;
}
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