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Abstract

Une classe importante de systémes a événements discrets peut étre modélisée a ’aide d’automates
(max,+) et les études utilisant ce formalisme ont notamment contribué & I’évaluation de performances
et la commande supervisée de ces systéemes. Pour ces résultats, la propriété de déterminisme des
automates manipulés est souvent prépondérante. Or, contrairement aux automates logiques, tous les
automates (max,+) ne peuvent pas étre déterminisés, c’est-a-dire transformés en un automate (max,+)
déterministe ayant le méme comportement. Une généralisation aux automates (max,+) de la procédure
classique de séquentialisation a tout de méme été intensivement étudiée et celle-ci se termine avec succes
pour des classes importantes d’automates. Cette procédure utilise une condition sur la normalisation des
vecteurs d’état pour détecter et fusionner les états engendrant un identique comportement ultérieur.
Dans cette contribution, on identifie une nouvelle condition garantissant cette propriété. Cela nous
permet d’enrichir la procédure de déterminisation de sorte qu’elle aboutisse pour une classe plus large
d’automates (max,+).

1 Introduction

Les automates & multiplicités dans 1’algebre (max,+), usuellement appelés automates (max,+),
permettent d’appréhender une large classe de systemes a événements discrets. Il a en effet été
mis en évidence que les automates (max,+) permettent de modéliser certains systémes tempo-
risés mettant en jeu a la fois des phénomenes de synchronisation et de partage de ressources
(voir par exemple [6 8, [13]). Des études basées sur ce formalisme ont en particulier contribué
significativement & I’évaluation de performances et la commande supervisée [0, 12} [4]. Pour ces
résultats, la propriété de déterminisme des automates manipulés est souvent décisive. Cette pro-
priété est par exemple requise pour pouvoir évaluer avec une complexité raisonnable le temps
d’exécution minimum de séquences [17], ou encore pour étre sir d’obtenir des superviseurs
réalisables [2]. Malheureusement, il a été montré que, contrairement aux automates logiques,
tous les automates (max,+) ne peuvent pas étre déterminisés, c’est-a-dire transformés en un
automate (max,+) déterministe ayant le méme comportement (voir par exemple [I4]). De nom-
breux travaux ont quand méme contribué & généraliser aux automates (max,+) la procédure
classique de séquentialisation des automates (sans étre exhaustif, citons [6, [15], 11} 14} [16]). A
notre connaissance, toutes les études existantes considérent une procédure de déterminisation
employant une condition sur la normalisation du vecteur d’état pour identifier et fusionner
des états engendrant d’identiques comportements ultérieurs. Les automates (max,+) satis-
faisant la propriété de clonage [I0] constituent, sauf erreur de notre part, la classe la plus
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large d’automates identifiés comme étant déterminisables via cette procédure. Dans cette con-
tribution, on présente une nouvelle condition permettant de reconnaitre des états dont les
comportements postérieurs sont similaires. On montre ensuite comment cette condition peut
étre utilisée pour enrichir la procédure de déterminisation de sorte qu’elle aboutisse pour un
plus grand nombre d’automates.

L’article est organisé comme suit. La deuxieéme section contient des rappels sur les notions
utilisées. La procédure existante de déterminisation des automates (max,+) est présentée dans
la troisieme section. La quatrieme section est dédiée a notre contribution pour améliorer cette
procédure. Il s’ensuit une conclusion ou sont évoquées les perspectives ouvertes par ce travail.

2 Rappels préliminaires

Dans cette section, on rappelle brievement les notations, concepts et résultats utiles pour la
suite du papier.

2.1 Algeébre (max,+)

On renvoie le lecteur aux livres [T, [9] ou & la thése [5] pour une présentation exhaustive sur
lalgebre (max,+).

Définition 1 (Dioide). Un dioide D est un semi-anneau dans lequel l’addition & est idempo-
tente. L’addition (resp., la multiplication ®) admet un élément nul € (resp., un élément unité
e).

S’il existe, on note 2! I'inverse de z, c.-a-d. I'dlement de D tel que z '@z =2@2x~! =e.

L’ensemble R U {—o0} avec l'opération maximum jouant le réle d’addition et 1’addition
usuelle jouant le role de multiplication est un dioide, noté Ry,.x et souvent appelé algébre
(mazx,+) (avec e = 0 et € = —00). Pour € Ryax et © # ¢, 271 est égal & —x.
L’ensemble des matrices n x n a coefficients dans Ry,,x, muni de ’addition et de la multiplica-
tion matricielles définies de fagcon conventionnelle a partir de @ et ®, est également un dioide,
noté R2X7. 1’élément nul est la matrice composée exclusivement de € (= —o0) et également
notée . On note I,, élément identité qui est la matrice avec des e (= 0) sur la diagonale et
¢ (= —o0) partout ailleurs. La puissance k-ieme d’une matrice (max,+) carrée est notée A*.
En toute rigueur, les opérations entre matrices de tailles compatibles requiérent de plonger ces
matrices dans un dioide de matrices carrées. Par exemple le produit A ® B avec A € R X",
B e RIXP et n > m, n > p nécessite de projeter A et B dans R.X? en ajoutant n — m lignes
(resp. n — p colonnes) remplies de € dans A (resp. dans B). Pour alléger la présentation, cette
manipulation sera souvent omise (sans affecter les résultats), en outre les coefficients égaux a

dans les matrices seront remplacés par ’-’.

2.2 Mots et langages

Si ¥ est un ensemble fini (alphabet), le monoide libre sur ¥ est défini comme Pensemble ¥*
de mots finis formés a partir de lettres dans . Un mot w € ¥* s’écrit comme une séquence
W= a1as...ap avec ai, Gz, ..., a4y € X et p un entier naturel (w est la concaténation de a1, as,
., ap). Le mot vide est noté e.
Un mot u est dit étre un préfize de w s’il existe un mot v tel que w = uv. On note Prefix(w)
I’ensemble des préfixes de w. Les langages formels sont des sous-ensembles du monoide libre
.
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2.3 Automates (max,+)

On introduit maintenant les automates (max,+), ainsi que plusieurs résultats bien connus sur
ces objets. Les notations sont autant que possible cohérentes avec celles des références [0] et
[10].

Définition 2 (Automate (max,+)). Un automate (max,+) sur l'alphabet ¥ est un triplet G =
(Q, o, ) ot

e () est un ensemble fini non vide d’états ;
o ac {ee}xlel

o X" — Rl%l,lel est un morphisme spécifié par la familles de matrices p(a) € er%l,lel,

a € X, et pour un mot w = 4103 . . .4y, NOUS AVONS
ww) = plaras . ..an) = plar) @ plaz) @ ... @ u(ay).

De fagon équivalente G peut étre défini par le triplet (Q,Qi,t), dans lequel Q; est ’ensemble
des €tats initiaux et t: Q X X X QQ — Ryax est la fonction de transition :

Qi é {q € Q : qu = 6}, t(qaaaq/) é ,u(a)qq/.

Remarque 1 A la différence de la définition dans [6], on considere des automates (max,+)
avec des poids initiaux nuls (o est égale & e = 0 si ¢ est un état initial). Cette hypothese
est sans perte de généralité car un automate (max,+) avec des poids initiaux non nuls peut
aisément étre transformé en un automate conforme a la définition De plus, tous les états
sont ici considérés comme finaux. o

On peut donner une représentation graphique & un automate (max,+) (alors vu comme un
multigraphe valué) :

e a chaque état ¢ € @ correspond un sommet ;

e un arc de I’état ¢ & I'état ¢’ existe s’il existe une lettre a € X telle que p(a)qqy # € et il est
alors étiqueté par a/p(a)qq ;

e un arc entrant (sans sommet de départ, et qui, en toute rigueur, devrait étre étiqueté par
e/e) est utilisé pour indiquer un état initial.

Un coefficient [p(a)]qqr # € signifie que depuis 1'état ¢ 'occurrence de la lettre a cause
une transition d’état vers ’état ¢’. Dans un automate (max,+), le poids [p(a)]qq peut étre
interprété comme une temporisation associée & I’événement symbolisé par la lettre a (dans ce
cas, le temps d’activation de I’événement a avant qu’il puisse se produire).

Si [u(a)lqq # €, on note alors (¢, a,q’) la transition dans G. Soit m > 1 et © = (qo, a1,¢1)
(q1,02,92) - .. (@m-1,@m, qm) une séquence de transitions. On appelle 7 un chemin depuis qg
jusqu’a gp,. On note o(m) le produit ® des poids sur 7, ¢’est-a-dire

O-(ﬂ-): ® t(Qi—laaiaQi): ® M(ai)qwhqr
i=1,...,m i=1,...,m

Soient p,qg € Q et w € £*. On note p ~> ¢ ’ensemble des chemins depuis p jusqu’a q et
étiquetés par le mot w. On a

p(aras - . am)goq, = @ o(m) . (1)

ay...am
TEGo ~ dm
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On utilise souvent par la suite la notation z (pour faire référence a 1’état de 1'automate)
défini par

r o YF 5 RXQ 5

w = z(w) = ap(w). (2)

Il est connu que z est solution du systeme d’équations suivant :

z(e) = «

3
| ety = oo ?)
Définition 3 (Comportement d'un automate (max,+)). A un automate (mazx,+) G, on associe
Uapplication y :

y oo X Riax
w i y(w) = eaqu z(w)g -

L’application y est souvent appelée le comportement de G.

(4)
Il est facile de vérifier que

TEQi>Q
On note S(w) 'ensemble des états gagnants pour w, c’est-d-dire ensemble des états pour
lesquels la valeur d’état est égale a celle du comportement pour w:

S(w) £ {g € Qlz(w), = @ x(w), = y(w)}. (5)
PEQ

On note R(w) I'ensemble des états atteignables pour w :

R(w) £ {q € Qla(w), # ¢} (6)

Soit p un état atteignable pour w, on note R(wa,p) le sous-ensemble de R(wa) composés des
états atteignables depuis p via une transition étiquetée par a:

R(wa,p) = {q € Q|u(a)p, # ¢ et x(w), # €} (7)

On dit que g € Q est accessible 8’1l existe w € X* tel que R(w) # (). Puisque tous les états sont
supposés finaux, tout état est co-accessible, et si tout état est accessible alors G est dit émondé.

Définition 4 (Automate (max,+) équivalent). Deuz automates (mazx,+) sont équivalents s’ils
admettent le méme comportement.
Définition 5 (Automate (max,+) déterministe). Un automate (max,+) est dit déterministe si
e il a un unique état initial (Q; est un singleton, ou de fagon équivalente, il existe un unique
geqQ tel que g #¢) ;
e depuis chaque état, il n'existe pas deuzx transitions étiquetées par la méme lettre (pour tout
a € A chaque ligne de p(a) contient au plus un coefficient différent de ).

Pour un automate (max,+) déterministe, Vq,q¢' € Q,w € X*,q ~» ¢ est 'ensemble vide
ou un singleton. Pour (qo,a1,q1)(¢q1,a2,¢2) .. (¢m-1, @m, ¢m) Vunique chemin reconnaissant
a1as . .. any, depuis g jusqu’a g, équation () se réduit a

plaras . am)goqn = & 1(0)g 10 = Q) tai-1, 0, q).

1=1...m 1=1...m



Procédure de déterminisation des automates (max,+) Lahaye, Komenda and Boimond

On a alors avec qo ’état initial

y(ala’Q ) = M(ai)qwhth = t(qi—la Qg qi)- (8)

i=1...m i=1...m
La notion d’ambiguité permet de distinguer certaines situations d’indéterminisme.

Définition 6 (Automate (max,+) ambigu). Pour R, R’ C Q, on note R ~ R’ l'union des

r 51 pour tous lesr € R, ' € R'.
Soit k> 1.

a) Si pour tout w € X* il y a au plus k chemins dans Q; % Q, alors G est dit k-ambigu.
b) Si G est 1-ambigu, alors G est dit non ambigu.

¢) Soit P : N — N wune fonction polynomiale. Si pour tout w € ¥*, il y a au plus P(|w|)
chemins dans Q; ~ Q, alors G est dit polynomialement ambigu.

Remarque 2
e Un automate déterministe est non ambigu.

e Des définitions différentes peuvent étre rencontrées dans la littérature pour la notion
d’ambiguité. De fagon courante, un automate est dit non ambigu s’il y a au plus un
chemin pour un état d’origine, un état d’arrivée et un mot donnés (comme par exemple
dans [3]), c’est-a-dire Vp, ¢ € Q,Yw € X*; |p ~ ¢| < 1. Alors que dans [IT} [10] un automate
est qualifié de non ambigu s’il y a au plus un chemin reconnaissant tout mot, c’est-a-dire
Yw € % ]Q; ~» Q| < 1. Cette derniere définition est plus restrictive mais c’est celle que
nous adoptons pour pouvoir faire référence aux résultats de [11], [10].

<

Le théoréme suivant (tiré de [I0]) permet de caractériser les automates (max,+) polynomi-
alement ambigus.

Théoréme 3. Un automate (maz,+) G est polynomialement ambigu ssi pour tout ¢ € Q et
tout w € ¥*, il y a au plus un chemin dans q < q.

3 Déterminisation des automates (max,+) reposant sur
la normalisation

On s’intéresse & la déterminisation d’automates (max,~+), & savoir, une procédure qui transforme
un automate non déterministe G' en un automate déterministe G’ équivalent, si celui-ci existe.
Dans cette section purement bibliographique, on rappelle en premier lieu une telle procédure,
parfois appelée algorithme de Mohri (par exemple dans [10]) pour faire référence a I’algorithme
présenté dans [15], sachant qu’une procédure similaire, dite de déterminisation via normalisa-
tion, est introduite dans [6, §VIII] et affinée dans [7]. Cette procédure est également présentée
dans [14] §2.2.2] comme une spécialisation d’une procédure générale de séquentialisation. On
rappelle ensuite plusieurs résultats liés a cette procédure.

On définit la relation binaire ~ de R}, vers R . par :

X1 > xy <= INERpax \ {e}, 21 = Aza. 9)
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Considérons w € ¥* reconnu par 'automate (max,+) G et v € Prefix(w) tels que
z(w) ~ z(v), (10)
on a alors Vu € ¥*

ywn) = Palwu),

PEQ

= Plew) @ pw),

PEQ

= Pz @ pw),

PER

= 20 Ple(v) @ p(u)],
PEQ
= A@y(vu). (11)

En d’autres termes, si z(w) ~ z(v), alors le comportement pour toute évolution possible
aprés w peut étre déduite du comportement pour la méme évolution apres v et d’un décalage
de \. La procédure de déterminisation ci-dessous construit un automate déterministe G’ dont
les états sont étiquetés par les mots reconnus dans G. Les deux mots w et v correspondent
alors a des états qui peuvent étre fusionnés (en définissant un circuit sur 1’état atteint apres v
reconnaissant aj ...a, tel que vas ...a, = w et avec un poids égal & A) tout en conduisant a
un méme comportement, c’est-a-dire & un automate (max,+) équivalent.

La procédure de determinisation vie normalisation, qui, si elle se termine, construit un
automate G’ = (Q’, ¢},t") équivalent & G = (Q, o, ) possiblement non déterministe, peut étre
décrite au travers de la procédure 1.

Procédure 1 Déterminisation via normalisation

1:

20 Qj < {e}, Qjr1 < 0, ¢, < {e}, Q" + {¢} > Initialisation

3: while Q; # () do

4: for all we Qj, a € ¥ tels que y(wa) # € do

5: if Jv € Prefix(wa) tel que z(wa) ~ x(v) then > Les comportements apres wa et v
sont identiques selon ([ITI)

6: t'(w,a,v) = y(w) ™! @ y(wa) > Définit une transition vers I’état v

7: else

8: Q'+ Q' J{wa} > Ajoute ’état wa dans @’

9: t'(w, a,wa) = y(w) ™! @ y(wa) > Définit une transition vers 1’état wa

10: Qjt1 + Qj+1 U{wa}

11: end if

12: end for

13: Qj — QjJrl

14: Qj+1 —0

15: end while

Exemple 4

Considérons 'automate (max,+) non déterministe G2 de la figure [ et détaillons comment
la procédure opere pour construire 'automate déterministe G4 équivalent & G5 (et représenté
dans la méme figure).
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a/2,c/1

Figure 1: L’automate (max,+) non déterministe G et G qui est déterministe et équivalent.

e L’initialisation conduit & Q' = {e} et ¢} = {e}.

e A la premitre évaluation de la condition du while 1.3, on a Q; = {e}.
Puisque z(e) = (e e )etaz(a)=(4 2 ),z(c)= (- 1), pour la variable 'wa’ égale
a a et ¢ la condition du if 1.5 est fausse, et alors : les états a et ¢ sont ajoutés dans Q' ;
les transitions t' (e, a,a) = 4 et t'(e, ¢, ¢) = 1 sont définies.

e A la seconde évaluation de la condition du while 1.3, on a Q; = {a, ¢}.
Puisque z(aa) = ( 8 5 ) et z(ac) = (- 3 ), la condition du if 1.5 est fausse, et alors :
les états aa et ac sont ajoutés dans Q' ; les transitions t'(a, a,aa) = 4 et t'(a, c,ac) = —1
sont définies.
Puisque z(ca) = (- 3 ) et z(cc) = (- 2 ), on a z(cc) ~ z(c) et z(ca) ~ z(c) (la
condition du if 1.5 est vraie dans les deux cas), et alors les transitions t'(c,a,¢) = 2 et
t'(c,c,c) = 1 sont définies.

e A la troisitme évaluation de la condition du while 1.3, on a Q,; = {aa, ac}.
Puisque z(aaa) = ( 12 9 ) et z(aac) = ( - 6 ), z(aaa) ~ z(aa) mais la condition du
if 1.5 est fausse pour aac, et alors : la transition t’(aa, a, aa) = 4 est définie ; état aac est
ajouté dans Q' et la transition t'(aq, ¢, aac) = —2 est définie.
Puisque z(aca) = (- 5 ) et x(acc) = ( - 4 ), on a z(aca) ~ z(ac) et z(acc) ~ z(ac),
et alors les transitions t'(ac, a, ac) = 2 et t'(ac, ¢, ac) = 1 sont définies.

e A la quatritme évaluation de la condition du while 1.3, on a Q, = {aac}.
Puisque z(aaca) = (- 8 ) et z(aacc) = (- 7 ), on a z(aaca) ~ z(aac) et z(aacc) ~
x(aac), et alors les transitions t'(aac, a, aac) = 2 et t'(aac, ¢, aac) = 1 sont définies.

e A la cinquieme évaluation de la condition du while 1.3, Q; est vide et la procédure se
termine.

Considérons I'automate (max,+) Gs dela figure@l Onapourk > 1,z(a¥) = ( 2xk 4xk ).
Dans ce cas, la procédure ne se termine pas puisque pour tout k& > 1 il n’existe pas i < k tel
que z(a*) ~ z(a?). o

Remarque 5 Pour faciliter la compréhension de notre contribution, nous avons présenté la
procédure de déterminisation via normalisation :
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Gs @ //1\\@
1 T

Figure 2: L’automate (max,+) non déterministe Gs.

a/2,c/1

U
G

a/4

YARAERNG.

C? e/ —1
)4\\@ a/4

Figure 3: L’automate (max,+) déterministe G4 équivalent & G et GY,.

e avec des états dans 'automate résultant G’ étiquetés avec les mots comme dans [6], alors
que des labels correspondant aux valeurs de 1’état sont utilisés dans [7], [15] [10] ;

e en utilisant 'ordre préfixiel dans la condition du if 1.5, alors que 'ordre hiérarchique (aussi
appelé militaire et basé sur la longueur ainsi que 'ordre lexicographique & longueur égale)
est utilisé dans [6, [7, 15, 10]. En utilisant Pordre hiérarchique, la procédure teste parmi
tous les états précédemment ajoutés dans @ (au lieu de seulement les préfixes) si 'un
conduit & un comportement identique, et permet ainsi de minimiser le nombre d’états
dans Q'. Par exemple, nous obtenons G4 de la figure Bl en utilisant I'ordre hiérarchique
dans la procédure. Quelle que soit la relation d’ordre (préfixielle ou hiérarchique), notons
que les automates résultants sont équivalent et les conditions pour lesquelles la procédure
se termine sont identiques.

<

A notre connaissance la condition de clonage introduite dans [I0] est la condition la plus
générale permettant de caractériser les automates pouvant étre déterminisés a l'aide de la
procédure via normalisation. Soient w, v € ¥* tels que R(uv) = R(u), on note M (u,v) le
sous-ensemble de R(u) contenant les états dans R(u) & partir desquels les circuits reconnaissant
v ont le poids maximum, a savoir

M(u,v) 2 {p € R(w) | p(v)pp = €D 1(v)gq}- (12)
qER(u)

Définition 7 (Propriété de clonage). Soient u,v € ¥*. Un état ¢ € R(u) est appelé un clone
pour v si u(v)gq # € implique qu’il existe p € M (u,v) tel que p(v)pq # €. Un automate (max,+)
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G a la propriété de clonage si Vu € ¥*, Vp,q € R(u), p et q sont des clones pour tout v € X*
tel que R(uv) = R(u).

Théoreme 6 ([10, th. 3.4]). Soit G un automate (maz,+) émondé et polynomialement ambigu.
La procédure via normalisation termine sur G ssi G satisfait la propriété de clonage.

Exemple 7 TL’automate (max,+) G2 de la figure[Il est polynomialement ambigu (c¢f. théoréme
[B) et satisfait la propriété de clonage. L’automate G3 représenté sur la figure[2est polynomiale-
ment ambigu mais ne satisfait pas la propriété de clonage puisque u(a)s r # @TeR(a) pwla)y =

4:u(a)11711 et ,U,(a)]],]:&'. <&

4 Amélioration de la procédure de déterminisation

Dans cette section, on propose une amélioration de la procédure de déterminisation qui permet
d’élargir la classe d’automates (max,+) pouvant étre traités avec succes. L’idée directrice est
d’affaiblir la condition permettant de détecter des états admettant un identique comportement
futur. Plus précisément, on propose une relation différente de ~ (définie par ([I0)) pour laquelle
on prouve que les états en relation admettent un méme comportement ultérieur. En combinant
cette relation avec ~ (sous la forme d’une disjonction dans le test de la ligne 5 de la procédure
), un plus grand nombre d’états peuvent étre fusionnés lors des itérations de la procédure[l] et
celle-ci peut ainsi terminer pour une classe plus large d’automates (max,+).

4.1 Nouvelle relation pour des états ayant d’identiques comporte-
ments ultérieurs

Considérons w € ¥* reconnu par un automate (max,+) G et v € Prefix(w), on définit la relation
~ par

z(w) ~ z(v)

—
S(w) = S(v), (13)
Yu € ¥*,Vq € S(vu),Ip € S(v) : (vu)q = z( V)p @ p(w)pg, (14)
Vu € ¥*,Vg € S(wu),3p € S(w) : z(wu)y = z(w)p @ p(w)pg- (15)
Lemme 1. Siz(w) ~ z(v), alors S(wu) = S(vu) pour tout u € X*.

Proof. Supposons que z(w) ~ z(v). Notons tout d’abord que pour tout ¢, € S(wu), la condi-
tion (&) implique que

Ipw € S(w), z(wu)g, = (W)p, @ L(U)pyqe (16)

avec p(u)p,q, = (u)pg, Vp € S(w) = S(v),Vq € Q. (17)

En effet pour (I7), pu(u)p,qe < p(u)pg pour un p € S(w) et un ¢ € @ impliquerait que
z(wu)q, < x(wu)y ce qui contredirait ¢, € S(wu).

Notons aussi que pour tout g, € S(vu), la condition (I4]) implique que
Jpy € S(v), z(vu)g, = 2(v)p, ® P(W)p,q, (18)
avec p(w)p,q, > 1(u)pg, Vp € S(v) = S(w),Vq € Q. (19)
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On montre d’abord que tout g, € S(wu) appartient aussi a S(vu), et donc que S(wu) C
S(vu). Puisque py, € S(w) et S(w) = S(v), on a

2(V)p, = y(v) = z(v)p,Vp € S(v), (20)
et
z(vu)g, = z(v)p ® p(u)pg,
PeEQ
Z :C(/U)Pw ® lu’(u)prw
= 2()p ® W(W)p,q,, 7P € S(v) (selon (20)
> x(v)p ® pu(t)pg, Vp € S(v),Vq € Q (selon (1)
= ‘T(,UU’)Qw Z x(v)pv ® M(U)PUQU
= x(vu)g, - (selon ([I8))
De fagon similaire, on montre que tout ¢, € S(vu) appartient aussi a S(wu), et donc que
S(vu) C S(wu). O

Lemme 2. Soit A € Ryax défini par y(w) = A@y(v) (i.e. A =y) t@y(w) siy(v) #¢). On
a

z(w) ~z(v) = ylwu)=Ay(vu),Vu € X" (21)

Proof. Supposons que x(w) ~ x(v) et considérons v € ¥*. Selon le lemme [I ¢ € S(wu)
appartient aussi & S(vu), et

Fpo € S(v) : z(vu)g = 2(v)p, ® p(U)p,q (selon () (22)
Tpu € S(w)  a(wu)y = 2(w)py ® u(u)puq. (selon (I3) (23)

On montre d’abord que
1(W)p,q = 1(W)p,,q- (24)

Supposons que p(u)p,q > p(t)p,q, alors

y(wu) = z(wu)q (puisque ¢ € S(wu))
= 2(w)p,, @ 1(W)p,.q (selon [23))
< ‘T(w)pw ® H’(U)qu (pa'r hypOthése)
=z(w)p, @ 1(U)p,q (puisque p, et p,, sont dans S(v) = S(w))

ce qui contredit

y(wu) = z(wu)g = @ z(w)p @ p(w)pg > T(w)p @ p(u)pg, Vp € Q.
peQ

De fagon symétrique, on montre que le cas p(u)p,q < p(u)p, q n'est pas possible. Finalement,
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on a

y(wu) = z(wu),

= 2(W)p,, ® W(W)p,q (selon 23)

= y(w) ® p(w)p,q (puisque p,, € S(w))
=A@ y(v) ® u(u)p,q

= AR 2(0)p, @ ((U)p,q (puisque p, € S(v))
=A@ z(v)p, ® p(t)p,q (selon 24)

= A ® z(vu)q (selon (22)

=A@ y(vu).

O

Le premier exemple ci-dessous met en évidence qu'il existe des cas pour lesquels z(w) ~ x(w)
est vérifiée mais pas z(w) ~ x(v). Dans la suite, on propose de détecter les états conduisant
a d’identiques comportements ultérieurs en testant s’ils sont en relation selon ~ ou selon ~.
En procédant ainsi, il est clair que cette détection va aboutir plus souvent (et la procédure
de déterminisation va se terminer plus souvent) que si seule la relation ~ est utilisée (comme
dans la procédure[l]). Le deuxieme exemple ci-dessous montre qu’il existe des cas pour lesquels
x(w) ~ x(v) est vérifiée mais pas z(w) ~ xz(w). Cela signifie que les conditions définissant ~
ne sont pas toujours moins restrictives que celles définissant ~ et cela justifie de tester les deux
relations. On souligne également dans cet exemple qu’il existe des cas pour lesquels les deux
relations sont vérifiées.

Exemple 8 Intéressons-nous & 'automate (max,+) G de la figure[2 qui reconnait seulement
les mots a™, n > 1. On se convainc facilement que I’ensemble des états gagnants pour tout ces
mots se restreint & 1’état de droite, & savoir S(a™) = {II} pour tout n. En particulier, on alors
z(a?) ~ z(a). Mais z(a?) = (4 8 )etz(a)=( 2 4 ), ce qui montre que z(a?) ~ x(a) n’est
pas vérifiée. o

Exemple 9 Considérons 'automate (max,+) G4 représenté sur la figure[d On a :
x(a):(Q 1 - -),x(a2)2(3 2 - -),

et donc z(a) =~ z(a?). De plus, on a S(a) = S(a?®) = {I} et
zab)=(- - 3 4), z@b)=(- - 4 5).

En observant qu’il n’existe pas de chemin depuis I jusqu’a IV, on peut constater que pour I’état
IV € S(ab), il n’existe pas ¢ € S(a) tel que x(ab)ry = x(a)y @ u(b)y,rv et donc z(a) ~ x(a?)
est faux. Soulignons enfin que pour Gy sur la figure [I] tous les cas tels que z(w) ~ x(v) sont
aussi tels que x(w) ~ x(v). o

4.2 Utilisation de la nouvelle relation pour améliorer la procédure de
déterminisation

Le lemme [2 montre que la relation ~ définie par (I3HIG) permet d’identifier des états dont le
comportement ultérieur est identique. En pratique, la relation ~ ne peut pas étre testée puisque
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V)

b/3
QTDQ a/l

Figure 4: L’automate (max,+) non déterministe Gy.

@
Gy
> b/1 a/2
VRN
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cela requiert de vérifier les conditions (I4]) et (I5) pour un nombre infini de mots v € ¥*. On

spécifie dans ce qui suit une autre relation qui peut étre testée et qui est suffisante pour la

relation ~. Cette nouvelle relation peut étre combinée avec la relation ~ dans la procédure de

déterminisation afin d’élargir la classe d’automates (max,+) pour lesquels celle-ci aboutit.
Soulignons qu’il s’agit 1a d’une premiere approche et que la relation proposée est une solution

assez naive pour obtenir une condition testable et suffisante pour la relation ~. Celle-ci est assez

restrictive et les travaux futurs devront prospecter des relations testables et plus faibles.
Définissons la relation binaire ~ de R}, vers R} . par

z(w) = z(v)

R(w) = R(v), S(w) = S(v), (25)

Vp € R(w) \ S(w), Jq € S(w) tel que Va € &
R(wa,p) € {p,q}, (26)
#(@)aq > 1(@)pr, ¥ € R(wa,p). (27)

Lemme 3. Si z(w) = z(v), alors x(w) ~ z(v).

Proof. La condition (28) implique de fagon évidente (I3]). Montrons maintenant que (26H2T)
implique ([IE) et remarquons que 1’égalité R(w) = R(v) dans [28) induit que I'implication
[26127) = (I4)) peut se déduire de la méme maniere.

Pour tout u = aqas...a, € X*, considérons un chemin de poids maximal reconnaissant wu
et notons p1,pa, ..., Pn et g, € S(wu) les états tels que

y(wu) = z(wu)qu = x(w)pl ® N(al)plm ®...0 U(anfl)pnflpn ® U(an)pnqu- (28)

Sip1 € S(w), il n'y a rien & montrer puisque (I3)) est alors vérifiée. Si p1 € R(w) \ S(w), on
montre que (26H2T) impliquent qu’il existe ¢; € S(w) tel que

z(wu)q, = x(w)g, @ p(ar...an)gq. (29)
et la condition (3] est alors vérifiée.
Observons que la condition (26) induit que p; € {g1,p1} pour i =2,...,n et ¢, = ¢1. De
plus, la condition ([27)) impose que pour tout a;, i =1,...n

:u(ai)quh > M(ai):ﬂlpl et M(ai)qu]l > :u(ai):ﬂllh' (30)

12
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On a

r(w)g, @ (a1 ... an)gq, > v(W)g @ p1(a1)gg @ - @ f1(@n-1)g g1 @ 1(@n)grq.,
> x(w)g @ 1(a1)pipy @ -+ @ p(@n—1)p,_1pn @ 1(an)p, g,
( & partir de p; € {q1,p1} et (B0) pour tout 7)
2 2(W)p, @ p(a1)pips @ - -+ @ pi(An—1)p,_1p, @ 1(An)poq.

= z(wu)g, ( selon (28))

ce qui prouve (29) puisque par définition z(wu)y, > z(w)y @ p(as .. .an)qq, pour tout g. O

Ensemble les lemmes [3l et Rlmontrent que la relation = est suffisante pour identifier des états
admettant d’identiques comportements ultérieurs. De plus, cette relation peut étre testée. Il
est alors naturel d’adapter la procédure [l en remplagant la ligne 5 comme suit :

5: if Jv € Prefix(wa) tel que z(wa) ~ z(v) ou z(wa) = x(v) then

La procédure ainsi modifiée aboutit identiquement pour les automates (max,+) qui peuvent
étre traités avec succes a I'aide de la procédure[Il De plus, on montre ci-dessous qu’il existe des
automates (max,+) pour lesquels la procédure modifiée aboutit alors que la procédure initiale
échoue a construire un automate déterministe équivalent.

Exemple 10 Considérons & nouveau I'automate (max,+) non déterministe G3. Dans 'exemple
[ on a mis en évidence que la procédure existante (utilisant seulement la relation ~) ne se ter-
mine pas et échoue donc a déterminiser Gs.

En utilisant a la fois les relation ~ et =, la procédure modifiée opere comme suit avec G3
en entrée :

e L’initialisation pose Q' = {¢} et ¢} = {¢}.

e A la premitre évaluation de la condition du while & la ligne 3, on a Q; = {e}.
a est la seule lettre énumérée dans le for all & la ligne 4 (y(a) # ). Puisque S(e) = {I,II}
et S(a) = {II}, z(a) =~ x(e) x(a) = z(€) sont faux et la condition du if & la ligne 5 est
fausse, et alors, état a est ajouté dans Q' ; la transition t/(e, a, a) = 4 est définie.

e A la deuxitme évaluation de la condition du while & la ligne 3, on a Q,; = {a}.
a est la seule lettre énumérée dans le for all & la ligne 4 (y(aa) # €). Puisque z(a) =
(2 4)etaz(aa) = (4 8),z(a?) ~ x(a) est faux. Mais on a S(aa) = S(a), R(aa) =
R(a), et les conditions (2627 sont satisfaites. On a alors x(a?) =~ z(a) et la condition du
if & la ligne 5 est vraie, et alors la transition ¢'(a, a,a) = 4 est définie.

e A la troisieme évaluation de la condition du while a la ligne 3, Q; est vide et la procédure
termine.

La procédure construit ainsi G4 (déterministe et équivalent & G3) représenté sur la figure [l <

5 Conclusion et perspectives

On a proposé une nouvelle condition permettant d’identifier les états d’'un automate (max,+)
engendrant un identique comportement ultérieur. Cela nous permet d’enrichir la procédure de
déterminisation de sorte qu’elle aboutisse pour un plus grand nombre d’automates (max,+).
Nos travaux futurs viseront :
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Gg /a&_\
@1) @ ) a/4

Figure 5: L’automate (max,+) déterministe G% équivalent & Gs.

e & généraliser notre approche en utilisant ’ordre hiérarchique dans la procédure de déterminisation
et en considérant des automates pour lesquels tous les états ne sont pas finaux,

e a trouver des relations moins restrictives que = et suffisantes pour ~ afin d’étendre encore
la classe d’automates pouvant étre déterminisés a l’aide de la procédure enrichie, et a
identifier les classes d’automates (max,+) pour lesquelles notre procédure enrichie aboutit.

References

[1] F. Baccelli, G. Cohen, G.-J. Olsder, and J.-P. Quadrat. Synchronization and Linearity. Wiley,

1992.

[2] E. Badouel, A. Bouillard, P. Darondeau, and J. Komenda. Residuation of tropical series: ratio-

nality issues. In joint 50th IEEE CDC-ECC, 2011.

[3] M.-P. Béal, E. Czeizler, J. Kari, and D. Perrin. Unambiguous automata. Mathematics in Computer

Science, 1(4):625-638, 2008.

[4] R. Boukra, S. Lahaye, and J.-L. Boimond. New representations for (max,+) automata with

applications to performance evaluation and control of discrete event systems. Disc. Fvent Dyn.
Syst., 25:295-322, 2015.

[5] S. Gaubert. Théorie des systémes linéaires dans les dioides. These de doctorat, Ecole des Mines

de Paris, July 1992.

] S. Gaubert. Performance Evaluation of (max,+) Automata. IEEE TAC, 40(12):2014-2025, 1995.

] S. Gaubert and J. Mairesse. Asymptotic analysis of heaps of pieces and application to timed Petri

nets. In Proceedings of Petri Nets and Performance Models, pages 158 — 169, 1999.

[8] S. Gaubert and J. Mairesse. Modeling and Analysis of Timed Petri Nets using Heaps of Pieces.

IEEE TAC, 44(4):683-698, 1999.

[9] B. Heidergott, G. J. Olsder, and J. V. D. Woude. Maz Plus at work. Princeton Press, 2006.
[10] D. Kirsten. A burnside approach to the termination of Mohri’s algorithm for polynomially am-

biguous min-plus-automata. RAIRO - TIA, 42(3):553-581, 2008.

[11] I. Klimann, S. Lombardy, J. Mairesse, and C. Prieur. Deciding unambiguity and sequentiality

from a finitely ambiguous max-plus automaton. T'CS, 2004.

[12] J. Komenda, S. Lahaye, and J.-L. Boimond. Supervisory Control of (max,+) Automata: A Be-

havioral Approach. Disc. Event Dyn. Syst., 19(4):525-549, 20009.

[13] S. Lahaye, J. Komenda, and J.-L. Boimond. Compositions of (max, +) automata. Discrete Event

Dynamic Systems, 25:323-344, June 2015 2015.

[14] S. Lombardy and J. Sakarovitch. Sequential ? T'CS, 359(1-2):224-244, 2006.
[15] M. Mohri. Finite-state transducers in language and speech processing. Comp. Lingu., 23:269-311,

1997.

[16] M. Mohri. Weighted automata algorithms. In Handbook of weighted automata. Springer, 2011.

[17] Rong Su and Gerhard J. Woeginger. String execution time for finite languages: Max is easy, min

14

is hard. Automatica, 47(10):2326-2329, 2011.



	Introduction
	Rappels préliminaires
	Algèbre (max,+)
	Mots et langages
	Automates (max,+)

	Déterminisation des automates (max,+) reposant sur la normalisation
	Amélioration de la procédure de déterminisation
	Nouvelle relation pour des états ayant d'identiques comportements ultérieurs
	Utilisation de la nouvelle relation pour améliorer la procédure de déterminisation

	Conclusion et perspectives

