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1. Préambule et historique

J’ai effectué mon stage a l'inria de Bordeaux, au sein de 1’équipe MONC (Modeling in Oncology) qui
travaille sur le développement de modéles mathématiques visant & décrire la dynamique de grossissement
des tumeurs et ainsi pouvoir prédire ’évolution d’une tumeur. Mon but principal était d’étudier quelques
aspects théoriques d’un modéle particulier, dont sa stabilité et sa sensibilité aux paramétres.

Dans la suite de mon rapport, je ferai référence & certains modéles développés que je présente ici.

Les premiers modéles proposés sont simples dans la mesure ou seule une variable, le volume tumoral
V, intervient : on a donc une seule équation différentielle ordinaire en V', la plus simple étant celle d’une
croissance exponentielle :

av
— =V
dt
Cette équation peut étre modifiée en
av
b v/’
dt

selon les données expérimentales.
L’équation que je vais utiliser ici est un modéle classique dit de Gompertz [2] [7] :

dv ! Vinaz

— =aln

dt v
La solution de ce modéle a ’avantage de présenter une croissance du volume qui ralentit & partir d’un certain
temps, ce qui est cohérent avec les observations expérimentales. On notera (V') ce modéle dans la suite.




A partir de (V), la prise en compte du phénomeéne d’angiogénése, la création de nouveaux vaisseaux par
la tumeur pour qu’elle regoive suffisament de nutriments [4], conduit au modéle & deux dimensions suivant

[5] :

dV K
E = (lv In <V>
Ky _avesk
dt

Dans ce modéle développé en particulier par P. Hahnfeldt, V' est toujours le volume tumoral et K est la
vasculature qui dépend maintenant aussi du temps. Ce modéle un peu plus complexe sera noté (V, K).

Enfin, le modéle auquel je me suis surtout intéressé est un modéle a trois dimensions développé par S.
Benzekry [1] en affinant le processus d’angiogénése : & chaque instant, une partie des nouveaux vaisseaux est
instable dans le sens ou elle n’est pas encore en mesure de laisser passer le sang [6]. La fonction K précédente
est donc séparée en deux termes : la vasculature stable que ’on notera S et la vasculature instable U. Le
troisiéme modéle que I’on notera (V,.S,U) est le suivant :

av S
. aVln(v)
d

S \w—+s

_ bV — dV23U — U
di X

2. Etude théorique du modéle

Le but de cette partie est d’étudier le comportement des solutions de chacun des trois modéles, en
particulier leurs points d’équilibre et leur convergence.
2.1. Premier modéle

Le modéle (V) est une simple équation différentielle en dimension 1 :

dv Vinaz
E =aVln <V>

Dans le cas ou V(0) = 0, I'unique solution est la solution nulle. Ceci est une conséquence du lemme suivant :

Lemme. Soit g : RT — R une fonction continue telle que : g ne s’annule pas sur un voisinage de 0 sauf en
0 et Je > 0 tel que foe dv. — 1 0. Alors le systéme

a(0)
{ @o= (V)
V) = 0

posséde une unique solution, celle-ci étant définie sur R™ et identiquement nulle.

Démonstration. La fonction nulle est solution du systéme (car g(0) = 0). Soit V une solution non iden-
tiquement nulle du systéme. Soit tym = inf{t > 0|V (t) # 0} (en particulier V (t,m = 0)). V est de classe
C' et d’apres les propriétés de g, il existe to > tpmin tel que Vit Eltmin;to], V(t) # 0 et V est strictement
monotone sur [tmin;to]. V définit donc un difféomorphisme de [tiin;to] sur V([tmin;to]). Soit 1 €ltmin; tol,

/tovl(x)dx—t 0 fo—tm
) g(V(.I)) — L Wnﬁtm_” 0 min



Or par un changement de variable, on obtient :

to V’(a:) B V(to) dfu
A mwmﬂx‘ﬂw>gm>

/to V' (x) Vi) dy
n

sV @)™ 0 Jo g =T

1l n’existe donc pas de solution non nulle.

R — R ) )
/ N Vmam) étant de classe Cl, il y a existence

r = axln(Fme

et unicité d’une solution maximale et celle-ci est définie sur Rt par :

V>0, V(t) = Vi (K@))

Dans le cas ou V(0) > 0, la fonction

On a donc une solution croissante qui converge vers Vi, qz.

2.2. Deuxiéme modéle

Pour le systéme (V, K), la solution ne peut qu’étre approchée numériquement. Il est intéressant dans
ce cas de savoir si le modéle conduit bien toujours a un résultat cohérent avec ’expérience. On attend une
convergence des solutions.

Le systéme & étudier est le suivant :

dv K
E = aVln (V>
Ky _avesk
dt

* *
avec les conditions initiales : 0 < V(0) < K(0). Le caractéere C! de la fonction R xRy = RxR 273
(x,y) = (axIn(¥), vz —dx 3y)
assure 'existence et l'unicité de la solution, celle-ci étant définie sur [0, T'[.
Si V ¢’annule en un point ¢y, le couple (0, K(tg)) est solution du probléme donc par unicité, V est
identiquement nulle. Or on a choisi V(0) > 0 donc V ne s’annule jamais. Le systéme posséde alors un unique

point d’équilibre ((%)3/27 (%)3/2),

Proposition 1. La solution du probléme est définie pour tout t > 0 et converge toujours vers l’équilibre.

Le tracé du champ de vecteurs dans I’espace des phases permet de s’en convaincre :
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Démonstration.
Cas 1 : (%)3/2 > K(0) > V(0)
- 8i 3to, V(to) = K(to) < (£)%% et V < K avant to alors :
av
to) =
dt(o) 0
et
dK
(o) = K (to)(b — dK(t0)*/%) > 0
Donc V < K dans un voisinage aprés to. V — K s’annule donc en ty sans changer de signe, on doit donc
dV-K d dK
avoir (th )(to) =0 soit : d—‘t/(to) =— (to)- On aboutit donc a une contradiction.

Tant que K < (2)3/2, V < K et donc V est strictement croissante.

- 8i Jto, K(to) = (3)%/2 (K atteint (3)3/2 pour la premiére fois) alors :

CdK
st E(to) =0, V(to) = (4)%2.

La fonction constante a ’équilibre est solution du probléme de Cauchy, c’est donc la seule solution. Or

K(0) < (2)3/2 donc ce cas est impossible. On a alors :

dK

Y (to) > 0 clest-a-dire : V(tg) > (5)3/2 ce qui est

impossible en vertu du résultat précédent. On en déduit que :

vt, V(t) < K(t) < (

Cela prouve que :

b

d

>3/2

- Les solutions du probléme dans le cas 1 sont définies sur [0,4o00[. En effet, les solutions sont bornées.

-V et K convergent vers (4)3/2

V' croit). K converge donc aussi vers | et 7

av
. En effet, V est croissante et bornée donc converge vers | et —

7 t:z 0 (car

= bl — dlI®/3. Si bl — dI®/3 # 0 alors K ne converge pas.



Finalement : | = (%)3/2.

dK
Dans le cas ou (g)?’/2 = K(0) > V(0), on montre de méme que E(O) < 0 et on retombe donc sur l’étude

précédente.

Cas 2 : (£)%2 <V(0) < K(0)

- Sivt, V() < K(t) alors : Vt, %/(t) > 0 donc Vt, V(t) > V(0) > (£)3/2.
dK

Donc Vt, E(t) < 0.

On a donc V croissante et K décroissante. Les deux sont bornées dont convergent respectivement vers ly et

ly. 4 = 0 donc Iy =lo > (2)3/2. Or la seule possibilité est | = (4)3/2 donc
o0

b

3/2
Jto, V(to) = K(to) > (d)

K etV décroissent toutes les deux apres tg et on peut appliquer la méme étude que précédemment :
-Vt > to, K(t) < V(1)
-Vt > t, K(t) > (5)%/2

D’ot : aprés tg, V et K décroissent et convergent vers (
On peut montrer la convergence dans le cas ou V(0) = (

Cas 3 : V(0) < ()2 < K(0)

)3/2
)3/2'

[SYISASHIS)

dK .
- 8i K(to) > (2)3/% et K(to) > V(to) alors E(tO) < 0 donc : tant que K n'a pas atteint (4)%% ou V, V
croft et K décroit.

- 8i K n'atteint ni U'un ni Uautre alors K et V convergent vers (4)3/2.

- 8iTto, K(to) = (£)%% > V(to) (le cas ou V (to) vaut aussi (2)%/? implique qu’on se situe a I'équilibre) alors
on retombe sur un cas déja traité (en prenant t' =t —ty) et on a convergence vers l’équilibre.

- 8i 3to, K(to) = V(to) > (3)%/2 avec K >V avant ty alors V et K décroissent strictement aprés to et ici
aussi, le cas a déja €té traité : on a convergence vers l’équilibre.

Voici illustrés les trois cas possibles de la démonstration :

Vi) et Stt) dans le cas 1 Vi) et Sit) dans le cas2 V(D) et S(t) dans le cas 3
Bet0 3e11 et

28011

28011 25011
—ryTY — Vi)
24e11
— st — s
22e11 2611

2e11

18811 15011

142114 : Te11

1201
111 sem 7l//f
B0 —\\

T T T T Bet0 T T T T T T T T T 1 T T T T T g
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2.3. Troisiéme modéle

Oun considére maintenant le systéeme (V,S,U) :

av S
E aVln (V)

dsS
E = XU — TS
o = - dV23U — xU
avec S(0) > V(0) et U(0) = 0.
Soit F' définie par :
F : D=R} xR} xR — RxRxR
(x,y,2) — (azIn(¥),yz — 7y, bz — da?/3z — xz)
F est définie et continue sur D.
V(z,y,2) € D,
oOF aln(¥) —a
—(z,y, 2 0
83:( v2) p_ 2._dz
3 xl/3
OF (i @y
a5 Y, 2 = -7
dy 0
OF 0
ai(mvyaz) =
& —x — dz?/3

%—I;, %—5 et %—f sont définies et continues sur D donc F est C! sur D. On a donc existence et unicité de

la solution du probléme. Elle est définie sur [0, T[.
Soit (z,y,2) € D,
F(z,y,z) = 0 si et seulement si :

arln(%) = 0
Xz = TY
b = dz*3z+ xz
si et seulement si :
x =y
z = Ty
X
22/3 = Z)JTTX

car x > 0 et y > 0.

Si b < 7 alors le systéme n’admet aucun point d’équilibre.
Si b > 7 alors 'unique point d’équilibre est (e, e, ie) ol e = (%X)3/2~ On suppose & partir de maintenant
que b > 7.

La jacobienne de F' & I’équilibre s’écrit, :

- —a a 0
Jr(e, e, —e) = 0 -7 X
X b 2 b
st 0 -%

On remarque que la stabilité du systéme linéarisé ne dépend pas du paramétre d.



Pour que I’équilibre soit asymptotiquement stable, il suffit que les valeurs propres de Jr soient de partie

réelle strictement négative. Le polyndéme associé est :
3 xb 9 axb 2ax
P=X"+(t+ e +a)X +(Xb+aT+T)X+ T(b—T)

Les coefficients de P sont tous strictement positifs donc toute racine réelle de P est strictement négative. Donc
soit P a 3 racines réelles et I’équilibre est asymptotiquement stable, soit P a une racine réelle strictement
négative et 2 racines complexes conjuguées A et A.

Or un polynéme Q = X3 + aX? 4+ BX + v posséde 3 racines réelles si et seulement si D < 0 ou D est
défini par :

D= 67+ + gova® — 50?87 — Zafy
Dans le cas a = 0.0042,b = 1,d = 5.73 % 1078, x = 0.00756,7 = 0.0075, les valeurs prises par D dans le
pavé [0.2a; 1.8a] x [0.2b;1.8b] x [0.2x;1.8x] x [0.27;1.87] (quadrillé avec une centaine de valeurs sur chaque
axe) sont strictement négatives, d’aprés la simulation numérique. On peut raisonnablement supposer que
I’équilibre est stable pour chaque valeur des paramétres dans ce pavé.
Dans le cas suivant, 'adaptation aux données sur des souris donne des plages beaucoup plus larges :

Amin = 0.0047  bpin = 1072 dppin =3.62% 1077 Yppin = 1072 7pin = 1072
Amax = 10 bmam =10 dmaz = 3.62 % 1077 Xmaz = 30 Tmax = 1

Ici, D prend des valeurs positives, il faut donc regarder la partie réelle des 2 racines complexes. A s’écrit
alors :
A= 25 + jt's

ou
,_—4-VD
2
v —q+VD
2
avec
4 28
= —
q=" o7

Le méme type d’étude que précédemment montre que sur le pavé discrétisé, les racines complexes sont de
partie réelle strictement négative. On peut 1& aussi raisonnablement supposer que 1’équilibre est asymptoti-
quement, stable.

Proposition 2. Dans le cas S(0) < e, le vecteur solution reste dans le pavé |0; e[x]0; e[x[0; Te[.

Démonstration. Supposons que : Jto, S(to) = e (% (tg) > 0) et V(o) < e, U(ty) < T
Ulto) < £5(to) donc ﬁ—f(to) < 0 donc : %(to) =0 et U(ty) = Le. U était inférieur a Te avant to donc
aUu ) N . T bV (to)
“=(to) > 0 t-a-dire : Te < ——F—.
i (to) = 0 c’est-a-dire : e < VTRY
On a donc : g(e) < g(V(to)) ou g est définie par :

o) =
dxs +x
Or g est strictement croissante donc : V(tg) > e. On obtient finalement V(to) = e et donc : 4 (tg) =
%(to) = 0, ce qui implique, par unicité de la solution au probléme, que le vecteur solution est constant a
l’équilibre, ce qui n’est pas le cas.
S ne peut donc pas atteindre ’équilibre en premier.
On montre de la méme fagon que V et U ne peuvent pas non plus atteindre 1’équilibre en premier.
Finalement, aucune des courbes ne peut atteindre 1’équilibre.



Proposition 3. Toujours dans le cas ot S(0) < e, si & partir d’un instant V est monotone alors le vecteur
solution converge vers l’équilibre.

Démonstration. V étant monotone et bornée, elle converge vers | € [0;e]. V' étant monotone : % o2 0
—00

donc S converge aussi vers .

Montrons que U doit étre monotone & partir d’un instant. Par stricte croissance de g et monotonie de
V, si (t,) est la suite des points ou ‘fi—[tj s’annule, la suite (U(ty,)) doit étre monotone donc % s’annule un
nombre fini de fois. Donc U est monotone & partir d’un instant et bornée.

U converge vers l' et % converge vers 0. On a donc % qui converge vers xlI' — 7l et comme S converge,
on doit avoir : ' = Z1. On a aussi ! = —2—.

X dls +x

On trouve finalement que | = e et I = ie. Donc la solution converge vers ’équilibre (et V' et U sont

croissantes & partir d’un instant).

11 reste le cas ot V' et S se croisent un nombre infini de fois. Soit montrer que ce n’est pas possible, soit
montrer que ¢a conduit quand méme & une convergence vers ’équilibre. Je n’ai pas continué la-dessus, j’ai
préféré travailler sur la sensibilité sans passer trop de temps sur ce probléme.

3. Sensibilité aux paramétres

Le but est de déterminer comment varie la solution du modéle lorsqu’on fait varier un ou plusieurs
paramétres autour d’une valeur moyenne.
On n’étudie que la sensibilité de V, S étant directement liée & V.

Notre modéle est de la forme :
V = f(a,b,d)

o f renvoie la premiére composante de la solution au probléme différentiel qui nous intéresse : d’abord (V,
K) puis (V, S, U).

3.1. Sensibilité locale

On commence par regarder la réponse a la variation d’un seul paramétre, les autres étant fixes.

Afin de déterminer la sensibilité de la solution & la variation d’un unique parameétre, une approche simple
consiste a calculer la dérivée partielle de la solution par rapport & ce paramétre.

Pour comparer les effets qu’ont les variations de chaque parameétre, il faut prendre en compte des variations
relatives des paramétres, c’est-a-dire étudier les fonctions a%—‘g, b%—‘g et d%. En effet : pour une variation

relative h, on a :

V(A +h)a)—V(a) =~ ha%—z(a)
1%

A variation relative h constante, c¢’est donc la valeur de a%—a(a) qui indique la variation de V.

Pour commencer, il faut justifier I’existence de ces dérivées partielles. Pour une équation différentielle de

la forme JA
A0) = A

si I est de classe C'! alors le flot est de classe C''. La solution est donc contintiment différentiable par rapport



aux conditions initiales. En considérant alors le systéme suivant :

% = aVln (5)
K v _dvesk
&
dt
db
dt.
dd
dt
V(0) Vo
K(0) Ky
a0) | = | a
(0) b
(0) d
on obtient que les solutions V' et K sont continiment différentiables par rapport aux parameétres. Les dérivées
partielles qu’on se propose de calculer ont bien un sens.

SR

S

A - Différences finies

La premiére méthode de calcul numérique de la dérivée partielle est la suivante.
Soit le probléme suivant :

{ % — P(X(40),0)
X(0) = Xo(0)

On veut calculer numériquement la dérivée partielle de la solution X par rapport & 6 en une valeur 6.
Pour cela, on choisit un pas faible h et on calcule la solution du probléme :

{ % —  F(X(t, (14 h)0o), (1 + h)bo)
X(0) = Xo((1+h)b)
puis celle de :
{ = FOX(L(1= 1)), (1= h)o)
X(0) = Xo((1—h)bo)
On approche alors %%(t 6o) par :
aix(t’ 00) ~ X(t,(1+h)by) — X(t,(1—h)bo)

00 2hBo

pour une valeur non nulle de 6.

Voici les courbes de a%—‘;, b%—‘; et d%—‘g obtenues avec les valeurs a = 0.0741, b = 1.3383 et d = 0.002,
tirées de [8], avec un pas h = 0.01 : (’abscisse est graduée en jours)



a dV/da en fanction du temps b dVidb en fanction du temps d dwidd en fanction du temps
14000 30000 4 0-

12 000
25 000 4 ﬁ -5 000
10 000 -| E——yE —d dwiad
20 000 ~10 000 -
8000
165 000 4 -15 000 -|
5000 -
— b durdb
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] \
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On remarque ainsi que la sensibilité en a atteint un maximum avant de redescendre & 0 alors que les
sensibilités en b et d suivent le méme type de courbe : croissance jusqu’a une stabilisation (en valeur absolue).

B - Systéme différentiel de la dérivée partielle

Une autre méthode pour calculer la dérivée partielle de la solution par rapport & un paramétre est la
résolution d’un nouveau systéme.
On reprend le probléme précédent. Soit R la dérivée partielle de X par rapport & . On a :

OR 0 [0X
S (10) = aa(m)“a)
B)
= 5 FXa(t,0), - X,(t,0),0))

Fi(X1(t,0), -, X,(¢,6),0)

Fy, (Xl (ta 9)’ ’ 7Xp(tv 9)7 9)

0X OF 0X, OF; OF;
g GO g (X(0), o Xp(6,0),0) o S (4,0) 5 (Xa(1,0), -+ X(1,0),0) + 550
00Xy oF, :8X oF, oF,
-5 & 9)6#1()(1(15 0), - X (,0),0) + - - (t 9)3# (X1(t,0),+, X,p(t,0),0) + —7*
= (gg(Xl(t 0), -, Xp(t,0),0) + Jp(X1(t,0), -+, Xp(t,0)).R(t,0)

1l suffit donc de résoudre le systéme différentiel

dX

— = F(X(t,0),0)
A
at - ae T

10



Voici donc les systémes & résoudre pour calculer %—a,

ﬂ
dt
i
dt
dRa 1

dt
dR,2

dt

vV oV

ob

K
= 1 _—
aVln (V)
= bV —dV¥PK
B K K RV — Ry K
= Vin (V) 4+ aRg1 In (V) + a#
K
= bR — ng“ﬂ —dV3 Ry
Vs
dV K
E = ClV ln (V)
% = bV —dV?BK
dRp, K RV — R K
= 1 _— —_—mm
7 aRp1 In (V) +a %
dRys Ry K 2
dt = V+bRb1—%d V% —dV3Rb2
dV K
E = ClV In (V)
% = bV —dV?BK
del _ K RV — R K
7 = aRd11n<V>+a %
deQ 2 Rd]K 2
5 = bRa-ViK-3d o1 ViR

ov .
etm

On retrouve les mémes courbes qu’avec la méthode des différences finies.
Voici les valeurs absolues des 3 courbes superposées :

Avant le maximum atteint par a, vers

a dVida, b dv/db et-d dyidd en fonction du temps
30000 -

25 000 |
20000
15 000 -
10 000 -

S

5000 -

— advida
— b dwidb
-d dw/dd

T
20 40 4] a0 100 120 140

[°A%

se stabiliser sensiblement & la méme valeur.

Le fait que la sensibilité de a atteigne un maximum peut étre intéressant si on cherche a déterminer sa
valeur a partir de données expérimentales, ce qui est le but principal quand on veut confronter le modéle a
lexpérience. Il sera en effet plus pertinent de partir des données d’un volume tumoral & 50 jours puisqu’une
faible variation de a a un plus grand impact sur le volume prédit par le modéle. Si on confronte les valeurs

11

180

T 1
180 200

t = 50 jours, les trois paramétres ont sensiblement le méme effet.
Aprés cet instant, effet de a tend & s’annuler pendant que les effets de b et d continuent de croitre jusqu’a



prédites aux données a un instant trop éloigné, la sensibilité de a est trés faible et une plus grande marge
d’erreur est possible dans la valeur de a.

On peut se rendre compte de Ueffet relatif de chacun des paramétres au cours du temps avec le graphe

ivant od " bsenté a%" boY " —dgv
sulvant ou sont representes ¢, — Cp = et Cq = —3v—5v —ov -
p a = gBripov_gavs O = 3w +bav a7 d a%—‘;+b% —d2y
Sensibilités relatives au cours du temps
07—
06+
05 R -
0.4
03| — ca
— Cb
cd
0.z
0.1
O T T T T T T T T T 1
a 20 40 a0 80 100 120 140 160 180 200

Ce comportement ne dépend quasiment pas des valeurs des paramétres, tant que 1’on reste dans le cas
(9)% et S(0) < (g)é Dans le cas ou les deux valeurs initiales sont au-dessus de ’équilibre, les
trois courbes ont le méme type de comportement que le cas précédent, a ceci prés que bav et dd 5q atteignent
un maximum (en valeur absolue) avant de se stabiliser. Les deux graphes suivants representent ce cas, les
valeurs initiales étant 10 fois plus éloignées de I’équilibre dans le deuxiéme graphe que dans le premier.

ou V(0) <

30000 -
25 000 |
20 000 |
15 000
10 000 |

5000 -

5000 -
-10 000
-15 000
-20 000
-25 000

-30 000

a d\i/da, b dVidb et d didd en fonetion du temps - Cas2

a dvida
—— bdv/db
d dvidd

150 000

100 000

50000

-60 000

~100 000 -

-150 000 |

-200 000 |

a dv/da, b dvidb et d dwidd en fonstion du temps - Cas2

o

— advida
—— b dwidb
d dvidd

-250 000

T T
20 40 a0 20 100 120

1
120 180 o

T 1
20 a0 e 20 100 120 120 180

En particulier, on constate que quelles que soient les valeurs de a, b et d, les courbes bav et da 54 convergent
vers une valeur égale (en valeur absolue).

Si on cherche une représentation plus intuitive de la sensibilité de chaque paramétre, il peut étre intéres-
et %d%—‘g. Cela permet de quantifier la variation relative de volume

sant de tracer les courbes va aa , Vb

tumoral induit par une variation relatlve d’un paramétre :

AV 1 3V Aa
V V%% a

12



Voici les courbes correspondantes pour les trois parameétres a, b et d :

af/ dVida, bV dV/db et d/V dWidd en fonction du temps

254

0.5+

05

B0 80 100 120 140

— alv dVida
— b dWidb
div dvidd

160 180 200

Asymptotiquement (& partir de 100 jours environ), une variation de p% de la valeur de b ou d induit une
variation de 1.5p% du volume tumoral (dans le méme sens pour b et dans le sens opposé pour d). Pour a, le
maximum est atteint plus tot que précédemment, vers 30 jours. A ce moment-la, une variation de p% de a
entraine une variation de 2p% de V.

C - Systéme (V, S, U)

La méthode du systéme de sensibilité est ici appliquée au systéme un peu plus complexe suivant :

v S

@ = e(7)

ds

— = xU-78

2 = pV —dV2/3U —
th V —dv2BU — U

On a maintenant 5 paramétres différents :

a, b, d, xetT.

Les courbes pour a, b et d sont équivalentes au cas précédent tandis que le comportement de x (respectivement
7) est équivalent & celui de b (respectivement d), comme on peut le voir sur le graphe suivant (les valeurs de
a, b et d sont les mémes que précédemment, x = 0.0756 et 7 = 0.075) :

30000

25 000 |

20000 -

15 000

10 000

5000 |

5000

-10 000

-15000

-20 000 -

-25 000

-30 000

adv/da, b dv/db, d dvidd, chi dyidehi ettau dvidtau en fonction du temps
20000

25000 -

20 000

15000 -

10000

a dvida 5000-]
—— b dwidb
d duidd
chi dvidehi

tau dvidtay

5000

a dv/da, b dvidb, -d dVidd, ehi dv/dehi et -tau dV/dtau en fonction du temps

a dvida

—— bdvidb
-d dvidd

chi dV/dchi

-tau didtau

T T T T 1
50 100 150 200 250 300 o
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Maintenant, les courbes de b et d ne convergent plus vers la méme valeur mais on constate quand méme
que quelles que soient les valeurs des 5 paramétres, les 2 valeurs asymptotiques semblent toujours avoir le
méme rapport. On constate la méme chose pour y et 7.

De la méme facon que pour le premier modéle, on trace les quotients des valeurs absolues par la somme
des valeurs absolues :

Sensibilités relatives au cours du temps
08—

0.8
Ca
Ch
cd
Cehi
Ctau

0.7 A

0.6+

05—

0.4

0.3

02+

T T 1
a 20 40 a0 80 100 120 140 160 180 200

Enfin, voici les courbes divisées par V :

any dvida, bV dVrdb, div dvidd, chifd dvidehi et tau/v dfdtau en fanction du temps

alv dida
— b dWidb
div dvidd
chiny didehi
—— tauV d\idtau

1
] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

D - Comparaison des méthodes

La deuxiéme méthode (3.1.B) présentée est plus stable numériquement que celle des différences finies. En
effet, dans la premiére méthode, lorsque le pas h devient trés faible, du bruit peut apparaitre. Voici le tracé
de a%—‘; d’abord par la méthode du systéme puis par la méthode des différences finies avec un pas h = 10719,
dans les mémes conditions :
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De la méme fagon, si on trace a%—‘; en fonction de a & un instant ¢ fixé, un pas trop faible entraine des

perturbations. Voici la méme courbe calculée dans le premier cas avec le systéme d’équations différentielles,

dans le deuxiéme cas avec les différences finies et un pas h = 10~? et enfin avec les différences finies et un
pas h = 10711

s7az-| s7a2 5742

74 74 74

saz | s7az 5735

T T T T T T T 738 T T T T T T T
00741 007411 DOT4IZ OO7T413 D074 0O7HIS DO74IE 0074 007418 00741 DOT4I 007412 OO7T413 D074 OO7HIS DO74IE  OOTATT  0.07418

738 T T T T T T T
00741 007411 DOF4IZ 007413 D074 007415 DOT4IE  OOTATT  0OT4IS

Il apparait également que la méthode du systéme d’équations est plus rapide que la premiére. Par exemple,
le calcul numérique de a%—‘g en 100000 points prend, avec les mémes valeurs des paramétres et des valeurs
initiales, 1.02 secondes en faisant des différences finies et 0.54 secondes en résolvant le systéme de sensibilité.
Une exécution deux fois plus rapide parait assez logique puisqu’on est amené a résoudre deux systémes
différentiels dans le premier cas contre un seul dans le deuxiéme.

Pour résoudre les équations différentielles, j’ai utilisé la fonction ode45 de Matlab.

3.2. Sensibilité globale
A - Théorie

Décomposition ANOVA [10] On considére une fonction f : I™ — R ou I = [0;1], de carré intégrable.
On définit fy par :

fo= f(z)dx
I'n,

On définit ensuite, pour tout ¢ € {1,--- ,n}, les fonctions f; : I — R par :
filzi) = F@) I dax — fo
In—1 k;é’L

15



On définit en fait pour tout s < n et pour tous i1 < --- < iy < n les fonctions f;,...;, : I®* = R par la formule

suivante :

s—1

fllls ($i17 T ’:'Eis) = /n_S f({E) H dry — fO - Z Z fih“‘ijp (xih U ’mijp)

kg {in, - is} p=1j1<--<jp

Finalement, on définit la fonction fi..., : I — R par :

fron(@) = flx) = fo — Z Z fivei @iy, oy i)

s=1141 < <ig

On a alors une décomposition de f sous la forme :

F@)=fo+ > filw) + > fis(miz) + + frm()
=1

i<j
Il est clair que pour tout ¢ :

/0 fi@)dz = 0

Lemme. Pour tout s <n et tous iy < - <ig<n:

1
Vk € {].7 . ,8}7 / fil...is(xil,~ .. ,xis)d:pik =0
0

Démonstration. On prouve le résultat par récurrence forte sur s.

1 s—1 s i
/ fiveiy @iy, g, )dayy, = /1 N f(z) 11 dvy—fo—>, > / gy, @iy
0 n—st1 0

1¢{iv,is P\ {in} p=1j1<<jp

1¢{i1, - ,is P\{ir } p=1 j1<-<jp
kQ{jl, 1.j]-7}

par hypothése de récurrence.
On réindexe en posant : q1 =41, .., Qk—1 = tk—1, Qk = Lk+1, ---, s—1 = ts. On obtient ainsi :

) s—1 s—1
/ firois iy )dag, = / ' 1f(av) H dx; —fO_Z Z Jasai, @qy
0 In—st 1¢{q1, qs—1} p=17j1<<jp
s—1 s—2
= / ; 1f(:E) H dxl*f0*2 Z Fagy s, (Tazy o
et 1¢{q1,+ as—1} p=lji<<jp

- fth"'qs—l(an T 71'115—1)
= 0

par définition de fo,..q 1 (Tqr, - Tqa_y)-
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Soient maintenant i1 < --- < iy < met j; <--- < jp <ntels que : Ik, jg & {i1, - ,is}

1
fiyeig @iy, 7xis)fj1"'jt(m.jl7... 7xjt)dm: / § </ fi1~~-i5(33i17"' 7$is)fj1“'jt(xj17"' 7mjt)dxjk> H dzy
Im In= 0

l#Jk
1
= Jiveig@igs oo, @3,) </ Fivege (@05 ’xjt)dxjk> H dx
m=t 0 I#Jk
=0
=0
On déduit de tout cela le résultat suivant :
Lemme.
n n
/fQ(x)dx =15 +Z Z / Do @iy, g )dag, - da,
s=141 < <is
Indices de sensibilité On considére maintenant n variables aléatoires X1, - -+, X,, chacune uniformément
répartie dans I et indépendantes. Le vecteur aléatoire X = (X7, -, X,,) suit donc lui aussi une loi uniforme.
Y = f(X) est une variable aléatoire réelle de variance :
Var(v) = [ )iz - 3
On peut appliquer la décomposition précédente et on obtient :
n n
Y= fo+ Y Fi(X) 4D Fi(Xa, X)) 4+ fra(X)
i=1 i<j
Pour tout s < n et tous i3 < ---is, Vi, = fiyin (Xiy, -+, X;,) est une variable aléatoire de variance :

Var(Yy.....) = /fflz (@iyy e @y, )dxyy - - dy,

Pour le modéle (V, K), la variable aléatoire a (respectivement b et d) varie uniformément dans [@min; Gmax]
(respectivement [Din; bmaz] €6 [dmin; dmaz]). On applique en fait la décomposition a la fonction qui a
(m,y,2) € I? associe V (t1) ol t; est un instant choisi et (V,S) est la solution au probléme :

dt - (amin + (amaz - amm)x)V In <V>
dK »
dt (bmin + (bmax - bmm)y)V — (dmin + (dmaa: — dmin)z)v / K

(i) = ()
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Voyons a quoi correspond Var(Y;)
1
Var(y;) = / fi(xi)da;
0

1
- /O P(ai)da+ f2— f2

1
/o (filzi) + fo)*dzi — f§

2

/01 (filwi) + fo)*da; — (/01 (fizs) + fO)dxi)
= Varx,(fi(X:)+ fo)

ou Varx,(fi(X;)+ fo) est la variance de f;(X;) + fo calculée seulement sur X;, les autres X; étant fixés.
Or:

£+ fo= [ 1) Lo
It ki
c’est-a-dire I’espérance calculée seulement sur tous les X, j # ¢, X; étant fixé, de Y. Var(Y;) représente
donc la variance de Y dte aux variations de X; seul.
Les indices de sensibilité sont alors définis de la fagon suivante :

Définition. Indices de sensibilité
_ Var(Yy,..i,)

Sireein = Var(Y)

S; quantifie donc la part de variance de Y due a X; seul. De la méme facon, S;; quantifie la part de
variance de Y due a l'interaction entre X; et X;, etc...

Ces indices de sensibilité prennent en compte la variation globale de chaque paramétre, plus seulement
dans un voisinage d’une valeur prise par un paramétre. Ils permettent d’étudier la sensibilité globale du
modéle aux paramétres.

Remarquons que :

s=141<-<tg
On ne s’intéressera ici qu’aux indices du premier ordre S;. On doit donc avoir :

n
dosi<i
=1

B - Calcul numérique des indices de sensibilité : Monte-Carlo [9]

Réécrivons différemment Var(Y;) :

1
Var(y;) = /0 (Filws) + fo)2da; — f2

(filzi) + fo)?

enee

ki

[ [ ) [ dee [T asy

ki k#i
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~

ot ' est le vecteur (z',---, 2}y, o, 2,1, -+ ,2,). On a donc :

Var(Y;) = //f(z)f(x’) H dxy, de% — f2
k=1 ki
= /gi - f§
g -1 — R 0 .
avee (xla"' 7xn71’/17"' anglvx;Jrh o ,x/ f(x)f(x’) ' 8 ausst :

Var(y / g

1l s’agit donc de calculer des intégrales en dimension n et 2n — 1 (dans notre cas, n = 3 ou 5). On va en
fait approcher ces intégrales par une méthode de Monte-Carlo, c’est-a-dire avec des procédés probabilistes.

Méthode de Monte-Carlo Soit (Ayx)n>1 une suite de vecteurs aléatoires indépendants et uniformé-

ment distribués dans I™. La suite (f(An))n>1 est alors une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées. La loi des grands nombres assure alors que :

NZf ) > E[f(41) /f

On peut donc approcher les intégrales précédentes par une moyenne finie des valeurs de la fonction sur
N échantillons tirés au hasard dans ’espace des paramétres.

Plus précisément : soient A = (a;j)1<i<n et B = (b;j)1<i<n deux matrices dont les lignes sont les

coordonnées de points de P’espace des paramétres ™, tirés aléatoirement. On note f(A) le vecteur tel que

f(A)k? = f(a/k17 e aa/kn)-
On peut approcher [ f% et f3 par :

2 1 > 2
[reg s
k=1

72 </f>2

[ [ r@s@[Ldn ] am

et

N
~ oy fA
k=1
Pour le calcul de [ g;, on introduit pour tout ¢ € {1,--- ,n} les matrices BX) telles que toutes les colonnes

de BX) sont, égales aux colonnes de B sauf la iéme colonne qui est égale & la iéme colonne de A. Ainsi :

N
1 k (K k -
/gi ~ NZf(:cP,... PO E SR ORI {O)

N
Z A f(BY )

Q
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On a donc déterminé les deux estimateurs qui vont approcher les valeurs de Var(Y;) et Var(Y) :

1 N
Var(Y Z f(A Ak — f(B)k)
k::l
et N
Var(V) = - 3 FAR(F(BS ) ~ F(B))

>
Il

1

Echantillonnage En pratique, il n’est pas possible de générer aléatoirement des points de ’espace des
paramétres. On ne pourra que générer une suite quasi-aléatoire de points.

Une des méthodes les plus utilisées est ’échantillonnage par hypercube latin. Le procédé est le sui-
vant : pour chaque paramétre, son intervalle de variation, ici I, est découpé en p intervalles égaux (donc
équiprobables). L’échantillon est alors constitué de points de I"™ tels que pour tout ¢ € {1,---,n} et tout
ke{l,--- p}, I'"t x [k k“] x I contient exactement un point de I’échantillon.

C - Calcul numérique des indices de sensibilité : FAST [3]

Une autre méthode pour le calcul des indices de sensibilité est la méthode FAST (Fourier Amplitude
Sensitivity Testing). Elle est plus rapide que la méthode précédente mais ne permet de calculer que les
indices du premier ordre.

On repart donc du modéle précédent :

Y:f(l'l,"' 737n)

Afin d’explorer tout ’espace des paramétres, on construit une courbe paramétrée dont la trajectoire devra
étre dense dans 'espace des paramétres, qu'on suppose de nouveau égal & I"™. On définit pour tout 7 :

1
xi(s) = %(wis mod27)

avec w; une fréquence d’oscillation bien choisie. La variable s est la méme pour tous les z; et varie entre —oo
et +00. Ainsi, chaque x; oscille en prenant périodiquement toutes les valeurs dans I.

Pour obtenir une courbe dont la trajectoire est dense dans I™, on choisit les fréquences de telle sorte
qu’elles soient incommensurables, c’est-a-dire :

n
Vri,--- ,rp € Z, Zriwi:() = Vi, r; =0
i=1

1

Lemme. Siles {w;} sont incommensurables, {(5=(wys mod2m), -, 5~

I,

(wns mod2m))|s € R} est dense dans

Démonstration. Soit z € I". 3sg € R, 3-w159 = 2z1. Donc Vp € Z, 3= (w1(so + 2’Tp)) mod2m = 2.

Or {5 (wa(so+ 27Tp) mod2r)|p € Z} est dense dans I. En effet, soit xo € I. L’ensemble {p&> — k|p, keZ}
est un sous-groupe de R. Si ce groupe est de la forme BZ, alors il existe deux entiers ry et ro tels que : <2 = r1f3
w2

et 1 = 3. On aurait donc : =2 = 72 € Q ce qui est exclu par l’hypothese d’incommensurabilité. Donc ce

groupe est dense dans R. D’ou : il e:mste deuz entiers p et k tels que p* — k soit aussi proche que l’on veut
de xo — 1 5-W280 1€ : %wg(so + Wl) est aussi proche que l’on veut de :50 + k. Par congruence modulo 1, le
résultat est PTOUVE.

On en déduit qu’on va pouvoir trouver un entier p tel que 5 (w2(30 + 27rp) mod27) soit aussi proche que
l’on veut de zo. En itérant le procédé, on obtient que la tm]ectozre de la courbe est dense dans I™.
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L’intérét d’une trajectoire dense est que ’on va pouvoir écrire pour toute fonction g : [Théoréme ergodique,
Weyl]
1 T
/ g(x1, -+ yxn)dry - -dr, = lim — / g(x1(8), -+ ,xn(s))ds

T—+o0 2T _T

c’est-a-dire transformer une intégrale multi-dimensionnelle en une intégrale unidimensionnelle.

On peut penser s’arréter 1a : la difficulté pour 'implémentation du calcul des indices était en fait de
calculer des intégrales multi-dimensionnelles. Cependant, cette méthode n’est pas applicable numériquement
puisqu’il faudrait forcément tronquer l'intégrale et méme avant ca, il ne sera pas possible de rentrer des
fréquences irrationnelles. On aura donc de toute facon un écart entre l'intégrale sur s et lintégrale sur
I’espace des paramétres, dans le cas ol les fréquences ne sont pas incommensurables. Quitte & avoir cette
erreur, autant voir si le probléme de la troncature de la limite peut étre résolu.

Oun va en fait choisir des fréquences w; entiéres (positives). Les égalités d’intégrales ne tiennent plus mais
on peut minimiser I’erreur commise en choisissant judicieusement les fréquences : on les choisit de telle sorte
que :

n n
Vry, .- ,r, € Z tels que Z|ri| < M, Zriwi =0 = Vi, =0
i=1 i=1
pour un M le plus grand possible.
Dans ce cas-1a, tous les x; sont 2w-périodiques comme fonctions de s donc f vue comme fonction de s (on
notera f(s) = f(x1(s), -+ ,2,(s))) sera aussi 2w-périodique. On peut donc la développer en série de Fourier
(f est de classe C* et les z; sont C! par morceaux) et écrire :

Ay X
f(s) = 70 + ZAj cosjs + Bjsinjs
j=1
avec :
1 27
Aj=— f(¢) cos jtdt
™ Jo
et
1 27
Bj =— f(t) sin jtdt
™ Jo
On définit aussi :
Aj=A}+ B

On va alors essayer de définir des indices de sensibilité du premier ordre dans ce contexte. On peut définir
une variance de Y de la méme facon que précédemment, & savoir :

Var(Y): fz(xlv"' axn)dx_fg
In

ce qui se réécrit, en approximant au cas ou les fréquences sont incommensurables et en utilisant le théoréme
ergodique :

1 2
Var(r) =5 | P(s)ds 13
avec . 4
fo=gz | feas =3
D’aprés 1’égalité de Parseval, on obtient :
1%
Var(Y) = 5 DA
j=1
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Il reste & définir les variances de Y dues a l'effet d’un seul facteur x;. Dans le cas ou les fréquences sont
incommensurables, les oscillations de Y aux fréquences multiples de w; ne peuvent étre dues qu’a 'effet de x;
(aucune combinaison linéaire des autres fréquences ne peut donner un multiple de w;). Intuitivement, plus x;
est influent sur Y, plus I'amplitude A, des oscillations de ¥ aux fréquences pw;, p =1, 2, - - -, est grande.
Si pour tout entier naturel p non nul, A,,, =0, il est clair que x; n’influe pas du tout sur Y.

On est donc tenté de définir de nouveaux indices de sensibilité :

+oo
5 Zp:l pri
ST,
j=14%J

f peut étre étendue sur R™ en une fonction 1-périodique selon tous les axes. On peut la développer en
série de Fourier multi-dimensionnelle :

—+oo “+o0
flae, - xy,) = Z . Z Cryooor, €xp2im(rizs + -+ - + 120)]

r1=—00 TyH=—00
ou :
1 1
Cryoory, :/ / f(x)exp[—2in(riz, + - - + rpzy)|de
0 0
En reprenant les termes de la décomposition ANOVA de f, on a donc :
Co..o = fo
Sl Tj 7£ 0:

Co,,,rj,,,o = f(xh .. 7In)672iﬂ"rjzj dx
I’Vl

1
flx day, | e 27 i% dg
IRV ;

k#j

1
B /0 (fj(x;) + fo)e™ ™% da;

donc Cy...;...0 est le coefficient de Fourier d’ordre r; de la fonction f;+ fo. En appliquant Parseval, on obtient

alors :
+oo

1
> [Couryenl = [ (fyla)+ oo,

Tj=—00
c’est-a-dire :
S (Covoryol? = Var(Y;)
’l“j?éo

qui est le terme qu’on veut obtenir.

Dans le cas ou les fréquences sont incommensurables, on aurait :

1
g = —
CO i0 THHJIrloo 2T

T
|t antsemerds
-T
On fait 'approximation que cette égalité est quand méme vraie et on obtient :
1 27

i, 1 )
Corjo0 = o o f(s)e™%%ds = §(ATJUJJ' - ZBTjUJj)
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On a alors :
1 1 +o0o
V4 _ E 2 _ E _ E A
a’r()/}') = ‘CO..ATJ....O| = Z ATJ.UJ]. = 5 riw;
;70 770 rj=1

On obtient finalement : S; = S;. On a donc défini les mémes indices de sensibilité que précédemment.

D - Résultats

J’ai d’abord implémenté sous Matlab la méthode de Monte-Carlo et calculé les indices pour les deux
modeles (V, K) et (V, S, U) a différents instants.

Les paramétres varient dans une plage de 10% autour de la valeur moyenne déja utilisée précédemment.
Pour chaque instant ¢, 5 calculs ont été effectués et la valeur moyenne a été retenue. N indique la taille de
I’échantillon utilisé.

Les résultats pour le modeéle (V, K) :
En ¢t = 20 jours, avec N = 2000 :

S, = 0.94

Sy, = 0.05

Sq¢ = 0.003
En t = 50 jours, avec N = 2000 :

S. = 0.38

Sy = 0.22

S¢a = 0.39
En ¢t = 80 jours, avec N = 2000 :

S. = 0.05

Sy = 035

Sqa = 0.60
En ¢ = 130 jours, avec N = 1000 :

S, = 0.02

Sy, = 048

Sq = 0.51

On retrouve assez bien le comportement relatif obtenu avec la sensibilité locale. La sensibilité en a tend
vers 0 tandis que les sensibilités en b et d tendent en gros vers 50% chacun.

On a montré dans la premiére partie que V' converge vers un équilibre. Asymptotiquement, V' est constante
a (%)3/ 2. On peut donc calculer & la main les indices de sensibilité asymtotiques en appliquant la décompo-
sition ANOVA 4 la fonction

bmin + (bmax - bmln)x >3/2

f(x’ y) - (dmin + (dmaaz - dmi”>y

Apres calcul, les valeurs exactes sont :
Sa=0,S, =0.480 et Sy = 0.516

Ces valeurs correspondent bien aux résultats obtenus a I'instant ¢ = 130 jours.

Les résultats pour le modeéle (V, S, U) :
En t = 20 jours, avec N = 3000 :

S, = 0.40
Sy = 029
Sq = 0.004
S, = 021
S, = 0.06
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En ¢t = 50 jours, avec N = 2000 :

S, = 0.36
S, = 0.31
Sqy = 0.04
Sy = 019
S; = 0.09
En ¢t =90 jours, avec N = 2000 :
S, = 0.15
Sy, = 0.29
Sq¢ = 0.13
S, = 027
S; = 0.16
En t = 130 jours, avec N = 1000 :
S, = 0.03
Sy, = 0.27
Sqa = 0.18
Sy = 027
S = 0.23
En t = 160 jours, avec N = 1000 :
S, = 0.01
Sy, = 0.25
Sqa = 0.20
Sy = 0.26
S, = 0.28

On constate donc que la sensibilité en a tend vers 0 et les autres indices s’équilibrent & peu prés a 25%
chacun.

J’ai ensuite implémenté, toujours sous Matlab, le calcul des indices en utilisant la méthode FAST, pour
le modéle (V, S, U) uniquement. Les 5 fréquences utilisées sont {11, 21,27,35,39}. Voici les résultats :
En t = 20 jours :

Se. = 0.39
Sy = 0.30
Sqa = 0.01
Sy = 020
S; = 0.04
En ¢t = 50 jours :
Se. = 0.35
Sy = 0.30
Sqa = 0.01
Sy = 018
S; = 0.06
En ¢t = 90 jours :
S, = 0.14
Sy = 0.24
Sqa = 0.09
Sy = 027
S; = 0.12
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En ¢t = 130 jours :

S, = 0.02
S, = 0.25
Sg = 0.21
S, = 027
S, = 0.22

Les valeurs obtenues sont équivalentes aux précédentes.

L’avantage principal de la méthode FAST est sa rapidité par rapport au Monte-Carlo pour des résultats
similaires. Pour avoir des résultats suffisamment représentatifs avec le Monte-Carlo, j’ai di effectuer plusieurs
calculs pour un méme instant et prendre la moyenne car entre deux calculs, les résultats présentent des écarts
assez importants. Mais méme en ne lancant qu'un calcul, ’algorithme FAST est plus rapide : la durée d’un
calcul était trois fois plus faible en moyenne dans mon cas.
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