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Abstrat: The main topi of this internship is the oil exploration. The seismi re�etion is

the most ommonly used method beause it furnishes a detailed image of the sub-soil. Even if the

priniple of the seismi re�etion is simple, its use remains rather omplex. The oil exploration

is made in 3 stages : data aquisition, proessing and interpretation. Our work is situated in

the stage of treatment and more partiularly, we are interested in the wave propagation into the

subsurfae. Seismi waves are elasti waves, however, in the industrial appliations, the problems

are not studied �rst as elasti problems, but as aousti problems. This is a simpli�ation of the

real environment but we remove a very important part of the information from it .

We use the Disontinuous Galerkin method to solve numerially this aousti problem and we shall

explain this hoie. At present, in this method, speeds are onstants by mesh. However, in the ase

of strongly heterogeneous media, we wonder if polynomial speeds by mesh would better approah

the reality than onstant ones. My internship will answer this question. My main objetives are, in

the �rst plae, to implement polynomial speeds by mesh from a matlab 1D-ode whih omputes the

wave propagation (with the Disoutinuous Galerkin method). Seondly, we are going to transpose

these implementations into a fortran 2D-ode. Finally, we shall test the interest of the method.

Key-words: oil exploration, wave propagation, aousti wave, polynomial speeds by mesh,

Disontinuous Galerkin method

∗
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Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales

dans un ode de simulation Galerkine disontinue

Résumé : Ce stage s'insrit dans le adre de la prospetion pétrolière. Parmi les méthodes

d'exploration géophysiques, la sismique ré�exion est l'une des plus ouramment utilisées ar elle

fournit une image préise du sous-sol. Même si le prinipe de la sismique ré�exion est simple,

son utilisation reste assez omplexe. L'exploration pétrolière se fait en 3 étapes : aquisition

de données, traitement et interprétation. Notre travail se situe à l'étape de traitement et plus

partiulièrement, nous nous intéressons à la propagation des ondes dans le sous-sol. Les ondes

sismiques sont des ondes élastiques, ependant dans les milieux industriels, les problèmes ne sont

pas étudiés en priorité en tant que problèmes élastiques, mais simpli�és en problèmes aoustiques.

Il s'agit là d'une approximation sommaire du milieu réel de propagation mais nous en retirons

une partie très importante et souvent su�sante de l'information.

Nous utilisons la méthode de Galerkine disontinue pour résoudre numériquement e problème

aoustique et nous expliquerons e hoix. Atuellement, dans ette méthode, les vitesses sont

prises onstantes par maille. Cependant, dans le as de milieux fortement hétérogènes, nous nous

interrogeons sur la pertinene des vitesses onstantes par mailles et si des vitesses polynomiales

par maille approheraient mieux la réalité.

Mon stage repose don autour de ette question et mes prinipaux objetifs sont, première-

ment, à partir d'un ode matlab en 1D qui alule la propagation des ondes ave la méthode de

Galerkine disontinue, implémenter des vitesses polynomiales par maille. Deuxièmement, nous

allons transposer es implémentations dans un ode 2D en fortran, 'est à dire mettre des vitesses

polynomiales par maille en 2D. En�n, nous testerons l'intérêt de la méthode.

Mots-lés : prospetion pétrolière, propagation des ondes, ondes aoustiques, vitesses polyno-

miales par maille, méthode de Galerkine Disontinue
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4 Baruq & Diaz & Mattesi

1 Présentation de l'entreprise

1.1 L'INRIA

L'INRIA est un institut national de reherhe en informatique et en automatique, plaé sous la

double tutelle des ministères de la reherhe et de l'industrie. Depuis plus de quarante ans, il a-

ompagne les mutations éonomiques et soiales liées à la di�usion des tehnologies numériques.

L'institut mène au plus haut niveau international, ave ses partenaires aadémiques et indus-

triels, une ativité de reherhe fondamentale et de développement tehnologique toujours plus

rayonnante.

L'INRIA se ompose de 4200 personnes réparties entre le siège et ses 8 entres de reherhe

situés à Roquenourt, Rennes, Sohia Antipolis, Grenoble, Nany, Bordeaux, Lille et Salay.

3350 sienti�ques de l'INRIA et d'organismes partenaires (CNRS, universités, grandes éoles)

travaillent dans plus de 174 équipes-projets de reherhe. Un grand nombre de herheurs de

l'INRIA sont également enseignants, et leurs étudiants (environ 1000) préparent leur thèse au

sein de l'institut.

Le budget de l'INRIA s'élève à 217 millions d'euros, dont 21% de ressoures propres.

L'INRIA développe de nombreux partenariats ave le monde industriel, favorise le transfert

tehnologique et la réation d'entreprises dans le domaine des STIC. Plus de 98 entreprises ont

été réées grâe au soutien de sa �liale INRIA-transfert, spéialisée dans l'aompagnement,

l'évaluation, la quali�ation et le �nanement des jeunes entreprises innovantes de haute teh-

nologie informatique. L'INRIA est atif au sein d'instanes de normalisation omme l'IETF,

l'ISO ou le W3C dont il a été le pilote européen de 1995 à 2002.

En�n, l'institut entretient d'importantes relations internationales : en Europe, l'INRIA est

membre du onsortium ERCIM, qui regroupe des instituts de reherhe de 20 pays européens.

L'INRIA partiipe à une entaine d'ations dans le adre du septième PCRD. À l'international,

l'institut ollabore ave de nombreuses institutions sienti�ques et universitaires (laboratoires de

reherhe onjoints tels que LIAMA, équipes de reherhe assoiées, programmes de formation

et de stages, et.).

La stratégie de l'institut repose sur la ombinaison étroite de l'exellene sienti�que et du

transfert tehnologique. Pour les années 2008 − 2012, l'INRIA se �xe de nouveaux dé�s à la

fois sienti�ques et tehnologiques. Les sept priorités sienti�ques pour répondre aux enjeux de

demain sont les suivantes :

� La modélisation, entre mathématique et informatique

� La programmation, ÷ur de la siene informatique

� La ommuniation et les réseaux

� L'intération entre réel et virtuel

� Les sienes numériques

� L'ingénierie numérique

� La médeine numérique

Inria
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1.2 Chi�res lés

Ressoures budgétaires (déembre 2010),

� budget total : 217 M Euros HT

� ressoures propres : 1/5

Ressoures humaines (déembre 2010) :

� 4200 personnes

� 3350 sienti�ques, dont 1300 herheurs et enseignants-herheurs, 1200 dotorants,

250 post dotorants et ontratuels.

� 900 herheurs étrangers (dont dotorants et post dotorants) originaires de 78 pays.

Ativités sienti�ques (déembre 2010) :

� 214 équipes de reherhe dont 174 équipes-projets INRIA

� 4500 publiations sienti�ques

� 300 thèses soutenues

Relations industrielles (déembre 2010)

� 800 ontrats de reherhe atifs

� 230 brevets atifs

� 103 logiiels déposés à l'Agene pour la Protetion des Programmes

� 98 soiétés de tehnologie issues de l'INRIA.

2 Présentation du thème du stage

2.1 Présentation de l'équipe projet Magique3D

Cette équipe-projet dirigée par Hélène Baruq, rassemble des enseignants herheurs du Labo-

ratoire de Mathématiques et de leurs appliations (LMA, UMR 5142) de l'UPPA ainsi que des

herheurs de l'INRIA. Son prinipal objetif est d'appliquer les progrès réents du alul sien-

ti�que 3D haute-résolution à divers domaines de la géophysique et en partiulier la propagation

des ondes. Il s'agit d'abord de développer des modèles su�samment sophistiqués pour prendre

en ompte la omplexité de la physique des phénomènes onsidérés. On applique ensuite es

modèles à des as onrets e qui implique la résolution de grands systèmes et par onséquent le

développement de méthodes numériques avanées.

2.2 Axes de reherhe

Modélisationmathématique de la propagation des ondes et des phénomènes physiques

sous-jaents

Dans le but d'imaginer le sous-sol par analyse des ondes sismiques, la ommunauté géo-

physique souhaite élaborer des odes de migration à amplitudes préservées. La majorité

des géophysiiens se plaent dans le formalisme de Kirhho� et proèdent ensuite à des

orretions d'amplitudes. L'équipe se propose plut�t d'évaluer diretement les amplitudes

exates des événements sismiques en développant des modèles plus omplets.

RR n° 8756



6 Baruq & Diaz & Mattesi

Les herheurs de l'équipe se fédèrent autour de et axe pour la onstrution de es nou-

veaux modèles, l'analyse de leurs propriétés qualitatives et leur mise en ÷uvre. Les aspets

numériques sont rendus di�iles par le fait que les systèmes à résoudre sont posés en

domaine non borné. L'équipe ontourne ette di�ulté en onstruisant et en intégrant

des onditions aux limites arti�ielles (absorbantes). Leur intégration néessite un travail

d'optimisation a�n d'améliorer la préision des résultats numériques et/ou de réduire le

oût de alul.

Simulation numérique, alul parallèle, grilles de alul (�Grid Computing�)

Pour le alul de sismogrammes synthétiques, la méthode des éléments spetraux a réem-

ment démontré son intérêt par rapport aux tehniques plus lassiques telles que la méthode

des di�érenes �nies, longtemps privilégiée par la ommunauté géophysique. Ils utilisent

ette méthode pour quanti�er l'e�et de la topographie et des variations de struture

géologique sur la propagation des ondes sismiques. L'équipe s'intéresse également à des

problèmes d'inversion sismique simpli�és dans des strutures 3D, par exemple pour l'analyse

de la propagation des ondes de surfae dans la ouhe super�ielle altérée en sismique ter-

restre (� ground roll in the Wz weathered zone �).

3 Contexte d'étude

3.1 Imagerie sismique

Parmi les méthodes d'exploration géophysique, la sismique ré�exion est l'une des plus utilisées.

Elle est aujourd'hui la seule en mesure de fournir une image préise du sous-sol. Même si le

prinipe de la sismique ré�exion est simple, son utilisation reste assez omplexe. L'exploration

pétrolière se fait en 3 étapes :

1. Aquisition de données

2. Traitement

3. Interprétation

3.2 Aquisition sismique

Les hydroarbures sont enore à l'heure atuelle une soure d'énergie très onvoitée et sou-

vent di�ile à remplaer. La majorité des bassins sédimentaires sont répertoriés, mais les taux

atuels d'extration ne sont que de 30%. La loalisation des pièges à hydroarbure se fait

par une 'éhographie' du sol, en utilisant la sismique ré�exion. Cette tehnique orrespond à

l'enregistrement des ondes ré�éhies, générées par la propagation arti�ielle d'ondes sismiques

générées par une soure explosive ou vibrante. Les réepteurs enregistrent les temps d'arrivée

des ondes ré�éhies par les disontinuités du milieu, ainsi que leur amplitude.

On peut alors établir une arte du sous-sol dans laquelle on plae les ré�eteurs grâe aux

temps d'arrivée, et les amplitudes des hamps ré�éhis permettent de retrouver les aratéri-

tiques des matériaux. Le plus souvent, la arte obtenue représente les variations de vitesses

de propagation dans le milieu, on appelle ette arte le modèle de vitesse (phase de traitement

sismique). L'étape durant laquelle on positionnne les ré�eteurs est appelée migration.

Inria
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En fontion du milieu dans lequel se fera l'aquisition, on di�érenie les aquisitions ter-

restres des aquisitions marines. Lors d'une ampagne sismique marine, les apteurs sont montés

dans des �ûtes sismiques (streamer), antennes retilignes tratées par un bateau, dans des OBS

(Oean Bottom Seismometer), ou dans des OBC (Oean Bottom Cable) déposés au fond de l'eau

(l'interfae eau-sol). Les OBC sont de plus en plus utilisés en défaveur des �ûtes sismiques ar

ils permettent d'obtenir une meilleure image du sous-sol.

En fontion des méthodes d'aquisition employées et des objetifs désirés, il existe plusieurs

atégories d'aquisitions sismiques :

� La sismique ré�exion est utilisée pour aratériser les ouhes super�ielles de la roûte

terrestre. Les domaines prinipaux de la sismique ré�exion sont la géophysique, le génie

ivil et la surveillane (monitoring) des réservoirs souterrains.

� La sismique réfration est utilisée généralement pour imager les strutures géologiques pro-

fondes. Des ampagnes menées en mer ont permis des investigations pouvant aller jusqu'à

des profondeurs de 50 km sismique. Elle est aussi utilisée par des géophysiiens, ar elle

permet d'estimer aisément les vitesses de propagation des ondes dans les ouhes du sous-

sol.

Les soures sismiques ont pour but de provoquer une déformation pontuelle du milieu, qui

rée une énergie qui se propage ensuite sous forme d'ondes élastiques. En fontion de la nature

de l'aquisition et de l'objetif de la ampagne, plusieurs types de soures sont envisageables.

� En sismique terrestre, dans les régions peu habitées, les explosifs sont les soures préférées

ar la quantité d'énergie libre est importante et la signature temporelle du signal est brève.

En zone urbaine, les amions vibreurs et les hutes de masses sont préférés aux explosions

pour des raisons évidentes de séurité et de limitation des e�ets sur l'environnement.

� En aquisition marine, nous retrouvons omme soure sismique les explosifs qui sont

depuis quelques années de moins en moins utilisés à ause de leurs e�ets destruteurs

sur l'environnement. On leur substitue des anons à eau basés sur l'expulsion de l'air (ou

de l'eau) sous pression à une profondeur dé�nie.

Les apteurs sismiques sont des onvertisseurs d'énergie qui transforment le mouvement du

milieu en signal életrique. Ce signal, éhantillonné et numérisé, est enregistré sous forme de

douments sismiques onstituant l'outil de travail d'interprétation des géophysiiens. Il existe

deux types de apteurs sismiques. Les géophones (ou sismomètres) sont des apteurs utilisés

pour mesurer les mouvements du sous-sol. En fontion de leur onstrution, ils peuvent traduire

la vitesse ou l'aéleration du mouvement du milieu sur un axe. Pour les aquisitions marines,

on peut utiliser des hydrophones qui sont des apteurs apables de transformer les variations de

pression auxquelles ils sont soumis en ourant életrique. Ils sont lassiquement utilisés dans les

OBC ou plaés dans des �ûtes sismiques.

3.3 Ondes sismiques

Après avoir présenté suintement les dispositifs d'aquisitions et quelques appliations en sis-

mique, regardons les aratérisations des ondes.

Les ondes sismiques sont des ondes élastiques, 'est-à-dire que l'onde peut traverser un milieu

RR n° 8756



8 Baruq & Diaz & Mattesi

sans modi�er durablement e milieu. L'impulsion de départ va � pousser � les partiules suiv-

antes et reprendre leur plae, et ainsi de suite.

On distingue les ondes de volume qui traversent la Terre et les ondes de surfae, qui se propa-

gent parallèlement à la surfae. Elles se suèdent et se superposent sur les enregistrements des

sismomètres. Leur vitesse de propagation et leur amplitude sont modi�ées par les strutures

géologiques traversées, 'est pourquoi les signaux enregistrès sont la ombinaison d'e�ets liés à

la soure, aux milieux traversés et aux instruments de mesure.

On di�érenie :

� Les ondes P ou ondes primaires. Ce sont les plus rapides (6km/s près de la surfae) et elles

sont enregistrées en premier sur un sismogramme.

� Les ondes S ou ondes seondaires. Elles ne se propagent pas dans les milieux liquides. Leur

vitesse de propagation est plus longue que les ondes P, elles apparaissent don en seond

sur l'enregistrement des sismogrammes.

Notons que dans les milieux industriels, les problèmes ne sont pas étudiés en priorité en tant

que �problèmes élastiques�, mais simpli�és en �problèmes aoustiques�. C'est omme si l'on on-

sidérait la terre omme étant un �uide. Il s'agit là d'une approximation sommaire du milieu réel

de propagation mais on en retire une partie très importante et souvent su�sante de l'information.

Ces approximations sont néessaires ar les problèmes élastiques sont di�iles à mettre en

plae, notamment de part le hoix des paramètres, ainsi qu'un temps de alul trop important

pour une appliation à grande éhelle (présene de tenseurs et variables suplémentaires). Cepen-

dant, vu l'amélioration très onséquente des alulateurs, on ommene à travailler sur e type

d'équations pour la prodution.

4 Présentation des objetifs du stage

On utilise atuellement des vitesses onstantes par maille dans la méthode de Galerkine Dis-

ontinue. Cependant, on peut se demander si ette méthode reste adaptée dans des milieux

fortement hétérogènes et s'il ne vaudrait pas mieux avoir des vitesses polynomiales par maille

a�n de se rapproher de la réalité.

Mon stage repose don autour de ette question et mes prinipaux objetifs sont :

� A partir d'un ode matlab en 1D qui alule la propagation des ondes ave la méthode de

Galerkine disontinue, implémenter des vitesses polynomiales par maille.

� Transposer ensuite dans un ode 2D en fortran, mettre des vitesses polynomiales par maille

en 2D.

� Dans les deux as, nous testerons l'intérêt de la méthode.

Inria
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5 Présentation des hoix et des outils utilisés pour répondre

au problème

5.1 Propagation des ondes

Nous allons introduire les di�érentes méthodes utilisées pour approher une EDP (Equation aux

Dérivées Partielles). Nous introduisons ii la résolution de l'équation des ondes par di�érene

�nies ainsi que les prinipaux aspets de la méthode par éléments �nis à des �ns de omparaison;

mais nous allons surtout nous intéresser à la méthode des éléments �nis. Nous onsidèrerons que

nous sommes en 2D.

5.1.1 L'équation des ondes aoustiques

La propagation des ondes aoustiques est modélisée par l'équation salaire du seond ordre

suivante :

1

µ

∂2u(x, t)

∂t2
− div

1

ρ
∇u(x, t) = 0 (1)

où x = (x, y) ∈ R
2
, t ∈]0, Tf [, Tf est le temps de simulation total, (x, t) est le hamp d'onde,

µ et ρ sont des paramètres tels que

√

µ
ρ
est la vitesse de propagation des ondes dans le milieu.

L'opérateur ∇ désigne le gradient.

5.1.2 La méthode par di�érenes �nies

Cette méthode est la plus faile à mettre en ÷uvre. On e�etue la disrétisation des opérateurs

de dérivation/di�érentiation par développement de Taylor suessifs. On note △x, △y les pas

d'espae et △t le pas de temps.

On introduit la notation xij = (xi, yj) où xi = i△ x, yj = j △ y, ∀i, j ∈ N et tn = n△ t. La

solution ainsi alulée au temps n se note : uni,j . Nous allons disrétiser (1). On suppose alors

qu'il existe ξ1 ∈]t, t +△t[ et ξ2 ∈]t −△t, t[ tel que pour une fontion u su�samment régulière,

on a le développement de Taylor-Lagrange d'ordre 4 suivant :

u(x, t+△t) = u(x, t) +△t∂u(x,t)
∂t

+ △t2

2
∂2u(x,t)

∂t2
+ △t3

6
∂3u(x,t)

∂t3
+ △t4

24
∂4u(x,ξ1)

∂t4
(2)

u(x, t−△t) = u(x, t)−△t∂u(x,t)
∂t

+ △t2

2
∂2u(x,t)

∂t2
− △t3

6
∂3u(x,t)

∂t3
+ △t4

24
∂4u(x,ξ2)

∂t4
(3)

En sommant (2) et (3), on obtient :

∂2u(x, t)

∂t2
=
u(x, t+△t) + u(x, t−△t)− 2u(x, t)

△t2 − △t4
24

(

∂4u(x, ξ1)

∂t4
+
∂4u(x, ξ2)

∂t4

)

(4)

e qui nous donne l'approximation suivante :

∂2u(xi,j , t
n)

∂t2
≃
un+1
i,j + un−1

i,j − 2uni,j
△t2 (5)

Si l'on proède de la même manière, on obtient la disrétisation du laplaien suivante :

△ u(xi,j , t
n) ≃

(

uni+1,j + uni,j+1

)

+
(

uni−1,j + uni,j−1

)

− 6uni,j
△h2 (6)

en supposant que la grille de alul est régulière suivant haque diretion (△x = △y = △h).
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10 Baruq & Diaz & Mattesi

En utilisant (1), on obtient le shéma suivant :

un+1
i,j = 2uni,j − un+1

i,j +
c2 △ t2

△h2
(

uni+1,j + uni,j+1

)

+
c2 △ t2

△h2
(

uni−1,j + uni,j−1 − 6uni,j
)

Le shéma aux di�érenes �nies permet d'exprimer le hamp d'ondes numérique à un instant t.
Malgré sa failité de mise en ÷uvre omme nous l'avons vu sur un as simple, lorsque les

topographies sont omplexes ette méthode n'est pas e�ae. C'est pourquoi nous

allons nous intéresser à la méthodes des éléments �nis.

5.1.3 La méthode des éléments �nis

La méthode des éléments �nis est une méthode d'approximation des équations aux dérivées par-

tielles qui repose sur la disrétisation du domaine d'étude. Cette méthode de onstrution est très

e�ae pour reproduire préisément la géométrie du domaine de propagation étudié ainsi que

la prise en ompte de la topographie. La méthode des éléments �nis repose prinipalement sur

une formulation variationnelle du problème onsidéré. Maintenant regardons de façon formelle

la mise en plae de ette méthode a�n de �xer les idées.

Notons Ω un ensemble borné (domaine de alul) et Γ sa frontière supposée régulière. Sup-

posons que u = 0 sur ]0, Tf [×Γ et u assez régulière (par exemple u ∈ H1
0 (Ω) et

∂2u
∂t2

∈ L2(Ω)).
En multipliant (1) par une fontion ϕ ∈ H1

0 (Ω) et en intégrant sur Ω, on obtient la formulation

variationnelle omme étant, trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que :

d2

dt2

∫

Ω

uϕdx+

∫

Ω

∇u.∇ϕdx = 0 (7)

Dé�nissons maintenant un espae d'approximation V h
. On herhe u(., t) dans l'espae :

V h :=
{

v ∈ C0 ∩H1
0 (Ω) : v|K ∈ Pp(K), ∀K ∈ Th

}

(8)

où Th est une disrétisation de Ω en éléments K (triangles, quadrangles, . . . ), Pp(K) est l'espae
des polyn�mes de degré p sur K. Le problème disrétisé assoié à (1) est alors de trouver uh tel

que :

d2

dt2

∫

Ω

uhϕhdx+

∫

Ω

c2∇uh.∇ϕhdx = 0, ∀ϕh ∈ V h(Ω) (9)

où uh :]0, Tf [×Vh → R. On note xi les n÷uds du maillage pour 1 ≤ i ≤ n et {vi, 1 ≤ i ≤ n} une
base de Vh telle que vi(xj) = δij . On herhe alors une déomposition de uh sous la forme :

uh(x, t) =

n
∑

j=1

uh,j(t)vj(x) (10)

où n est le nombre de degrés de liberté.

On obtient alors ave (9) et (10) :

d2

dt2

∫

Ω





n
∑

j=1

uh,jvj



 vidx+

∫

Ω

c2∇





n
∑

j=1

uh,jvj



 .∇vidx = 0, ∀vi, 1 ≤ i ≤ n (11)

Ce système est équivalent à :

M d2

dt2
Uh +KUh = 0 (12)

où :
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Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales 11

� Uh est le veteur de omposantes (uh,j)1≤i≤n

� M est lamatrie de masse. Elle est dé�nie par ses oe�ients : Mij =
∫

Ω
vivjdx. Nous

onstatons qu'elle est symétrique.

� K est lamatrie de rigidité. Elle est dé�nie par : Kij =
∫

Ω c
2∇vi∇vjdx. Nous onstatons

de même que ette matrie est symétrique.

Les éléments �nis autorisent une géométrie théoriquement arbitraire et permettent également

de onsidérer assez préisément le milieu onsidéré et en partiulier des variations brutales des

oe�ients physiques.

5.2 Galerkine Disontinue : Motivation et Mise en ÷uvre

5.2.1 Pourquoi appliquer une approximation de Galerkine Disontinue ?

La méthode de Galerkine Disontinue (DG) a été initialement introduite par Reed and Hill en

1973, omme tehnique de résolution des problèmes hyperboliques de transport des neutrons.

Cette tehnique devenant de plus en plus populaire, elle permet désormais de résoudre la plupart

des équations aux dérivées partielles.

La méthode de Galerkine Disontinue (DG) est souvent assimilée à une méthode hybride ou

mixte, ar elle ombine à la fois les aratéristiques de la méthode des éléments �nis (FEM)

et des volumes �nis (FVM). En e�et, la solution est représentée dans haque élément omme

étant une approximation polynomiale (omme dans les FEM) et au niveau des interfaes (arêtes

ommunes en 2D, faes ommunes en 3D), on utilise des �ux numériques (omme dans FVM).

Théoriquement, les solutions peuvent être obtenues ave un ordre d'exatitude arbitrairement

élevé.

De plus, la méthode DG permet la formation de shémas numériques ompats. Cei est dû

au fait que la représentation de la solution dans haque élément est indépendante de la solu-

tion des autres ellules (aspet loal). Cei améliore grandement la robustesse et la préision de

n'importe quelle implémentation de onditions de bord mais permet aussi la parallélisation du

ode de alul.

Ces aratéristiques, en plus d'autres propriétés numériques favorables, font de DG une méth-

ode extrêmement �exible (pouvant manipuler une grande variété d'éléments et de maillages) et

permet de plus l'utilisation de tehniques adaptatives de type hp-FRM (élèments de taille variable

(h) et de degrés di�érents (p)).

5.2.2 Quels avantages par rapport à une formulation variationnelle ontinue?

La disrétisation en éléments �nis lassiques ne onduit généralement pas à un shéma expliite,

ar la matrie de masse qui doit être inversée à haque pas de temps n'est pas diagonale. En

e�et, ette matrie, bien que reuse, n'est en général pas diagonale (par blos) et son inversion

est souvent oûteuse. La méthode de Galerkine Disontinue dispose don des avantages suivants

:

� Gain en temps de alul

� Préservation de l'ordre de onvergene
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12 Baruq & Diaz & Mattesi

� Failité pour la mise en ÷uvre ave des maillages en triangles (en 2D) ou des tétraèdres

(en 3D) grâe aux mailleurs existants

� Appliation sur des maillages non-struturés, don grande �exibilité

� Grand intérêt pour le alul parallèle ar basées sur des aluls loaux

De plus, les méthodes de Galerkine ontinues imposent des restritions sur les maillages qui

doivent être onformes. En partiulier, es méthodes posent des problèmes aux �hanging nodes�.

L'avantage de la DG est de permettre l'utilisation de polyn�mes de degrés di�érents ou des

hanging nodes (voir �gure 1).

bc

Figure 1: Maillage des hanging nodes

Par ontre on ne peut pas avoir deux éléments qui se oupent, ar il ne serait pas trivial de

dé�nir l'élément �ni à l'endroit où les triangles se oupent.

6 Présentation des outils mathématiques et informatiques

6.1 La méthode de Galerkine Disontinue

Tout d'abord rappelons l'équation des ondes onsidérée :

1

µ

∂2u

∂t2
− div

1

ρ
∇u = f dans Ω× I

u(x, 0) = 0 dans Ω

∂u

∂t
(x, 0) = 0 dans Ω

u = 0 sur ΓD

1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u.n = 0 sur Γabs

où Ω est un domaine onvexe borné, I =]0, T [ est un intervalle de temps �ni, f est une fontion

de C0(]0, T [, L2(Ω)). Le paramètre ρ est la densité du milieu, µ = ρc2 est le module de om-

pressibilité et c =
√

µ
ρ
est la vitesse de propagation. Ces paramètres sont ontinus dans haque

maille. On impose des onditions de Dirihlet homogènes sur ΓD et une ondition absorbante

sur Γabs.

Ce problème admet une solution unique u telle que u ∈ C0(]0, T [, H1) ∩ C1(]0, T [, L2), ∀f ∈
C0(]0, T [, L2).
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Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales 13

6.1.1 Notations

Nous ne onsidérons ii que des maillages omposés de triangles. On notera NTh le nombre

d'éléments du maillage. Considérons un domaine Ω onvexe et son maillage assoié Th ainsi que

l'espae d'approximation :

Vh =
{

v ∈ L2(Ω), v|K ∈ Pp(K), ∀K ∈ Th
}

(13)

où Pp(K) est l'espae des polyn�mes de degré inférieur ou égal à p. Nous notons :

� Γabs une partie de la frontière ∂Ω sur laquelle on pose des onditions de bord absorbantes,

� ΓD une partie de la frontière ∂Ω sur laquelle on pose des onditions de bord de type

Dirihlet,

� Fi l'ensemble des faes internes, 'est-à-dire les faes appartenant à deux éléments du

maillage (que nous noterons arbitrairement K+
et K−

),

� Fb l'ensemble des faes frontières, 'est-à-dire les faes appartenant à un seul élément du

maillage,

� n±
les veteurs normaux à K±

, orientés vers l'extérieur de K±
,

� ϕ±
les traes d'une fontion ϕ sur K±

,

K+

K−

n+n−

Fi

Ω

6.1.2 Disrétisation en espae

Contruisons le problème approhé. Multiplions l'équation des ondes par une fontion ontinue

par maille v et intégrons sur K un élément du maillage. On a :

∫

K

1

µ

∂2u

∂t2
v −

∫

K

(div
1

ρ
∇u)v =

∫

K

fv (14)

Ave la formule de Green, on peut modi�er le deuxième terme de la façon suivante :

−
∫

K

(div
1

ρ
∇u)v =

∫

K

1

ρ
∇u∇v −

∫

∂K

1

ρ
(∇u.n)v (15)
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14 Baruq & Diaz & Mattesi

où ∂K est la frontière de l'élément K. On somme ensuite sur tous les éléments du maillage et

on obtient :

∑

K∈Th

∫

K

1

µ

∂2u

∂t2
v +

∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇u∇v −

∑

K∈Th

∫

∂K

1

ρ
(∇u.n)v =

∑

K∈Th

∫

K

fv (16)

Ce qui peut se réérire :

∑

K∈Th

∫

K

1

µ

∂2u

∂t2
v +

∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇u∇v −

∑

F∈Fb

∫

F

1

ρ
(∇u.n)v

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

1

ρ+
(∇u+.n+)v+ +

1

ρ−
(∇u−.n−)v−

)

=
∑

K∈Th

∫

K

fv

Intéressons nous au terme faisant intervenir les faes internes :

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

1

ρ+
(∇u+.n+)v+ +

1

ρ−
(∇u−.n−)v−

)

(17)

Nous allons avoir besoin de dé�nir le saut et la moyenne d'une fontion et d'un veteur.

Dé�nition du saut et de la moyenne : Pour F ∈ Fi, on note [[ϕ]] le saut de la fontion ϕ et

{{ϕ}} la moyenne de ϕ :

[[ϕ]] := ϕ+.n+ + ϕ−.n−

{{ϕ}} :=
1

2

(

ϕ+ + ϕ−
)

Pour F ∈ Fb, on note [[ϕ]] := ϕ.n et {{ϕ}} := ϕ.
De la même façon, nous dé�nissons le saut et la moyenne d'un veteur q par :

[[q]] := q+.n+ + q−.n− et {{q}} :=
1

2

(

q+ + q−
)

pour F ∈ Fi

[[ϕ]] := ϕ.n et {{ϕ}} := ϕ pour F ∈ Fb

On va également se servir de la propriété suivante :

Propriété 6.1

[[ϕψ]] = [[ϕ]] {{ψ}}+ [[ψ]] {{ϕ}}

Proof :

[[ϕ]] {{ψ}} =
1

2

(

ϕ
+
.n

+ + ϕ
−

.n
−
) (

ψ
+ + ψ

−
)

=
1

2

(

ϕ
+
ψ

+ + ϕ
+
ψ

− − ϕ
−

ψ
+ − ϕ

−

ψ
−
)

.n
+

+ [[ψ]] {{ϕ}} =
1

2

(

ψ
+
.n

+ + ψ
−

.n
−
) (

ϕ
+ + ϕ

−
)

=
1

2

(

ψ
+
ϕ

+ + ψ
+
ϕ

− − ψ
−

ϕ
+ − ψ

−

ϕ
−
)

.n
+

= ϕ
+
ψ

+
n
+ + ϕ

−

ψ
−

n
− = [[ϕψ]]

Appliation de la dé�nition du saut à l'équation 17 :

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

1

ρ+
(∇u+.n+)v+ +

1

ρ−
(∇u−.n−)v−

)

= −
∑

F∈Fi

∫

F

[[

1

ρ
∇uv

]]
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Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales 15

Grâe à la propriété (6.1), on a :

[[

1

ρ
∇uv

]]

=

[[

1

ρ
∇u
]]

{{v}}+ [[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

(18)

On veut faire apparaître une symétrie, pour ela on va utiliser des propriétés de l'équation

des ondes.

Propriété 6.2

Si u est solution de l'équation des ondes alors :

1. [[u]] = 0

2.

[[

1
ρ
∇u
]]

= 0

En e�et, nous savons que l'onde u est ontinue dans Ω et

(

1
ρ
∇u
)

est ontinue à travers les

interfaes, a�n d'assurer la transmission du �ux entre les deux milieux. On va utiliser es

propriétés pour la formulation variationnelle. La propriété 6.2 et (18) donnent :

[[

1

ρ
∇uv

]]

= [[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

(19)

On ajoute ensuite un terme nul pour obtenir une symétrie.

[[

1

ρ
∇uv

]]

= [[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

+ [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}}

(20)

On va rajouter un terme positif pour la oerivité :

∑

F∈Fi

∫

F

γ [[u]] [[v]] = 0 (21)

où γ est un terme qui pénalise les sauts de u et v sur les arêtes de Th. Il est dé�ni sur haque
arête du maillage par : γ := α

h
, où h désigne le pas de disrétisation ('est-à-dire le diamètre de

K). On aura la oerivité si α > α0 (ave α0 = 1
2p(p+ 1)).

On obtient alors :

−
∑

F∈Fi

∫

F

[[

1

ρ
(∇u.n)v

]]

= −
∑

F∈Fi

∫

F

(

[[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

+ [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}})

+
∑

F∈Fi

∫

F

γ [[u]] [[v]]

Nous allons maintenant nous intéresser au terme de bord. Puisque sur les bords du domaine

nous avons des onditions de Dirihlet ou des onditions aux limites absobantes, on a :

−
∑

F∈Fb

∫

F

1

ρ
(∇u.n)v = −

∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1

ρ
(∇u.n)v −

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
(∇u.n)v (22)

Intéressons nous au terme faisant intervenir le bord absorbant :

−
∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1

ρ
(∇u.n) v (23)
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16 Baruq & Diaz & Mattesi

Si l'on onsidère la ondition absorbante suivante :

1√
µ

∂u

∂t
+

1√
ρ
∇u.n = 0 ⇒ ∇u.n = −

√
ρ

√
µ

∂u

∂t
(24)

d'où :

−
∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1

ρ
∇u.nv =

∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1

ρ

√
ρ

√
µ

∂u

∂t
v

=
∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1√
µρ

∂u

∂t
v

Intéressons nous au terme faisant intervenir le bord de 'Dirihlet' :

Condition de Dirihlet non-homogène

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
∇u.nv (25)

On sait que pour F ∈ Fb, [[v]] := vn et

{{

1
ρ
∇u
}}

:= 1
ρ
∇u d'où :

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
(∇u.n)v =

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

[[

1

ρ
∇uv

]]

=
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

{{

1

ρ
∇u
}}

[[v]]

On symétrise ensuite en ajoutant un terme nul. Puisqu'on a une ondition de Dirihlet non

homogène, on onsidère u = g sur le bord ΓD, on ajoute alors le terme :

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

[[u− g]]

{{

1

ρ
∇v
}}

= 0 (26)

Ainsi que le terme ontr�lant la oerivité :

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u− g]] [[v]] = 0 (27)

On obtient don :

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
(∇u.n)v = −

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

({{

1

ρ
∇u
}}

[[v]] + [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}})

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

[[g]]

{{

1

ρ
∇v
}}

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u− g]] [[v]]

En injetant (22), (25) et (28) dans l'équation bilan (17), on obtient :

∑

K∈Th

∫

K

1

µ

∂2u

∂t2
v +

∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇u∇v +

∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1√
ρµ

∂u

∂t
v
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Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales 17

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

({{

1

ρ
∇u
}}

[[v]] + [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}})

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u]] [[v]]

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

[[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

+ [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}})

+
∑

F∈Fi

∫

F

γ [[u]] [[v]]

=
∑

K∈Th

∫

K

fv −
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

[[g]]

{{

1

ρ
∇v
}}

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[g]] [[v]]

Condition de Dirihlet homogène

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
∇u.nv (28)

Tout omme le as non-homogène, on sait que pour F ∈ Fb, [[v]] := v.n et
{{

1
ρ
∇u
}}

:= 1
ρ
∇u,

d'où :

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
∇u.nv = −

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

{{

1

ρ
∇u
}}

[[v]] (29)

De même que pour le as non-homogène, on doit symétriser la forme bilinéaire en onsidérant

ette fois-i sur le bord ΓD que u = 0, on ajoute alors :

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

{{

1

ρ
∇v
}}

[[u]] = 0 (30)

et le terme de oerivité :

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u]] [[v]] = 0 (31)

On obtient don :

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

1

ρ
∇u.nv = −

∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

(

[[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

+

{{

1

ρ
∇v
}}

[[u]]

)

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u]] [[v]]

En injetant (22), (25) et (32) dans l'équation bilan (17), on obtient :

∑

K∈Th

∫

K

1

µ

∂2u

∂t2
v +

∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇u∇v +

∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1√
ρµ

∂u

∂t
v

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

({{

1

ρ
∇u
}}

[[v]] + [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}})

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u]] [[v]]

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

[[v]]

{{

1

ρ
∇u
}}

+ [[u]]

{{

1

ρ
∇v
}})

+
∑

F∈Fi

∫

∂F

γ [[u]] [[v]]

=
∑

K∈Th

∫

K

fv
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On a don onstruit le problème semi-disrétisé de (13). On doit alors trouver

u : [0, T ]× Vh → R tel que ∀v ∈ Vh et ∀t ∈ [0, T ] :

(

1

µ

∂2u

∂t2
, v

)

+ bh

(

∂u

∂t
, v

)

+ ah(u, v) = (f, v)

u|t=0 = 0

∂u

∂t
|t=0 = 0

où (., .) désigne le produit salaire sur L2
tel que :

(

1

µ

∂2u

∂t2
, v

)

:=
∑

K∈Th

∫

K

1

µ

∂2u

∂t2
v (32)

bh désigne la forme bilinéaire sur Vh × Vh telle que :

bh(u, v) :=
∑

F∈Fb

∫

F∩Γabs

1√
ρµ

∂u

∂t
v (33)

et en�n ah désigne la forme bilinéaire sur Vh × Vh telle que :

ah(u, v) =
∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇u∇v

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

(

[[u]]

{{

1

ρ
∇v
}}

+

{{

1

ρ
∇u
}}

[[v]]

)

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[u]] [[v]]

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

[[u]]

{{

1

ρ
∇v
}}

+

{{

1

ρ
∇u
}}

[[v]]

)

+
∑

F∈Fi

∫

F

γ [[u]] [[v]]

On obtient alors le système linéaire suivant :

M d2

dt2
Uh + B d

dt
Uh +KUh = F (34)

où Uh est le veteur de omposantes uj, M est la matrie de masse (diagonale par blo),

B est la matrie absorbante (nulle partout sauf pour des éléments absorbants), K est la

matrie de rigidité (symétrique) et F est le veteur soure.

Intéressons-nous à la matrie de masse. Nous allons à présent voir pourquoi M est diagonale

par blos.

6.1.3 Constrution de la matrie de masse M

Pour le maillage, en 2D, nous ne onsidèrerons que des triangles. Nous appelons élément de

référene K̂ :

� le segment [0, 1] en 1D

� le triangle de sommets Ŝ1(0, 0), Ŝ2(0, 0), Ŝ3(0, 0) en 2D (voir �gure 2).

Il existe, pour tout élément K, une fontion a�ne FK qui transforme K̂ en l'élément K :
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Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales 19

� en 1D :

FK(x̂) = x1 + (x2 − x2)x̂

� en 2D :

FK(x̂, ŷ) =

[

x1
y1

]

+

[

x2 − x1 x3 − x1
y2 − y1 y3 − y1

] [

x̂
ŷ

]

où xi, yi sont les oordonnées du sommet Si de l'élément K. Cette appliation peut s'érire sous

la forme matriielle :

FK(x̂) = AK x̂+ bK

et son jaobien véri�e : JFK
= AK et |JFK

| = |det(AK)|.

0 1K̂ x̂

x1 x2K

FK

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

K̂

x̂

ŷ

S1

S2

S3

K

FK

Figure 2: Le segment et le triangle de référene.

En e qui onerne les degrés de liberté du maillage pour des éléments �nis de type Pp, nous

dé�nissons les degrés de liberté sur l'élément de référene. Ainsi pour un élément K, ses degrés

de liberté seront les images par FK des degrés de liberté de K̂ :

� en dimension 1, les degrés de liberté de l'élément �ni de Lagrange Pp sont les points de

oordonnées

x̂i =
i− 1

p
, ∀i = 1 . . . p+ 1;

� en dimension 2, les degrés de liberté de l'élément �ni de Lagrange Pp sont les points de

oordonnées

(x̂i, ŷj) =

(

i− 1

p
,
j − 1

p

)

, x̂i + ŷj ≤ 1, i, j = 1 . . . p+ 1;

(Voir les �gures 3 et 4)

En e qui onerne la prise en ompte des termes de saut et des onditions de bord, nous

devons onnaître le passage sur l'élément de référene d'une arête (2D). C'est pourquoi nous

dé�nissons la fontion a�ne GK
F transformant la fae de référene F̂ (en 2D le segment [0, 1]) en

la fae F de l'élément K; en 2D on a :

GK
F =

[

x1
y1

]

+

[

x2 − x1
y2 − y1

]

x̂

où xi, yi sont les oordonnées du sommet Si de la fae F .
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b b

P̂1 P̂2

b b b

P̂1 P̂3 P̂2

b b b b

P̂1 P̂3 P̂4 P̂2

Figure 3: Le segment de référene P1, P2 et P3.

b b

b

P̂1 P̂2

P̂3

b b

b

b

bb

P̂1 P̂2

P̂3

P̂4

P̂5P̂6

b b

b

b b

b

bb

b b

P̂1 P̂2

P̂3

P̂4 P̂5

P̂6

P̂7P̂8

P̂9 P̂10

Figure 4: Le triangle de référene P1, P2 et P3.

Constrution de l'espae d'approximation Vh Nous allons onstruire une base de Vh,
onstituée de fontions ontinues sur Ω. En e�et, Vh est un sous-espae vetoriel de H1(Ω).
Nous utilisons des éléments �nis de type Pp

et don nous onsidérons des fontions polynomiales

de degrés ≤ p pour haque élément telles que :

Vh =
{

v ∈ L2(Ω), v|K ∈ Pp(K), ∀K ∈ Th
}

Une base de et espae est donnée par les fontions de Lagrange (Φi)i=1,NPh
qui véri�ent :

{

Φi(Pj) = δij , ∀i, j = 1 . . .NPh

Φi|K ∈ Pp(K), ∀i = 1 . . .NPh

où NPh est le nombre de degrés de liberté assoiés au maillage Th. Cet espae est don de

dimension NPh et toute fontion v de Vh véri�e :

v(x) =

NPh
∑

i=1

v(Pi)Φi(x)

e qui montre que les omposantes de v dans ette base oïnident ave ses degrés de liberté.

Remarquons que le support de la fontion Φi est uniquement onstitué des éléments ontenant

le point Pi (voir �gure 5). Autrement dit, les seules fontions de base non nulles sur un

élément K sont les fontions assoiées aux degrés de liberté de l'élément K. Cette

propriété nous permet de dé�nir les fontions de base élément par élément à partir de fontions

de base Φ̂i dé�nies sur l'élément de référene K̂. Les fontions de base Φ̂i sont dé�nies par :

{

Φ̂i(P̂j) = δij , ∀i, j = 1 . . . N̂p

Φ̂i|K ∈ Pp(K), ∀i = 1 . . . N̂p

où N̂p est le nombre de liberté de K̂.
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b b

Pi Pi+1

Φ2i Φ2i−1

b
1

Pi

b

Figure 5: La fontion Φi et son support en 1D et 2D

� En 1D, les fontions de base P1 sont données par (voir �gure 6) :

Φ̂1(x̂) = 1− x̂

Φ̂2(x̂) = x̂,

les fontions de base P2 sont données par :

Φ̂1(x̂) = 2(1− x̂)(
1

2
− x̂)

Φ̂2(x̂) = 2x̂(x̂ − 1

2
)

Φ̂3(x̂) = 4x̂(1 − x̂)

et les fontions de base P3 sont données par :

Φ̂1(x̂) =
9

2
(1 − x̂)(

1

3
− x̂)(

2

3
− x̂)

Φ̂2(x̂) =
9

2
x̂(x̂− 1

3
)(x̂− 2

3
)

Φ̂3(x̂) =
27

2
x̂(1 − x̂)(

2

3
− x̂)

Φ̂4(x̂) =
27

2
x̂(1 − x̂)(x̂ − 1

3
).

� En 2D, les fontions de base P1 sont données par :

Φ̂1(x̂, ŷ) = (1 − x̂− ŷ)

Φ̂2(x̂, ŷ) = x̂

Φ̂3(x̂, ŷ) = ŷ,

les fontions de base P2 sont données par :

Φ̂1(x̂, ŷ) = 2(1− x̂− ŷ)(
1

2
− x̂− ŷ)
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1 2

Φ̂1 Φ̂2

b b b

1 23

Φ̂1 Φ̂3

Φ̂2

1 23 4
b b b b

Φ̂1 Φ̂2

Φ̂3 Φ̂4

Figure 6: Fontions de base P1, P2 et P3 en 1D

Φ̂2(x̂, ŷ) = 2x̂(x̂− 1

2
)

Φ̂3(x̂, ŷ) = 2ŷ(ŷ − 1

2
)

Φ̂4(x̂, ŷ) = 4x̂(1− x̂− ŷ)

Φ̂5(x̂, ŷ) = 4x̂ŷ

Φ̂6(x̂, ŷ) = 4ŷ(1 − x̂− ŷ)

et les fontions de base P3 sont données par :

Φ̂1(x̂, ŷ) =
9

2
(1− x̂− ŷ)(

1

3
− x̂− ŷ)(

2

3
− x̂− ŷ)

Φ̂2(x̂, ŷ) =
9

2
x̂(x̂− 1

3
)(x̂ − 2

3
)

Φ̂3(x̂, ŷ) =
9

2
ŷ(ŷ − 1

3
)(ŷ − 2

3
)

Φ̂4(x̂, ŷ) =
27

2
x̂(1− x̂− ŷ)(

2

3
− x̂− ŷ)

Φ̂5(x̂, ŷ) =
27

2
x̂(x̂− 1

3
)(1− x̂− ŷ)

Φ̂6(x̂, ŷ) =
27

2
x̂ŷ(x̂− 1

3
)

Φ̂7(x̂, ŷ) =
27

2
x̂ŷ(ŷ − 1

3
)

Φ̂8(x̂, ŷ) =
27

2
ŷ(ŷ − 1

3
)(1 − x̂− ŷ)

Φ̂9(x̂, ŷ) =
27

2
ŷ(1 − x̂− ŷ)(

2

3
− x̂− ŷ)

Φ̂10(x̂, ŷ) = 27x̂ŷ(1− x̂− ŷ)

Les fontions de base globales Φi sont alors dé�nies à l'aide des fontions FK par :

{

Φi|K = Φ̂j ◦ F−1
K , avec j tel que i = lgj,K si Pi ∈ K

Φi|K = 0 si Pi /∈ K
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où lg est la fontion permettant le passage de la numérotation loale j à la numérotation globale

i.
Passons maintenant au alul des di�érentes matries du shéma.

Calul de la matrie de masse M : Nous allons tout d'abord nous plaer en dimension 1
a�n d'expliquer pourquoi la matrie de masse M est diagonale par blos. Prenons les mêmes

notations que préédemment et représentons les fontions P1 de base notées Φi sur haque

élément du maillage (voir �gure 7 ).

1 2 I

Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ2I−1 Φ2I

Figure 7: Fontions de base P1 en 1D

Nous sommes en dimension 1. Par onséquent Ω = [0, L] et :

Mij =

∫

Ω

1

µ
ΦiΦj

=

∫ L

0

1

µ
ΦiΦj =

I
∑

K=1

∫

K

1

µ
ΦiΦj

Remarquons que les termes non nuls sur haque mailleK sont : M2K,2K ,M2K−1,2K−1,M2K,2K−1

et M2K−1,2K . En e�et, si les supports de Φi et Φj sont disjoints alors Mij = 0, sinon si Φi et

Φj ont pour support l'élément K alors Mij =

∫

K

1

µ
ΦiΦj .

M est don diagonale par blos ave des blos de taille 2 :

M =















M1,1 M1,2 0

M2,1 M2,2

.

.

.

M2I−1,2I−1 M2I−1,2I

0 M2I,2I−1 M2I,2I















De plus, en utilisant les éléments de référene présentés plus haut, on observe :

∫

K

1

µ
ΦiΦj =

∫

K

1̂

µ
◦ F−1

K Φ̂I ◦ F−1
K Φ̂J ◦ F−1

K =

∫ 1

0

|det JFK
| 1̂
µ
Φ̂IΦ̂J = |det AK |

∫ 1

0

1̂

µ
Φ̂IΦ̂J

Par onséquent, si

1
µ
est une fontion onstante par maille, les blos de la matrie de masse

M sont proportionnels entre eux. C'est pratique pour le alul ar on n'aura qu'un seul blo à

inverser.

Mij =

I
∑

K=1

|det AK | 1

µK

∫ 1

0

Φ̂IΦ̂J
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Maintenant, si on prend des polyn�mes de degré 2, on a trois fontions de base (voir �gure 8).

1 2 I

Φ1

Φ2

Φ3

Φ3I−2

Φ3I

Φ3I−1

Figure 8: Fontions de base P2 en 1D

Ii, sur haque maille, on a 9 termes non nuls : M3K,3K , M3K,3K−1,... , M3K−2,3K−2. La

matrie de masse M est don diagonale par blos ave des blos de taille 3 :

M =























M1,1 M1,2 M1,3 0

M2,1 M2,2 M2,3

M3,1 M3,2 M3,3

.

.

.

M3I−2,3I−2 M3I−2,3I−1 M3I−2,3I

M3I−1,3I−2 M3I−1,3I−1 M3I−1,3I

0 M3I,3I−2 M3I,3I−1 M3I,3I























Faisons de même pour les polyn�mes de degré 3 : on a 4 fontions de base (voir �gure 9).

1 2 I

Φ1 Φ2

Φ3 Φ4

Φ4I−3 Φ4I−2

Φ4I−1 Φ4I

Figure 9: Fontions de base P3 en 1D

Comme préédemment, on aura 16 termes non nuls par maille et on obtiendra don que M
est diagonale par blos ave des blos de taille 4.

Nous avons don vu pourquoiM est diagonale par blos. Si l'on se replae dans le as général

(autre que 1D) on a :

Mij =

∫

Ω

1

µ
ΦiΦj

=
∑

K∈Th

∫

K

1

µ
ΦiΦj
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=

{

0 si supp (Φi ∩ Φj) = ∅

|det AK |
∫

K̂
1̂
µ
Φ̂IΦ̂J sinon

6.1.4 Calul de la matrie de raideur K

Passons maintenant au alul de la matrie de raideur K. Nous supposerons ii que la densité

est onstante par maille.

Rappelons que :

Kij = a (Φi,Φj)

=
∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇Φi.∇Φj

−
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

(

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

+

{{

1

ρ
∇Φi

}}

[[Φj ]]

)

+
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[Φi]] [[Φj ]]

−
∑

F∈Fi

∫

F

(

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

+

{{

1

ρ
∇Φi

}}

[[Φj ]]

)

+
∑

F∈Fi

∫

F

γ [[Φi]] [[Φj ]]

En utilisant toujours le fait que :

Φi|K = Φ̂I ◦ F−1
K et Φj |K = Φ̂J ◦ F−1

K

nous en déduisons que,

∇Φi|K = (J−1
FK

)T∇Φ̂I ◦ F−1
K et ∇Φj |K = (J−1

FK
)T∇Φ̂J ◦ F−1

K

De fait,

∫

K

1

ρ
∇Φi.∇Φj =

1

ρK

∫

K

(∇Φi)
T∇Φj

=
1

ρK

∫

K

(A−1
K ∇Φ̂I ◦ F−1

K )TA−1
K ∇Φ̂J ◦ F−1

K

= |det AK | 1

ρK

∫

K̂

∇Φ̂T
I (A

−1
K )TA−1

K ∇Φ̂J

Nous pouvons noter que pour ette matrie, nous avons dans l'intégrale sur l'élément de référene

le terme (A−1
K )TA−1

K qui dépend de K. En posant CK = (A−1
K )TA−1

K , on véri�e assez failement

en 2D que,

∇Φ̂T
I (A

−1
K )TA−1

K ∇Φ̂J = CK
1,1

∂Φ̂I

∂x

∂Φ̂J

∂x
+ CK

1,2

(

∂Φ̂I

∂x

∂Φ̂J

∂y
+
∂Φ̂I

∂y

∂Φ̂J

∂x

)

+ CK
2,2

∂Φ̂I

∂y

∂Φ̂J

∂y

On a alors :

1

ρK

∫

K

(∇Φi)
T∇Φj = |det AK | 1

ρK

[

CK
1,1

∫

K̂

∂Φ̂I

∂x

∂Φ̂J

∂x
+ CK

1,2

∫

K̂

(

∂Φ̂I

∂x

∂Φ̂J

∂y
+
∂Φ̂I

∂y

∂Φ̂J

∂x

)

+ CK
2,2

∫

K̂

∂Φ̂I

∂y

∂Φ̂J

∂y

]
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Nous avons don pour le premier terme de K des intégrales loales, uniquement dépendantes

de l'élément de référene. Passons maintenant aux intégrales ombinant saut et moyenne. On

a :

∫

F

(

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

+

{{

1

ρ
∇Φi

}}

[[Φj ]]

)

=
1

2

∫

F

[

(

Φ+
i .n

+ +Φ−
i .n

−
)

(

1

ρK+

∇Φ+
j +

1

ρK−

∇Φ−
j

)

+
(

Φ+
j .n

+ +Φ−
j .n

−
)

(

1

ρK+

∇Φ+
i +

1

ρK−

∇Φ−
i

)]

=
1

2

∫

F

[

1

ρK+

Φ+
i n

+.∇Φ+
j +

1

ρK−

Φ+
i n

+.∇Φ−
j

+
1

ρK−

Φ−
i n

−.∇Φ−
j +

1

ρK+

Φ−
i n

−.∇Φ+
j

+
1

ρK+

Φ+
j n

+.∇Φ+
i +

1

ρK−

Φ+
j n

+.∇Φ−
i

+
1

ρK−

Φ−
j n

−.∇Φ−
i +

1

ρK+

Φ−
j n

−.∇Φ+
i

]

Notons que les intégrales sont alulées en deux fois; une fois lorsque l'on se trouve sur K+

et une autre fois sur K−
. C'est pourquoi nous ne alulons que quatre ontributions (en rouge),

le reste étant alulé lors du passage sur le voisin. On alule alors les intégrales :

∫

F

1

ρK+

[

Φ+
i n

+.∇Φ+
j +Φ+

j n
+.∇Φ+

i

]

puis les deux intégrales suivantes :

1

ρK+

∫

F

Φ−
j n

−.∇Φ+
i = − 1

ρK+

∫

F

Φ−
j n

+.∇Φ+
i

et
1

ρK−

∫

F

Φ+
i n

+.∇Φ−
j = − 1

ρK−

∫

F

Φ+
i n

−.∇Φ−
j

Pour le alul des intégrales de bord de K, on utilise le fait que :

Φi|K = Φ̂I ◦GK−1

F et Φj |K = Φ̂J ◦GK−1

F

et pour une arête,

∫

F

f ◦GK−1

F =

∫

F̂

‖∇GK−1

F ‖f̂ = hK,F

∫

F̂

f̂

où hK,F est la longueur de l'arête F de l'élément K.

On a alors pour des arêtes internes :

∫

F

1

ρK+

Φ+
i n

+ · ∇Φ+
j =

hK,F (A
−1
K )T

ρK+

n+ ·
∫

F̂

Φ̂+
I ∇Φ̂+

J
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∫

F

1

ρK−

Φ+
i n

+ · ∇Φ−
j =

hK,F (A
−1
K )T

ρK−

n+ ·
∫

F̂

Φ̂+
I ∇Φ̂−

J

∫

F

1

ρK+

Φ+
j n

+ · ∇Φ+
i =

hK,F (A
−1
K )T

ρK+

n+ ·
∫

F̂

Φ̂+
J ∇Φ̂+

I

∫

F

1

ρK+

Φ−
j n

− · ∇Φ+
i =

hK,F (A
−1
K )T

ρK+

n− ·
∫

F̂

Φ̂−
J ∇Φ̂+

I

= −hK,F (A
−1
K )T

ρK+

n+ ·
∫

F̂

Φ̂−
J ∇Φ̂+

I

et pour une arête de 'Dirihlet', on ne alule que les ontributions sur K+
soit,

∫

F

1

ρK+

Φ+
i n

+ · ∇Φ+
j =

hK,F (A
−1
K )T

ρK+

n+ ·
∫

F̂

Φ̂I

+∇Φ̂+
J

∫

F

1

ρK+

Φ+
j n

+ · ∇Φ+
i =

hK,F (A
−1
K )T

ρK+

n+ ·
∫

F̂

Φ̂+
J ∇Φ̂+

I

En�n, le alul des intégrales de saut donne,

∫

F

γK [[Φi]] [[Φj ]] = γK

∫

F

[

Φ+
i n

+.Φ+
j n

+ +Φ+
i n

+.Φ−
j n

− +Φ−
i n

−.Φ+
j n

+ +Φ−
i n

−.Φ−
j n

−
]

mais on ne alule que les deux termes suivants, tout omme l'on a fait pour les intégrales

ombinant saut et moyenne. On doit alors aluler, lorsque l'on est sur K+
:

∫

F

Φ+
i n

+.Φ+
j n

+ et

∫

F

Φ+
i n

+.Φ−
j n

− = −
∫

F

Φ+
i n

−.Φ−
j n

−

et pour une arête de 'Dirihlet', on ne alule que la ontribution sur K+
, soit :

∫

F

Φ+
i n

+.Φ+
j n

+

Cei nous amène à aluler sur l'élément de référene en 2D :

∫

F

Φ+
i n

+.Φ+
j n

+ = (A−1
K )T

∫

F̂

Φ̂+
I Φ̂

+
J

∫

F

Φ+
i n

+.Φ−
j n

− = −(A−1
K )T

∫

F̂

Φ̂+
I Φ̂

−
J

6.1.5 Calul de la matrie d'amortissement

La matrie d'amortissement est dé�nie telle que :

Bi,j =
∑

F∈Fb∩Γabs

∫

F∩Γabs

1√
ρµ

Φi.Φj =
∑

F∈Γabs

1√
ρFµF

∫

F

Φi.Φj

Cette matrie est nulle partout sauf pour les éléments ayant au moins une arête absorbante.

Par passage sur l'élément de référene, on obtient que pour toute arête absorbante :

∫

F

Φi.Φj = hK,F

∫

F̂

Φ̂i.Φ̂j
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Nous en avons �ni ave le alul mathématique des di�érentes matries. Nous verrons par la

suite la onstrution algorithmique.

6.1.6 Disrétisation en temps

Après avoir vu la disrétisation en espae, regardons la disrétisation en temps de l'équation

(17). La onstrution du shéma en temps d'ordre 2 repose sur des développements de Taylor

d'ordre 3 ou 4. Pour le alul de la dérivée première, il existe ξ1+ ∈]t, t+∆t[ et ξ1− ∈]t−∆t, t[;
onsidérons alors le développement de Taylor-Lagrange d'ordre 3 suivant :

uh,i(t+∆t) = uh,i(t) + ∆t
∂uh,i(t)

∂t
+

∆t2

2

∂2uh,i(t)

∂t2
+

∆t3

6

∂3uh,i(ξ1+)

∂t3
(35)

uh,i(t−∆t) = uh,i(t)−∆t
∂uh,i(t)

∂t
+

∆t2

2

∂2uh,i(t)

∂t2
− ∆t3

6

∂3uh,i(ξ1−)

∂t3
(36)

En soustrayant (36) à (35), on obtient qu'il existe ξ1 ∈]t−∆t, t+∆t[ tel que :

uh,i(t+∆t)− uh,i(t−∆t)

2∆t
=
∂uh,i(t)

∂t
+

∆t2

6

∂3uh,i(ξ1)

∂t3

On a don, par approximation :

un+1
h,i − un−1

h,i

2∆t
≃ ∂uh,i

∂t
(tn) (37)

où tn = n∆t et unh,i est l'approximation de uh,i(t
n).

De même, pour la dérivée d'ordre 2, il existe ξ2+ ∈]t, t+∆t[ et ξ2− ∈]t−∆t, t[; onsidérons alors
le développement de Taylor-Lagrange d'ordre 4 suivant :

uh,i(t+∆t) = uh,i(t) + ∆t
∂uh,i(t)

∂t
+

∆t2

2

∂2uh,i(t)

∂t2
+

∆t3

6

∂3uh,i(t)

∂t3
+

∆t4

24

∂4uh,i(ξ2+)

∂t4
(38)

uh,i(t−∆t) = uh,i(t)−∆t
∂uh,i(t)

∂t
+

∆t2

2

∂2uh,i(t)

∂t2
− ∆t3

6

∂3uh,i(t)

∂t3
+

∆t4

24

∂4uh,i(ξ2−)

∂t4
(39)

En additionnant (38) à (39), il vient qu'il existe ξ2 ∈]t−∆t, t+∆t[ tel que :

uh,i(t+∆t) + uh,i(t−∆t)− 2uh,i(t)

∆t2
=
∂2uh,i(t)

∂t2
+

∆t2

12

∂4uh,i(ξ2)

∂t4

On a don, par approximation :

un+1
h,i + un−1

h,i − 2unh,i
∆t2

≃ ∂2uh,i(t
n)

∂t2
(40)

On obtient alors au �nal le shéma en espae et en temps suivant :

MUn+1
h + Un−1

h − 2Un
h

∆t2
+ BU

n+1
h − Un−1

h

2∆t
+KUn

h = Fh
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que l'on peut réérire sous la forme :

(

I +
∆t

2
M−1B

)

Un+1
h =

(

2−∆t2M−1K
)

Un
h +

(

∆t

2
M−1B − 1

)

Un−1
h +∆t2M−1Fh (41)

où Un
h est une approximation de Uh(t

n). Le shéma est stable sous une ondition CFL dépendant

du paramètre γ.

7 Contribution personnelle et résultats

L'équipeMagique-3D utilise des vitesses onstantes par maille dans di�érents odes de simulation

DG : un ode Matlab en 1D et des odes Fortran 2D et 3D. Dans une première partie, nous

expliquerons les limites des vitesses onstantes par maille et pourquoi nous envisageons des

vitesses polynomiales par maille. Nous expliiterons également son implémentation dans le ode.

Ensuite, dans une seonde partie, nous présenterons les di�érentes expérienes e�etuées ainsi

que les résultats obtenus pour le ode Matlab 1D et Fortran 2D.

7.1 Prise en ompte de variations polynomiales

Nous étudions l'équation des ondes aoustique (omme nous l'avons présenté préédemment) sans

onditions aux limites absorbantes. Le ode Matlab original permettait de résoudre l'équation

en 1D ave des vitesses onstantes par maille, 'est-à-dire que c =
√

µ
ρ
est onstant sur haque

subdivision de l'intervalle [0, L] à étudier. Dans la réalité, la vitesse n'est pas onstante par

maille. Par onséquent, le ode s'adapte, 'est-à-dire qu'il prend la valeur de la vitesse au milieu

de la subdivision et l'attribue à toute la maille. Prenons un exemple en 1D pour illustrer et

notons c∗ la vitesse onsidérée par le ode (voir �gure 10). Nous supposons que la vitesse réelle

est telle que c(x) = sin(x).

b

b

b

b

b

b

b

c

c∗

1

Figure 10: Exemple de vitesse onstante par maille en 1D

Maintenant prenons des subdivisions plus petites (voir �gure 11).

On remarque que plus les mailles sont �nes, plus la vitesse onstante par maille est prohe de

la vraie vitesse et plus les résultats sont exats. Cependant, le temps de alul est allongé ar on

doit utiliser un grand nombre de mailles. C'est une des raisons qui nous ont poussés à faire des

vitesses polynomiales par maille. En e�et, nous espérons ainsi travailler ave des subdivisions
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b

b

b b
b

b

b

b

b
b

b

b

b

b
c

c∗

1

Figure 11: Exemple de vitesse onstante par maille en 1D

plus grandes et don optimiser le temps de alul.

Dans un premier temps nous rappellerons le prinipe d'interpolation de Lagrange que nous

utiliserons pour approher la vitesse, puis nous détaillerons les hangements, d'un point de vue

algorithmique, que les vitesses polynomiales impliquent dans la onstrution de la matrie de

masse et de rigidité.

7.1.1 Prinipe : interpolation de Lagrange

On va don implémenter dans un premier temps des vitesses linéaires par maille puis polynomi-

ales d'ordre 2 par maille (on dira par la suite polynomiales par maille).

Pour ela, nous allons utiliser l'interpolation de Lagrange. Pour implémenter des vitesses

linéaires par maille, nous allons prendre la valeur exate de la vitesse en début et en �n de maille

(en 1D) ou alors aux trois sommets S1, S2, S3 (en 2D), puis nous allons interpoler. Ce qui donne

en reprenant l'exemple préédent :

b

b b

b

b
b

b

1
cc∗l

Figure 12: Exemple de vitesse linéaire par maille en 1D

De même, plus on ra�ne le maillage, plus l'interpolation s'approhe de la réalité. On peut

alors observer que c∗l , l'approximation linéaire de la vitesse, s'approhe plus rapidement de c que
c∗ (la vitesse onstante par maille).
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b

b

b
b b

b

b

b

b
b b

b

b

b

1
cc∗l

Figure 13: Exemple de vitesse linéaire par maille en 1D

En termes plus mathématiques, l'approximation linéaire de Lagrange s'utilise omme suit en

1D :

L(X) = yil0(X) + yi+1l1(X)

où (xi, yi) désigne les oordonnées exates de la vitesse en début et �n de maille (voir �gure 14)

et :

l0(X) =
X − xi+1

xi − xi+1

l1(X) =
X − xi
xi+1 − xi

b

b

xi xi+1

yi

yi+1

Figure 14: Approximation de Lagrange en 1D

Voyons e qui se passe en 2D pour l'approximation linéaire de la vitesse. Prenons par exemple

une vitesse qui vaut 1 en deux des sommets d'une maille et 2 au dernier. L'approximation linéaire

est alors le plan qui passe par les trois points (voir �gure 15).
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b

b

b

1

1

2

Figure 15: Approximation linéaire de Lagrange en 2D

L'approximation linéaire en un point donné (x, y) est alors dé�nie par :

V (x, y) = v1Φ1(x, y) + v2Φ2(x, y) + v3Φ3(x, y)

où Φ1, Φ2 et Φ3 sont les fontions de base P1 sur la maille et v1, v2, v3 sont les valeurs des

vitesses prises aux sommets S1, S2 et S3.

Voyons à présent l'approximation polynomiale de la vitesse. Cette fois-i, en 1D, il nous faut

trois points pour la vitesse qui sont en début, milieu et �n de maille. En reprenant l'exemple

1D, on a la �gure 16.

b

b b

b

b
b

b

1
c

c∗p

Figure 16: Approximation polynomiale de Lagrange en 1D

Ii j'ai pris des mailles deux fois plus grandes pour qu'on puisse di�érenier l'approximation

de l'exate. Maintenant, si on prend des maille de taille 1, on a la �gure 17.

Nous pouvons faire la même remarque que préedemment à savoir que c∗p, l'approximation

Inria



Prise en ompte de vitesses de propagation polynomiales 33

b

b

b
b b

b

b

b

b
b b

b

b

b

1
c

c∗p

Figure 17: Approximation polynomiale de Lagrange en 1D

polynomiale de la vitesse, approhe mieux c que c∗l ou c∗.
Rappelons que les polyn�mes de Lagrange prennent la forme :

L(X) = y0l0(X) + y1l1(X) + y2l2(X)

où y0, y1 et y2 sont respetivement les vitesses exates en début, milieu et �n de maille et :

l0(X) =
X − x1
x0 − x1

× X − x2
x0 − x2

l1(X) =
X − x0
x1 − x0

× X − x2
x1 − x2

l2(X) =
X − x0
x2 − x0

× X − x1
x2 − x1

où x1, x2 et x3 sont les oordonnées de début, milieu et �n de maille.

7.1.2 Calul de la matrie de masse M

Après avoir vu la onstrution générale du shéma en GD, nous allons voir sa onstrution d'un

point de vue algorithmique. Prenons dans un premier temps la vitesse onstante par maille et

intéressons nous au alul de la matrie M de terme général :

Mij =

∫

Ω

1

µ
ΦiΦj

=
∑

K∈Th

∫

K

1

µK

ΦiΦj

La première idée pour aluler ette matrie est, pour i et j �xés, de parourir l'ensemble des
éléments de Th :

Pour i = 1,NPh
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Pour j = 1,NPh

M(i, j) = 0

Pour l = 1,NTh

Si Pi ∈ Kl et Pj ∈ Kl alors

M(i, j) = M(i, j) +

∫

Kl

1

µK

ΦiΦj

Finsi

Finpour

Finpour

Finpour

Cet algorithme présente quelques inonvénients :

1. il faut parourir trois boules de grandes tailles : NPh ×NPh ×NTh;

2. il faut à haque fois savoir si les degrés de liberté Pi et Pj appartiennent à Kl;

3. le alul de

∫

Kl

1

µK

ΦiΦj n'est pas simple à implémenter.

Or, rappelons que si Pi et Pj appartiennent à l'élément K, alors il existe deux degrés de

liberté P̂I et P̂J sur l'élément de référene K̂ tels que lgI,K = i et lgJ,K = j et :

∫

K

1

µ
ΦiΦj = |detAK | 1

µK

∫

K̂

Φ̂iΦ̂j

Le alul de

∫

K

1

µK

ΦiΦj se déduit don simplement du alul de la matrie M̂ de terme

général M̂i,j =

∫

K̂

Φ̂iΦ̂j et nous utilisons alors l'algorithme de alul suivant :

Pour i = 1, N̂p

Pour j = 1, N̂p

M̂i,j =

∫

K̂

Φ̂iΦ̂j

Finpour

Finpour

M = 0

Pour l = 1, NTh

Calul de |detAKl
|

Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)
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M(i, j) = M(i, j) + |detAKl
| 1

µK

M̂(I, J)

Finpour

Finpour

Finpour

Ce nouvel algorithme a plusieurs avantages :

1. il su�t de aluler les intégrales une seule fois sur l'élément de référene;

2. on ne parourt que les degrés de liberté neessaires au alul de M, il n'y a que NTh ×
N̂p × N̂p itérations;

3. on déduit failement la numérotation globale à partir de la numérotation loale grâe à la

fontion lg.

Nous allons maintenant onsidérer que la vitesse c n'est pas onstante par maille. Pour e

qui est de la matrie de masse, les aluls vont légèrement di�érer de e que nous avons présenté

auparavant. En e�et, nous avions supposé que la vitesse, et don impliitement

1

µ
, était onstante

par maille, e qui nous permettait de sortir

1

µ
de l'intégrale :

Mij =

∫

Ω

1

µ
ΦiΦj

=
∑

K∈Th

|det AK | 1

µK

∫

K̂

Φ̂IΦ̂J

Mais attention, à présent nous avons des vitesses qui varient au sein de la maille ! Nous ne

pouvons don plus sortir

1

µ
de l'intégrale et on a don :

Mij =

∫

Ω

1

µ
ΦiΦj

=
∑

K∈Th

∫

K

1

µ
ΦiΦj

=
∑

K∈Th

|det AK |
∫

K̂

1̂

µ
Φ̂IΦ̂J

Les blos de la matrie de masse ne sont don plus proportionnels entre eux, e qui va

impliquer des modi�ations dans l'algorithme de onstrution deM. Voii don les modi�ations

que j'ai apportées dans et algorithme :

M = 0

Pour l = 1, NTh

Calul de |detAKl
|

Calul de

1̂

µp

(l'approximation polynomiale de

1̂

µ
)
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Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)

M(i, j) = M(i, j) + |detAKl
|
∫

K̂

1̂

µp

Φ̂IΦ̂J

Finpour

Finpour

Finpour

La di�ulté réside dans le alul de l'intégrale

∫

K̂

1̂

µp

Φ̂IΦ̂J . Pour ela, faisons un petit rappel

d'intégration numérique :

Formules de quadrature et leur ordre Notons g =
1̂

µp

Φ̂IΦ̂J . Nous devons don aluler

une approximation de

∫

K̂

ĝ, soit enore

∫ 1

0

g(t)dt en 1D.

Pour ela, nous avons la formule de point milieu :

∫ 1

0

g(t)dt ≈ g(1/2)

ou enore la formule du trapèze (voir �gure 18) :

∫ 1

0

g(t)dt ≈ 1

2
(g(0) + g(1))

0 1

b

0 1

b

b

Figure 18: Formule du point milieu et du trapèze

Cependant, es deux formules (point milieu et trapèze) sont exates si g(t) est un polyn�me

de degré ≤ 1. On obtient la formule de Simpson si l'on fait passer une parabole (polyn�me de

degré 2) par les trois points (0, g(0)), (1/2, g(1/2)), (1, g(1)) et si l'on approhe

∫ 1

0

g(t)dt par

l'aire sous la parabole :
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∫ 1

0

g(t)dt ≈ 1

6
(g(0) + g(1/2) + g(1))

0 1

b

b

b

0 1

b
b

b

b

b
b

b

Figure 19: Formule de Simpson et de Newton à 7 points

En généralisant ette idée (passer un polyn�me de degré s − 1 par s points équidistants

(

i
s−1 , g

(

i
s−1

))

, i = 0, . . . , s− 1), on obtient les formules de Newton-Cotes (voir �gure 19).

Dé�nition

Une formule de quadrature à s étages est donnée par :

∫ 1

0

g(t)dt ≈
s
∑

i=1

big(ci) (42)

où ci sont les n÷uds de la formule de quadrature et les bi en sont les poids.

Dé�nition

On dit que l'ordre de la formule de quadrature (42) est p, si la formule est exate pour tous les

polyn�mes de degré ≤ p, 'est-à-dire :

∫ 1

0

g(t)dt =

s
∑

i=1

big(ci) pour deg g ≤ p (43)

et inexate pour au moins un polyn�me de degré p+ 1.
On voit que les formules du point milieu et du trapèze sont d'ordre 2. La formule de Newton-

Cotes à s étages a un ordre p ≥ s (par dé�nition).
Dans le ode 1D, on utilise une formule de Newton à 9 points pour aluler l'approximation de

∫ 1

0

g(t)dt. En e�et, on onsidèrera des fontions de bases de degré au plus 3 et

1

µ
de degré au

plus 2. Par onséquent, le degré de g sera d'au plus 3 + 3 + 2 = 8. Il faut don une formule

d'ordre 9.

En 2D, 'est le même prinipe, on veut intégrer

∫

K̂

g, où K̂ est le triangle de référene. Dans

le ode fortran, on prend don 16 points de K̂ auxquels on assoie des poids :
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∫

K̂

g ≈
16
∑

i=1

wig(xi, yi)

où (xi, yi) sont les n÷uds de la formule de quadrature et les wi en sont les poids (voir �gure 20).

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b

b

b
b
bb

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

Figure 20: Intégration numérique en 2D à 16 points

On prend don la valeur aux 16 points de la fontion g que l'on multiplie par les poids or-

respondants, puis on somme pour obtenir l'approximation de l'intégrale de g sur le triangle de

référene.

Par onséquent, pour obtenir la valeur de

∫

K̂

1̂

µp

Φ̂IΦ̂J (voir �gures 21 et 22), on alule :

1. l'approximation polynomiale de

1̂

µ

2. l'intégration numérique de g.

7.1.3 Calul de la matrie de raideur K
Intéressons-nous à présent à la onstution d'un point de vue algorithmique de la matrie de

raideur K en 1D ar on n'a pas onsidéré la vitesse dépendant de ρ en 2D. Par souis de larté,

nous allons subdiviser ette onstrution en 4 parties :

1. Calul du terme K1 =
∑

K∈Th

∫

K

1

ρ
∇Φi.∇Φj

2. Calul du terme K2 =
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

+
∑

F∈Fi

∫

F

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

3. Calul du terme K3 =
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

[[Φj]]

{{

1

ρ
∇Φi

}}

+
∑

F∈Fi

∫

F

[[Φj ]]

{{

1

ρ
∇Φi

}}

4. Calul du terme K4 =
∑

F∈Fb

∫

F∩ΓD

γ [[Φi]] [[Φj ]] +
∑

F∈Fi

∫

F

γ [[Φi]] [[Φj ]]
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Figure 21: Approximation linéaire de la vitesse en 1D
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Figure 22: Approximation linéaire de la vitesse en 2D

Calul de K1 Comme ∇Φ = Φ′
, on a simplement à aluler |det AK |CK

ρK

∫

K̂

Φ̂′
I Φ̂

′
J .

Par onséquent, de la même manière qu'ave la matrie de masse, on utilise l'algorithme

suivant :

Pour i = 1, N̂p

Pour j = 1, N̂p

K̂(i, j) =

∫ 1

0

Φ̂′
IΦ̂

′
J

Finpour
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Finpour

K = 0

Pour l = 1, NTh

Calul de |detAKl
|

Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)

K(i, j) = K(i, j) + |detAKl
|CK

ρK
K̂(I, J)

Finpour

Finpour

Finpour

Maintenant passons en vitesse polynomiale par maille. Cela implique don que

1

ρ
n'est pas

onstant sur une maille. Expliitons les modi�ations que ça engendre en 1D :

∫

K

1

ρ
∇Φi.∇Φj = |det AK |CK

∫ 1

0

1̂

ρ
Φ̂′

IΦ̂
′
J

où CK =
(

A−1
K

)2
et |det AK | = AK , d'où :

∫

K

1

ρ
∇Φi.∇Φj =

1

AK

∫ 1

0

1̂

ρ
Φ̂′

IΦ̂
′
J

On a don pour l'algorithme :

K = 0

Pour l = 1, NTh

Calul de AKl

Calul de

1̂

ρp
(l'approximation polynomiale de

1̂

ρ
)

Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)

K(i, j) = K(i, j) +
1

AKl

∫ 1

0

1̂

ρp
Φ̂′

IΦ̂
′
J

Finpour

Finpour

Finpour
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Calul de K2 Nous avions vu que pour une vitesse onstante par maille on avait :

∫

F

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

=
1

2

∫

F

[

1

ρK+

Φ+
i n

+.∇Φ+
j +

1

ρK−

Φ+
i n

+.∇Φ−
j

+
1

ρK−

Φ−
i n

−.∇Φ−
j +

1

ρK+

Φ−
i n

−.∇Φ+
j

]

=
hK,F (A

−1
K )T

2ρK+

n+

∫

F̂

Φ̂+
I .∇Φ̂+

J +
hK,F (A

−1
K )T

2ρK−

n+

∫

F̂

Φ̂+
I .∇Φ̂−

J

+
hK,F (A

−1
K )T

2ρK−

n−

∫

F̂

Φ̂−
I .∇Φ̂−

J − hK,F (A
−1
K )T

2ρK+

n+

∫

F̂

Φ̂−
I .∇Φ̂+

J

Ce qui donne en 1D :

∫

F

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

=
(A−1

K )T

2ρK+

n+Φ̂I(0).
(

Φ̂J (0)
)′

+
(A−1

K )T

2ρK−

n+Φ̂I(0).
(

Φ̂J(1)
)′

+
(A−1

K )T

2ρK−

n−Φ̂I(1).
(

Φ̂J (1)
)′

− (A−1
K )T

2ρK+

n+Φ̂I(1).
(

Φ̂J(0)
)′

Et pour le terme de bord :

∫

F∩ΓD

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

=
hK,F (A

−1
K )T

ρK+

n+

∫

F̂

Φ̂I(0).∇Φ̂J (0)

Ce qui donne en 1D :

∫

F∩ΓD

[[Φi]]

{{

1

ρ
∇Φj

}}

=
(A−1

K )T

ρK+

n+Φ̂I(0).
(

Φ̂J (0)
)′

Par onséquent, on utilise l'algorithme suivant :

K = 0

Pour l = 1, NTh

Calul de AKl

Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)

K(i, j) = K(i, j) +
(A−1

K )T

2ρK+

n+Φ̂I(0).
(

Φ̂J(0)
)′

K(i, j) = K(i, j) +
(A−1

K )T

2ρK−

n+Φ̂I(0).
(

Φ̂J(1)
)′

K(i, j) = K(i, j)− (A−1
K )T

2ρK−

n+Φ̂I(1).
(

Φ̂J(1)
)′

K(i, j) = K(i, j)− (A−1
K )T

2ρK+

n+Φ̂I(1).
(

Φ̂J(0)
)′

Finpour
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Finpour

Finpour

Ave des vitesses polynomiales, il su�t de remplaer

1

ρK
par l'approximation polynomiale de

la vitesse

1

ρp
. On a alors l'algorithme suivant :

K = 0

Pour l = 1, NTh

Calul de AKl

Calul de

1̂

ρp
(approximation polynomiale de

1
ρ
)

Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)

K(i, j) = K(i, j) +
(A−1

K )T

2

1̂

ρp
(0)n+Φ̂I(0).

(

Φ̂J(0)
)′

K(i, j) = K(i, j) +
(A−1

K )T

2

1̂

ρp
(1)n+Φ̂I(0).

(

Φ̂J(1)
)′

K(i, j) = K(i, j)− (A−1
K )T

2

1̂

ρp
(1)n+Φ̂I(1).

(

Φ̂J(1)
)′

K(i, j) = K(i, j)− (A−1
K )T

2

1̂

ρp
(0)n+Φ̂I(1).

(

Φ̂J(0)
)′

Finpour

Finpour

Finpour

Calul de K3 On peut remarquer que K3 est le symétrique de K2 en remplaçant les i par des
j. Je ne vais don pas détailler le alul de K3.

Calul de K4 Nous avions vu que pour une vitesse onstante par maille on avait :

∫

F

γK [[φi]] [[Φj ]] = A−1
K γK

∫

F̂

(

Φ̂I(0)Φ̂J(0)− Φ̂I(0)Φ̂J (1)− Φ̂I(1)Φ̂J (0) + Φ̂I(1)Φ̂J (1)
)

Don si les vitesses sont polynomiales, on a :

∫

F

γK [[Φi]] [[Φj ]] = A−1
K

∫

F̂

γ
(

Φ̂I(0)Φ̂J(0)− Φ̂I(0)Φ̂J(1)− Φ̂I(1)Φ̂J(0) + Φ̂I(1)Φ̂J(1)
)

Par onséquent, en 1D, on a l'algorithme suivant :

K = 0
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Pour l = 1, NTh

Calul de AKl

Calul de γ

Pour I = 1, N̂p

Pour J = 1, N̂p

i=lg(l,I), j=lg(l,J)

K(i, j) = K(i, j) +A−1
Kl

∫ 1

0

γΦ̂IΦ̂J

Finpour

Finpour

Finpour

7.2 Tests et Validations

Dans un premier temps, nous alons présenter les résultats obtenus pour le as 1D. Ensuite, nous

verrons eux dans le as 2D.

7.2.1 Conditions d'expériene en 1D

Nous avons fait tourner le ode matlab 1D sur l'intervalle [0, 12] et avons plaé un reepteur en

x = 10 m. Nous avons fait deux séries de tests :

1. Nous onsidérons que la vitesse de propagation c = µ
ρ
ne dépend que de µ.

2. Nous onsidérons que la vitesse de propagation c ne dépend que de ρ.

Dans le premier as, nous avons onsidéré trois fontions

1
µ
pour les tests (voir �gures 23, 24 et

25).

1.

1

µ1
(x) =

{

2 si x ≤ π ou x ≥ 3π
2 + 1.5 sin(40x) si x ∈ [π, 3π]

(voir �gure 23 )

2.

1

µ2
(x) =

{

1.5 si x ≤ π ou x ≥ 3π
1.5 + sin(8x) si x ∈ [π, 3π]

(voir �gure 24 )

3.

1

µ3
(x) =















1 si x ≤ 3 ou x ≥ 9
1− 2/3x si x ∈ [3, 4]
1/3 si x ∈ [4, 8]
1/3 + 2/3x si x ∈ [8, 9]

(voir �gure 25 )

Dans une autre série de tests, on onsidère que la vitesse dépend que de ρ. Nous avons

onsidéré deux fontions

1

ρ
.

1.

1

ρ1
(x) =

{

1 si x ≤ π ou x ≥ 3π
1 + 0.5 sin(x) si x ∈ [π, 3π]

(voir �gure 26)

2.

1

ρ2
(x) =

{

2 si x ≤ π ou x ≥ 3π
2 + 1.5 sin(40x) si x ∈ [π, 3π]

(voir �gure 23 )
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Figure 23: Fontion

1

µ1

1

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1

µ2

x

Figure 24: Fontion

1

µ2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1

µ3

x

Figure 25: Fontion

1

µ3

7.2.2 Résultats en 1D

Ii je vais présenter les résultats obtenus. Rappelons que nous avons plaé le sismogramme

en x=10m. Nous jugerons une solution omme bonne si Uraff = U2raff , 'est-à-dire que les

solutions se superposent lorsqu'on divise la taille de maille par 2. Nous partons toujours d'une

taille initiale de maille de 0.1 puis nous ra�nons. Nous érirons alors par exemple Ra�= 4 pour

dire que nous avons divisé la taille initiale par 4, à savoir que la maille mesure maintenant 0.025.
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1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1

ρ1

x

Figure 26: Fontion

1

ρ1

Expériene ave la vitesse

1

µ1
Pour

1

µ1
, on obtient e qu'on attend, à savoir que le poly-

nomial est meilleur que le linéaire qui est lui même mieux que le onstant par maille. En e�et,

regardons les résultats pour un ra�nement de 4 et 8 (voir �gures 27, 28 et 29 ).

Figure 27: Solution ave des vitesses polynomiales par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la
vitesse

1
µ1
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Figure 28: Solution ave des vitesses linéaires par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la

vitesse

1
µ1

Figure 29: Solution ave des vitesses onstantes par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la

vitesse

1
µ1

Expériene ave la vitesse

1

µ2
Ii on n'obtient pas vraiment d'amélioration et on est obligé

d'aller jusqu'à un ra�nement de 16. De même, omparons les résultats obtenus ave des vitesses

polynomiales et onstantes par maille (voir �gures 30, 31 et 32).
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Figure 30: Solution ave des vitesses polynomiales par maille et un ra�nement de 8 et 16 pour

la vitesse

1
µ2

Figure 31: Solution ave des vitesses linéaires par maille et un ra�nement de 8 et 16 pour la

vitesse

1
µ2

Expériene ave la vitesse

1

µ3
Ii 'est pareil, on ne voit pas d'amélioration. Regardons les

résultats pour une vitesse linéaire, polynomiale et onstante par maille et des ra�nements de 4
et 8 (voir �gures 33, 34 et 35).
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Figure 32: Solution ave des vitesses onstantes par maille et un ra�nement de 8 et 16 pour la

vitesse

1
µ2

Figure 33: Solution ave des vitesses polynomiales par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la
vitesse

1
µ3

Expériene ave la vitesse

1

ρ1
Ii, pour un ra�nement de 2 et 4, on obtient pour le as

linéaire la �gure (36), puis pour le as onstant par maille la �gure (37).
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Figure 34: Solution ave des vitesses linéaires par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la

vitesse

1
µ3

Figure 35: Solution ave des vitesses onstantes par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la

vitesse

1
µ3

Expériene ave la vitesse

1

ρ2
Ii les résultats sont plut�t déevants. Nous sommes en P1,

on remarque que le onstant par maille est meilleur que le linéaire. En e�et, observons le graphe

pour le onstant par maille à un ra�nement de 4, 8 et le linéaire pour un ra�nement de 8 et 16,
ils sont omparables (voir �gures 38 et 39).
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Figure 36: Solution ave des vitesses linéaires par maille et un ra�nement de 2 et 4 pour la

vitesse

1
ρ1

Figure 37: Solution ave des vitesses onstantes par maille et un ra�nement de 2 et 4 pour la

vitesse

1
ρ1

Conlusion Le ode 1D semble don montrer que la méthode n'est pas e�ae, dans le sens

où en prenant des mailles équivalentes, on n'a pas forément plus de préision ave les vitesses

polynomiales par maille. Cependant, on peut espérer qu'en 2D, les vitesses polynomiales perme-

ttent d'éviter la di�ulté du maillage. En e�et, on n'est plus obligé de mailler en fontion du
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Figure 38: Solution ave des vitesses onstantes par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la

vitesse

1
ρ2

Figure 39: Solution ave des vitesses linéaires par maille et un ra�nement de 4 et 8 pour la

vitesse

1
ρ2

domaine, ar il n'est plus néessaire d'avoir la même vitesse au sein d'une maille.
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7.2.3 Conditions d'expériene en 2D

En 2D, nous avons travaillé sur deux domaines : un domaine biouhe et un domaine qui se

rapprohe plus de la réalité, 'est-à-dire ave des vitesses qui varient en haque point.

Dans un premier temps, nous avons fait tourner le ode 2D en fortran sur un domaine biouhe

de 1km par 1km, 'est-à-dire qu'on a mis une vitesse de c1 = 1000m/s en haut et une vitesse de

c2 = 500 m/s en bas (voir �gure 40 ). En 2D, nous ne onsidèrerons que des vitesses dépendant

de µ. Dans une première expériene, nous maillerons haque interfae puis nous lanerons le ode

ave les vitesses onstantes par maille. Ensuite, nous maillerons l'ensemble du modèle, puis nous

lanerons le ode ave les vitesses polynomiales. Nous utiliserons une soure de Riker d'ordre 2.

500

1000

c1

c2

10000 0

1000

1000

c1

c2

Figure 40: Domaine d'étude en onstant et polynomiale par maille

Ensuite, nous ferons tourner le ode sur un domaine de [0, 24]× [−3, 7] issu d'une étude réelle

(voir �gure 41). Pour des raisons de on�dentialité, nous avons ahé la topographie. En fait,

dans haque ouhe de e modèle synthétique géologique, il y a un gradient de vitesse. Nous

maillerons don l'ensemble du domaine, puis nous lanerons le alul ave des vitesses polynomi-

ales. Nous utiliserons une soure de Riker d'ordre 2. Nous avons plaé la soure en (12,−1.725)
et des simogrammes en (4.960,−1.111), (9.960,−1.287), (14.960,−1.254), (19.960,−1.176) et
(23.960,−1.233) (voir �gure 41). J'ai représenté par un point rouge la soure et par des points

violets les sismogrammes.

7.2.4 Résultats en 2D

Domaine biouhe Dans un premier temps, nous avons travaillé sans onditions aux limites

absorbantes et nous allons présenter les résultats.

En maillant haque interfae ave les vitesses onstantes par maille, on ompare ensuite ave

la solution exate. On obtient la �gure (42). Dans e premier test, le maillage étant fait dans

haque ouhe, la vitesse est onstante au sein de haque maille.

Ensuite, en maillant tout le domaine et en prenant le ode implémentant des vitesses polyno-

miales par maille, on ompare ave la solution exate et on obtient la �gure (43). Ii, on a enore

un domaine biouhe. Cependant, le maillage n'étant pas adapté au domaine, il y a ertaines

mailles qui ont deux vitesses di�érentes.

Maintenant, nous allons mettre une vitesse de 500m/s en haut et 1000m/s en bas et on met

les CLA (

1
c
∂u
∂t

+∇u.n = 0). On ompare ensuite le as où les vitesses sont onstantes, linéaires,
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Figure 41: Domaine réel d'étude

Figure 42: Comparaison de la solution ave vitesses onstantes par maille et solution exate

polynomiales par maille ave la solution exate et on obtient la �gure (44).

On peut don remarquer que le ode ave les vitesses polynomiales par maille permet d'enlever

la di�ulté du maillage. En e�et, on peut mailler indépendamment du milieu, et on obtient de

bons résultats. C'est pour ela que nous avons ensuite voulu tester sur un domaine ave des

valeurs de vitesses réelles que Total nous a fourni.

Domaine réel Ce domaine m'a permis de trouver une faille dans mon ode. En e�et, sur

ertaines mailles, ave l'interpolation polynomiale d'ordre 2, on alulait des vitesses négatives.

Par exemple, sur la maille 177, en P̂1, P̂6 et P̂3, nous avions omme vitesses respetives de l'ordre

de 10−7
, 10−7

et 10−5
. L'approximation polynomiale donne des vitesses négatives (voir �gure

45).
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Figure 43: Comparaison de la solution ave vitesses polynomiales par maille et solution exate

Figure 44: Comparaison de la solution ave vitesses onstantes, linéaires, polynomiales par maille

et solution exate

Par onséquent, pour palier e problème, j'ai rajouté un test qui véri�e que les valeurs alulées

sont bien positives. Si e n'est pas le as, alors on fait une interpolation linéaire sur ette maille.

En e�et, ave l'interpolation linéaire, on est sûr d'avoir un vitesse positive ar bornée par les

vitesses aux sommets de la maille.

Dans ette série de tests, nous onsidèrons une soure en (12,−1.725) à une fréquene de

8Hz. Nous mettons des onditions de Dirihlet sur le bord où il y a la montagne et des CLA sur

les 3 autres bords. Nous allons prendre le même maillage et les mêmes onditions d'expérienes
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Figure 45: Exemple d'interpolation donnant des vitesses négatives

e�etuées hez Total, puis nous testerons notre ode ave des vitesses onstantes, linéaires et

polynomiales par mailles grâe à des résultats fournis par TOTAL. Nous onsidèrerons les sis-

mogrammes de Total omme solution exate.

Ii, étant donné qu'en haque point, nous avons des vitesses di�érentes, pour avoir des vitesses

onstantes par maille, nous prenons la vitesse au baryentre de la maille et nous l'a�etons à

toute la maille. Nous nous plaçons en (9.960,−1.287) et faisons tourner le ode ave des vitesses
onstantes par maille. Nous obtenons alors la �gure 46.
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Figure 46: Comparaison du onstant par maille (en rouge) et solution exate (en bleu)

Ensuite nous e�etuons la même expériene mais ave des vitesses linéaires par maille. Nous

obtenons la �gure 47.

Et en�n ave des vitesses polynomiales par maille, nous obtenons la �gure 48.
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Figure 47: Comparaison du linéaire par maille (en rouge) et solution exate (en bleu)
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Figure 48: Comparaison du polynomiale par maille (en rouge) et solution exate (en bleu)

Par onséquent, pour e maillage, les résultats ave les vitesses onstantes par maille sont

plus prohes des résultats obtenus hez Total qu'ave les vitesses linéaires ou polynomiales par

maille. Cependant, les aluls hez Total ont été e�etués ave un ode ave des vitesses ontantes

par maille et le maillage utilisé est trop grossier pour obtenir une bonne solution (dans le sens

Uraff = U2raff ). On peut don se demander si dans e as le ode ave les vitesses polynomiales
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s'approhe plus de la réalité... Cependant, pour véri�er il faudrait e�etuer les aluls sur un

maillage plus �n, e qui prend beauoup de temps. Ce sont les tests que je ferai pour terminer

mon stage.
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