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Résumé

Les liquides organiques sont un constituant essentiel du corps humain, aussi bien par leur volume que par leurs
multiples fonctions. En dehors du sang et du liquide lymphatique, de nombreux autres fluides sont présents dans
l’organisme et y ont des fonctions importantes, telles que lubrification ou d’absorption de chocs. Dans ce travail
nous nous intéressons plus particulièrement aux fluides se trouvant à l’interface entre deux structures anato-
miques. Nous présentons une méthode permettant de simuler les phénomènes d’interaction entre un film fluide et
les surfaces entre lesquelles il est contraint. L’approche que nous proposons repose sur un modèle de fluide et
son couplage mécanique avec des surfaces déformables. Selon la pression du fluide et la raideur des solides dé-
formables en contact avec le fluide, différents comportements sont attendus. Nos résultats préliminaires montrent
qu’il est possible de simuler les caractéristiques principales de ces comportements. De plus, les approches choi-
sies pour le modèle de fluide, le modèle déformable, et le couplage entre les deux sont compatibles avec des
simulations temps-réel.
Abstract
Body fluids are a major constituent of the human body as well by their volume as by their functions. Besides the
blood and the lymphatic liquid, many other liquids are present in the body and they have important functions such
as lubrication or shock absorption. In this work, we are more particularly interested in the fluids being in the
interface between two anatomical structures. We present a method making it possible to simulate the phenomena
of interaction between a fluid film and surfaces between which it is forced. The approach that we propose is based
on a fluid model and its mechanical coupling with deformable surfaces. According to the pressure of the fluid and
the stiffness of the deformable solids in contact with the fluid, various behaviours are expected. Our preliminary
results show that it is possible to simulate the main features of these behaviours. Furthermore, the approaches
chosen for the fluid model, the deformable model and the coupling between both, are compatible with real time
simulations.

Mots clé : Simulation, Interaction fluide-solide, Méde-
cine, Ophtalmologie

1. Introduction

Le domaine de la simulation médicale interactive est en
forte expansion, en particulier dans le cadre de l’apprentis-
sage. Les domaines d’application se diversifient également,
entrainant des besoins de modélisation de plus en plus va-
riés, et dans certains cas très complexes. Dans ce travail nous
nous intéressons à la simulation des phénomènes d’interac-
tion entre un film fluide et les surfaces entre lesquelles il est
contraint. Ce problème est initialement motivé par la néces-
sité de simuler une étape de l’opération de la cataracte durant

laquelle une humeur aqueuse artificielle est injectée entre le
noyau et la capsule du cristallin dans le but de les séparer
(fig. 1), avant de retirer le cristallin opacifié par la cataracte
et de le remplacer par un implant intraoculaire. Mais cette
problématique est plus générale, car de nombreux fluides
sont présents dans l’organisme et y ont des fonctions im-
portantes. En dehors des plus connus que sont le sang et le
liquide lymphatique, dont le rôle est essentiellement physio-
logique, d’autres fluides ont un rôle plus "mécanique". C’est
par exemple le cas du liquide synovial formant une pellicule
sur les surfaces articulaires. Il a pour fonction de réduire la
friction en lubrifiant l’articulation, et permet aussi d’absor-
ber les chocs.
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Figure 1: L’hydrodissection est une étape de l’opération de
la cataracte permettant de séparer le cristallin de son enve-
loppe : un fluide est injecté entre le cristallin et la capsule ;
à gauche anatomie de l’oeil ; à droite plusieurs instants lors
de la séparation du cristallin et de la capsule

1.1. Problématique

La simulation de l’opération de l’hydrodissection néces-
site l’association de trois éléments de natures différentes.
L’un est un fluide, les deux autres étant des tissus mous. Ces
derniers représentent le cristallin et la capsule. Le premier
est un volume, le second est une surface déformable. Et ils
possèdent des propriétés mécaniques différentes.

Le fluide injecté par le chirurgien est de l’eau salée, les
longueurs caractéristiques sont celles du cristallin et l’épais-
seur du fluide, la vitesse correspond au flux envoyé par le
chirurgien. Ceci permet d’estimer le nombre de Reynolds
Re = V L/ν à 10 (avec V = 10−2m.s−1, L = 10−3m et
ν = 10−6), correspondant à un fluide laminaire (Re < 2000).
Ceci est important dans le choix de modélisation du fluide.

Visuellement, l’hydrodissection se présente comme le dé-
placement d’une frontière au niveau du cristallin. Cette fron-
tière permet de différencier la partie où le cristallin est séparé
de sa capsule et celle qui ne l’est pas encore (fig. 2). Si on
néglige l’existence de l’épaisseur du fluide ainsi que les pres-
sions appliquées par la capsule et le cristallin en utilisant un
modèle 2D et en ne se concentrant que sur le déplacement
de la frontière, on perd une information visuellement impor-
tante pour l’apprentissage. En effet, on peut voir apparaître
la formation de vagues lorsque le chirurgien fait varier la
pression du fluide injecté permettant de mesurer l’impact du
geste opératoire. La simulation réaliste de cette injection de
fluide requiert soit un modèle 3D, soit dans notre cas la prise
en compte d’une “épaisseur” de fluide, sur un principe simi-
laire à ce qui est fait pour les modèles de coque en mécanique
du solide.

1.2. État de l’Art

En mécanique des fluides, la plupart des articles traitent
de l’utilisation d’un film fluide comme lubrifiant. Les ap-
proches présentées dans ces articles sont peu adaptées à

Figure 2: Images successives vues par le chirurgien : avan-
cement de la frontière de la zone où le cristallin et la capsule
sont décollés. Le fluide est injecté par l’aiguille en bas du
cristallin.

notre problématique sachant que les huiles sont visqueuses
et permettent d’effectuer des simplifications qui ne sont pas
possibles dans notre cas. Néanmoins, [Per10] peut être cité :
il cherche à définir le comportement du fluide entre deux
surfaces, l’une élastique et rugueuse avec de nombreuses an-
fractuosités et l’autre rigide. Une partie de ce travail traite du
modèle du fluide lorsque les deux plaques sont pressées. Le
fluide comble les creux et laisse en partie en contact les deux
surfaces.

La manière la plus simple à appréhender l’interaction
entre le fluide et un solide est certainement l’utilisation de
particules pour simuler le fluide [MST∗04] comme la sur-
face du solide : les particules ont la particularité de se re-
pousser entre elles. Celles appartenant au solide permettent
d’une part de transférer les forces liées au solide vers les
particules de fluide et d’autre part de fournir la réaction du
fluide sur le solide. Le principal problème d’utiliser des par-
ticules provient du faible pas de temps nécessaire pour évi-
ter des instabilités et d’autre part le nombre important de
particules nécessaires pour obtenir une simulation réaliste.
Dans notre cas, nous nous tournerons vers les méthodes eu-
lériennes. Bien que les pas de temps soient plus coûteux, les
méthodes implicites permettent l’utilisation de pas de temps
plus grand et la faible résolution de la grille ce qui garantit
le temps-réel.

En simulation physique, on retrouve de nombreuses mé-
thodes pour l’immersion d’un solide dans un bac d’eau. Cer-
taines remaillent à chaque pas de temps la zone de fluide
pour que la limite fluide-solide soit bien définie [KFCO06].
Cela permet de gérer précisément le comportement du fluide
aux frontières mais à un coût en temps de calcul impor-
tant. D’autres méthodes préfèrent intégrer les frontières des
solides dans la grille eulérienne et modifier sa disposition
à chaque pas de temps [Joh98] dans le cas des embedded
boundaries ou plus récemment [BBB07]. La méthode des
immersed boundaries [Pes02] permet d’éviter de prendre en
compte directement la topologie de l’objet immergé. On cal-
cule d’abord les forces liées à l’objet déformable, ensuite,
chaque point de l’objet exerce une force sur les cellules
voisines (qu’elles contiennent ou non du fluide), ces forces
provoquent un mouvement de fluide et les points de l’objet
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sont déplacés selon les vélocités du fluide. De façon simi-
laire, [CGFO06] utilise la pression exercée sur l’objet pour
le déplacer dans un cadre plus général, sans avoir besoin que
l’objet soit entièrement immergé.

Il existe aussi les méthodes où le fluide est en 2,5D. Parmi
celles-ci, se trouve le shallow water : ce modèle permet prin-
cipalement la simulation de grandes étendues d’eau par une
discrétisation en colonne [Ran06]. Chaque colonne est dé-
crite par sa hauteur, les vitesses de fluide entre les colonnes
ainsi que l’énergie. Cette méthode est utilisée pour la simu-
lation des flux marins à grande échelle. Comme dans notre
cas, la hauteur du fluide est petite vis-à-vis de sa superfi-
cie. Néanmoins, pour ce modèle, la pression exercée par l’air
sur la surface du fluide est considérée constante ce qui per-
met de supprimer l’influence de ce paramètre. Pour le cas
de la simulation de l’hydrodissection, la pression exercée
sur le fluide est faite par la capsule et le cristallin. On peut
aussi s’intéresser aux méthodes qui permettent de délimiter
le fluide de l’air [Mü09] [CM12]. Avec ces modèles, le com-
portement à la frontière dépend de la pression de la cellule
contenant de l’air. L’inconvénient est la perte de volume qui
doit être corrigée.

Parmi les projets relevant du médical, on trouve le cas de
l’étude du mouvement d’un fluide particulier entre deux sur-
faces : un gel microbicide injecté dans le vagin [Kie06]. Ce
fluide, par la pression des parois vaginales, se répartie le long
du vagin et permet une protection contre le VIH. Des simu-
lations sont effectuées afin d’analyser différents paramètres
du fluide afin de trouver ceux qui garantissent une meilleure
répartition du gel. Leur approche utilise une équation ma-
thématique regroupant le modèle de fluide et le modèle du
solide sous une seule formulation. Cela entraîne une diffi-
culté d’adaptation à des scènes de simulation qui regroupent
de nombreux éléments indépendants les uns des autres. De
plus, il y a une simplification qui ne convient pas à l’applica-
tion de l’hydrodissection : le gel est un fluide visqueux, donc
non-turbulent.

Au niveau de la modélisation d’objets déformables dans le
contexte de l’oeil, il existe un papier traitant de la modélisa-
tion de la distribution de l’effort dans le cristallin [BP07]. Le
cristallin est entouré de zonules ciliaires qui eux-mêmes sont
liées à des muscles. Par leur action, les muscles déforment
le cristallin afin d’adapter la vue de l’individu. L’élasticité
du cristallin varie avec l’âge et la simulation permet de com-
prendre la raison de certains problèmes de santé.

1.3. Conclusion

La simulation se déroule dans un environnement 3D où
coexistent plusieurs objets de natures différentes. Ainsi, le
cristallin sera composé de deux solides ayant des topologies
particulières mais ils pourraient être néanmoins de forme
arbitraire. Entre ces deux solides, se trouve une zone de
fluide. Ainsi, pour concevoir la simulation de l’hydrodis-
section, nous avons conçu un modèle de type eulérien où

le liquide parcourt une surface non-planaire. Seule une in-
formation de hauteur correspondra à l’épaisseur du fluide et
n’agira pas sur la mécanique de l’objet. Il s’agit donc d’un
modèle 2.5D et le solide sera utilisé pour indiquer au fluide
son comportement vis-à-vis de la hauteur.

1.4. Plan

Dans ce papier, nous aborderons en premier lieu le modèle
de fluide. Ensuite nous nous intéresserons aux équations qui
régissent les objets déformables. Puis nous expliquerons la
méthode que nous utilisons afin de lier celles-ci. Enfin nous
mettrons en avant nos résultats.

2. Modèle de fluide

2.1. Simulation efficace et stable de fluides

La simulation de l’hydrodissection nécessite un modèle
de fluide qui puisse nous permettre de simuler un fluide à
la fois réaliste, stable et suffisamment rapide pour une uti-
lisation temps-réel. De plus, le contexte de la simulation de
l’hydrodissection correspond à un cas où un fin film de fluide
sépare deux surfaces déformables. Ainsi notre choix s’est
porté sur le modèle de Stam [Sta99]. Le fluide en lui-même
est un modèle eulérien, un champ de vecteurs vitesse (vélo-
cités) disposé sur la surface. Ce modèle permet d’obtenir un
fluide peu coûteux en temps de calcul tout en gardant un bon
niveau de réalisme. De plus, cette méthode de calcul per-
met d’utiliser de grands pas de temps et elle est relativement
simple à implémenter.

Le modèle se base sur les équations de Navier-Stockes
dans le cadre des écoulements de fluides incompressibles :

~∇·~u = 0 (1)

∂~u
∂t

+(~u ·~∇)~u =− 1
ρ

~∇p+ν∇2~u+ ~f (2)

La partie de gauche de l’équation de bilan de la quan-
tité de mouvement (2) correspond aux termes d’inertie avec
~u la vélocité du fluide. Le terme de droite est constitué de
termes liés à la pression p avec ρ la densité du fluide, la vis-
cosité ν et les forces externes ~f . L’équation (1) correspond
à l’équation d’incompressibilité et permet d’éviter les pertes
de fluide.

La méthode de Stam ne considère pas les termes de
l’équation (2) comme une somme, mais comme quatre opé-
rations successives (voir équation 3). Le fait d’utiliser la
somme des termes auraient créé des dépendances entre les
termes qui aurait rendu la résolution des équations plus com-
plexes. En agissant avec trois opérations successives, les re-
lations entre les termes sont simplifiées et la stabilité du
modèle numérique est améliorée. La méthode commence
par s’occuper des forces extérieures F, puis de la viscosité
lors qu’une étape nommée diffusion D, ensuite de l’inertie
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dans l’étape d’advection A et enfin, grâce à la pression, on
cherche à conserver le volumes du fluide durant l’étape de
projection P. Dans l’équation suivante, l’ensemble des opé-
rations nécessaires durant un pas de temps ∆t est représenté
par la fonction S. Ceci dans le but d’obtenir à partir des vé-
locités, celles du pas de temps suivant.

~u(t +∆t) = S(~u(t)) = P(A(D(F(~u(t)))))
= P◦A◦D◦F(~u(t))

(3)

2.2. Staggered Grid

La zone de simulation de fluide peut être représentée par
un ensemble de cellules carrées avec en leur centre une vé-
locité. Or durant l’étape de projection, numériquement, on
se retrouve avec une perte de fluide. Cette disposition pose
donc un problème de conservation de volume. Pour résoudre
ce problème, nous utilisons une staggered grid [FSJ01].
Chaque cellule carrée possède désormais une vélocité sur
chacun de ses côtés. Les vecteurs sont normaux aux arêtes
et indiquent exactement les flux de fluide entrants et sor-
tants des cellules. Ceci permet de forcer l’incompressibilité
du fluide d’autant plus efficacement.

2.3. Projection

La projection est l’étape qui permet de calculer les pres-
sions et donc de connaître les vélocités. Il faut utiliser l’équa-
tion d’incompressibilité (1) pour construire un système li-
néaire permettant de déterminer la pression. Cette équation
nous apprend que la divergence du champ de vélocité doit
être nulle. La divergence correspond à la différence entre des
flux qui entrent et sortent de la cellule et s’écrit :

Divi, j = ∑
(l,k)

Sl,kul,k(t) (4)

avec S la section par laquelle le fluide entre dans la cellule, u
la vélocité du fluide entrant u (positif) ou sortant u (négatif).
Le couple (l,k) représente les coordonnées de chaque côté
de la cellule (cas 2D). (l,k) prend les valeurs (i− 1

2 , j) ;(i+
1
2 , j) ;(i, j− 1

2 ) et (i, j+ 1
2 ).

Dans le cas de la simulation de l’hydrodissection, il sera
utilisé un fluide 2,5D, notre modèle doit prendre en compte
l’épaisseur du fluide, information que l’on doit retrouver lors
du calcul de la section S. Pour cela, un champ de hauteurs est
défini au niveau des sommets de cellules qui constituent la
staggered grid et nous utilisons la moyenne des hauteurs du
bord de la cellule ainsi que la longueur de ce dernier pour
obtenir la section.

S = l
hv1 +hv2

2
; (5)

avec l la longueur du bord et hvi; i = 1,2 les hauteurs au ni-
veau des sommets adjacents au coté de la cellule.

La seconde étape concerne le calcul de la pression. Pour
chaque cellule, on cherche à trouver une pression telle que

la différence avec les pressions voisines correspond à la di-
vergence calculée à l’équation 4.

Divi, j = ∑
(l,k)

Sl,kPi, j

−Si− 1
2 , j

Pi−1, j−Si+ 1
2 , j

Pi+1, j

−Si, j− 1
2
Pi, j−1−Si, j+ 1

2
Pi, j+1

(6)

L’ensemble des équations des cellules est condensé sous
forme matricielle afin qu’elles soient résolues par un solveur
linéaire. Le système (creux) est résolu par une méthode ité-
rative (gradient conjugué) bien adaptée aux contraintes de
temps réel.

Mpro jp = Div (7)

avec Mpro j la matrice de projection qui comprend l’en-
semble des coefficients Sl,k, p un vecteur contenant les pres-
sions et Div un vecteur contenant les divergences.

Enfin, par l’équation (8), les vélocités sont rectifiées en
prenant en compte la différence de pression entre les deux
cellules adjacentes. Ce qui donne :

ul,k(t +∆t) = u̇l,k(t)+∆Pl,k∆t (8)

Ainsi, la vélocité u sur un bord d’une cellule dépend de la
vélocité calculée à l’étape précédente u̇ et de la différence de
pression entre les deux cellules adjacentes ∆P.

2.4. Distorsion

Lorsque l’on travaille sur le corps humain, la forme des or-
ganes est rarement plane, nous avons besoin d’ajouter la no-
tion de distorsion afin d’adapter un modèle plat à une surface
courbe [Sta03]. Ainsi le modèle utilise un maillage formé de
quadrilatères au lieu d’une grille eulérienne. La distorsion
gi, j est représentée sous la forme d’une matrice 2x2 et elle
est définie par :

gi, j =
3

∑
k=1

∂yk

∂xi
∂yk

∂x j , i, j = 1,2 (9)

Cette distorsion permet de reporter dans un plan 2D, les vé-
locités et pressions qui se trouvent sur la surface 3D. Avec
yk (k = 1,2,3) les coordonnées de la cellule dans l’envi-
ronnement 3D et xk (k = 1,2) les coordonnées de la cel-
lule dans le plan 2D. Nous avons aussi g qui correspond au
déterminant de la matrice qui permet de donner la mesure de
distorsion

√
g. Le passage d’un fluide sur une surface cour-

bée à un fluide sur un plan, apporte certaines modifications
aux opérateurs utilisés dans [Sta99].

Gradient : ∇φ = gi, j ∂φ

∂x j

Divergence : ∇·u =
1
√

g
∂

∂x j (
√

gui)

Laplacien : ∇2
φ =

1
√

g
∂

∂x j (
√

ggi, j ∂φ

∂x j )

(10)
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3. Calcul des déformations en temps-réel

De nombreuses méthodes existent pour la simulation en
temps-réel de structures déformables. Nous avons choisi de
nous baser sur une approche qui offre un très bon compro-
mis entre calcul temps-réel et précision des déformations,
dans un domaine de validité relativement large. Le modèle
corotationnel repose sur une formulation par éléments finis
et permet de prendre en compte les non-linéarités géomé-
triques qui apparaissent lorsque les objets en déformation
subissent aussi des déplacements ou rotations importants.

3.1. Modèle corotationnel

Le calcul des déformations des solides déformables à l’in-
terface avec le film fluide repose sur une formulation par élé-
ments finis. Cette approche nécessite une discrétisation du
volume ou de la surface de l’objet déformable en éléments
géométriques simples, comme des tétraèdres. La déforma-
tion interne à chaque élément est interpolée à partir de la
déformation de ses sommets par une fonction de forme. Une
loi de comportement permet une relation entre une déforma-
tion locale à chaque point et la force résultante. Cette rela-
tion est intégrée dans chaque élément pour obtenir l’équation
finale pour calculer l’ensemble des forces internes. Ce cal-

Figure 3: Approche éléments finis corotationnelle : une ex-
pression locale est calculée à chaque pas de temps afin d’es-
timer le mouvement rigide de l’élément. Ainsi la rotation de
l’objet est considérée (par l’expression locale) avant les dé-
formations.

cul est potentiellement fort complexe et coûteux, c’est pour-
quoi on a le plus souvent recours à une relation contrainte-
déformation linéaire, c’est à dire que la force calculée est di-
rectement proportionnelle à la déformation. Toutefois de tels
modèles ne sont pas invariants en rotation et pour résoudre
ce problème, une solution consiste à utiliser une approche
corotationnelle (voir [MG04] ou [NPF05] par exemple). La
rotation locale de chaque élément est estimée et son inverse
est appliquée au mouvement courant avant le calcul des dé-
formations. Ceci élimine l’influence de la rotation dans les

forces calculées (fig. 3). Avec une telle approche il est pos-
sible d’avoir un calcul des déformations suffisamment précis
pour de nombreux problèmes tout en restant compatible avec
des contraintes de calcul temps-réel.

3.2. Matrice de compliance

De façon générale, l’équation décrivant la dynamique
d’un objet déformable non-linéaire se décrit ainsi :

Mmassv̇ = fext −F(q,v)+HT
λ (11)

où q ∈ Rn est le vecteur des degrés de libertés. Mmass est
la matrice des masses, v ∈ Rn est le vecteur de vélocité. F
est une fonction qui représente les forces visco-élastiques
internes et fext les forces externes (telles que la gravité). λ

est le vecteur des forces de contraintes qui est multiplié par
la matrice HT .

Dans notre cas λ correspond aux forces liées à la pression
agissant sur le solide.

Le calcul des déplacements dûs aux forces de contact re-
vient à résoudre les lois de contraintes avec l’équation sui-
vante :

δ =

H
(

Mmass

h2 +
dF
hdv

+
dF
dq

)
HT

︸ ︷︷ ︸
Mcomp

λ+δ
f ree (12)

où δ correspond au déplacement et Mcomp la matrice de
compliance. Nous avons ainsi une relation entre la force ap-
pliquée et la déformation. H correspond à une matrice per-
mettant d’adapter la topologie du solide avec celle du fluide.
Du fait que ces deux éléments sont indépendants, nous pou-
vons choisir une résolution différente pour chacun.

Dans le cas de notre modèle, nous ne connaissons pas di-
rectement la force λ mais une pression. Ainsi la figure 4 dé-
crit une pression appliquée sur une surface qui va être trans-
mise comme force ~d aux quatre sommets de la cellule de ma-
nière homogène. Ces forces vont passer vers le maillage du
solide déformable grâce à des pondérations barycentriques.
H contient donc les coefficients nécessaires pour effectuer
le transfert des forces. H est une matrice où les lignes cor-
respondent aux quadrilatères du maillage du fluide et où les
colonnes correspondent aux noeuds de l’objet déformable
placés au niveau de la surface fluide.

4. Interface entre fluide et structure déformable

Dans notre modèle, nous choisissons de résoudre le pro-
blème en contrainte plutôt qu’en force. Bien qu’il soit pos-
sible, à partir d’une pression, d’appliquer une force sur le
modèle déformable et ainsi connaître les déplacements de
la membrane, cette approche a l’inconvénient de découpler
la partie fluide avec la partie solide déformable. Ainsi les
deux éléments seraient calculés séparément et le couplage
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Figure 4: la matrice H contient l’ensemble des coefficients
w afin de transposer les forces venant d’une topologie vers
une autre. w correspond aux coordonnées barycentriques
associées aux forces appliquées sur les nœuds du maillage.

entre les deux nécessiterait des pas de temps petits afin que le
fluide puisse prendre en compte l’ensemble des forces agis-
sant sur l’interface. Avec une approche en contrainte nous
pouvons gérer les problèmes d’interface dans le même pas
de temps, et également améliorer la stabilité.

4.1. Influence du solide déformable sur le fluide

Dans le cas des frontières élastiques linéaires, la variation
de hauteur du fluide sur un pas de temps δh peut être don-
née par l’équation (13) issue de l’équation (12). λ les forces
normales exercées sur la membrane et Mcomp la matrice de
compliance. Avec δh ∈ Rn et λ ∈ Rn avec n le nombre de
cellules qui constituent la membrane fluide.

Mcompλ = δh (13)

Tandis que l’équation de projection du fluide (7) a comme
inconnue les pressions p et utilise les divergences Div ainsi
que la matrice de projection Mpro j. Avec p∈Rn et Div∈Rn

avec n le nombre de cellules qui constituent la zone de fluide.

Mpro jp = Div (14)

La divergence étant définie comme la différence entre flux
entrants et sortants, si nous prenons en compte que la hau-
teur du fluide puisse varier, une divergence nulle correspond
en fait que la somme des flux horizontaux soit égale à la va-
riation verticale de volume. Cette variation correspond à la
vitesse du fluide contre la membrane multipliée par la sur-
face de cette dernière. D’un point de vue vecteur, cette mul-
tiplication doit se faire par le produit d’Hadamard −s� δh
avec s ∈ Rn le vecteur regroupant les aires de la surface des
cellules. Sur ce, pour des moyens de commodités, nous ap-
pellerons Div0 la divergence des vélocités tangentes à la sur-
face.

Div = Div0− s�δh (15)

La relation entre force et pression permet d’écrire que λ =
s�p dans l’équation (13). De plus en combinant les équa-
tions (7) et (15), nous obtenons :

Mpro jp = Div0− s�δh

Mcomp(s�p) = δh
(16)

En notation matricielle, le produit d’Hadamard peut être
remplacé par une matrice diagonale dont les éléments cor-
respondent au premier vecteur.

S�b = Sb; S = diag(s) (17)

On obtient donc

Mpro jp = Div0−Sδh

s(Mcomp(Sp)) = Sδh
(18)

La somme des deux équations permet d’éliminer Sh dans le
calcul des pressions tout en prenant en compte la matrice de
compliance. De plus nous pouvons remarquer que la matrice
de compliance, initialement multipliée par une force, se re-
trouve liée à une pression. La matrice relative à la surface S
peut être directement injectée dans la matrice H comme cela
est décrit dans la section 3.2.

(Mpro j +SMcompS)p = Div0 (19)

Une fois le vecteur de pression p connu, nous pouvons en
déduire la vitesse du fluide sur l’objet déformable via l’équa-
tion (20).

(SMcompS)p = Sδh (20)

Figure 5: Fluide compris entre deux membranes élastiques.

4.2. Influence du fluide sur le solide déformable

Le modèle décrit dans la partie précédente ne prend en
compte que les contraintes appliquées sur le fluide. Pour
prendre en compte les forces du fluide sur le solide, une
approche classique consiste à appliquer les forces dûes aux
pressions du fluide sur le solide. La déformation du solide
engendre alors une variation de volume du fluide, qui peut
ensuite être corrigée au pas de temps suivant afin de garan-
tir l’incompressibilité du fluide. Dans le contexte de simu-
lations en temps réel, utiliser un tel procédé n’est pas opti-
mal : tout d’abord les calculs seraient trop coûteux en temps,
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puisque la matrice de compliance serait à calculer à chaque
pas de temps, ensuite des instabilités apparaitraient en raison
de contacts fréquents entre les surfaces très proches les unes
des autres. Pour éviter ces problèmes, nous forçons une dis-
tance nulle entre les deux surfaces. En effet, nous considé-
rons que les forces exercées sur le fluide sont considérables
au regard de l’échelle de la simulation. Ce qui implique qu’à
chaque fois que nous effectuons la projection, nous devons
ajouter le volume de la cellule dans la divergence.

Divi, j = Si, jh(t)+ ∑
(l,k)

sl,ku̇l,k(t) (21)

Ceci imlique qu’en contrepartie nous n’avons pas une inter-
action complète entre le fluide et les structures déformables
mais cela nous permet de simplifier le modèle du cristallin
et de réduire les coûts de calcul.

5. Résultats

La formation des jeunes chirurgiens ophtalmologistes, par
compagnonnage, expose le patient à diverses complications
liées à l’inexpérience de l’opérateur. Devant les bénéfices
prouvés de l’apprentissage sur simulateur, nous avons déve-
loppé un prototype fonctionnel pour la chirurgie de la cata-
racte. Ce simulateur comprend une modélisation réaliste de
l’anatomie et de la dynamique des structures oculaires ma-
nipulées lors de l’intervention, tenant compte des caractéris-
tiques physiques actuelles [DCC∗13]. La simulation est cal-
culée en temps-réel et repose sur la plate-forme open source
SOFA (www.sofa-framework.org). Un système de suivi op-
tique permet de mesurer, puis transmettre au simulateur, la
position dans l’espace des instruments chirurgicaux. La vi-
sualisation de l’anatomie de l’œil virtuel est possible grâce à
des lunettes stéréoscopiques intégrées à un microscope opé-
ratoire. Le système inclut également un mannequin corps en-
tier afin d’augmenter le réalisme et le niveau d’immersion de
la simulation (fig. 6).

Figure 6: Prototype de simulateur d’ophtalmologie com-
prenant un mannequin, un microscope et une simulation des
principales étapes de l’opération de la cataracte.

La plateforme SOFA est dédiée à la simulation physique
temps-réel, avec le domaine médical comme cadre principal.
Différentes étapes de l’opération de la cataracte ont dore et
déjà été simulées comme le capsulorhexis, la phacoémul-
sification ou encore l’implantation de la prothèse intraoc-
culaire [CCD10] (fig. 7). L’ajout du modèle de fluide dans

cette simulation pour effectuer l’hydrodissection est un pas
supplémentaire vers une simulation complète de l’opération.
L’opération de la cataracte, comprend 8 étapes principales.

Figure 7: Trois étapes précédemment simulées dans Sofa :
la capsulorhexis, la phacoémulsification (2007) et l’implan-
tation prothèse (2010).

L’une d’entre elles, l’hydrodissection, est nécessaire pour
être capable d’extraire le cristallin défaillant sans endomma-
ger la capsule (épaisse de quelques microns seulement). À
la suite de cela, un implant intraoculaire sera inséré dans la
capsule afin de permettre au patient de retrouver une vision
de bien meilleure qualité. Dans la suite de cette section nous
présentons différents résultats génériques permettant de va-
lider notre approche, puis nous montrons un résultat prélimi-
naire sur la simulation de l’hydrodissection.

La base de nos tests est une zone carrée qui possède une
source de fluide. La surface libre du fluide sur les bords du
domaine est étanche et l’effet de la pression sur cette surface
n’est pas considéré. La figure 8 montre l’évolution des hau-
teurs en fonction du temps. On peut voir une vague engen-
drée par la source de fluide. Celle-ci a pour origine un coin
du domaine, puis la vague de fluide se projette contre les pa-
rois opposées pour y rebondir et les réflexions s’intersecter,
enfin la surface finit par se stabiliser. Nous pouvons aussi re-
marquer que la source de fluide se trouve un moment donné
dans un creux. Le fluide préfère se déplacer à l’horizontale
plutôt que pousser la surface au niveau de la source. Cela
correspond au comportement que l’on obtient pour d’autres
modèles de fluide avec interface air-fluide. Différentes ri-
gidités ont été appliquées au modèle pour évaluer l’impact
de ce paramètre sur le fluide (fig. 9). Avec une rigidité im-
portante, le fluide se contente d’élever uniformément la sur-
face du fluide. Avec une rigidité moindre, des vagues appa-
raissent. Moins il y a de rigidité, plus la différence de hau-
teur entre deux cellules voisines est susceptible d’être élevée
et plus la vague se propage lentement.

Nous avons également réalisé des simulations à diffé-
rentes résolutions, afin d’évaluer l’impact de la résolution
de la surface sur l’estimation de la compliance. Les résul-
tats restent similaires, montrant très peu de sensibilité à la
résolution du maillage. Dans le cas où la rigidité n’est pas
constante, notre méthode reste adaptée car les caractéris-
tiques des solides déformables sont représentées par la ma-
trice de compliance. La figure 10 illustre par exemple le cas
d’un fluide compris entre deux surfaces de raideurs diffé-
rentes, l’une rigide, l’autre déformable. L’objet déformable
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Figure 8: Simulation de fluide au cours du temps. les cou-
leurs correspondent à la hauteur de fluide dans chaque cel-
lule (jaune : hauteur minimum ; orange : hauteur maximum).
Il y a une source de fluide en bas à droite de la zone de simu-
lation. Ainsi, au cours du temps, le fluide injecté se propage
à partir de la source sous forme d’une vague (1,2,3) pour en-
suite atteindre les limites du domaine (4), la vague rebondit
(5) et enfin les réflexions de la vague s’intersectent au milieu
du domaine (6). Les images sont espacées dans le temps de
0,5s.

Figure 9: Simulation avec différentes rigidités. À gauche
vers la droite, passage de surfaces rigides à surfaces
souples. Dans le cas des surfaces rigides, la surface est peu
déformée, ce qui entraîne une propagation plus rapide du
fluide. A contrario, dans les cas des surfaces souples, la sur-
face va être déformée, la fluide aura plus de facilité de pous-
ser la surface que se propager sur le domaine. Les images
ont été toutes générées à une seconde de simulation.

étant contraint sur les bords du domaine, le fluide va s’accu-
muler au centre du domaine, ne pouvant pas pousser l’objet
déformable sur sa périphérie.

Après avoir fait nos tests sur une surface plane, nous avons
appliqué notre modèle sur une sphère et d’un ellipsoïde afin
de nous rapprocher de la géométrie du cristallin. Les résul-
tats de la simulation sont concluants et nous observons bien
le déplacement d’une vague (fig. 11). La figure 12 simule
l’hydrodissection de la cataracte, en utilisant une sphère en
guise de cristallin. On peut y voir le déplacement de la fron-
tière entre la zone où le cristallin est décollé de la capsule et
la zone où il ne l’est pas. Au niveau du temps de calcul, ce
sont les étapes de création de la matrice de compliance puis
la résolution des pressions qui sont les plus coûteuses. Il est
nécessaire de modifier la matrice de projection pour prendre
en compte la surface séparant deux cellules, puis additionner
les deux matrices. Lors de nos tests, nous avons utilisé un or-
dinateur avec un CPU Intel(r) Xeon(r) 5140 (2.33GHz). La

Figure 10: Scène avec un objet déformable contraint sur
la périphérie. En vert, l’objet rigide sous le fluide. En bleu,
l’objet déformable au-dessus du fluide. À droite, le résultat
de la simulation pour deux résolutions différentes. La péri-
phérie contrainte oblige le fluide à se stocker au centre du
domaine

Figure 11: Fluide sur une surface courbe arbitraire. En
haut un ellipsoïde, en bas une sphère. À gauche les modèles
mécaniques des deux objets et a droite les cartes de hauteurs
de fluide.

simulation reste en temps-réel pour un domaine de 500 cel-
lules en utilisant un pas de temps de 50ms. La création de la
matrice de compliance ne s’effectue qu’une seule fois lors de
l’initialisation de la simulation. Pour un domaine de 100 cel-
lules, cette opération dure 17ms et atteint 1s pour une scène
de 1225 cellules. La figure 13 montre que la décomposition
de la durée d’exécution d’un pas de temps de simulation.
L’étape de création de la matrice pour la résolution de la
pression a également un coût très important : en considérant
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Figure 12: Évolution de la frontière séparant la zone où
le cristallin est collé à la capsule et la zone décollée. La
frontière se déplace de la droite vers la gauche.

les variations de hauteurs négligeables, on peut obtenir une
simulation temps-réel pour une résolution de 900 cellules.
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Figure 13: Durée d’exécution d’un pas de temps en fonction
du nombre de cellules de fluide. vert : durée d’exécution de
la résolution de la pression par le solveur. bleu : durée de
la création de la matrice (prise en compte de la surface et
addition des matrice de projection et compliance). magenta :
reste des étapes.

6. Conclusion

Dans cet article nous démontrons qu’il est possible de lier
les modèles de fluide et les modèles déformables par l’uti-
lisation, lors de l’étape de projection, de la matrice de com-

pliance du système. Pour nos futurs travaux, nous continue-
rons vers le chemin d’une simulation plus réaliste de l’hy-
drodissection du cristallin durant l’opération de la cataracte.
Pour cela nous devons ajouter au modèle la prise en compte
de fibres qui relient le cristallin et la capsule. L’hydrodissec-
tion, par sa pression sur la membrane, provoque la rupture
de ces fibres et désolidarise le cristallin de la capsule. Pour
obtenir ce phénomène, nous avons besoin de calculer la ré-
ponse du fluide sur les membranes. Pour améliorer les per-
formances, et ainsi augmenter le nombre de cellules compo-
sant le domaine fluide pour une meilleure simulation, nous
allons travailler sur une version GPU de l’algorithme. La
création de la matrice pour le calcul des pressions est un pro-
cédé simple à paralléliser et des solveurs ont d’ores et déjà
été implémentés sur GPU pour l’utilisation de la matrice de
compliance [CJA∗10].
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