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♠❛❦❡rs ♦r ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♣❧❛♥ts ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s t❤✉s ♦❢ t❤❡ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♠❛❦❡
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✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ r♦❜✉st s②st❡♠s✳ ■t ♦✈❡r❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛
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♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❤❡♦r✐❡s ✭❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
t❤❡♦r✐❡s✮ s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦r t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s t❛❦❡ ❛
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❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs t♦ ❞❡t❡❝t s✉❝❤ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡
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❙✉♣♣❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ st❛t❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❊❈❆ ♣❛r❛❞✐❣♠❀ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s ♣r✐♠✐t✐✈❡
❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■t ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❜r✐❞❣❡ t✇♦ ✇♦r❧❞s✿ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s à ❧❛ Pr♦❧♦❣ ❬✽❪ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✉s❡❞
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙✉♣♣❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①❛♠✐♥❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ❛♥
❡✲♠❛✐❧ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r ❛♥❞ ✇❛♥t t♦ ✇r✐t❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s♣❛♠ ✜❧t❡r ♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❙✉♣♣❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✿

t②♣❡ ❛❞❞r❡ss ✿❂ str✐♥❣✳

t②♣❡ ✉s❡r ✿❂ str✐♥❣✳

♣r❡❞✐❝❛t❡ tr✉st❡❞✭❛❞❞r❡ss✮✳

tr✉st❡❞✭✧❜♦❜❅❧❡♣♦♥❣❡✳❝♦♠✧✮✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t②♣❡s ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ ✉s❡r t♦ ❜❡ str✐♥❣s ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♥❛♠❡❞ tr✉st❡❞ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥
❛❞❞r❡ss ❛s ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❜♦❜❅❧❡♣♦♥❣❡✳❝♦♠ ✐s ❛ tr✉st❡❞ ❛❞❞r❡ss✳

❡✈❡♥t r❡❝❡✐✈❡✭❛❞❞r❡ss✱ ✉s❡r✮✳

❞❛t❛ ❝❛t❡❣♦r② ✿✿❂ ✐♥❜♦① ⑤ s♣❛♠✳

❛❝t✐♦♥ s❡♥❞✭❝❛t❡❣♦r②✱ ✉s❡r✮✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✈❡♥t ♥❛♠❡❞ r❡❝❡✐✈❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❣✐✈❡♥ ❛s ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✐s
❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ s❡♥❞ ❛♥ ❡✲♠❛✐❧ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❣✐✈❡♥ ❛s s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡ ♥❛♠❡❞
❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✐♥❜♦① ♦r s♣❛♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s❡♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✲♠❛✐❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥t✳

❤❛♥❞❧❡ r❡❝❡✐✈❡✭❄❆✱ ❄❯✮ ❂❃

q✉❡r②

⑤ tr✉st❡❞✭❆✮ ❂❃ s❡♥❞✭✐♥❜♦①✱ ❯✮❀

❡♥❞❀

❡♥❞✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡r s❛②✐♥❣ t❤❛t ✐❢ t❤❡ s❡♥❞❡r✬s ❛❞❞r❡ss ✐s tr✉st❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡✲♠❛✐❧
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥❜♦① ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♥♦ ❛❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥✳

◆♦✇✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♣♦❧✐❝② ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡
s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ r❡❝♦r❞ ❝♦♠♣❧❛✐♥ts ❢r♦♠ ♦✉r ✉s❡rs ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s♦♠❡ ❛❞❞r❡ss❡s✳

t❛❜❧❡ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❛❞❞r❡ss✱ ✉s❡r✮ ❦❡② ✭✐♥✱ ✐♥✮✳

♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s❙♣❛♠✭❛❞❞r❡ss✮✳

✐s❙♣❛♠✭✧❝❛r❧♦❅t❡♥t❛❝✉❧❡✳❝♦♠✧✮✳

✷



❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

✐s❙♣❛♠✭❆✮ ✿✲

❢✐♥❞❛❧❧✭❯✱ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✱ ❄❯✮✱ ❘❙✮✱ s❡t❴s✐③❡✭❘❙✮ ❃❂ ✶✵✳

❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ✐♥ ❙✉♣♣❧ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ ❛ st❛t❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡s t♦ r❡❝♦r❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❦❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❜✉t t❤❡ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧✐♥❣
♣❛rt ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ✐♥s❡rt ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ r♦✇s ❢r♦♠ t❛❜❧❡s✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ t❛❜❧❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ t♦
r❡❝♦r❞ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ✉s❡rs ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❜❡ s❡♥❞✐♥❣ t❤❡♠ s♣❛♠✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❤❛s t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ✇✐t❤
t②♣❡s ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ ✉s❡r✳ ❚❤❡ ❦❡② ❦❡②✇♦r❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❛❜❧❡✬s ♣r✐♠❛r② ❦❡②✱ t❤❡ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t

❦❡②✇♦r❞s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦❡② ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦❧✉♠♥s ❢♦r♠ t❤❡ t❛❜❧❡✬s ♣r✐♠❛r② ❦❡②✿ ❝♦❧✉♠♥s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤
✐♥ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❦❡②✱ t❤♦s❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦✉t ❛r❡ ♥♦t✳ ❊✈❡r② t❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡
r♦✇ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❦❡②✳ ■❢ ❛ ♥❡✇ r♦✇ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠❛r②
❦❡② ❝♦❧✉♠♥s ❛s ❛ r♦✇ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ ♦❧❞ r♦✇ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ r♦✇ ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡
✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❢♦r t❤✐s t❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t✇♦ r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛❝t
✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❆ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♣❛♠♠❡r ✐❢ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ✜♥❞ ❝♦♠♣❧❛✐♥ts ❢r♦♠
❛t ❧❡❛st ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❆✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛s❦✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❯ s✉❝❤ t❤❛t
✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✱ ❯✮ ❤♦❧❞s ❛♥❞ ♣✉tt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ❘❙✳

❤❛♥❞❧❡ r❡❝❡✐✈❡✭❄❆✱ ❄❯✮ ❂❃

q✉❡r②

⑤ ✐s❙♣❛♠✭❆✮ ❂❃ s❡♥❞✭s♣❛♠✱ ❯✮❀

⑤ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✱ ❯✮ ❂❃ s❡♥❞✭s♣❛♠✱ ❯✮❀

❡♥❞❀

❡♥❞✳

❍❡r❡ ✇❡ ❛❞❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡r✿ ✐❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✐s ♥♦t tr✉st❡❞ t❤❡♥ ✐ts ♠❡ss❛❣❡ ✐s s❡♥t t♦ t❤❡
s♣❛♠ ❜♦① ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣✐❡♥t❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♣❛♠♠❡r✱ ❜✉t t❤✐s ✉s❡r ❞♦❡s♥✬t
✇❛♥t ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ ✐t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛❧s♦ ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛♠ ❜♦①✳ ❆ q✉❡r② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛
s✇✐t❝❤ st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣❀ t❤❡ ❜♦❞② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst q✉❡r② ❝❧❛✉s❡ t❤❛t
❤♦❧❞s tr✉❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t r❡❝❡✐✈❡ ✐s r❛✐s❡❞✱ ❜♦t❤ ❤❛♥❞❧❡rs ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢
❛❝t✐♦♥s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐s t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s♥✬t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❙✉♣♣❧✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❚✉r✐♥❣✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❛t ❬✶✵❪✳

✷✳ ❈♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥

❙✉♣♣❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ✐s ❡❛s②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧s♦ ♠❛❦❡s
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ s❡❧❢✲❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠
t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ♠✉st ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❜♦① ❛♥❞ t❤❡ s♣❛♠ ❜♦① ♦❢ t❤❡
r❡❝✐♣✐❡♥t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t♦♦❧ t❤❛t
❝❛♥ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❤♦✇ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s t♦ s✉♣♣❧② ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s

❝♦♥❢❧✐❝t s❡♥❞✭❄❆✱ ❄❯✮✱ s❡♥❞✭❄❇✱ ❄❱✮ ❂❃ ❆ ❁❃ ❇✱ ❯ ❂ ❱✳

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t♦ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡✈❡♥t ♠✉st ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
❛❝t✐♦♥s s❡♥❞✭❆✱ ❯✮ ❛♥❞ s❡♥❞✭❇✱ ❱✮ s✉❝❤ t❤❛t ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❯ ❂ ❱✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛
♣♦❧✐❝② ❞❡❝✐❞✐♥❣ t♦ s❡♥❞ ❛♥ ❡✲♠❛✐❧ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥❜♦① ❛♥❞ s♣❛♠ ❜♦① ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉s❡r ✐s ✐♥❝♦❤❡r❡♥t✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐❞❡♥t✐✜❡s ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣❛t❤s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ❛r❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠❡ ❡✈❡♥t ❜✉t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣❛t❤s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
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❆✳ ❚r✐❡✉ ✫ ❘✳ ❉♦❝❦✐♥s ✫ ❆✳ ❚♦❧♠❛❝❤

❜ ✿❂ ❤❛♥❞❧❡r ❜♦❞②
❛❝t✭a1, . . . , an✮ ❛❝t✐♦♥
s❦✐♣ s❦✐♣
b1❀b2 s❡q✉❡♥❝❡
❢♦r❡❛❝❤ ♣✭a1, . . . , an✮ ❂❃ ❜ ❡♥❞ ❢♦r❡❛❝❤
q✉❡r② ❜rs1; . . . ; ❜rsn ❡♥❞ q✉❡r②

❜rs ✿❂ q✉❡r② ❜r❛♥❝❤❡s
❜r❛♥❝❤ q❝❧ ❜ q✉❡r② ❜r❛♥❝❤
❞❡❢❛✉❧t❜r❛♥❝❤ ❜ ❞❡❢❛✉❧t ❜r❛♥❝❤

q❝❧ ✿❂ q✉❡r② ❝❧❛✉s❡s
a1 = a2 t❡r♠ ♠❛t❝❤✐♥❣
qcl1✱ qcl2 ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
p✭a1, . . . , an✮ ♣r❡❞✐❝❛t❡s

❝❞❡❝❧ ✿❂ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥
❝♦♥❢❧✐❝t ❛❝t1✭a1, . . . , an✮✱ ❛❝t2✭b1, . . . , am✮ ❂❃ q❝❧✳ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛✉s❡
❝♦♥❢❧✐❝t ❛❝t1✭a1, . . . , an✮✱ ❛❝t2✭b1, . . . , am✮✳ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝❧❛✉s❡

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆❜str❛❝t s②♥t❛① ♦❢ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ t❤❛t st❛t❡s ✇❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣❛t❤s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✱ ✇❡
♣❛ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛❡ t♦ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs s✉❝❤ ❛s ❆❧t✲❊r❣♦ ❬✻❪ ♦r ❈❱❈✹ ❬✸❪ t❤r♦✉❣❤ ❲❤②✸ ❬✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❛t ✉s❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦❧✈❡rs✳ ■❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❝❛♥♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ r❡♣♦rt
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t t♦ t❤❡ ✉s❡r✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❛❢❡t②✲❝r✐t✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡✱ ✐t ✐s ♦❢ ✉t♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❜✉❣s✳ ❋♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❤❡❝❦❡❞ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡
t❤❛♥ ♠❛♥✉❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❜❡ s♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❝♦r❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ r❡♣♦rts ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✉❛❧
❝♦♥✢✐❝t❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ♣❛ss❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❛✐♥ts ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ r✉♥
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥✢✐❝ts✳

✷✳✶✳ ❙②♥t❛①

❲❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ ♦♥❧② ❛ ❝♦r❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❙✉♣♣❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡r ❜♦❞✐❡s✱ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧②
♣❛rt t❤❛t ♠❛tt❡rs ✐♥ ♦✉r ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✭■♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛
s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s②♥t❛① ❢♦r q✉❡r✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q✉❡r② ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs ✭⑤✮✱ ❜r❛♥❝❤
❦❡②✇♦r❞s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t❜r❛♥❝❤ ❦❡②✇♦r❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ✉♥❞❡rs❝♦r❡ ✭❴✮✮✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❡❛r❧✐❡r✱ ❛ ❤❛♥❞❧❡r ❜♦❞② ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ✐♥s❡rt ♦r ❞❡❧❡t❡ r♦✇s ❢r♦♠ ❛ t❛❜❧❡✳ ❆s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ ❜✉t r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐♥
t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣❛rt✱ t❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛❝t ❛s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r ❛❝t✐♦♥s✱ t ❛s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r t❛❜❧❡s✱ p ❛s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ a1, . . . , an, b1, . . . , bm ❛s ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✱ ❛❧r❡❛❞② ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❜✐♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇✐♥❞✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ q✉❡st✐♦♥ ♠❛r❦ ❄❀ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ t♦
❛♥② ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s ❢♦r❡❛❝❤ ♣✭3, ❄a✮ ❂❃ ❜
❡♥❞ t♦ s❛② ✏✜♥❞ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ① s✉❝❤ t❤❛t ♣✭3✱ ①✮ ❤♦❧❞s ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡ ❜ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s x ✇✐t❤
a = x✑✳
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❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

✷✳✷✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶❀ ✇❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥t
❤❛♥❞❧❡r✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡
❡✈❡♥t✳

✶✳ ❆ q✉❡r② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ s✇✐t❝❤ st❛t❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✿ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❡✈❡r
❡①❡❝✉t❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✱ t❤✉s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐♥ ❛ q✉❡r② ❝♦♠❡s ♦♥❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts
❜r❛♥❝❤❡s✳

✷✳ ❆s ✐ts ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ✐♥ ❛ ❢♦r❡❛❝❤✱ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛t
♠❛❦❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❤♦❧❞ tr✉❡✱ t❤✉s t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳

✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜♦❞② ❛r❡ ❜♦t❤ ❡①❡❝✉t❡❞✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❤❛♥❞❧❡r✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤❛♥❞❧❡rs ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❤❛♥❞❧❡rs ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞❀ t❤✉s✱ ✐t ✐s
❛❝t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❣r♦✉♥❞

t❡r♠s✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ❛ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ b
σ
−→ ℓ ✇❤❡r❡ b ✐s ❛ ❜♦❞② ❛♥❞ ℓ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢

♣❛✐rs ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✳ (σ′, a) ∈ ℓ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② b

✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σ′✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s
♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ q✉❡r✐❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣

s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ♣✭✶✮ ❛♥❞ ♣✭✷✮ ❛r❡ tr✉❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ q✉❡r② ⑤ ♣✭❄◆✮ ❂❃ b❀

❡♥❞❀ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ✶ ✐♥ b✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ◆ ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ✷✳

❚❤❡ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ σ −−→
qcl

σ′✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ s❛②s t❤❛t σ′ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σ ✭✇r✐tt❡♥ σ ⊲ σ′✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ❝❧❛✉s❡ qcl ❤♦❧❞s ✐♥ σ′✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❙✉♣♣❧
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♣❡r♠✐ts ♠♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r❡❛❝❤ st❛t❡♠❡♥ts
t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①❤❛✉st✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
q✉❡r②❀ t❤✐s ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❤❛r♠❧❡ss ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② ❝♦♥✢✐❝t t❤❛t ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✉♥❞❡r t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝s✳

✷✳✸✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✮✳ ❆♥ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t (σ1, a1(x1, . . . , xn)) ⊲⊳c (σ2, a2(y1, . . . , ym)) ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ✭❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛❝t✐♦♥✮ ♣❛✐rs ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ c ✐s ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥❢❧✐❝t a1(z1, . . . , zn)✱
a2(t1, . . . , tm) ❂❃ ❝❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❝❧ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ❛❧❧ zk ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② σ1(xk) ❛♥❞ ❛❧❧ tk
❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② σ2(yk)✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛❧❧ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝
♥❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ tr❛❞❡♦✛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱
♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ r❡♣♦rt ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛♠❡❞ P❈♦♥✢✐❝t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭P❈♦♥✢✐❝t✮✳ ❆ P❈♦♥✢✐❝t (ev(z1, . . . , zk), cp, d1, d2, a1(x1, . . . , xn), a2(y1, . . . , ym), ℓ)
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✭ev✮ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✭z1, . . . , zk✮ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✱
❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♣❛t❤s ✭❝♣✱ d1✱ d2✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s
✭a1(x1, . . . , xn), a2(y1, . . . , ym)✮ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✭ℓ✮ t❤❛t t❤❡② ♠✐❣❤t s❛t✐s❢②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❈♦♥tr♦❧ ❋❧♦✇ P❛t❤✮✳ ❆ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♣❛t❤ ✭❋✐❣✳ ✹✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ q✉❡r②
❝❧❛✉s❡s ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ ¬✮✳
❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✱ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞❀ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡ ¬q❝❧✱ q❝❧ ♠✉st ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳

✺



❆✳ ❚r✐❡✉ ✫ ❘✳ ❉♦❝❦✐♥s ✫ ❆✳ ❚♦❧♠❛❝❤

act(a1, . . . , an)
σ
−→ ❬(σ, act(a1, . . . , an))❪

(actions)

b1
σ
−→ ℓ1 b2

σ
−→ ℓ2

b1; b2
σ
−→ ℓ1✰✰ℓ2

(seq)

(❢♦r❡❛❝❤ qcl b)
σ
−→ ❬❪

(foreachN)

(❢♦r❡❛❝❤ qcl b)
σ
−→ ℓ σ −−→

qcl
σ′ b

σ′

−→ ℓ′

(❢♦r❡❛❝❤ qcl b)
σ
−→ ℓ✰✰ℓ′

(foreachS)

(q✉❡r② ❬❪)
σ
−→ ❬❪

(querynil)

∀σ′,¬ (σ −−→
qcl

σ′) (q✉❡r② qbrs)
σ
−→ ℓ

(q✉❡r② (❜r❛♥❝❤ q❝❧ b) : q❜rs)
σ
−→ ℓ

(queryF)

σ −−→
qcl

σ′ b
σ′

−→ ℓ

(q✉❡r② (❜r❛♥❝❤ q❝❧ b) : q❜rs)
σ
−→ ℓ

(queryT)

b
σ
−→ ℓ

(q✉❡r② (❞❡❢❛✉❧t❜r❛♥❝❤ b) : q❜rs)
σ
−→ ℓ

(querydefault)

s❦✐♣
σ
−→ ❬❪

(skip)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r b
σ
−→ ℓ

✻



❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

σ −−→
q❝❧

1

σ′ σ −−→
q❝❧

2

σ′

σ −−−−−→
q❝❧

1
,q❝❧

2

σ′
(and)

σ(a1) = σ(a2)
σ −−−−→

a1=a2

σ (matching)

σ −−−−−→
?a1=a2

σ[a1 ← σ(a2)]
(matchingleft)

σ −−−−−→
a1=?a2

σ[a2 ← σ(a1)]
(matchingright)

σ ⊲ σ′ p(σ′(a1), . . . , σ
′(an))

σ −−−−−−−→
p(a1,...,an)

σ′
(pred)

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r σ −−→
qcl

σ′

♣❛t❤ ✿❂ ❬❪ ❡♠♣t② ♣❛t❤
q❝❧ ✿♣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡
¬q❝❧ ✿♣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙②♥t❛① ♦❢ ♣❛t❤s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❙❛t✐s✜❛❜❧❡✮✳ ❆ ♣❛t❤ p ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σ ✭✇r✐tt❡♥ σ |= p✮ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ p ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ p ❤♦❧❞ ❛❢t❡r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✉s✐♥❣ σ✳

❚❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ✐♥ ❛ P❈♦♥✢✐❝t ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜①✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st♦r❡ ✐♥ cp✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✈❡r❣❡♥t
♣❛rts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ d1 ❛♥❞ d2✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈✐t❛❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❛r❡
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❘❡❛❧✐③❛❜❧❡✮✳ ❆ P❈♦♥✢✐❝t (ev(z1, . . . , zk), cp, d1, d2, a1(x1, . . . , xn), a2(y1, . . . , ym), ℓ) ✐s
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t (σ1, a1(x1, . . . , xn)) ⊲⊳c (σ2, a2(y1, . . . , ym)) ✐❢ c ∈ ℓ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σ s✉❝❤ t❤❛t σ1 |= d1✱ σ2 |= d2✱ σ ⊲ σ1✱ σ ⊲ σ2✱ ❛♥❞ σ |= cp✳ ❆ P❈♦♥✢✐❝t ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ ✐t
✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② s♦♠❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❤♦✇ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ♣❛t❤ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✷✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✬s
❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡ ✭❆❙❚✮ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ r❡t✉r♥s P❈♦♥✢✐❝t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ st❡♣s ✿

✶✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❆❙❚✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❧✐st ♦❢ ❡✈❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs✳

✷✳ ❲❡ t❤❡♥ ❣r♦✉♣ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs ❜② t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❡② ❤❛♥❞❧❡✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❛ ❧✐st ♦❢ ❧✐sts ♦❢ ❡✈❡♥t
❤❛♥❞❧❡rs✳

✼



❆✳ ❚r✐❡✉ ✫ ❘✳ ❉♦❝❦✐♥s ✫ ❆✳ ❚♦❧♠❛❝❤

✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡rs✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤❛♥❞❧❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✿

✭❛✮ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r t❤❛t ❜✐♥❞s t❤❡ ♠♦st ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈❡♥t✳

✭❜✮ ❘❡♥❛♠✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❜♦❞✐❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦✉♥❞ ❛t t❤❡
❡✈❡♥t ❧❡✈❡❧ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❛♥❞❧❡r✳

✭❝✮ ❋♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❛♥❞❧❡r ❜♦❞② ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦❞✐❡s ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s st❡♣ ✐s t❤❛t ❛ ❝♦♥✢✐❝t t❤❛t ❧✐❡s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛♥❞❧❡rs ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛
❝♦♥✢✐❝t ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤❛♥❞❧❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥❞❧❡r ✭t❤✉s ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✮✳

✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❤❛♥❞❧❡r✳ ❚❤✐s ✐s r♦✉❣❤❧② ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛t❤s ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝♦♥✢✐❝t✳
❚❤✐s ✐s ✇❤❛t t❤❡ ✐s❴♣❝♦♥✢✐❝t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡✱ ❜❡❧♦✇❀ ✐t r❡t✉r♥s
t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s✬ ♥❛♠❡s✳ ❲❡ ✉s❡
t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r②
❢✉♥❝t✐♦♥s ♣❛t❤s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡s ✿

♣❝♦♥✢✐❝ts ✿ P❛t❤→ ❇♦❞②→ P❈♦♥✢✐❝t ▲✐st
♣❛t❤s ✿ ❇♦❞②→ ✭❆❝t✐♦♥s✱ ❆r❣s✱ P❛t❤✮ ▲✐st
❝♦♠❜✐♥❡ ✿ P❛t❤→ ✭❆❝t✐♦♥s✱ ❆r❣s✱ P❛t❤✮ ▲✐st→

✭❆❝t✐♦♥s✱ ❆r❣s✱ P❛t❤✮ ▲✐st→ P❈♦♥✢✐❝t ▲✐st✳

❍❡r❡✱ P❛t❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♣❛t❤ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳ ♣❝♦♥✢✐❝ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r❡✜①
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦❞②
❣✐✈❡♥ ❛s s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✳
♣❝♦♥✢✐❝ts ♣r❡ ❜ ❂

❝❛s❡ ❜ ♦❢
b1❀b2 → ♣❝♦♥✢✐❝ts ♣r❡ b1 ✰✰

♣❝♦♥✢✐❝ts ♣r❡ b2 ✰✰

❝♦♠❜✐♥❡ ♣r❡ ✭♣❛t❤s b1✮ ✭♣❛t❤s b2✮
❢♦r❡❛❝❤ p(a1, . . . , an) ❂❃ b′ → ♣❝♦♥✢✐❝ts ✭p(a1, . . . , an)✿♣r❡✮ b

′ ✰✰

❝♦♠❜✐♥❡ ♣r❡
✭♣❛t❤s ✭❢♦r❡❛❝❤ p(a1, . . . , an) ❂❃ b′✮✮
✭♣❛t❤s ✭❢♦r❡❛❝❤ p(a1, . . . , an) ❂❃ b′✮✮

q✉❡r② ✭❜r❛♥❝❤ q❝❧ ❜✮✿❜s → ♣❝♦♥✢✐❝ts ✭q❝❧ ✿♣r❡✮ b ✰✰
♣❝♦♥✢✐❝ts ✭¬q❝❧ ✿♣r❡✮ ✭q✉❡r② ❜s✮

q✉❡r② ✭❞❡❢❛✉❧t❜r❛♥❝❤ b✮✿❜s → ♣❝♦♥✢✐❝ts ♣r❡ ❜
❴ → ❬❪

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❜♦❞✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✜rst ❜♦❞② ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦❞②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢♦r❡❛❝❤✱ ❝♦♥✢✐❝ts
❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❜♦❞②✳ ■♥ ❛ q✉❡r②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ❝❛♥♥♦t
❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
♣❛t❤s ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② r❡❛❝❤❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❣✐✈❡♥ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧ ✢♦✇ ♣❛t❤s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s✳

✽



❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

♣❛t❤s b ❂
❝❛s❡ b ♦❢
b❀b′ → ♣❛t❤s b ✰✰ ♣❛t❤s b′

❢♦r❡❛❝❤ q(a1, . . . , an) ❂❃ b → ♠❛♣ ✭λ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ ♣✮ 7→ ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ q(a1, . . . , an)✿p✮✮ ✭♣❛t❤s ❜✮
q✉❡r② ✭❜r❛♥❝❤ q❝❧ ❜✮✿q❜rs → ♠❛♣ ✭λ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ p✮7→ ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ q❝❧ ✿p✮✮ ✭♣❛t❤s ❜✮ ✰✰

♠❛♣ ✭λ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ p✮7→ ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ ¬q❝❧ ✿p✮✮ ✭♣❛t❤s ✭q✉❡r② q❜rs✮✮
q✉❡r② ✭❞❡❢❛✉❧t❜r❛♥❝❤ b✮✿q❜rs → ♣❛t❤s b

q✉❡r② ❬❪ → ❬❪

❛❝t✭a1, . . . , an✮ → ❬✭❛❝t✱ (a1, . . . , an)✱ ❬❪✮❪
❴ → ❬❪

❝♦♠❜✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛t❤s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
❜② ❣❡tt✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❤✴❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❝♦♠❜✐♥❡ ♣r❡ ℓ ℓ′ ❂ ❝♦♥❝❛t

♠❛♣ ✭λ✭❛❝t✱ ❛r❣s✱ p✮7→
✭❝♦♥❝❛t

♠❛♣ ✭λ✭❛❝t✬✱ ❛r❣s✬✱ p′✮ 7→
❝❛s❡ ✐s❴♣❝♦♥✢✐❝t✭❛❝t✱ ❛❝t✬ ✮ ♦❢
❬❪ → ❬❪

c → ❬✭♣r❡✱ p✱ p′✱ ❛❝t✱ ❛r❣s✱ ❛❝t✬✱ ❛r❣s✬✱ c✮❪✮ ℓ′✮✮ ℓ

✷✳✺✳ ❋♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✉❛❧
❝♦♥✢✐❝t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❛❧✐③❛❜❧❡
P❈♦♥✢✐❝t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ✇r✐t❡ σ0 ❢♦r t❤❡ ❡♠♣t②
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❙♦✉♥❞♥❡ss t❤❡♦r❡♠✿ ❙✉♣♣♦s❡ b
σ0−→ w ❛♥❞ w ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❡♥tr✐❡s (σ1, a1(args1)) ❛♥❞

(σ2, a2(args2)) s✉❝❤ t❤❛t (σ1, a1(args1)) ⊲⊳c (σ2, a2(args2))✳ ❚❤❡♥ ♣❝♦♥✢✐❝ts ❬❪ b ❝♦♥t❛✐♥s ❛ P❈♦♥✢✐❝t
(cp, d1, d2, a1(args1), a2(args2), ℓ) t❤❛t ✐s r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❜② (σ1, a1(args1)) ⊲⊳c (σ2, a2(args2))✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✜rst st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② b✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ b t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳
▲❡♠♠❛✿ ❙✉♣♣♦s❡ b

σ
−→ w✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t (σ′, a) ∈ w✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ p s✉❝❤ t❤❛t

σ′ |= p ❛♥❞ (a, p) ∈ paths b✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛✿

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
σ
−→✳

Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡♦r❡♠✿

❇② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
σ
−→✳

✶✳ ■❢ b ✐s ❛♥ ❛❝t✐♦♥❀ t❤❡♥ a1(arg1) = a2(arg2)✱ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s✳

✷✳ ■❢ b ❂ b1❀b2✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st u ❛♥❞ v s✉❝❤ t❤❛t w = u✰✰v ❛♥❞ b1
σ
−→ u ❛♥❞

b2
σ
−→ v✳ ■❢ (σ1, a1(arg1)) ❛♥❞ (σ2, a2(arg2)) ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥ u ♦r ❜♦t❤ ✐♥ v✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞

t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ (σ1, a1(arg1)) ∈ u ❛♥❞ (σ2, a2(arg2)) ∈ v✱
t❤❡♥ ❜② t❤❡ ❧❡♠♠❛ t❤❡r❡ ❡①✐st d1 ❛♥❞ d2 t❤❛t ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡
✐s❴❝♦♥✢✐❝t (σ1, a1(arg1)) (σ2, a2(arg2)) ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐s❴♣❝♦♥✢✐❝t(a1, arg1, a2, arg2) ✐s
♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts c s✉❝❤ t❤❛t (cp0, d1, d2, c) ✐s s✉✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐❢
(σ1, a1(arg1)) ∈ v ❛♥❞ (σ2, a2(arg2)) ∈ u✳

✸✳ ■❢ b ❂ ❢♦r❡❛❝❤ q❝❧ ❂❃ b′ ❛♥❞ w ❂ ❬❪✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛s (σ1, a1(arg1)) ∈ w✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ℓ ❛♥❞ ℓ′ s✉❝❤ t❤❛t w = ℓ✰✰ℓ′ ❛♥❞ (❢♦r❡❛❝❤ qcl b′)
σ
−→ ℓ ❛♥❞ σ −−→

qcl
σ′ ❛♥❞

b
σ′

−→ ℓ′✳ ■❢ (σ1, a1(arg1)) ∈ ℓ ❛♥❞ (σ2, a2(arg2)) ∈ ℓ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

✾



❆✳ ❚r✐❡✉ ✫ ❘✳ ❉♦❝❦✐♥s ✫ ❆✳ ❚♦❧♠❛❝❤

❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t✇✐❝❡ t♦ ❣❡t p1 ❛♥❞ p2✳ ■❢ (σ1, a1(arg1)) ∈ ℓ′✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
d1 ❛s q❝❧ : p1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ d1 = p1✳ ▲✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r d2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❡①✐sts c s✉❝❤
t❤❛t (cp0, d1, d2, c) ✐s s✉✐t❛❜❧❡✳

✹✳ ❋♦r t❤❡ q✉❡r②♥✐❧ ❛♥❞ s❦✐♣ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛s w ❂ ❬❪ ❛♥❞ (σ1, a1(arg1)) ∈ w✳

✺✳ ❋♦r t❤❡ q✉❡r②❋ ❛♥❞ q✉❡r②❚ r✉❧❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛❞❞ q❝❧ ♦r
¬q❝❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✜① t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

✻✳ ▲❛st❧②✱ ❢♦r t❤❡ q✉❡r②❞❡❢❛✉❧t r✉❧❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② t❤❛t s❛②s t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ P❈♦♥✢✐❝ts ❛r❡ ✉♥r❡❛❧✐③❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❈♦q ❬✶✹❪ ❛♥❞ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❬✶✵❪✳

✷✳✻✳ ❋♦r♠✉❧❛❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❲❤②✸ ✐s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs t♦
❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐ts ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❲❡ tr❛♥s❧❛t❡ P❈♦♥✢✐❝t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
st❡♣ ✐♥t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛❡ t♦ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ♦✛ t♦ ❲❤②✸✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥t❛✐♥ s♦ ♠✉❝❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ s♦❧✈❡rs ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛s ❢❡✇ ❢❛❧s❡
♣♦s✐t✐✈❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ✜rst ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠♦st❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ st❡♣✱
❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❲❤②✸ ✐♥♣✉t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛❧♠♦st ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡✳ ❆❧❧ t❤❡ t②♣❡s✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r②✳ ❙✐♥❝❡ ❲❤②✸ ❞♦❡s ♥♦t ♥❛t✐✈❡❧② s✉♣♣♦rt
❡q✉❛❧✐t② ♦✈❡r str✐♥❣s✱ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧✐sts ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ❆❙❈■■ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❙✉♣♣❧ t♦ ❲❤②✸✿

❙✉♣♣❧ ❲❤②✸
t②♣❡ ✉s❡r ✿❂ str✐♥❣ t②♣❡ ✉s❡r ❂ str✐♥❣

❞❛t❛ ❝❛t❡❣♦r② ✿✿❂ t②♣❡ ❝❛t❡❣♦r② ❂ ❩❴✐♥❜♦① ⑤ ❩❴s♣❛♠

✐♥❜♦① ⑤ s♣❛♠

❜♦❜❅❧❡♣♦♥❣❡✳❝♦♠ ❝♦♥st❛♥t str✐♥❣✹ ✿ str✐♥❣ ❂

✭❈♦♥s ✾✽ ✭❈♦♥s ✶✶✶ ✭❈♦♥s ✾✽ ✳✳✳

♣r❡❞✐❝❛t❡ tr✉st❡❞✭❛❞❞r❡ss✮ ♣r❡❞✐❝❛t❡ tr✉st❡❞ ✭❴❛r❣✵ ✿ ✭❛❞❞r❡ss✮✮

tr✉st❡❞✭✧❜♦❜❅❧❡♣♦♥❣❡✳❝♦♠✧✮ ❂ ✭✭❴❛r❣✵ ❂ str✐♥❣✹✮ ❭✴

tr✉st❡❞✭✧♣❛tr✐❝❦❅❡t♦✐❧❡❞❡✳♠❡r✧✮ ✭❴❛r❣✵ ❂ str✐♥❣✺✮✮

t❛❜❧❡ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❛❞❞r❡ss✱ ✉s❡r✮ ❦❡② ✭✐♥✱ ✐♥✮ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ✭❛❞❞r❡ss✮ ✭✉s❡r✮

❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ P❈♦♥✢✐❝t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❚❤✐s ✐s
❞♦♥❡ ❜② t❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡rs ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛♥❞
✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♣❛t❤s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥❢❧✐❝t ❛✭❄◆✮✱ ❛✭❄▼✮ ❂❃ ◆ ❁❃ ▼ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦❞② ✇❤❡r❡ ♣

❛♥❞ q ❛r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♦✈❡r ♥✉♠❜❡rs✿

q✉❡r②

⑤ ♣✭❄◆✮ ❂❃ q✉❡r②

⑤ q✭◆✮ ❂❃ ❛✭◆✮❀

❡♥❞❀

q✉❡r②

⑤ q✭◆✮ ❂❃ ❛✭◆✮❀

❡♥❞❀

❡♥❞❀

✶✵



❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ❛ P❈♦♥✢✐❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ✐s ♣✭❄◆✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♣❛t❤s ❛r❡ q✭◆✮ ❛♥❞
q✭◆✮✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ r❡❛❧✐③❛❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ◆ s✉❝❤ t❤❛t ♣✭◆✮✱ q✭◆✮ ❛♥❞ ◆

❁❃ ◆✳

❛①✐♦♠ ❝♦♥❢❧✐❝t ✿ ❡①✐sts ❴①✵ ✿ r❡❛❧✳

✭✭♣ ❴①✵✮ ✴❭

✭✭q ❴①✵✮ ✴❭

✭✭q ❴①✵✮ ✴❭

✭♥♦t ✭❴①✵ ❂ ❴①✵✮✮✮✮✮

❣♦❛❧ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❢❛❧s❡

❲❡ ❛s❦ t❤❡ s♦❧✈❡rs t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡ ❛s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ✭❴①✵

❂ ❴①✵✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr✉❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤✐s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ◆ ✐♥
❜♦t❤ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ P❈♦♥✢✐❝t str✉❝t✉r❡❀ ✐❢ ✇❡
❥✉st st♦r❡❞ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛t❤s ❢r♦♠ ❡✈❡♥t t♦ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

❛①✐♦♠ ❝♦♥❢❧✐❝t ✿ ❡①✐sts ❴①✵ ✿ r❡❛❧✳

✭✭♣ ❴①✵✮ ✴❭

✭✭q ❴①✵✮ ✴❭

✭❡①✐sts ❴①✶ ✿ r❡❛❧✳

✭✭♣ ❴①✶✮ ✴❭

✭✭q ❴①✶✮ ✴❭

✭♥♦t ✭❴①✵ ❂ ❴①✶✮✮✮✮✮✮✮

❣♦❛❧ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❢❛❧s❡

✸✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✉s❡r

❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ♦✛ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❙▼❚
s♦❧✈❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥
❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥✢✐❝ts t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❡rs ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ♦♥❧② ❣❡ts ❜❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣❛t❤s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐♦♥s
❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✱ t❤✐s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♠❛② ❜❡ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞
✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥✢✐❝t t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t✳

❤❛♥❞❧❡ r❡❝❡✐✈❡✭❄❆✱ ❄❯✮ ❂❃ ❤❛♥❞❧❡ r❡❝❡✐✈❡✭❄❆✱ ❄❯✮ ❂❃

q✉❡r② q✉❡r②

⑤ tr✉st❡❞✭❆✮ ❂❃ s❡♥❞✭✐♥❜♦①✱ ❯✮❀ ⑤ ✐s❙♣❛♠✭❆✮ ❂❃ s❡♥❞✭s♣❛♠✱ ❯✮❀

⑤ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✱ ❯✮ ❂❃ s❡♥❞✭s♣❛♠✱ ❯✮❀

❡♥❞❀ ❡♥❞❀

❡♥❞✳ ❡♥❞✳

❚❤❡ ✉s❡r ♠✐❣❤t ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❆ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❜♦t❤ tr✉st❡❞ ❛♥❞ ✐s❙♣❛♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ r❡♣♦rt
t♦ t❤❡ ✉s❡r ✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛② ❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜②
❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣✉❛r❞s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❜②
❝r❡❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❡❛❝❤ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ r✉❧❡✳ ❚❤❡s❡
❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
♦♥❧② ❤❛✈❡ t✇♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ tr✉st❡❞ ❛♥❞ ✐s❙♣❛♠❀ ✉♥✇❛♥t❡❞ ✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛s ✐t ❞♦❡s♥✬t

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ r✉❧❡s ❛r❡
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ s❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❜❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs✳

❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ♣❛t❤s✳ tr✉st❡❞ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ r✉❧❡ ❛♥❞ ✐s❙♣❛♠ ❤❛s t✇♦ r✉❧❡s✱
s♦ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✐s❙♣❛♠ ♦♥❧② ❤❛s t❤❡
♦♥❡ r✉❧❡ ✐s❙♣❛♠✭✧❝❛r❧♦❅t❡♥t❛❝✉❧❡✳❝♦♠✧✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✐s❙♣❛♠ ♦♥❧② ❤❛s
t❤❡ ♦t❤❡r r✉❧❡ ✐s❙♣❛♠✭❆✮ ✿✲ ❢✐♥❞❛❧❧✭❯✱ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✱ ❄❯✮✱ ❘❙✮✱ s❡t❴s✐③❡✭❘❙✮ ❃❂ ✶✵✳ ❲❡ t❤❡♥
❣✐✈❡ ❜❛❝❦ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ❡❛s✐❧② r✉❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ s♦❧✈❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ♥♦t❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛ ❦❡❡♥ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ s❛②
t❤❛t ❛ tr✉st❡❞ ❛❞❞r❡ss ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ✉s❡rs ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐t ❛ s♣❛♠♠❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡
❛ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❙♦ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t❡❞
❍❚▼▲ ✜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t❀ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧
✢♦✇ ♣❛t❤s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ s❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❣r❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡rs✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✢✐❝t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ tr② t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉s❡r ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛❧❧ r✉❧❡s ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡
st✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡✳ ■❢ t❤✐s ✐s
t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ r✉❧❡ t❤❛t t❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t st✐❧❧ ❡①✐sts✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ✐s t❤✉s ♥♦t ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛②✳



❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣✭♥✉♠❜❡r✮✳ ♣r❡❞✐❝❛t❡ q✭♥✉♠❜❡r✱ ♥✉♠❜❡r✮✳ ♣r❡❞✐❝❛t❡ r✭♥✉♠❜❡r✱ ♥✉♠❜❡r✮✳

♣✭◆✮ ✿✲ ◆ ❃ ✹✳ q✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ◆ ❃ ▼ ✰ ✺✳ r✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ▼ ❃ ✶✵✳

♣✭◆✮ ✿✲ ◆ ❁ ✵✳ q✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ▼ ❂ ✵✳ r✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ◆ ❃ ▼ ✰ ✷✳

❤❛♥❞❧❡ ❡✈✭❄◆✱ ❄▼✮ ❂❃ ❤❛♥❞❧❡ ❡✈✭❄◆✱ ❄▼✮ ❂❃

q✉❡r② ❂❃ q✉❡r② ❂❃

⑤ ♣✭◆✮ ❂❃ q✉❡r② ⑤ r✭◆✱ ▼✮ ❂❃ ❛❝t✷❀

⑤ q✭◆✱ ▼✮ ❂❃ ❛❝t✶❀ ❡♥❞❀

❡♥❞❀ ❡♥❞✳

❡♥❞❀

❡♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts

■♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✱ ♥❡✐t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s

♣✭◆✮ ✿✲ ◆ ❃ ✹✳ ♣✭◆✮ ✿✲ ◆ ❁ ✵✳

q✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ◆ ❃ ▼ ✰ ✺✳ q✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ◆ ❃ ▼ ✰ ✺✳

r✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ◆ ❃ ▼ ✰ ✷✳ r✭◆✱ ▼✮ ✿✲ ◆ ❃ ▼ ✰ ✷✳

❝❛♥ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♣ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ s♦✉♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥
s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❝❛♥ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t✱ ❜✉t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛♥♥♦t✳

♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢r✐❡♥❞✭str✐♥❣✱ str✐♥❣✮✳

❢r✐❡♥❞✭✧●❛r②✧✱ ✧❇♦❜✧✮✳

❢r✐❡♥❞✭✧❇♦❜✱ ✧P❛tr✐❝❦✧✮✳

❢r✐❡♥❞✭❆✱ ❈✮ ✿✲ ❢r✐❡♥❞✭❆✱ ❄❇✮✱ ❢r✐❡♥❞✭❇✱ ❈✮✳

q✉❡r② ❂❃ q✉❡r② ❂❃

⑤ ❢r✐❡♥❞✭✧●❛r②✧✱ ✧P❛tr✐❝❦✧✮ ❂❃ ❛❝t✶❀ ⑤ ❴ ❂❃ ❛❝t✷❀

❡♥❞❀ ❡♥❞❀

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦✉r ❝❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❧❡ss s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♥❡❡❞s ❛❧❧ t❤r❡❡
r✉❧❡s ❢♦r ✐t t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❛❜❧❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ s♦❧✈❡r ❢r♦♠ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝t✳
❚❤❡ ❙✉♣♣❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉♣♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛♥ ❛①✐♦♠ t♦ t❡❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
✿ ❛①✐♦♠ tr✉st❡❞✭❆✮ ✲❃ ✭❢✐♥❞❛❧❧✭❯✱ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✱ ❄❯✮✱ ❘❙✮✱ s❡t❴s✐③❡✭❘❙✮ ❂ ✵✮✳ ❚❤✐s s❛②s
t❤❛t ✐❢ ❛❞❞r❡ss ❆ ✐s tr✉st❡❞✱ t❤❡♥ ♥♦ ✉s❡r ❤❛s ✜❧❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❛✐♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❛❞❞r❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s
❢❛❝✐❧✐t② ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✈❡r② ✉♥s❛❢❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❧❡♠♠❛ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ t❤❡ s♦❧✈❡rs t♦ tr②
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✜rst✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❛❧s♦ ❛❝❝❡♣ts ❛ ❦❡②✇♦r❞ ♣r❡s✉♠❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ t❡❧❧ t❤❡ s♦❧✈❡rs
t❤❛t ❡✈❡♥ts ♠✉st ❛❧✇❛②s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛✉s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡
❡✲♠❛✐❧s ❢r♦♠ ✧s❤❡❧❞♦♥❅♣❧❛♥❦t♦♥✳❝♦♠✧✿ ♣r❡s✉♠❡ r❡❝❡✐✈❡✭❄❆✮ ❂❃ ❆ ❂ ✧s❤❡❧❞♦♥❅♣❧❛♥❦t♦♥✳❝♦♠✧✳

❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛❞ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❛❝❝✐❞❡♥t❧② ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② t❤❛t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥
r❡♥❞❡r ❛❧❧ ❝♦♥✢✐❝ts ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝ts ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❡ ✜rst
❛s❦ t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs t♦ tr② t♦ ♣r♦✈❡ ❢❛❧s❡ ❛♥❞ r❛✐s❡ ❛♥ ❡rr♦r ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❡❝❦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✈❡rs ♠❛② ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②
❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❡①✐sts✳

✶✸



❆✳ ❚r✐❡✉ ✫ ❘✳ ❉♦❝❦✐♥s ✫ ❆✳ ❚♦❧♠❛❝❤

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❛❜❧❡s ❛r❡ s✐♠♣❧② tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛①✐♦♠s s♦ t❤❛t t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡rs ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦♥❡
r♦✇ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✬s ♣r✐♠❛r② ❦❡②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥
t❛❜❧❡ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❛❞❞r❡ss✱ ✉s❡r✮ ❦❡②✭✐♥✱ ♦✉t✮✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛①✐♦♠

✉♥✇❛♥t❡❞✭❆✶✱ ❆✷✮ ✲❃ ✉♥✇❛♥t❡❞✭❇✶✱ ❇✷✮ ✲❃ ❆✶ ❂ ❇✶ ✲❃ ❆✷ ❂ ❇✷✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❲❤②✸✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛s✿

❛①✐♦♠ ❛①✐♦♠❴t❛❜❧❡❴✉♥✇❛♥t❡❞ ✿ ✭❢♦r❛❧❧ ❴①✹ ✿ ✭✉s❡r✮✱

❴①✸ ✿ ✭❛❞❞r❡ss✮✱

❴①✷ ✿ ✭✉s❡r✮✱

❴①✶ ✿ ✭❛❞❞r❡ss✮✳

✭✭♥♦t ✭✉♥✇❛♥t❡❞ ❴①✶ ❴①✷✮✮ ❭✴

✭✭♥♦t ✭✉♥✇❛♥t❡❞ ❴①✸ ❴①✹✮✮ ❭✴

✭✭♥♦t ✭❴①✶ ❂ ❴①✸✮✮ ❭✴

✭❴①✷ ❂ ❴①✹✮✮✮✮✮

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛s ❢❛✐t❤❢✉❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❡♦r② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✹✳ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❈♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▲✉♣✉ ❛♥❞ ❙❧♦♠❛♥ ❬✶✸❪ ♣r❡s❡♥t ❛ t♦♦❧ ❢♦r
st❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥ ❛ r♦❧❡✲❜❛s❡❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭♣♦❧✐❝✐❡s ❞❡✜♥❡ ✇❤✐❝❤ r♦❧❡s ❤❛✈❡
❛✉t❤♦r✐③❛t✐♦♥ ♦r ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❛❝t✐♦♥s✮✳ ❯♥❧✐❦❡ ❙✉♣♣❧✬s ❞♦♠❛✐♥✲♥❡✉tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❇❡♥ ❨♦✉ss❡❢
❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙▼❚ s♦❧✈❡r ❨✐❝❡s ❬✶✶❪ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝② ❢♦r ✜r❡✇❛❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♦✉r t♦♦❧ ✐s t❤❡ ✜rst ❢♦r♠❛❧❧②
✈❡r✐✜❡❞ st❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ✐s ♥♦t ❛ ♥♦✈❡❧ ✐❞❡❛ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡
✐♥ ♦t❤❡rs ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬✺❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❙❆❚
s♦❧✈❡rs t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t ❡rr♦rs ✐♥ ✜♥✐t❡ st❛t❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡
❙▼❚ s♦❧✈❡rs ❜② ❆r♠❛♥❞♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪✳ ❖✉r r❡✜♥❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❛s❡s
✐s ✈❛❣✉❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✲❣✉✐❞❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ r❡✜♥❡♠❡♥t ✭❈❊●❆❘✮ ❬✼❪ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t r❡✜♥❡s ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❢❛❧s❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s✳

✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙✉♣♣❧ ✐s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞♦♠❛✐♥✲♥❡✉tr❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❊❈❆ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥
♣♦❧✐❝✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr②
❤❡❧♣✐♥❣ ✉s❡rs ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥
❝r❡❛t❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♣♦rt
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❲❤②✸ ❞♦❡s ♥♦t ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣♦rt t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡
♣r♦✈❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ♦♥❧② s✉♣♣♦rts ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥✢✐❝ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ♥❡❡❞
t♦ s♣❡❝✐❢② ♥✲✇❛② ❝♦♥✢✐❝ts✳

✶✹



❙t❛t✐❝ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝② ❧❛♥❣✉❛❣❡

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳ ❆r♠❛♥❞♦✱ ❏✳ ▼❛♥t♦✈❛♥✐✱ ❛♥❞ ▲✳ P❧❛t❛♥✐❛✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✉s✐♥❣ ❙▼❚
s♦❧✈❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❙❆❚ s♦❧✈❡rs✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❚♦♦❧s ❢♦r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❚r❛♥s❢❡r✱
✶✶✭✶✮✿✻✾✕✽✸✱ ✷✵✵✾✳

❬✷❪ ❚✳ ❇❛❧❧✱ ❘✳ ▼❛❥✉♠❞❛r✱ ❚✳ ❉✳ ▼✐❧❧st❡✐♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑✳ ❘❛❥❛♠❛♥✐✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢
❈ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ Pr♦❝✳ P▲❉■✱ ♣❛❣❡s ✷✵✸✕✷✶✸✱ ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❈✳ ❇❛rr❡tt✱ ❈✳ ▲✳ ❈♦♥✇❛②✱ ▼✳ ❉❡t❡rs✱ ▲✳ ❍❛❞❛r❡❛♥✱ ❉✳ ❏♦✈❛♥♦✈✐➣✱ ❚✳ ❑✐♥❣✱ ❆✳ ❘❡②♥♦❧❞s✱ ❛♥❞
❈✳ ❚✐♥❡❧❧✐✳ ❈❱❈✹✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❈❆❱✬✶✶✱ ♣❛❣❡s ✶✼✶✕✶✼✼✱ ❇❡r❧✐♥✱
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✶✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬✹❪ ◆✳ ❇❡♥ ❨♦✉ss❡❢✱ ❆✳ ❇♦✉❤♦✉❧❛✱ ❛♥❞ ❋✳ ❏❛❝q✉❡♠❛r❞✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
✜r❡✇❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t♦ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■❙❈❈✱ ♣❛❣❡s ✺✷✻✕✺✸✶✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✵✾✳

❬✺❪ ❆✳ ❇✐❡r❡✱ ❆✳ ❈✐♠❛tt✐✱ ❊✳ ▼✳ ❈❧❛r❦❡✱ ❖✳ ❙tr✐❝❤♠❛♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ❩❤✉✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❆❞✈❛♥❝❡s
✐♥ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ✺✽✿✶✶✼✕✶✹✽✱ ✷✵✵✸✳

❬✻❪ ❋✳ ❇♦❜♦t✱ ❙✳ ❈♦♥❝❤♦♥✱ ❊✳ ❈♦♥t❡❥❡❛♥✱ ▼✳ ■❣✉❡r♥❡❧❛❧❛✱ ❙✳ ▲❡s❝✉②❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡❜s♦✉t✳ ❚❤❡ ❆❧t✲❊r❣♦
❛✉t♦♠❛t❡❞ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳ ❤tt♣✿✴✴❛❧t✲❡r❣♦✳❧r✐✳❢r✱ ✷✵✵✽✳

❬✼❪ ❊✳ ❈❧❛r❦❡✱ ❖✳ ●r✉♠❜❡r❣✱ ❙✳ ❏❤❛✱ ❨✳ ▲✉✱ ❛♥❞ ❍✳ ❱❡✐t❤✳ ❈♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✲❣✉✐❞❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥
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