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RESUME Cet article étudie le probleme de la recherche d’'un changerde coordonnées per-
mettant de transformer un systéeme non-linéaire en formmate d’'observabilité, qui est une
forme idéale pour I'estimation d’'états. Des conditionsgétriques suffisantes pour I'existence
d’un changement de coordonnées d’un un systeme non lindaine sortie sont données.

ABSTRACTT his paper deals with the observer design for nonlinear dyical system after trans-
formation through change of coordinates into an observenra form which supports a high
gain observer. Moreover, the sufficient geometrical caod that guarantee the existante of
change of coordinates are given. The proposed approach pfieapto estimate the states of
SEIR model.

MOTS-CLES estimation d’états, forme normale d’obsrvabilité, dynqoa étendue, systéme non-
linéaire..
KEYWORDSStates estimation, observer normal form, extended dyramanlinear system.




L. Introduction

Le caractére imprévisible des maladies et la mutation des viécessite la mise
en place doutils permettant lanalyse, la prédiction et iei slu phénomeéne de pro-
pagation épidémique. Le systéme dynamique SEIR (Sustefkposed, In- fected,
Removed) modélise la propagation dune maladie contageet@iseers une popula-
tion. Plusieurs travaux ont été menés pour améliorer ce lmpéiidier sa stabilité et
développer des stratégies de vaccination. Cependantgieavaux se sont intéressés
a la conception dobservateurs pour ce modéle (Iggiid., 2006). Par conséquent,
se basant sur le modelé SRIR, ce travail vise a construirds@reateur pour estimer
I'évolution d’'une épidémie. Dans cette optique, nous psgms une approche basée
sur le concept des formes normales dobservabilité et denlardigjue étendue.

Le concept de forme normale d’observabilité a été introgart(Krener, Isidori,
1983), (Bestle, Zeitz, 1983) pour une certaine classe d@&rsgs dynamiques non
linéaires mono-sortie, ensuite il a été étendu par (KreRespondek, 1985), (Xia,
Gao, 1989) aux systemes dynamiques multi-sorties. A paetila, plusieurs algo-
rithmes ont été proposés donnant lieu a divers approchghadue (Keller, 1987),
(Phelps, 1991), (Rudolph, Zeitz, 1994), géométrique (Hugh, 1999), (Marino, To-
mei, 1996), (Boutagt al., 2006), (Lynch, Bortoff, 2001) et les transformations dies
(Lopezet al, 1999).

Afin d’élargir la classe des systémes non-linéaires transdbles par diffeomor-
phisme sous forme normale d’observabilité, (Respordek, 2004) proposa la forme
normale dépendante de la sortie, consolidée par la suite @enget al, 2007),
(Wang, Lynch, 2009). Toujours, dans 'optique de pouvansformer la plus large
classe possible de systémes non-linéaires sous formemjiwa I'estimation d’états,
(Jouan, 2003) développa la forme normale étendue dontieipé consiste a ajouter
une dynamique auxiliaire au systeme non-linéaire de sarde systeme augmenté
resultant satisfasse les conditions de la mise sous formmeaie d’observabilité éten-
due. Cette méthode a été affinée progressivement dansfhdh2004), (Baclet al.,
2006), (Yanget al, 2010), (Boutat, 2007), (Boutat, Busawon, 2011).

Malgré la multitudes d’algorithmes proposées permettacdhstruction des formes
normales, il est nécessaire de les améliorer et de les pamfpour plus d’efficacité
face aux non-linéarités d’ordre supérieur. Dans cettegaptila forme normale éten-
due dépendante de la sortie est mise en oeuvre

Dans ce papier nous proposons une nouvelle forme normadleefeabilité. L'idée
consiste a coupler les formes normales étendues avecmessoormales dépendantes
de la sortie. Lefficacité de cette approche est démontréarsunodéle non-linéaire
de propagation épidémique SEIR (Susceptible, Exposeek;ted and Removed).

Le caractére imprévisible des maladies et la mutation des mécessitent la mise
en place d’outils permettant I'analyse, la prédiction etd&i du phénoméne de pro-
pagation épidémique. Par conséquent, dans ce papier, ervateur est synthétisé
afin d’estimer les différentes populations concernées'@pidémie et de prédire son



évolution. L'approche utilisée est basée sur le concepfateses normales d’obser-
vabilité et de la dynamique étendue (immersion).

Cet article est organisé comme suit : la seciidh) présente I'exemple de moti-
vation. Un rappel sur la mise sous forme normale d'obselit@lgist donné dans la
section(I17). La section(/V') est dédiée a la forme normale étendue dépendante de
la sortie et les conditions suffisantes pour son obtentiammise en application de la
méthode étudiée et les résultats de simulation sont pessdans la sectiofi”).

2. Modéle épidémiologique et forme normale étendue

Le modéle épidémique SEIR décrit la propagation d’'une nialadntagieuse a
travers une population, il met en jeuwariables:S(t) la population susceptible a la
maladie,F(t) la population exposée mais qui ne présente pas encore deBys®H
I(t) la population infectée eR(t) la population traitée. Plus précisément, ce modele
est décrit par le systéeme non linéaire:

ds ST

- = bN—,uS—BW—pr—qu Q)
dE ST

— = — bE bl — FE 2
I B +POE + bl — (u+e) 2
dl

— = eE—(r+d+up)l ©)
dt

dR

S 4
7 rl — pR 4)
dN

il (b—p)N =461 (5)

ouN = S+ E+ I+ Rreprésente la population totalde taux de naissance naturelle,
1 le taux de fécondité; le taux de transmission de I'épidémiele taux de mortalité
épidémiqueg le taux passage des individus exposés au cas infectiéstaux de
descendance chez la population expogée taux de descendance chez la population
infectée et le taux de guérison.

Afin de faciliter I'écriture des equations, dans la suite 'detitle, des variables
normalisées sont utilisés, telles que = %, 22 = £, 23 = L, 24 = £ etz +
xo+x3+ 24 = 1. Apres dérivation de ces nouvelles variables, le modélRSE}-(4)
devient:

21 = b—bxry + v,x123 — pbros — gbrs (6)
To = Pxiw3+ Y9T2 + dxaxs + gbxs @)
i3 = exo+y3r3 + 073 (8)
Ty = rx3+brg+ 01374 (9)

Yy = &3 (10)



puvy, = —(B—=19), 7, = —(b+e —pb), v = —(r + 0 + b). Les étatsi; eti,
seront estimés par un observateur, tandis que ligtagra déduit a partir de I'equation
algébriquety =1 — &1 — Io — x3.

Dans la sectionl(), il est montré que le systeme dynamique (6)-(8) ne satisfai
pas les conditions géométriques existantes dans la tittérékrener, Isidori, 1983),
(Krener, Respondek, 1985), (Kazantzis, Kravaris, 198)u(atet al., 2009). Pour
remédier a ce probléme, une dynamique étendue est ajouiéserg déterminée par
la suite, de telle sorte que le nouveau systeme augmergtasag les conditions suffi-
santes grandissant I'existence du diffeomorphisme. En,affla dynamique auxiliaire

W= —b+y,73 (11)

est ajoutée au systeme (6)-(8), alors le changement deauugds: = ¢(x, w) défi-
nit par :

z1 = fexre” " 4+ bpfrze” "
b+ 0 —
2o = e Yxg— —72:1736_7“” - —%xge_w
€ 2¢e
1
z3 = -—xze ¥
€
§ = w

transforme le systéme (6)-(8) augmenté de la dynamiqudiauxi(11) sous la forme
normale étendue dépendante de la sortie donnée par :

21 = Bi(wy) (12)
2 = yu + Ba(w,y) 13)
Z3 = 22+ B3(w,y) (14)
w = By(w,y) (15)
y = z3 (16)

ou la variablew est considérée comme une sortie auxiliaire et les expressiesB;
seront données dans la section (5).

Ce papier établit des conditions suffisantes pour I'existedu changement de
coordonnées transformant un systéeme non linéaire souefoarmale étendue dé-
pendante de la sortie:

i = A{y)z+ Bw,y)
wo = Bn+l(way)
y = Cz



avecC = [0,...,0,1] et

0 0 0
. azz(y) 0 O 17)
0 an(y) 0

Cette forme a une configuration adaptée pour l'utilisatietiabservateur a grand
gain (Busaworet al,, 1998):

2= A(y)Z+ B(w,y) -T"'(y)R,'CT(CZ-7)

avecG, I" et R, des parameétres donnés par :

0 0 0
1 0 0
ann:

n

P(y) = diag| L ai(y), Tai(y), - an(y), 1]

3
1=

L
(=)0,

R,(n+1—-in+1—-j) = P
On montre que la dynamique de I'erreur d’observation eshderpar:
¢=(Aly) —T 7' (y)R,'CTC)e

Siy etw sont bornées, la dynamique de I'erreur d’observation gsbreantielle-
ment stable avec umbien choisi.

Remarque 1. —La dynamique ajoutée (11) ne depend que de la sortie et d’elle
méme.

3. Préliminaires

Considérons un systeme non linéaire mono sortie:
i = f(z) (18)
y = hz) (19)

oux € U C R™ sont les 'état du systéeme gt R est la sortie du systeme. On
suppose que le champ de vectefirggissant la dynamique et la fonction de sottie



sont suffisamment rigoureux (derivables) et que la p@irg) est observable, c’est a
dire, lesl-formes différentielles

0, = dh (20)

0, = dLif_lh pouri =2:n
sont indépendantes, avéxf; est lak™c dérivée de Lie dew dans la direction du
champ de vecteurg. Cette hypothése permet de construire le repére de Krener &

Isidori (Krener, Isidori, 1983} = [r1, ..., 7,] ou le premier champ de vecteursest
donné par I'équation algébrique:

{ 0;(t1) =0pouri=1:n—1 21)

Hn(Tl) = 1
et les autres champs de vecteurs sont obtenus par induction:
T = —adfTi,1 = [Tifl, f] pOUr2 <1< n,
ou le symbold, ] désigne le crochet de Lie. A présent, nous allons énumésdqaes
formes normales les plus connues et les conditions gasantiteur exitance. D’apres
(Krener, Isidori, 1983) si la condition de commutativité satisfaite:
[7i,75] =0 (22)

alors, il existe un changement de coordonngesg¢(x) permettant de transformer le
systeme (18)-(19) sous la forme normale d’observabilité

Z2=Az+ B(y)
{ y=0Cz (23)
avecC = [0,...,0,1] et
0 0 0
A= . . . . (24)
o --- 1 0

La condition (22) assurant I'existence d’'un changementadgdonnées est relative-
ment difficile a satisfaire.

Dans (Zhenget al,, 2007) des conditions moins restrictives ont été propgsees
I'existence du changement de cordonnées. En effet, suppagee le repére vérifie
les conditions suivantes:

[T1,7n] = M1 (y)71
[Tk, Tn] = Ak(y)7K modulo Eng{71,- -, Tk—1} (25)
pour2<k<n-—2



Des lors, on considéere une famille de fonctions non nullggeddantes de la sortie
n
a2(y), ..., an(y) et soitr = _H2a1-(y) = as(y) X ... X an(y). Puis, on construit un
1=
nouveau repére comme sulit:

T1 =T7TT1
_ _ 26
{ﬂ‘:a%[ﬂ‘—lf] (26)
Si le repérer est commutatif, c’est-a-dire :

[7i, 7] =0 (27)

alors il est prouvé dans (Respondetkal., 2004) pouray = .... = «, et pour des

«; différents dans (Zhenet al, 2007) que le systéme dynamique (18)-(19) peut étre
transformé grace a un changement de coordonnéesy(x) sous la forme d’obser-
vabilité dépendante de la sortie:

A(y)z + B(y)
y = Cz

Z

ou A(y) est définie dans (17).

Dans le cas ou ni la condition (22), ni la condition (27) netsatisfaites, alors on
passe a l'algorithme utilisant la dynamique étendue.

4. Forme normale non linéaire étendue dépendante de la sogti

Cette section met en évidence des conditions géométrigdfesaates qui garan-
tissent I'existence d’une dynamique auxiliaive= n(y, w) telle que le systéme dyna-
mique augmenté:

i = f(x) (28)
wo = n(y,w) (29)
y = h(z) (30)

peut étre transformé par un changement de coordonné€s = ¢(x,w) sous la
forme normale étendue dépendante de la sortie:

i = Aly)z+ B(y,w) (31)
é = Bn+1 (ya w) (32)
y = Cz (33)

ou A(y) est définidans (17). Le cas ou la matrit@)) est constante (24) est largement
étudié dans (Backt al,, 2006 ; Jouan, 2003 ; Boutat, 2007 ; Boutat, Busawon, 2011).



; Pour ce qui suit, la condition (25) est supposé satisfade cpnséquent on peut
determiner les fonctionss (y), ..., a,, (y) ainsi que le repére défini dans (26).

Maintenant, définissons un nouveau repére comme sulit:
o1 = I(w)7T1 ol lafonction(w) # 0 est & déterminer

or = —lok-1,F]
(677

OUF = [+ n(y, w)% est le champ de vecteurs régissant le systeme étendue.

Théoreme 2. — S'il existe une fonctiof(w) # 0 de la variable auxiliairew telle
que(o;, 0] = 0pourl < i,j < n, alors il existe un changement de coordonnées
(2,€) = ¢(x,w) qui permet de transformer le systeme dynamique étendu(828)-
sous la forme normale étendue dépendante de la sortie G&))-(

Preuve 3. —Supposons qu'il existéw) # 0 tel quefo;, 0;] = 0 pourl <i,j < n.
Soito,+1 un champ de vecteurs indépendantsodepour touti = 1 : n, tel que
[0i,0n11] =0pourl <i < netdw(o,41)=1.

Considérons la matric& = (A; ;)1<i,j<n+1 définie comme 'evaluation désformes
0; = dL''hpouri = 1 : netf, 11 = dw surle repéres = {01, ..., 0, Tpni1},
c'est-a-direA; ; = 6;(c;) pour 1 < 4,5 < n+ 1. Par construction la matrice
s’écrit comme suit

0 0 0 1 =
: 0 0 lo, * %
A=l 0 0 FE s
0 é—’i * * ok %
lm % * * k%
0 0 0 0 0 1

Il est facile de voir qu’elle est inversible. Par consequemt peut définir les multi-1
formes différentielles suivantes :

w1

_ w
w=A"lo= 2

Wn+1

il est clair que :w;o; = 67, avecs’ est le symbole de Kronecker.
SoitX etY deux champs de vecteuis,, ...,0,,0,41}. Ona:

dw;i(X,Y) = Lyw;(X) — Lxw;(Y) —w; [X,Y]
commew; (X) etw,;(Y) sont constantes alors

dwi(X, Y) = —W; [X, Y]



par conséquentX,Y] = 0 pour tousX,Y si et seulement siw; = 0 pour tous
1 <i < n+ 1. Dol grace au lemme de Poincaré, il exigte= (¢, ..., ¢, ) tel
que:

w=D¢:=0¢,

avecD¢ la différentielle dep.
Nous considérons, (;) = 52 pouri =1:neto,(0;) = 5=

A présent, nous verrons commef)t transforme le champ de vecteufs Pour
1=1:n—1,0na:

o 6.0)| = 6,006, () = .00

= 0,0y
0

Qg
0ziy1

Alors par intégration, on &; = «;(y)z; + 5, (y, w).
Nous terminons cette section par quelques remarques.
Remarque 4. —

— le calcul des fonctions; est détaillé dans (Zhergf al, 2007);

— pour le calcul des fonctiongw) etn(w, y), les algorithmes de (Boutat, 2007 ;
Boutat, Busawon, 2011) peuvent étre utilisés

5. Application au modele SEIR
Dans cette section, on utilisera I'algorithme présentéesisus pour le calcul du

changement de cordonnées transformant le modele SEIRB)&p(s la forme nor-
male (12)-(16).

Les1—formes (20) d’observabilité du systeme (6)-(8) sont dosmpae:

91 = dwg
92 = eadry + (’73 + 251’3)(11‘3
93 = sﬁxgdarl + 5(72 + Y3 + 35I3)d$2 + QldI3

avec :Q1 = efBx1 + 3dz2 + £gb + 73 + 667323 + 652:10%
Un calcul direct donne le repére de Krener & Isidori (21):

_ _1 9
1 5{39038_111 5 .
To=uTi+ g5, OUu=—b+y3+ 0+ )rs+eP2

T3=—p—bi—(qu)Tl-FUTg-f—%(724—51'3)6;22""%
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p_uis, on vérifie si la condition de commutativité (22) esistaite:
[T1,72] = [11,73]=0

1
[T2,73] = Q271+ —T2
x3

avecQy = — (38 + 2y, + 272;_:% —3e%3).

T3

Commers, T3] # 0, c-a-d la condition de commutativité n’est pas satisfaiters
le systéme (6)-(8) ne peut pas étre transformé, mais osaraliles; pour construire
le nouveau repere donné dans (26). En se référant a (Zhemngl., 2007), on peut
utiliser I'equation:

[T2, 73] = A(y)T2modr,

aveci(y) = da;;y) azl(y) pour determinet, (y). Alors, on ada;;y) a;(y) = % = é

ce qui donnexs(y) = x3. On peut toujours supposer qag(y) = 1.

Par conséquent, on@® = x3, a1 = 1 etw = asas = 3. Alors, a partir de (26)
on obtient:

_ 1 0
T = 2371 = ———
! st e Oxq
1 1 o 10
T2 = —[Tufl= —b g, 29
" x3 7, 7] 551173( * 71%3)3x1 * € 0xa
_ o _b+ T 2 To
T3 = [Tg,f] = (—pbﬂ+ w _ b _3)7,1
3 3
1 ) B)
—(vo—b+ (6 4
* 5(72 +( +71)5€3)8x2 + o0
Un simple calcul nous donne
[T1,T2] = [T1,T3] = 0 et [T2, 73] = _QFFI
3

Comme[Ta, T3] # 0, alors la condition (27) de commutativité n’est pas saitisf&e-
pendant, en se référant au Lemme 3.1 dans (Boutat, Busa@fh),2es conditions
pour I'application de I'algorithme de la dynamique étendoat satisfaites. Alors,
nous chercherons une dynamique auxiliaire= 7(y, w) et une fonctiori(w) satis-
faisant les conditions du théoréme (2) énoncé ci-dessus.

Remarque 5. —D’aprés le Lemme 3.1 de (Boutat, Busawon, 20fd)7,] —
o(y)Ti—1 € span {71, - ,T;—1} est une condition assurant I'existence mig, w)
etl(w), avecp(y) est une fonction dg.

Par consequent, posonms = I(w)7T1, ce qui donne :

t 9
e Oxq

g1 =
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Par induction, on a :

1 1 / [ 0
= — Fl=—(H—-nl -
) - [o1, F] xg( n )01+58x2

OUH = (—b+ v,23). Ensuite, on a:

pbl 0 (IH —nl") G

o3 = _?6—$1 4&_ 02_501
Jata) -l 90
€ 0xo 0x3

avecl = £?bl 22 — azl’xg(%?") + (5 ("H —nl"))o
et:n = 597”. Finalement, on obtient :
3

nxs—n  bel?

o1
T3 Ig )

[02, 03] = 2(€2l/l

On impose que

[02,03] =0 <= U'l(x3 —n) —bl*>=0

La solution de I'équation précédente est donnée par :
l=e"etn=yz3—0b (34)
Alors le systeme dynamique étendu devient :

21 =b—bxy + v,x123 — pbro — gbxs
i?Q = ﬁxlxg + Yol2 + 5$2x3 + qbzg

F = T3 = T2 + Y323 +5x§
w="y,r3—b
Yy =3

Par I'application de I'algorithme précédemment décrieretemplacantetr par leur
valeur touvée dans (34) on obtient :

_e” 0 eV 0
o= ef 0z’ 92=7 Oxs
eV 0 eV 0
03 = ——pbo—+—(72+b+ (5 —71)T3)5—

e’ Oz € 0xo
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{Ce nouveau repeke vérifie la condition de commutativité, tels que :
[01,02] = [01,03] = [02,03] =0

Etant donné que le nouveau systéme, augmenté, est de diménaiors il faut trou-
ver un quatrieme champ de vecteursqui commute avee, oy etos:

0= 2, 0
5r g, T o,

0 +x 0 + (22 +
04 = o— ——
YT 0w T o

on alog,0;] = 0pourl < i < 3. A partir de 1, il devient simple de calculer la
matrice d'observabilité., telle que :

0. = [dh,dLph,dL%, dw)"

puis on obtient :

0 0 e’ x3
w A A
Ao — e 23 Doy
7 xze®  e¥ (7 +0x3) Aszz Asy
0 0 0 1
avec:
A23 = ¥ (b+'}/2+x3 (5_71))
1
A24 = £ (£C2 + 2_E=T§ (5 - 71))
Asz = €”(vy+06a3) (b+vy +23(3 —77))
+ e (Bxy + dx2 + bq) — bpPBaze®
Azy = ex3(fry + 0x2 + bq)

1
+ e(yq+ 0x3) (:cg + 2—5:10% (60— 71)> + Bexiws

Par un simple calcul, le changement de coordonnées est ¢gamrsa différentielle
comme sulit :

w = A9, =dz

eBxre”" + bpBrse™™
cmse™® — (b4 ya)zse® — L5 — 7, )ade
r3e” v
w

w

= d
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Finalement, la forme normale du systéme (1)-(5) est donaée p

él - Bl(wvy)
29 = yz1 + Ba(w,y)
2}3 = 22 + B3(w7 y)
Zg = my-—b
y = z3=ye "
avec .
Bi(y,w) = —(cBgb+bpBys+b°pBle a3+
(bpBd — bpByy)e™ x5 + efbe ™
By(y,w) = (eqb— (b+7v2)v3 — (b+72)b)e a3 +
(=Bpb — (b+v9)d + (b+72)711
6 _
—(6 = 71)v3 — 271 ble a3 +
6 - 71 —w 3
(=(0 =7p)d + 5 vp)e Yy
—w 1 —w
By(y,w) = (2b+72+7s)e "ws+ 5(d+0 —2yy)e a3

6. Résultats de simulation

Les valeurs des parameétres utilisés dans le modéle épidémsaat N = 141, b =
0.221176/N, d = 0.002, p=0.8, ¢ = 0.95, 3 =0.05, € = 0.05, r = 0.003.
S(0)=140; E(0)=0.01; 1(0)=0.02; N(0)=141.

Pour rendre la simulation proche de la réalité, on a ajoutéruit blanc a la sortie du
modele I(t) et on a pris des conditions initiales différentes entre lelé@® (1)-(5)

et 'observateur. En se référant aux figures (Fig.2, Figig.6 la convergence des
estimations est rapide mais des oscillations apparaidserdu choix du gain. Pour la
simulation, on a choish = 0.35, ce qui satisfait le compromis entre la stabilité et la
convergence de I'estimateur.

7. Conclusion

Ce papier présente une nouvelle forme d’observabilitédéteret dépendante de
la sortie. Des condition suffisantes a I'existence du chamegé de coordonnées sont
établies pour une classe de systemes non linéaires. Cettelloforme permet I'uti-
lisation de I'observateur a grand gain.
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Figure 2. Estimation de la population susceptible.
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Figure 4. Estimation de la population exposée.
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