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❬●✉♣t❛ ❛♥❞ ▼❛ss❛❣✉é✱ ✷✵✵✻❪✮✳ ■♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♠❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ♠❛❦✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝❛♥❝❡r ♣❛t✐❡♥ts ✇✐t❤ ♠❡t❛st❛t✐❝ ❞✐s❡❛s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡t❛st❛t✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ s♦♠❡
❛♥t✐✲❝❛♥❝❡r♦✉s ❞r✉❣s✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛st❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ t❡st s❡✈❡r❛❧
❡①✐st✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t✉♠♦r✲❜❡❛r✐♥❣ ♠✐❝❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤♦s❡ ❛❜❧❡
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛♥ ✉♥tr❡❛t❡❞ t✉♠♦r ❛♥❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜♦t❤ ❛♥t✐✲
❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ✭❆❆✮ ❛♥❞ ❝②t♦t♦①✐❝ ❞r✉❣s✳ ■✇❛t❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✷✵✵✵ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣✐❝ts
t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❛sté❛s✐s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t t❤❡ ❇❡♥③❡❦r②✬s t❤❡s✐s ✭s❡❡ ❬❇❡♥③❡❦r②✱ ✷✵✶✶❪✮ ✐s ❛❜♦✉t✿
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ■✇❛t❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❍❛❤♥❢❡❧❞t ❛♥❞ ❛❧✳ ✭s❡❡ ❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st✉❞②
✐s ❛❜♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡t❛st❛s✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♠② ✇♦r❦ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✜rst st❡♣✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r✳

❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❝❛♥❝❡r ❜✐♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝❧✐♥✐✲
❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ✈✐✈♦ s②st❡♠s t❤❛t ♠✐♠✐❝❦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❡t❛st❛s❡s ✭❬❊❜♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✳
❚❤❡s❡ ❛♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ ❛♥t✐✲❝❛♥❝❡r♦✉s ❞r✉❣s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ✉s❛❣❡✮ ❜✉t ❛❧s♦ ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②
✐♥ ❛ ✭♥❡♦✲✮❛❞❥✉✈❛♥t ❝♦♥t❡①t✮ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❡t❛st❛s❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ♥♦♥✲
✐♥✈❛s✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡✳ ■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts ❢r♦♠ t❤❡
❘♦s✇❡❧❧ P❛r❦ ❈❛♥❝❡r ■♥st✐t✉t❡ ✐♥ ❇✉✛❛❧♦✱ ◆❨✱ ❯❙❆ ✭❏♦❤♥ ❊❜♦s✬ ❧❛❜✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧
❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✉♥tr❡❛t❡❞ ♠✐❝❡ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❆❆ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐s✲
tr❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ✭♦♥ ✉♥tr❡❛t❡❞ ♠✐❝❡✮✱ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛ ✭❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❛♥❞
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✜ts t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣r♦✉♣✳

❚❤❡ tr❡❛t❡❞ ❣r♦✉♣s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉♥✐t✐♥✐❜ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❤❛❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✇❛s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝
✭P❑✮ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❙✉♥✐t✐♥✐❜ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥ ♠✐❝❡✳ ❙♦ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ t❡st❡❞ ❛ P❑ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝❡ ❙✉♥✐t✐♥✐❜
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ t❡st t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❆❆ ❡✛❡❝t ♦♥ tr❡❛t❡❞ t✉♠♦r✲
❜❡❛r✐♥❣ ♠✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ✭❢r♦♠ ♦♥❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♦t❤❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✮✳

✹



❈❤❛♣t❡r ✶

Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s

✶✳✶ ❖♥❝♦❧♦❣② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s

❆❜♦✉t ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♦♥❝♦❧♦❣②

❚❤✐s ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ❝❡❧❧ ❣r♦✇t❤ ✭✉♥r❡❣✉❧❛t❡❞ ❣r♦✇t❤✮ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧
t✐ss✉❡✳ ■t st❛rts ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❤❡❛❧t❤② ❝❡❧❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r s♦♠❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❧♦s✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦
t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ t✉♠♦r✿ ❜❡♥✐❣♥ ♦r ♠❛❧✐❣♥❛♥t✳ ❚♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐t✱ ❍❛♥❛❤❛♥ ❛♥❞ ❲❡✐♥❜❡r❣ ♣r♦♣♦s❡❞
s✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♠❛❧✐❣♥❛♥❝✐❡s✿

✶✳ ❙❡❧❢✲s✉✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❣r♦✇t❤ s✐❣♥❛❧❧✐♥❣✳

✷✳ ■♥s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❛♥t✐✲❣r♦✇t❤ s✐❣♥❛❧s✳

✸✳ ❊✈❛s✐♦♥ ♦❢ ❛♣♦♣t♦s✐s✳

✹✳ ❊♥❛❜❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❧❡ss r❡♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

✺✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉st❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✳

✻✳ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛s✐s ❛♥❞ ✐♥✈❛s✐♦♥ ♦❢ t✐ss✉❡✳

❚❤❡ ♠❛ss ❝♦✉❧❞ ❣r♦✇ ✉♥t✐❧ ✷✲✸♠♠ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♥✉tr✐❡♥t s✉♣♣❧② ✭♦①②❣❡♥✱ ❣❧✉❝♦s❡✱
❡t❝✳✮✳ ❋♦❧❦♠❛♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝❡❧❧s s❡♥❞ s✐❣♥❛❧s t♦ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ✈❛s❝✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ t✉♠♦r ✭s❡❡ ❬❋♦❧❦♠❛♥✱ ✶✾✼✶❪✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡♦✲
❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✱ ✐t✬s ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡❱❛s❝✉❧❛r ❊♥❞♦t❤❡❧✐❛❧ ●r♦✇t❤ ❋❛❝t♦r
✭❱❊●❋✮ ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r✳

■t ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② t✉♠♦rs ✭♠❡t❛st❛s✐s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❛♥❝❡r ❝❡❧❧s
❞❡t❛❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ♠✐❣r❛t❡ t♦ ♦t❤❡r t✐ss✉❡s ✭❧✐✈❡r✱
❧✉♥❣s✱ ❦✐❞♥❡②s✳ ✳ ✳ ✮ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

❆♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ tr❡❛t♠❡♥ts

❚❤❛♥❦s t♦ ❋♦❧❦♠❛♥✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡r❛♣② ♦❢ s♦❧✐❞ t✉♠♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♥❡✇ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✇❤✐❝❤ st❛r✈❡ t❤❡ t✉♠♦r ❝❡❧❧s ✭❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥✉tr✐❡♥t

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▼❡t❛st❛t✐❝ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥

s✉♣♣❧②✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s ✐♥❤✐❜✐t♦rs✿

• ❚②r♦s✐♥❡ ❑✐♥❛s❡ ■♥❤✐❜✐t♦rs ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞ t❤❡ ❱❊●❋ r❡❝❡♣t♦rs ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥tr❛✲
❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

• ▼♦♥♦❝❧♦♥❛❧ ❛♥t✐❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞ t❤❡ ❱❊●❋ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ t❤❡♠✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❝❛❧❧❡❞ ❝②t♦st❛t✐❝ t❤❡r❛♣② ✐s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ❝②t♦t♦①✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤
❛ ❞✐r❡❝t t✉♠♦r ❝❡❧❧ ❦✐❧❧ ❡✛❡❝t✳

✶✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

■✇❛t❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛st❛t✐❝ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❞ ❜② ❛
♣❤②s✐❝❛❧ tr❛✐t X ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s✐③❡✶ ✭V ✮ ♦r✴❛♥❞ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭K✮
♦❢ t❤❡ t✉♠♦r✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 0 ❜②
❛ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧✳ Pr✐♠❛r② t✉♠♦r ❛♥❞ ♠❡t❛st❛s❡s ❣r♦✇ ✇✐t❤ r❛t❡ G(t,X) ❛♥❞ ❡♠✐t ♥❡✇ ♠❡t❛st❛s❡s
❛t r❛t❡ β(X) ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ▲❡t ρ(t,X) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ tr❛✐t X ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇r✐t❡s





∂tρ(t,X) + div(ρ(t,X)G(t,X)) = 0, ∀X ∈ Ω, t ≥ 0
−G(t, σ).νρ(t, σ) = N(σ){

∫
Ω
β(X)ρ(t,X)dX + β(Xp(t))}, σ ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

ρ(0, X) = 0 X ∈ Ω
✭✶✳✶✮

❲❤❡r❡ Xp r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r tr❛✐t ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❖❉❊ Ẋp(t) = G(t,Xp(t)) ❛♥❞
◆ ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛s❡s ❛t ❜✐rt❤✳

❲❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ρ✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✿
❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛st❛s✐s =

∫
Ω
ρ(t,X)dX✱

▼❡t❛st❛t✐❝ ❜✉r❞❡♥ =
∫
Ω
Xρ(t,X)dX✱

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ❝♦♠❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✿ ✇❤❛t ♠♦❞❡❧✭s✮ ❞♦ ✇❡ ✉s❡
❢♦r t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭G✮❄ ❆ ✜rst ♦♥❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ■✇❛t❛ ❛♥❞ ❛❧ ✐♥ t❤❡✐r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱
✐s t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ ❧❛✇✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❡st s♦♠❡ ♦t❤❡r ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s

✶❡✐t❤❡r ❡①♣r❡ss ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ♦r mm
3✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ 1mm

3 ≃ 10
6
cells

✻



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❛❪✮

✭P♦✇❡r ▲❛✇✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❈✱ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐♥❡❛r✮ ♦♥ ♦✉r ❞❛t❛ ♦❢ ✉♥tr❡❛t❡❞ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❆❆ t❤❡r❛♣② ✐♥ t❤♦s❡ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ tr❡❛t❡❞
♣r✐♠❛r② t✉♠♦r✳

✶✳✸ ❆♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧

❍✉♠❛♥ ♠❡t❛st❛t✐❝ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r ✷✸✶✴▲▼✷✲✹▲❯❈✰ ❝❡❧❧s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❧✉❝✐❢❡r❛s❡ ✇❡r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ t❛✐❧ ✈❡✐♥ ♦❢ s❡✈❡r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♠♠✉♥♦❞❡✜❝✐❡♥❝② ✭❙❈■❉✮ ♠✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡
tr❡❛t♠❡♥t ♦r s✉♥✐t✐♥✐❜ t❤❡r❛♣② r❡❣✐♠❡♥ ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ❜② ❣❛✈❛❣❡ ❛❢t❡r t✉♠♦r ❝❡❧❧ ✐♥♦❝✉❧❛t✐♦♥
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❇✐♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r❛t❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❊❜♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❆ ❇

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❆♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠❡t❛st❛s❡s✿ ✭❆✮ ❬❊❜♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✭❇✮ ❬❊❜♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪

✼



❈❤❛♣t❡r ✷

❚✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤♦✉t tr❡❛t♠❡♥t

✷✳✶ ▼♦❞❡❧s

❆❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t♦t❛❧ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡ ❣r♦✇t❤✳ ❆s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡
✐s ❞❡♥♦t❡❞ V (t)✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ t✉♠♦r ❛♥❞ t❤❡ t✉♠♦r
✈♦❧✉♠❡ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ 1mm3 ≃ 106 ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ❜✉t t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ V0✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ V0 = 1mm3✱ ❛s
✐♥ ❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪✳

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲▲✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ s✉♣♣♦s❡s t❤❛t t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❤❛s t✇♦ ♣❤❛s❡s✿

✶✳ ❛ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤✿ ❝❡❧❧s ♣r♦❧✐❢❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ a0 = ln(2/TC) ✇❤❡r❡ TC ✐s
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❧❡♥❣t❤❀

✷✳ ❛ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✿ ✇❤❡r❡ a1 ✐s ✐ts s❧♦♣❡✳

●✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱




d
dt
V (t) = a0V, t ≤ τ

d
dt
V (t) = a1, t ≥ τ

V (t = 0) = V0

✭✷✳✶✮

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿





d
dt
V (t) = a0V (t)

[1+(
a0
a1

V (t))ψ ]
1

ψ

V (t = 0) = V0
✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ψ ✐s ❛ s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦r ✭ψ = 20 ✐s ♦✉r ❝❤♦✐❝❡✮ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❬❙✐♠❡♦♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ τ ✐s ❞❡t❡r♠✐✲
♥❛t❡❞ ❜② τ = 1

a0
log( a1

a0V0

)✳

✽



●♦♠♣❡rt③ ♠♦❞❡❧

■t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❝❛r✲
r②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❆s ❛ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ♠❡❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ✐ts
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧✳

• ❚❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✿
{

d
dt
V (t) = ae−βtV (t)
V0 = 27.9mm3 ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ V0 ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜t❀

• ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✿
V (t) = V0e

a
β
(1−e−βt)

❲❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ β ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥
r❛t❡✳

■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t❤❡ t♦t❛❧ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ V0e

a
β ✱ t❤❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳

●♦♠♣❡rt③ V0 ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦✛❡r ♦♥❡ ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③✱ ♥♦t ✜①✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡
V0✳

d

dt
V (t) = ae−βtV (t)

P♦✇❡r ▲❛✇ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝❧❛✐♠s t❤❛t t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐✈❡ ❝❡❧❧s
✭s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❧❡♥❣t❤✮✳ ■t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐✈❡ t✐ss✉❡
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ V γ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿

{
d
dt
V (t) = aV γ

V (t = 0) = V0
✭✷✳✹✮

❲❤❡r❡ γ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐✈❡
t✐ss✉❡✱ ✇❤❡♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡✳

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ♠♦❞❡❧

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ t♦ t❤❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❑✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❑ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✉♠♦r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ✿ 




d
dt
V (t) = aV (t) log(K(t)

V (t)
)

d
dt
K(t) = bV (t)2/3

V (t = 0) = V0; K(t = 0) = K0

✭✷✳✺✮

✾



■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛♥ ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ❛s
✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝✱ ✇❤❡r❡ ❝②t♦st❛t✐❝ tr❡❛t♠❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✸✮✳

✷✳✷ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛ ✜rst t✐♠❡ t♦ ❡❧❡❝t s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❡❛st ❝❛r❝✐♥♦♠❛ ✇✐t❤♦✉t tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠♦✉s❡ ♠♦❞❡❧✳
❲❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❣❡♥✉♦✉s❧② t❤✐♥❦ t❤❛t ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱
♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥t❡r✲❛♥✐♠❛❧
✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳

❆t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✐① s❡♣❛r❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r✬s ❣r♦✇t❤
❛❢t❡r ❛♥ ♦rt❤♦t♦♣✐❝ t✉♠♦r ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✜tt❡❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧s t♦ ❡❛❝❤
❣r♦✉♣✱ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣r♦✉♣ ✸ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s
t♦ ❛ ❆❆ tr❡❛t♠❡♥t✳

❆
❇

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ✭❆✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣r♦✉♣s ✭❇✮ ❇r✉t ❞❛t❛ s❡t ✭❇r❡❛st ❈♦♥tr♦❧✮

✷✳✷✳✶ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❋✐tt✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ❛♥✐♠❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✳
❚♦ t❛❦❡ t❤✐s ✐♥t❡r✲❛♥✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛s
❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦❡♥
t♦ ❜❡ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝✉❧❡ ❣r♦✉♣ ✸✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

✶✵



P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❣r♦✉♣ ✸

▼♦❞❡❧ P❛r✳ ❯♥✐t ▼❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭❈❱✮ ◆❙❊ ✭✪✮ ✭❈❱✮

●♦♠♣❡rt③ V0
α [day−1] ✵✳✹✸✸ ✭✷✹✳✶✮ ✸✸✳✺ ✭✷✹✳✷✮
β [day−1] ✵✳✵✻✾✻ ✭✸✵✮ ✸✸ ✭✷✵✳✼✮
V0 [mm3] ✼✳✵✽ ✭✼✾✳✾✮ ✽✵✳✹ ✭✸✻✳✾✮

P♦✇❡r ❧❛✇
a

[
mm3(1−γ) · day−1

]
✶✳✽✶ ✭✸✶✳✽✮ ✶✸✳✻ ✭✶✻✳✷✮

γ ✲ ✵✳✺✼✽ ✭✶✶✳✶✮ ✺✳✶ ✭✷✺✳✽✮

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈
a [day−1] ✵✳✽✸✻ ✭✶✼✸✮ ✶✾✳✽ ✭✻✽✳✹✮
b [mm−2 · day−1] ✶✳✷ ✭✶✺✳✽✮ ✽✳✻✾ ✭✸✾✳✷✮

●♦♠♣❡rt③
α [day−1] ✵✳✽✹✻ ✭✾✳✺✶✮ ✺✳✵✽ ✭✷✹✳✷✮
β [day−1] ✵✳✶✶✸ ✭✶✷✳✼✮ ✼✳✽✺ ✭✷✺✳✹✮

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐♥❡❛r
a0 [day−1] ✵✳✺✶✽ ✭✶✶✳✷✮ ✺✳✽✻ ✭✶✹✾✮
a1 [mm3 · day−1] ✺✸✳✹ ✭✸✵✮ ✶✷✳✸ ✭✹✾✳✺✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙❤♦✇♥ ❛r❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❱✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✶✵✵✮ t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s ✐♥t❡r✲❛♥✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ▲❛st ❝♦❧✉♠♥
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭◆❙❊✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✶✵✵✵ ❣r♦✇t❤ ❝✉r✈❡s
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐❦❡ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ t❤❡ ✜rst ❞❡❝✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡
❧❛st ❞❡❝✐❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥ s✐❧✐❝♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❞❛t❛
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

❚❤❡ ❞❡❝✐❧❡s ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡② ♠✉st ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ V0 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐ts ❤✐❣❤ ❈❱ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s
♦❢ ♠✐❝❡✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ❝❧❡❛r❡r✿ ✐ts ❤✐❣❤❡r ❈❱ ♣r♦❞✉❝❡s ❞❡❝✐❧❡s ❞❡✜♥✐t❡❧② t♦♦ ✇✐❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤
✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a t♦ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❋r♦♠ ✈✐s✉❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s s❡❡♠
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢❛s❤✐♦♥✳

✶✶



●♦♠♣❡rt③ V0 P♦✇❡r ❧❛✇

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ●♦♠♣❡rt③

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐♥❡❛r

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▼❡❞✐❛♥ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❞❡❝✐❧❡s ✭❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡✮ ♦❢ ❛ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞
❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✶✮ ♦❢ ❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪ ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❛r t♦ ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ♦✉r st✉❞② ✭❣r♦✉♣ ✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts t♦ ❛❞♦♣t ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✇✐t❤♦✉t ❜❡ ❞❡♣r✐✈❡❞ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳

✶✷



✷✳✷✳✷ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

P✉r❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
♣❛rs✐♠♦♥② ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②
✐ss✉❡s✳ ❚♦ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧ ♦t❤❡r
♠❡tr✐❝s t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❘▼❙❊ ❛♥❞ t❤❡ ❆■❈✮✳ ❋♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪✳

●♦♠♣❡rt③ V0 P♦✇❡r ❧❛✇

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ●♦♠♣❡rt③

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐♥❡❛r

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❉❛t❛ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲✜tt❡❞ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t✉♠♦r✲
❜❡❛r✐♥❣ ♠✐❝❡✳

✶✸



❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t✱ t❤❡ P♦✇❡r ▲❛✇ ✭t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧✮ ♠♦❞❡❧ ❤❛s s✉r♣r✐s✲
✐♥❣❧② t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ ✭t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧✮ ✐s r❛♥❦❡❞ s❡❝♦♥❞
✐♥ ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛s✳ ❚❤❡ ❆■❈ ♦❢ ●♦♠♣❡rt③ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❆■❈ ♦❢ t❤❡ P♦✇❡r ▲❛✇
✭❃ ✷✮ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ♥♦t ❛ ❜❡tt❡r ✜t t❤❛♥ t❤❡ P♦✇❡r ▲❛✇ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳

❚❤✐s ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♣✐❝t t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲▲✐♥❡❛r t❤❛t
s❤♦✇ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♣♦♦r❡r ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤
❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❜r❡❛st t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳

●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝✉❧❡ ❣r♦✉♣ ✸

▼♦❞❡❧ SSE RMSE AIC ★

P♦✇❡r ❧❛✇ ✵✳✵✵✾✺✸❬✶❪ ✵✳✶✵✹❬✶❪ ✲✸✶✳✷❬✶❪ ✷

●♦♠♣❡rt③ V0 ✵✳✵✶✹✶❬✷❪ ✵✳✶✷✸❬✷❪ ✲✷✻✳✶❬✷❪ ✸

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ✵✳✵✸✸✷❬✸❪ ✵✳✶✾✹❬✸❪ ✲✷✶✳✷❬✸❪ ✷

●♦♠♣❡rt③ ✵✳✵✽✷✹❬✹❪ ✵✳✸✵✹❬✹❪ ✲✶✹❬✹❪ ✷

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐♥❡❛r ✵✳✶✹✽❬✺❪ ✵✳✹✵✺❬✺❪ ✲✾✳✷✼❬✺❪ ✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ▼♦❞❡❧s ✇❡r❡ r❛♥❦❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❘▼❙❊✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡tr✐❝✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛r❡ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❛♥✐♠❛❧s✮ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱
✈❛❧✉❡ ✐♥s✐❞❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐s t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❛♥❦✐♥❣ ✜rst ✐s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞✳ ★ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ✉s❡❞ ❜② ❇❡♥③❡❦r② ✐♥ ❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪✳

✶✹



P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❛t❛ ♦♥ ❣r♦✉♣ ✸

▼♦❞❡❧ P❛r✳ ❯♥✐t ❱❛❧✉❡ ❙❊ ✭✪✮

P♦✇❡r ❧❛✇
a

[
mm3(1−γ) · day−1

]
✶✳✾✷ ✹✳✾✺

γ ✲ ✵✳✺✻✼ ✶✳✾✾

●♦♠♣❡rt③ V0
α [day−1] ✵✳✹✷✸ ✶✸✳✾
β [day−1] ✵✳✵✻✾✸ ✶✸✳✹
V0 [mm3] ✽ ✸✵✳✼

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈
a [day−1] ✵✳✽✽✹ ✶✻✳✶
b [mm−2 · day−1] ✶✳✷ ✺✳✼✸

●♦♠♣❡rt③
α [day−1] ✵✳✽✻✽ ✹✳✽
β [day−1] ✵✳✶✶✼ ✻✳✽✹

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐♥❡❛r
a0 [day−1] ✵✳✻✶✷ ✶✾✳✶
a1 [mm3 · day−1] ✹✼✳✼ ✶✾✳✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿

❙✐♥❝❡ ●♦♠♣❡rt③ V0 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✐ts ♣♦♦r ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ❙❊✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✮✱ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛s ✐t ✐s ❛❧s♦
❛❜❧❡ t♦ ❞❡♣✐❝t t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✳

❆s ❛ r❡♠❛r❦✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t s✉♣♣♦rts ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r st✉❞② ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ ❞❛t❛✳

❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❆❆ tr❡❛t♠❡♥t t❡r♠ ✐♥ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜t t❤❡♠ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ tr❡❛t❡❞ ❝❛♥❝❡r✲❜❡❛r✐♥❣ ♠✐❝❡✳ ❆♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❞r✉❣✬s ❡✣❝❛❝②✳

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✸

❆♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ tr❡❛t♠❡♥t

❚❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✿ ✐t ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❛s❝✉❧❛r ❊♥✲
❞♦t❤❡❧✐❛❧ ●r♦✇t❤ ❋❛❝t♦r ✭❱❊●❋✮ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡♦✲❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ✐ts ❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝❡❧❧ ❦✐❧❧ ❜✉t ✐t ❞❡♣r✐✈❡s t❤❡ t✉♠♦r ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ♥✉tr✐❡♥ts
✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s✳

✸✳✶ ●r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ❞②♥❛♠✐❝

▼♦❞❡❧ ♦❢ ❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳ ✭❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✮

❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳ ✇❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✇❤♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ■t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ❛ ❆❆ t❤❡r❛♣②✳

■t ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ●♦♠♣❡rt③ ❧❛✇ ✭G(t, V ) = aV ln(K/V )✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛rr②✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t② K ♥♦ ♠♦r❡ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❜✉t ❛s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✉♠♦r
✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t
r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ♥✉tr✐❡♥t s✉♣♣❧② t♦ t❤❡ t✉♠♦r✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✈✐❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❱❊●❋✮ ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✭t❤r♦✉❣❤ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s
✐♥❤✐❜✐t♦rs s✉❝❤ ❛s ❡♥❞♦st❛t✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣✐♦st❛t✐♥✱ s❡❡ ❬❖✬❘❡✐❧❧② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✮ ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
❜② t❤❡ t✉♠♦r ✐ts❡❧❢✳ ❆❢t❡r t❤❡✐r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡② ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r t♦ t❤❡ sq✉❛r❡✳ ❚❤❡② ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥✿

{
d
dt
V (t) = aV (t) ln(K(t)

V (t)
)

d
dt
K(t) = cV (t)− dV (t)

2

3K(t)
✭✸✳✶✮

❚❤❡ ❆❆ t❤❡r❛♣② ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❛t❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r K ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ ✭✷✳✸✮ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s✿

d

dt
K(t) = cV (t)− dV (t)

2

3K(t)− eAAC(t)K(t)

✇✐t❤ C(t) ✐s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣ ❛♥❞ eAA t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✶✻



■♥ t❤❛t ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r eAA ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝
♣❛r❛♠❡t❡r ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ C(t)✮ ❢♦r t❤r❡❡ ❆❆ ❞r✉❣s ✭❡❞♦st❛t✐♥✱ ❛♥❣✐♦st❛t✐♥ ❛♥❞ ❚◆P✲
✹✼✵✮✳ ❚❤❡② ✜①❡❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s ✜tt❡❞ ❢♦r t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤♦✉t
tr❡❛t♠❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❆♥♥❡①❡ ❆✳✶✱ ✇❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❆❆ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳

❋♦r ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜① t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥tr❡❛t❡❞ ♠✐❝❡ ❞❛t❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ tr❡❛t❡❞ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤
❛s t❤❡② ❞✐❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐✲
♥❡t✐❝s t❤❛♥❦s t♦ ❦✐♥❡t✐❝s st✉❞✐❡s ♦❢ t❤✐s ❞r✉❣ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥❢r♦♥t ❛ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧
t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳

✸✳✷ P❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❙✉♥✐t✐♥✐❜

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❡✣❝❛❝②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤✐s ❞r✉❣ ✐♥ t❤❡
♠✐❝❡ ❜♦❞②✳ ❊❛❝❤ s✉❜st❛♥❝❡ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
✐♥ ❛ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❬●✉♥❛r❛t♥❛✱ ✷✵✵✶❪ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❞r✉❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❛♥❞ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤✐s ❞r✉❣✱
✇❡ ❛❞♦♣t ❛♥ ♦♥❡✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮ ❢♦r ❜♦t❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❖♥❡✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠♦❞❡❧

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ P❑ ✐♥ ❛♥ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s❧② ❛❞♠✐♥✐str❛t❡❞ ❞r✉❣s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡r② r❛♣✐❞❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❜♦❞② ✇✐t❤✲
♦✉t ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❡ ✐ts ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s ❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❢♦❧❧♦✇s ✜rst ♦r❞❡r ❦✐♥❡t✐❝s ✭✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❞r✉❣ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❞r♦♣s✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s
❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✿

C(t) =
D

Vd
e−kt ✭✸✳✷✮

❲❤❡r❡ k ✐s ✐ts ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥st❛♥t✱ D t❤❡ ❞♦s❡ ❛♥❞ Vd t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❢♦r ❛♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❡❡ ❬●✉♥❛r❛t♥❛✱ ✷✵✵✶❪✮✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t♦ ✈❡r✐❢② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐❝❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s
❞♦s✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ ❬❍❛③♥❡❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✐♥ r❛ts ❛♥❞ ♠♦♥✲
❦❡②s ❛❢t❡r ❛ ❜♦❧✉s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞r✉❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡

✶✼



❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝❡ ❛♥❞ r❛ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ r❛t P❑ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝❡ P❑ ❛r❡
s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ t❤✉s ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐♥ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ r❛ts✳

P❑ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥

❋r♦♠ ❬❍❛③♥❡❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t1/2 ❛♥❞ Vd ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❞♦s✐♥❣ ✐♥ r❛ts✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t1/2 ❛♥❞ k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t1/2 =

ln(2)
k

✳

❉♦s❡ ✭♠❣✴❦❣✮ t1/2✭❤✮ Vd✭▲✴❑❣✮
✶ ✶✳✾ ✾✳✸
✹ ✷✳✶ ✺✳✺
✽ ✷✳✸ ✸✳✾
✹ ✷✳✺ ✹✳✻

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ✐♥ r❛ts ❢r♦♠ ❬❍❛③♥❡❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪

t1/2✭❤✮ k ✭✶✴❤✮ Vd✭▲✴❑❣✮
❆✈❡r❛❣❡ ✷✳✸ ✵✳✸✵✶ ✹✳✼

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ P❑ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❆❞❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ♠♦♥✐t♦r❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❞♦s✐♥❣ ♦❢ ✶✵ ♠❣✴❦❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜tt❡❞ t❤❡ ♦♥❡✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ P❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❞♦s✐♥❣ ✐♥ r❛ts ✭✶✵ ♠❣✴❦❣✮ ❛♥❞ ✜t
❝✉r✈❡✳

t1/2✭❤✮ k ✭✶✴❤✮ Vd ✭▲✴❦❣✮
✶✳✷✹ ✵✳✺✺✼ ✸✳✵✹✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ✜t t♦ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❞❛t❛

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ ♦✉r ✜t
✭❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮ ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ❛♥ ✐♥❣❡♥✉♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜✳

✶✽



❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❢♦r❣❡t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r
t❤❡ s❛♠❡ ❞♦s❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t Vd ✭✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚♦ r❡s♣❡❝t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭t♦♦ ❜✐❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✮✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s q✉✐t❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛s♠❛
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❢♦r ❛ ✶✵ ♠❣✴❦❣ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤✉s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛♥
✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✐♥t♦ r❛ts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ P❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❞♦s✐♥❣ ✐♥ r❛ts ✭✶✵ ♠❣✴❦❣✮ ❛♥❞
✜rst ♦r❞❡r ❦✐♥❡❝t✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ P❑ ✐♥ ❛♥ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

■♥ ❍❛③♥❡❞❛r✬s st✉❞② ♣❧❛s♠❛ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❛❢t❡r ❛♥ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐s✲
tr❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞✳

❆ ❣❛✈❛❣❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❧❛s♠❛ ❞r✉❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❛t❡ kin ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡ k✳ ■♥ t❤❡ ♦♥❡✲
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✬s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

C(t) =
Dkin

Vd(kin − k)
(e−kt − e−kint)

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❍❛③♥❡❞❛r ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✜t t❤❡
♦♥❡✲❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡✐r ❞❛t❛ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❛❢t❡r ❛♥ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✲
✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✹ ♠❣✴❦❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ P❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ❛❢t❡r ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ✐♥ r❛ts ✭✹ ♠❣✴❦❣✮ ❛♥❞ ✜t ❝✉r✈❡✳

kin ✭✶✴❤✮ k ✭✶✴❤✮ Vd ✭▲✴❦❣✮
✵✳✶✼✾✸ ✵✳✶✼✾✹ ✽✳✺✵✸✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ✜t t♦ ♦r❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ❞❛t❛

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡s❡ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✮ ✐♥t♦ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♠♦❞❡❧s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❆❆ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡
s✉♥✐t✐♥✐❜✳

✸✳✸ P❤❛r♠❛❝♦❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❛❢t❡r ❛❞✲

♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✉♥✐t✐♥✐❜

❚♦ t❛❦❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❆ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r✐♠❛r②
t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ♠❛❦❡ ❛ ❝❡❧❧ ❦✐❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜✉t ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥t✐✲
❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛s ❘♦❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐t ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡✲❛❣❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❬❘♦❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✉♥✐t✐♥✐❜ ✐s
♣❛rt ♦❢ ❛ ❝②t♦st❛t✐❝ t❤❡r❛♣②✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ❝②t♦t♦①✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ✭❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❡♠♦t❤❡r❛♣②✮✳

✸✳✸✳✶ P❑✲P❉ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✭❚●■✮ ♠♦❞❡❧s

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ❞r✉❣ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r ♦♥ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✱ ✇✐t❤♦✉t ❛
❝❡❧❧ ❦✐❧❧ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■





d
dt
V (t) = a0V (t)

[1+(
a0
a1

V (t))ψ ]
1

ψ

[1− CAA(t)
CAA(t)+IC50

]

V (t = 0) = V0
✭✸✳✸✮

✷✵



●♦♠♣❡rt③ ❆❆ ❚●■

{
d
dt
V (t) = a exp−βt V (t)[1− CAA(t)

CAA(t)+IC50

]

V (t = 0) = V0
✭✸✳✹✮

P♦✇❡r ▲❛✇ ❆❆ ❚●■

{
d
dt
V (t) = aV γ[1− CAA(t)

CAA(t)+IC50

]

V (t = 0) = V0
✭✸✳✺✮

❲❤❡r❡ IC50 ♣❛r❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣ t❤❛t ✐♥❤✐❜✐ts ❜② ✺✵✪ t❤❡ ♠❛①✲
✐♠❛❧ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳ ❙♠❛❧❧❡r ✐t ✐s✱ ❢❛st❡r t❤❡ t❤❡r❛♣② t❡r♠ ✐s ♥❡❛r ③❡r♦ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
t✉♠♦r st♦♣s ❣r♦✇✐♥❣✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ✐t ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❘❡♠❛r❦ t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✱ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ r❛t❡ r❡✈❡rts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r❛t❡ ❜❡❢♦r❡
tr❡❛t♠❡♥t✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛❞❞ t❤❡ ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ tr❡❛t♠❡♥t t♦ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ♥♦t ❛ ❞✐✣❝✉❧t
t❛s❦ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♥❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✭K✮✳

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❆❆





d
dt
V (t) = aV (t) log(K(t)

V (t)
)

d
dt
K(t) = bV (t)2/3 − eAACAA(t)

V (t = 0) = V0; K(t = 0) = K0

✭✸✳✻✮

❲❤❡r❡ t❤❡ eAA r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞r✉❣ ❡✣❝❛❝②✳

✸✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❆t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ tr❡❛t❡❞ t✉♠♦r✲❜❡❛r✐♥❣ ♠✐❝❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✮✿

• ❇r❡❛st❙✉❜✸✶ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s✉st❛✐♥❡❞ s✉♥✐t✐♥✐❜ t❤❡r❛♣② ✭✻✵ ♠❣✴❦❣✮ ✇❤❡♥ t✉♠♦rs r❡❛❝❤❡❞ ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✷✵✵ mm3✳

• ❇r❡❛st❙✉❜✸✷ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s❤♦rt✲t❡r♠ s✉♥✐t✐♥✐❜ t❤❡r❛♣② ✭✶✷✵ ♠❣✴❦❣ ❞✉r✐♥❣ ✼ ❞❛②s✮ st❛rt✐♥❣
t❤❡ ❞❛② ❛❢t❡r t✉♠♦r ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

❚♦ ✜t ♦✉r ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✈❡❤✐❝✉❧❡ ❣r♦✉♣ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✜①❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣
✭IC50 ❛♥❞ eAA✮✳

✷✶



▼♦❞❡❧ SSE RMSE AIC ★

❉②♥ ❈❈ ❆❆ ✶✳✼✾❬✶❪ ✶✳✸✹❬✶❪ ✶✽❬✶❪ ✶

●♦♠♣ ❆❆ ✽✳✻❬✷❪ ✷✳✾✾❬✷❪ ✺✺✳✻❬✷❪ ✶

P♦✇❡r ▲❛✇ ❆❆ ✶✶✳✽❬✸❪ ✸✳✹✸❬✸❪ ✻✸✳✷❬✸❪ ✶

❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ✶✹✳✾❬✹❪ ✸✳✽✼❬✹❪ ✻✽✳✽❬✹❪ ✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ❋✐t ♦❢ ❇r❡❛st❙✉❜✸✶

❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ P♦✇❡r ❧❛✇ ❆❆

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❆❆ ●♦♠♣❡rt③ ❆❆

❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❋✐ts t♦ ❇r❡❛st❙✉❜✸✶

✷✷



▼♦❞❡❧ SSE RMSE AIC ★

●♦♠♣ ❆❆ ✸✳✷❬✷❪ ✶✳✼✾❬✶❪ ✷✶✳✺❬✷❪ ✶

❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ✸❬✶❪ ✶✳✼✾❬✷❪ ✷✵✳✺❬✶❪ ✶

P♦✇❡r ▲❛✇ ❆❆ ✸✳✼✾❬✸❪ ✷✳✵✷❬✸❪ ✷✹❬✸❪ ✶

❉②♥ ❈❈ ❆❆ ✸✶✳✾❬✹❪ ✺✳✽✹❬✹❪ ✺✺✳✾❬✹❪ ✶

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ●♦♦❞♥❡ss ♦❢ ❋✐t ♦❢ ❇r❡❛st❙✉❜✸✷

❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ P♦✇❡r ❧❛✇ ❆❆

❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❆❆ ●♦♠♣❡rt③ ❆❆

❚❛❜❧❡ ✸✳✽✿ ❋✐ts t♦ ❇r❡❛st❙✉❜✸✷

✷✸



❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❢r♦♠ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ ❆❆ ❚●■ ❞✐❞ ♥♦t ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ❜r❡❛st ❣r♦✉♣ ❇r❡❛st❙✉❜✸✶✳ ■♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✽✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
P♦✇❡r ❧❛✇ ❆❆ ❚●■✱ ●♦♠♣❡rt③ ❆❆ ❚●■ ❛♥❞ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❆❆ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❇r❡❛t❙✉❜✸✷ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❞②♥❛♠✐❝✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❛t❡❞ ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡s❡ ❛♥❛❧②③❡s ✇❡r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ♥♦t ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❝r✐t❡r✐❛s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✸✳✺ ❛♥❞
✸✳✼✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✱ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ ❆❆ ❚●■ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡
♦❢ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡rst♦♦❞
❜❡tt❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❜♦t❤
❛♥❛❧②③❡s ❢✉r♥✐s❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣♦✐♥t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❜r✐♥❣s ✉s t♦ ♣r❡❢❡r t❤❡ ❣r❛♣❤s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ❝r✐t❡r✐❛s t♦ ♠❛❦❡ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ r❡❥❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉t t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s
t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❆❆ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r

❚♦ st✉❞② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ♠♦❞❡❧✱ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❛t❛ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣r♦✉♣✳
❆♥❞ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡r IC50 ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❇r❡❛st❙✉❜✸✶ ✐s t❤❡
♦♥❡ ✜tt❡❞ t♦ ❇r❡❛st❙✉❜✸✷ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾✮✳

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■

❚❛❜❧❡ ✸✳✾✿ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❆❆ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❇r❡❛st❙✉❜✸✶

✷✹



❇r❡❛st❙✉❜✸✶

▼♦❞❡❧ P❛r✳ ❯♥✐t ❱❛❧✉❡ ❙❊ ✭✪✮

❉②♥ ❈❈ ❆❆ e ✲ ✵✳✵✷✻ ✵✳✵✵✷✷✽

●♦♠♣ ❆❆ IC50,AA µg/mL ✶✵✳✽ ✵✳✵✵✷✵✺

P♦✇❡r ▲❛✇ ❆❆ IC50,AA µg/mL ✺✳✸✶ ✵✳✵✵✶✹✷

❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ IC50,AA µg/mL ✷✳✾✽ ✵✳✵✵✵✻✽✽

❇r❡❛st❙✉❜✸✷

❱❛❧✉❡ ❙❊ ✭✪✮

✵✳✵✶✶✹ ✶✶✳✻

✶✵✳✺ ✻✳✻✽

✵✳✾✶✾ ✵✳✷✶✼

✷✳✶✷ ✵✳✵✹✽✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵✿ ❊✣❝❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❚❤❡ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞❛t❛ ❝♦♥✜r♠s ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t✉♠♦r ①❡♥♦❣r❛❢t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❉❯✶✹✺ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡ ✭♣r♦st❛t❡ ❝❛♥❝❡r✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❞r✉❣ ✭❜❡✈❛❝✐③✉♠❛❜✮ ✐♥ ❬❘♦❝❝❤❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

✷✺



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛❞ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✿ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧ P♦✇❡r
▲❛✇ ❤❛❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ V0 ✭✸ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞❡❧✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ✉♥tr❡❛t❡❞ ❜r❡❛st t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ●♦♠♣❡rt③ V0 ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②
✐ss✉❡ ❤❛s ❛ ❜✐❣❣❡r ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♣♦✇❡r t❤❛♥ ●♦♠♣❡rt③✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❛s ✐t ♦✛❡rs
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲▲✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❤❛❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❜✐♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r
❣r♦✇t❤ ✇✐t❤♦✉t tr❡❛t♠❡♥t✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ P❑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s s✉♥✐t✐♥✐❜ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥ ♠✐❝❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧♣✐♥❣ ✉s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞r✉❣ ❡✣❝❛❝②✳ ❚❤❡ ❆❆ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧
s✉♥✐t✐♥✐❜ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞r✉❣ ❤❛s ❛ ❢❛st ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ tr❡❛t❡❞ ❛♥✐♠❛❧s✱ ✇❡ ❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡ t♦
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❆❆ tr❡❛t♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤❡ ●♦♠♣❡rt③ ❆❆ ❚●■✱ t❤❡ P♦✇❡r ❧❛✇ ❆❆ ❚●■ ❛♥❞ t❤❡
❉②♥❛♠✐❝ ❈❈ ❆❆ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ❞❡♣✐❝t t❤❡ tr❡❛t❡❞ ❝✉r✈❡s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ s✉❝❝❡❡❞❡❞
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜r❡❛st t✉♠♦r ✉♥❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■ ❛❧s♦
❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦♥ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜
❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❜r❡❛sts✉❜✸✶ ✉s✐♥❣
❜r❡❛sts✉❜✸✷ ❡✣❝❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✉♥tr❡❛t❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s st✉❞② ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❘♦❝❝❤❡tt✐ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❝❡❧❧ ❧✐♥❡✳

❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② t✉♠♦r ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t tr❡❛t♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥
st❛rt t❡st✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ t❤❡ ♠❡t❛st❛s✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✮✳

❖✉r st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✐♠❡♦♥✐ ❆❆ ❚●■✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ❛❢t❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t❡st✐♥❣ t❤❡ ❞r✉❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛
❝♦♥✜r♠❛t♦r② st✉❞②✳ ■t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛s t❤❡ ♣r❡❝❧✐♥✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛r❞ t♦
r❡❛❧✐③❡✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♥♥❡①❡s

❆✳✶ ❆♥t✐✲❆♥❣✐♦❣❡♥✐❝ t❤❡r❛♣② ✐♥ ❍❛❤♥❢❡❧❞t ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❆❆ t❤❡r❛♣② ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣✿

d

dt
K(t) = cV (t)− dV (t)

2

3K(t)− eAAC(t)K(t)

✇✐t❤ C(t) t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣ ❛♥❞ eAA t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ t❤❡ st✉❞❡❞ ❞r✉❣s ❍❛❤♥❢❡❧❞ ❛♥❞ ❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ♦♥❡✲
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❆s ❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ ❞r✉❣s ✇❡r❡ ✐♥tr❛✈❡♥♦✉s ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞✱
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦s❡ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❞r✉❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ s✉st❛✐♥❡❞ t❤❡r❛♣② ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

C(t) = D

N∑

i=1

e
−k(t−ti)
AA 1t≥ti

✇✐t❤ ❉ t❤❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t❡❞ ❞♦s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❜♦❧✉s ❛t t✐♠❡s ti ❛♥❞ k ✐ts ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❛t❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡❆✳✶✮✱ ✇❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❆❆ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✿ ❡❞♦✲
st❛t✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣✐♦st❛t✐♥ ✭❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥❤✐❜✐t♦rs✮ ❛♥❞ ❚◆P✲✹✼✵ ✭❡①♦❣❡♥♦✉s ✐♥❤✐❜✐t♦r✮✳

❚◆P✲✹✼✵ ❊♥❞♦st❛t✐♥ ❆♥❣✐♦st❛t✐♥
eAA ✭day−1conc−1✮ ✶✳✸ ✵✳✻✻ ✵✳✶✺

k ✭day−1✮ ✶✵✳✶ ✶✳✼ ✵✳✸✽

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ P❤❛r♠❛❝♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♣❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪

✷✼



❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts ✇✐t❤ x0 = 200mm
3✳ ❚❤❡ t❤❡r❛♣② ✐s ❛❞♠✐♥✐str❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❛②s ✺ t♦

✶✵ ✭✶✶ ❢♦r ❚◆P✲✹✼✵✮✳ ❊♥❞♦st❛t✐♥✿ ✷✵♠❣✴❞❛②❀ ❚◆P✲✹✼✵✿ ✸✵♠❣✴✷ ❞❛②s❀ ❆♥❣✐♦st❛t✐♥✿ ✷✵♠❣✴❞❛②✳

✷✽



❆✳✷ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ❖❉❊

r❡s♦❧✉t✐♦♥

❊✉❧❡r ✈s ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ✹ ✐♥ ✉♥tr❡❛t❡❞ ❝✉r✈❡s

❲❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❡✣❝❛❝② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ♦✉r P❉❊ s②st❡♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ❖❉❊ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛r❛❝t❤❡r✐st✐❝s ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r
t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❊✉❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✹ ♠❡t❤♦❞s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❖❉❊ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❍❛❤♥❢❡❧❞t ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✮✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❢r♦♠ ✜ts t♦ ❞❛t❛ ♦♥ ♠✐❝❡
❜❡❛r✐♥❣ ▲❡✇✐s ▲✉♥❣ ❝❛r❝✐♥♦♠❛ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷✮ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❢r♦♠ ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ❤❡♣❛t♦❝❡❧❧✉❧❛r ❝❛r❝✐♥♦♠❛ ✭❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✸✮ ❬■✇❛t❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

❚♦ ❡✈❛❧✉t❡ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

❘❡❧❛t✐✈❡ ❊rr♦r = max
|̃ui − ui|

ui

❲❤❡r❡ ũi ❛♥❞ ui ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ith ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r ◆✳

❘❡♠❛r❦✿ ■ t❛❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ✈❡r② s♠❛❧❧
h = 1.e−5 ❛s t❤❡ ✏❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✑✳

❛ ❝ ❞ θ0 α
✵✳✶✾✷ ✺✳✽✺ ✵✳✵✵✽✼✸ ✻✷✺ ✷✴✸
❞❛②−1 ❞❛②−1 ❞❛②−1♠♠−2 ♠♠3

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♠❡t❛st❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♠✐❝❡✳ P❛r❛♠❡t❡rs a✱ c ❛♥❞ d ✇❡r❡
✜tt❡❞ ♦♥ ♠✐❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳

❛ ❝ ❞ θ0 α
✵✳✵✵✹✷ ✶ 5.7251.10−4 ✷✻✸✵✳✶✹ ✷✴✸
❞❛②−1 ❞❛②−1 ❞❛②−1♠♠−2 ♠♠3

❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ♠❡t❛st❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❤✉♠❛♥✳ a ❛♥❞ α ❛r❡ ❢r♦♠
❬■✇❛t❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

❙t✉❞② ✇✐t❤ ♠✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭h = 0.1✮

❚ ❂ ✸✵ ❚ ❂ ✶✵✵
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✶✶✻s ✵✳✵✸✵✸s
❘✳ ❊✳ ❊✉❧❡✉r V ✵✳✵✾✶✸ ✵✳✵✾✶✸
❘✳ ❊✳ ❊✉❧❡r K ✵✳✵✻✸✷ ✵✳✵✻✸✷

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑ ✵✳✵✷✼✺s ✵✳✵✾✷✵s
❘✳ ❊✳ ❘❑ V 1.0081.10−6 1.0081.10−6

❘✳ ❊✳ ❘❑ K 4.7602.10−7 4.7602.10−7

❲❡ s❡❡ t❤❛t ❛t T = 30 t❤❡ t✉♠♦r s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡ s✐③❡ ❧✐♠✐t b = ( c
d
)
3

2

❜✉t ✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ T = 100✳

✷✾



❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❚✉♠♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s T = 30 ❛♥❞ T = 100✳

❙t✉❞② ✇✐t❤ ♠✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✭T = 70✮

❤❂✵✳✶ ❤❂✵✳✵✺ ❤❂✵✳✵✶ ❤❂✵✳✵✵✶
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✷✶✾s ✵✳✵✸✻✹s ✵✳✶✹✺✶s ✶✳✹✵✾✸s
❘✳ ❊✳ ❊✉❧❡✉r V ✵✳✵✾✶✸ ✵✳✵✹✼✶ ✵✳✵✵✾✼ 9.7128.10−4

❘✳ ❊✳ ❊✉❧❡r K ✵✳✵✻✸✷ ✵✳✵✸✷✸ ✵✳✵✵✻✻ 6.6196.10−4

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑ ✵✳✵✻✸✽s ✵✳✶✷✹✼s ✵✳✻✷✼✶s ✻✳✷✷✹✶s
❘✳ ❊✳ ❘❑ V 1.0081.10−06 6.5549.10−08 1.0825.10−10 2.6058.10−14

❘✳ ❊✳ ❘❑ K 4.7602.10−7 3.0827.10−08 5.0730.10−11 1.8104.10−14

❙t✉❞② ✇✐t❤ ❤✉♠❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭h = 0.1✮

❚❂✶✵✵ ❚❂✶✵✵✵
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✸✵✻s ✵✳✷✵✺✸s
❘✳ ❊✳ ❊✉❧❡✉r V ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✵✵✸✺
❘✳ ❊✳ ❊✉❧❡r K 2.9217.10−4 0.0019

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑ ✵✳✵✾✽✷s ✵✳✽✻✻✸s
❘✳ ❊✳ ❘❑ V 7.7771.10−13 7.7771.10−13

❘✳ ❊✳ ❘❑ K 9.5699.10−14 6.4977.10−13

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ✈❛s❝✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s T = 100 ❛♥❞ T = 1000

✸✵



❙t✉❞② ✇✐t❤ ❤✉♠❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✭T = 100✮

❤❂✵✳✶ ❤❂✵✳✵✶ ❤❂✵✳✵✵✶
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✸✵✻s ✵✳✷✵✾✺s ✶✳✾✾✸✶s
❘✳❊✳ ❊✉❧❡✉r ❱ ✵✳✵✵✷✺ 2.5156.10−4 2.5162.10−5

❘✳❊✳ ❊✉❧❡r ❑ 2.9217.10−4 2.9292.10−5 2.9300.10−6

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑✳ ✵✳✵✾✽✷s ✵✳✽✼✸✻s ✽✳✽✼✸✷s
❘✳❊✳ ❘❑ ❱ 7.7771.10−13 5.3125.10−14 6.4462.10−14

❘✳❊✳ ❘❑ ❑ 9.5699.10−14 6.7254.10−14 9.1676.10−14

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋r♦♠ t❤❡ st✉❞② ✇✐t❤ ♠✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✇❤❡r❡ T = 70 ✭s❡❡ ❆✳✷✮✱ t❤❡ ❜❡st
t✐♠❡ st❡♣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❖❉❊ ✐♥ ❛♥ ✉♥tr❡❛t❡❞ ♠✐❝❡ ✐s h = 0.1 ❢♦r
t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ h = 0.01 ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❘❡❧❛t✐✈❡ ❊rr♦r ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✪✳

❊✉❧❡r ✈s ❘✉♥❣❡ ❑✉tt❛ ✹ ✐♥ tr❡❛t❡❞ ❝✉r✈❡s

❙t✉❞② ✇✐t❤ ♠✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✭T = 15)

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t ✉s❡ h = 0.1 t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❖❉❊ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s♠♦♦t❤✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛
❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜♥❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ ✷✺✪ t♦ t❤❡ ❆♥❣✐♦❣❡♥✐❝
❝❛♣❛❝✐t②✳

❊♥❞♦st❛t✐♥

❤❂✵✳✵✺ ❤❂✵✳✵✶ ❤❂✵✳✵✵✺ ❤❂✵✳✵✵✶
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✶✺✸s ✵✳✵✹✹✾s ✵✳✵✾✽✷s ✵✳✹✻✸✾s
❘✳❊✳ ❊✉❧❡✉r ❱ ✵✳✵✽✽✷ ✵✳✵✶✻✷ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✵✶✻
❘✳❊✳ ❊✉❧❡r ❑ ✵✳✹✼✸✵ ✵✳✵✽✺✷ ✵✳✵✹✷✶ ✵✳✵✵✽✷

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑ ✵✳✵✸✵✻s ✵✳✶✻✹✾s ✵✳✷✾✻✵s ✶✳✹✻✼✾s
❘✳❊✳ ❘❦ ❱ ✵✳✵✶✻✸ ✵✳✵✵✸✶ ✵✳✵✵✶✺ ✷✳✽✷✹✵✳10−04

❘✳❊✳ ❘❦ ❑ ✵✳✶✷✶✷ ✵✳✵✷✹✷ ✵✳✵✶✷✵ ✵✳✵✵✷✷

❚◆P ✹✼✵

❤❂✵✳✵✺ ❤❂✵✳✵✶ ❤❂✵✳✵✵✺ ❤❂✵✳✵✵✶
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✶✻✼s ✵✳✵✺✹✶s ✵✳✵✾✾✺s ✵✳✹✺✽✾s
❘✳❊✳ ❊✉❧❡✉r ❱ ✵✳✶✷✻✼ ✵✳✵✹✵✸ ✵✳✵✶✾✻ ✵✳✵✵✸✽
❘✳❊✳ ❊✉❧❡r ❑ ✹✳✾✻✸✸ ✵✳✸✶✼✹ ✵✳✶✺✻✻ ✵✳✵✸✵✻

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑ ✵✳✵✹✼✹s ✵✳✷✵✼✺s ✵✳✹✶✶✻s ✷✳✵✹✺✽
❘✳❊✳ ❘❦ ❱ ✵✳✵✸✻✸ ✵✳✵✵✺✾ ✵✳✵✵✷✾ ✺✳✷✽✵✺✳10−04

❘✳❊✳ ❘❦ ❑ ✵✳✸✸✷✽ ✵✳✵✻✻✺ ✵✳✵✸✷✾ ✵✳✵✵✸✽

✸✶



❆♥❣✐♦st❛t✐♥

❤❂✵✳✵✺ ❤❂✵✳✵✶
❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❊✉❧❡r ✵✳✵✶✹✼s ✵✳✵✹✵✺s

❘✳❊✳ ❊✉❧❡✉r ❱ ✵✳✵✷✺✹ ✵✳✵✵✺✵
❘✳❊✳ ❊✉❧❡r ❑ ✵✳✵✻✸✾ ✵✳✵✶✷✷

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❘✳❑ ✵✳✵✸✽✺s ✵✳✶✺✸✷s
❘✳❊✳ ❘❦ ❱ ✵✳✵✵✺✹ ✵✳✵✵✶✶
❘✳❊✳ ❘❦ ❑ ✵✳✵✷✾✷ ✵✳✵✵✺✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡ ❢❛st❡st ♠❡t❤♦❞ ✭✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ h✮ ✐s tr❡❛t♠❡♥t✲❞❡♣❡♥❞❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ✇✐t❤ h = 0.005✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❇❡♥③❡❦r②✱ ✷✵✶✶❪ ❇❡♥③❡❦r②✱ ❙✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❛♥t✐✲❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ t❤❡r❛♣② ✐♥ ♠❡t❛st❛t✐❝ ❝❛♥❝❡rs✳ ❊❙❆■▼✿ ▼✷❆◆✱ ✹✻✭✷✮✿✷✵✼✕✷✸✼✳

❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❛❪ ❇❡♥③❡❦r②✱ ❙✳✱ ❊❜♦s✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❍❛❤♥❢❡❧❞t✱ P✳ ✭✷✵✶✹❛✮✳ ▼❡t❛st❛t✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ s②st❡♠✐❝ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s ✲ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❞♦r♠❛♥❝② ❛♥❞ s✉r❣❡r②✳

❬❇❡♥③❡❦r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❜❪ ❇❡♥③❡❦r②✱ ❙✳✱ ▲❛♠♦♥t✱ ❈✳✱ ❇❡❤❡s❤t✐✱ ❆✳✱ ❚r❛❝③✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❊❜♦s✱ ❏✳
✭✷✵✶✹❜✮✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❚✉♠♦r ●r♦✇t❤✳ P▲♦❙ ❈♦♠♣✉t ❇✐♦❧✳

❬❊❜♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❊❜♦s✱ ❏✳ ▼✳ ▲✳✱ ▲❡❡✱ ❈✳ ❘✳✱ ❈r✉③✲▼✉♥♦③✱ ❲✳✱ ❇❥❛r♥❛s♦♥✱ ●✳ ❆✳✱ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱
❏✳ ●✳✱ ❛♥❞ ❑❡r❜❡❧✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♠❡t❛st❛s✐s ❛❢t❡r s❤♦rt✲t❡r♠ tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤ ❛
♣♦t❡♥t ✐♥❤✐❜✐t♦r ♦❢ t✉♠♦r ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✳ ❈❛♥❝❡r ❈❡❧❧✱ ✶✺✭✸✮✿✷✸✷✕✷✸✾✳

❬❊❜♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ❊❜♦s✱ ❏✳ ▼✳ ▲✳✱ ▼❛str✐✱ ▼✳✱ ▲❡❡✱ ❈✳ ❘✳✱ ❚r❛❝③✱ ❆✳✱ ❍✉❞s♦♥✱ ❏✳ ▼✳✱ ❆tt✇♦♦❞✱
❑✳✱ ❈r✉③✱ ❲✳ ❘✳✱ ❏❡❞❡s③❦♦✱ ❈✳✱ ❇✉r♥s✱ P✳✱ ❛♥❞ ❑❡r❜❡❧✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆❡♦❛❞❥✉✈❛♥t ❛♥t✐❛♥❣✐♦✲
❣❡♥✐❝ t❤❡r❛♣② r❡✈❡❛❧s ❝♦♥tr❛sts ✐♥ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♠❡t❛st❛t✐❝ ❡✣❝❛❝②✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞✳

❬❋♦❧❦♠❛♥✱ ✶✾✼✶❪ ❋♦❧❦♠❛♥✱ ❏✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❚✉♠♦r ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s✿ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆✳ ❊♥❣❧✳
❏✳ ▼❡❞✳✱ ✷✽✺✿✶✶✽✷✕✶✶✽✻✳

❬●✉♥❛r❛t♥❛✱ ✷✵✵✶❪ ●✉♥❛r❛t♥❛ ✭✷✵✵✶✮✳ ❉r✉❣ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ P❤❛r♠❛❝♦❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ❉r✉❣ ❉✐s✲
❝♦✈❡r②✿ ❆ Pr✐♠❡r ❋♦r ❇✐♦❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐sts✱ P❛rt ■■✳ ❈✉rr❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥s✱ ✶✾✭✸✮✿✽✼✕✾✷✳

❬●✉♣t❛ ❛♥❞ ▼❛ss❛❣✉é✱ ✷✵✵✻❪ ●✉♣t❛✱ ●✳ P✳ ❛♥❞ ▼❛ss❛❣✉é✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈❛♥❝❡r ♠❡t❛st❛s✐s✿ ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈❡❧❧✱ ✶✷✼✭✹✮✿✻✼✾✕✻✾✺✳

❬❍❛❤♥❢❡❧❞t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❍❛❤♥❢❡❧❞t✱ P✳✱ P❛♥✐❣r❛♣❤②✱ ❉✳✱ ❋♦❧❦♠❛♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❍❧❛t❦②✱ ▲✳ ✭✶✾✾✾✮✳
❚✉♠♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✉♥❞❡r ❛♥❣✐♦❣❡♥✐❝ s✐❣♥❛❧✐♥❣✿ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t✉♠♦r ❣r♦✇t❤✱ tr❡❛t✲
♠❡♥t✱ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ♣♦st✈❛s❝✉❧❛r ❞♦r♠❛♥❝②✳ ❈❛♥❝❡r ❘❡s✱ ✺✾✭✶✾✮✿✹✼✼✵✕✹✼✼✺✳

❬❍❛③♥❡❞❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❍❛③♥❡❞❛r✱ ❏✳ ❖✳✱ P❛t②♥❛✱ ❙✳✱ ❇❡❧❧♦✱ ❈✳ ▲✳✱ P❡♥❣✱ ●✳ ❲✳✱ ❙♣❡❡❞✱ ❲✳✱ ❨✉✱
❳✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ◗✳✱ ❙✉❦❜✉♥t❤❡r♥❣✱ ❏✳✱ ❙✇❡❡♥②✱ ❉✳ ❏✳✱ ❆♥t♦♥✐❛♥✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❲✉✱ ❊✳ ❨✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙✐♥❣❧❡✲
❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡✲❞♦s❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s✉♥✐t✐♥✐❜ ♠❛❧❛t❡✱ ❛ ♠✉❧t✐t❛r❣❡t❡❞ r❡❝❡♣t♦r t②r♦s✐♥❡
❦✐♥❛s❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r✿ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣❧❛s♠❛ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ♥♦♥✲❝❧✐♥✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ❈❛♥❝❡r ❈❤❡♠♦t❤❡r

P❤❛r♠❛❝♦❧✱ ✻✹✭✹✮✿✻✾✶✕✼✵✻✳

❬■✇❛t❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ■✇❛t❛✱ ❑✳✱ ❑❛✇❛s❛❦✐✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❤✐❣❡s❛❞❛✱ ◆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡t❛st❛t✐❝ t✉♠♦rs✳ ❏ ❚❤❡♦r ❇✐♦❧✱ ✷✵✸✭✷✮✿✶✼✼✕✶✽✻✳

❬❖✬❘❡✐❧❧② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❖✬❘❡✐❧❧②✱ ▼✳ ❙✳✱ ❍♦❧♠❣r❡♥✱ ▲✳✱ ❙❤✐♥❣✱ ❨✳✱ ❈❤❡♥✱ ❈✳✱ ❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ❘✳ ❆✳✱
▼♦s❡s✱ ▼✳✱ ▲❛♥❡✱ ❲✳ ❙✳✱ ❈❛♦✱ ❨✳✱ ❙❛❣❡✱ ❊✳ ❍✳✱ ❛♥❞ ❋♦❧❦♠❛♥✱ ❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆♥❣✐♦st❛t✐♥✿ ❛
♥♦✈❡❧ ❛♥❣✐♦❣❡♥❡s✐s ✐♥❤✐❜✐t♦r t❤❛t ♠❡❞✐❛t❡s t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛st❛s❡s ❜② ❛ ▲❡✇✐s ❧✉♥❣
❝❛r❝✐♥♦♠❛✳ ❈❡❧❧✱ ✼✾✭✷✮✿✸✶✺✕✷✽✳
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