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Résumé : On définit des carreaux dits de Bézier-Serendip complétement symétriques pour les
géométries quadrilatérales et hexaédriques. On montre comment les construire en travaillant direc-
tement sur une écriture dans la base des polynémes de Bernstein. On donne ainsi ’expression de
leurs polyndmes de base dans le monde Bézier. On indique que dés le degré 5, le probléme de sy-
métrie rencontré dans les éléments finis Serendip classiques se retrouve ici. On montre alors qu’en
ajoutant judicieusement des points de controle supplémentaires, on peut retrouver une solution
symétrique.
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Bézier-Serendipity patches of arbitrary degree

Abstract: We define Bézier-Serendipity patches for quads and hexes with full symmetry
properties. We give a way of constructing those patches by considering the Bézier setting.
We show that, since the degree 5, the lack of symmetry for the Serendipity Lagrange finite
elements remains a point for our patches and we show that after adding an adequate number
of additional control points, we can achieve this symmetry.

Key-words: Bézier-Serendipity Patch. Quadrilateral. Hexahedron. Bézier. High order ele-
ment.
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1 Introduction

On indique comment construire des carreaux quadrilatéraux et hexaédriques, dits Bézier-
Serendip, complétement symétriques et on donne I’expression de leurs fonctions de base dans
le formalisme Bézier. Dans [7], on trouve plusieurs fagons pour construire des éléments finis
Serendip qui nous ont inspiré pour "inventer" les carreaux discutés dans ce papier. On a vu
que I'une des méthodes se base sur des développements de Taylor, qu’une autre consiste a
utiliser analogie entre les éléments formulés dans le monde de Lagrange (nceuds et fonctions
de forme) et dans le monde de Bézier (points de contrdle et polynémes de Bernstein) puis &
utiliser cette relation pour répartir des fonctions de base classiques de I'élément complet et
obtenir ainsi les fonctions de I’élément réduit. Une autre, enfin, repose sur la définition a priori
de 'espace polynomial cherché (en donnant ses monomes) puis a poser la forme générique des
fonctions de base afin de les obtenir via un systéme. C’est cette derniére approche que nous
allons suivre ici pour construire, non pas des éléments finis, mais des carreaux en raisonnant
directement dans le monde des courbes et surfaces de Bézier, autrement dit, sans recourir a
des développements de Taylor et en ne considérant que les points de controle des carreaux
(i.e., sans utiliser leurs nceuds). On notera, au passage, que de ces carreaux, peuvent se
déduire les éléments finis Serendip.

Par ailleurs, on indique comment valider géométriquement un carreau courbe d’un maillage
donné dont les éléments sont ces carreaux définis de cette nouvelle fagon. Cette validation
se fait en raisonnant sur 1’écriture des carreaux dans le formalisme Bézier (polynome de
Bernstein et points de controle) en remontant & la forme compléte équivalente.
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4 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

2 Définitions relatives a la Serendipité

Pour définir puis construire les carreaux Bézier-Serendip, on s’inspire de la définition de
ce que sont les éléments finis Serendip. Les éléments Serendip de bas degré sont bien connus,
ceux de degré plus élevé sont moins connus et présentent quelques difficultés quant & leur
symeétrie, voir [2], pour le degré 2, et [I] ou [4] pour tous les degrés.

Comme définition, nous choisissons de retenir 'approche qui se base sur la définition a
priori de ’espace polynomial réduit. Par exemple, au degré 2, on impose la présence des
mondmes de P? puis on les enrichit par les deux monomes u?v et uv?, ce qui correspond au
schéma, :

enrichi de

u?v uv?
et cette derniére définition est valable pour tous les degrés, cf. [I] ot on montre quelle est la
dimension de ’espace et quels sont les nceuds de ’élément de référence tels que I’espace ainsi
engendré ait les bonnes propriétés.

La base de notre idée consiste simplement & transposer cette contrainte pour définir puis
construire les carreaux, naturellement dénommés Bézier-Serendip. En effet, comme les bases
de Lagrange et de Bézier sont équivalentes, on va travailler directement sur les polynémes de
base en Bézier (Bernstein) en leur imposant d’engendrer comme espace polynomial 1’espace
indiqué ci-dessus. Plus généralement, au degré n, on imposera P™ enrichi de u"v et de uv™.

Nous avons observé, pour des degrés élevés, par exemple au degré 5, que le nombre
de nceuds internes est de 3 et que, par suite, ces noeuds ne peuvent pas former un motif
géométrique symétrique vis-a-vis des arétes. Cette non-symétrie a pour conséquence que la
numeérotation locale d’un élément courant d’un maillage influe sur I'expression des fonctions
de forme, ce qui semble indésirable pour un élément de Lagrange, a tout le moins en trois
dimensions. Comme le méme phénomeéne reste présent pour nos carreaux, nous allons devoir
trouver une solution.

Pour conclure sur cette notion de compléte symétrie, on note comme conséquence qu’il
suffit de trouver uniquement quelques fonctions de base (les fonctions type) pour les avoir
toutes (2 pour le carreau quadrilatéral et hexaédrique de degré 2, 2 encore pour ces mémes
carreaux au degré 3, 3 pour le carreau quadrilatéral de degré 4, etc.).

3 Construction du carreau Bézier-Serendip de degré 2

On utilise la notation & deux indices telle que montrée sur le schéma suivant :

02 12 22 4 7 3
01 11 21 8 6
00 10 20 1 5 2

3.1 Caractérisation de ’espace polynomial

On impose la présence des monomes de 'espace de Serendipité puis on définit la forme
générique des fonctions de base, ce qui permet de construire un systéme liant les coefficients
de répartition (des fonctions complétes sur les fonctions réduites) cherchés.

Inria



Carreaux Bézier-Serendip 5

L’espace de Serendipité. Les mondmes de cet espace sont représentés dans le schéma

ot 'on retrouve I'espace P? enrichi par les monémes u?v et uv?. Dans la suite, c’est cet
espace que nous allons chercher.

Ecriture Bézier pour un carreau complet. Ce carreau classique se formule simplement
comme
_ 2 2 .
o(u,v) = g g B; (u)B5 (v)Pij
i=0,2 j=0,2

avec la base des polynémes de Bernstein et les neuf points de contréle du carreau considéré.

Ecriture pour un carreau réduit. Les fonctions de base d’un carreau réduit, notées

Bi;(u,v), s’obtiennent comme combinaisons linéaires des fonctions complétes. On les cherche
donc sous la forme

Bj;(u,v) = Bf (u)B}(v) + Y Bl B (w) B (v),
kleC

ou C est ’ensemble des indices des fonctions "centrales" que l'on répartit sur la fonction
réduite d’indice ij via les coeflicients ﬂfjl. Ainsi, le carreau réduit s’écrira :

o(u,v) = ZBz{j(u,v)PM ,
ij
ou les indices 75 sont ceux des huit points de contréle du bord du carreau.

Caractérisation des fonctions via un systéme. Par symeétrie, il suffit d’examiner les
deux fonctions type qui correspondent aux indices 00 et 10. Toujours par symétrie, on a :

Bp(u,v) = Bj(u) B (v) + aB (u) B (v),

Bio(u,v) = B (u) Bj (v) + BB (u) B} (v)

et des relations identiques pour les autres fonctions réduites Il n’y a donc que deux valeurs
possibles pour les coefficients de répartition.

La définition de I'espace réduit implique en premier la présence de u2v. Comme on a :

o= utolt - v o) = B {5B20) + B} = 3B30BR0) + BB

1 1
= 5 Bha(u,0) + Bia(u,v) = SBBHW)B3(0) — aB} (W) B (v)

imposer que u2v soit obtenu par combinaison linéaire des Bl(j (u,v) implique que la contribu-
tion sur B?(u)B?(v) soit nulle, ce qui donne une premiére équation :

1
Supposons que u?v existe, alors, par symétrie, u?(1 — v) existe et, par suite, u? existe aussi
dans I’espace réduit. Pour couvrir P2, il reste & imposer uv, puis u, puis la constante. Comme
on a :

wv = (3B () + B3(w)) x (3B3(0) + B3(w))

RR n° 8624



6 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

et que la contribution de B?(u)B3(v) vaut
1 1 1 1
i L
on obtient une seconde équation :
1
(E2) a+p= 1

Supposons, comme ci-dessus, que uv existe, alors, par symétrie, u(1 — v) existe et, par suite,
u existe aussi dans ’espace réduit. Comme u existe, 1 — u existe et la constante est trouvée.

Par suite, en imposant simplement u?v et uv dans le monde Bézier, on a défini complé-
tement et rapidement les paramétres permettant de construire les fonctions de formes de
I’espace réduit.

Le systéme a résoudre est rappelé, a savoir :

(E1) 3B+a=0
(E2) a+p=1

et la solution est

Expression des fonctions réduites en Bézier. On repart de I’expression générique :
By (u,v) = Bg (u) B (v) + aBf (u) B (v),
Bio(u,v) = B} (u) B (v) + BB (u) B (v)

et on porte la valeur des coefficients de répartition. Donc :

Bio(u,v) = B(u)B3(v) — 1 BY(w)BR(v),

Blo(u,v) = BYW)B3(0) + 5 BY(w) BR(v),

soit simplement :
Bgo(u,v) = (1 = u)(1 = v) {(1 —u)(1 —v) —uv} = (1 —u)(l = v)(1 —u—v)
2(u)BY(v) + By W) BA(v) - BAw B (),
Blo(u,v) = 2u(1 — u)(1 — v)? + 2uv(1l — u)(1 —v) = 2u(l — u)(1 —v) = B¥(u)B§(v),

et expression en Bernstein a un caractére générique (comme on le vérifiera pour les autres
degrés), soit

1|1 | Bgo(u,v) = By (u)By(v) + B (u) B3 (v) — Bg (u) By (v)
2 || 5| Bio(u,v) = B} (u)B;(v)

Fonctions de base type du carreau de degré 2 a 8 points de controle.

Construire un carreau complet équivalent. De la forme des fonctions réduites, on
déduit que si ’on invente le point de controéle

1 1
Pllzfzuzp’ij‘}'i”z Py,
ijES ijEA

ou S dénote ’ensemble des indices relatifs a un sommet tandis que A correspond aux indices
des points de controle des arétes, alors on a :

o(uv) =Y Biwv)Py= 3 3 BwBXv)P;,
ij i=0,2 j=0,2

pour ij, & gauche, les indices autres que 11. Autrement dit, on a construit un carreau complet
équivalent au carreau réduit considéré.

Inria
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3.2 Application a la construction du quadrilatére Serendip & 8 nceuds

A titre d’application et pour poursuivre, on va trouver explicitement les fonctions de
forme de I’élément fini réduit associé a ce carreau Bézier-Serendip. On écrit :

O'(’LL, U) = Z Bz{j(Uﬂ’U)Pij )
igeF
ou F désigne les indices des points de controle de la frontiére, soit F = S|J.A, donc tous les

indices sauf I'indice "central" (i = j =1).

Expression des fonctions de forme en Lagrange. Par analogie avec les éléments com-
plets qui s’écrivent indifféremment dans le monde Bézier (polyndémes de Bernstein et points
de controdle) et dans le monde de Lagrange (fonctions de forme et nceuds), on va partir du
carreau Bézier-Serendip pour trouver son élément fini réduit associé. Trouver les fonctions de
forme se fait alors en exprimant les F;; en fonction des A;; ce qui va permettre de regrouper
les polynoémes réduits donc leurs expressions en fonction des polyndémes de Bernstein. Par
exemple, pour avoir goo(u,v), on traque Agg qui se cache dans Pyg, Pip et Pp; et on utilise
les relations comme Pjg = W pour trouver la solution. Il vient :

via Poo : B (u, v) = B3 (u)Bj(v) + By (u)Bj(v) — By (u) By (v) ,
. 1 1
via Py : —§B10(u,v) = —iBf(u)Bé(v),

. 1 1
via Py : —§Bél(u,v) = —iBé(u)Bf(v),
soit :
1 1
qoo(u, v) = BG (u) By (v) + B (w) B (v) = By (u) By (v) — 5 BY (u) By (v) — 5 B () Bi (v)
= (1-uw?1-v)+(1-u)(1-v)2—10-u)(1—-v)—u(l—-u)(l-v)—(1—uvl-02)
— (A —wd - {(l—w)+1—v)—1—u—uv},
=1-uw(l—-v)(1-2u—2v),

qui est I’expression connue. Pour trouver gio(u,v), c’est immédiat, on a directement :

via Py : 2 Byo(u,v) = 2 B?(u)Bj(v),

soit :
qio(u,v) = 4u(l —u)(1 —v),

comme attendu.

Validation d’un quadrilatére courant d’un maillage donné. Dans le carreau réduit

O’(U,U) - Z Bz{j(uvv)Pij
j

on remplace les B’ en fonction des B2. Soit

o(u,v) = Z B} (u) B (v) Pij+(aPoo+BPro+aPy+B8Pa+0Py+BPia+aPy+BPo ) Bf (u) B (v)
ijEF

et il suffit de poser (voir ci-dessus) :
Pry = aPoo + fPio + aPao + BPo1 + aPay + P12 + aFPo2 + P,

pour retrouver le carreau complet, ainsi inventé, a savoir :
= BZ(u)B?(v)Py;
o(u,v) = 7 (u) j(“) ij -
i=0,2 j=0,2

RR n° 8624



8 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

L’analyse de la validité géométrique d’un carreau complet, cf. [5], se fait en regardant sa
forme de Bézier, en effet

o(u,v) =Y Y B} u)B:(v)Py,
i=0,2 §=0,2

avec P;; les points de controle de ’élément complet équivalent (les P;; du bord sont ceux de
Pélément réduit considéré tandis que Ppq est construit via la formule donnée ci-dessus).

En définissant le point A1y comme o(u,v) pour (u,v) = (3, 3), on vérifie que la relation
liant ce point aux nocuds du bord est la méme que celle reliant P;; aux points de controle
du bord.

A partir des points de controle du bord, on détermine les points de contréle du bord puis
on invente Pj1, ce qui permet la validation géométrique (jacobien positif) en se basant sur la
Relation (2)) donnée plus bas.

4 Construction du carreau Bézier-Serendip de degré 3

On utilise la notation & deux indices telle que montrée sur le schéma suivant :

03 13 23 33 4 10 9 3
02 12 22 32 11 8
01 11 21 31 12 7
00 10 20 30 1 5 6 2

4.1 Caractérisation de I’espace polynomial

L’espace de Serendipité. Les mondmes de cet espace sont représentés dans le schéma

u uv v

wdv w?
ot l'on retrouve 'espace P3 enrichi par les mondmes u3v et wv3. Dans la suite, c’est cet
espace que nous allons chercher.

Caractérisation des fonctions de base via un systéme. On reprend la forme générique
des fonctions cherchées, a savoir

Bj;(u,v) = B} (u)B}(v) + > BYBi(u)B} (v),
kleC
avec C = {11,21,12,22}.

On suit la méme méthode que pour le quadrilatére de degré 2. Par symeétrie, il suffit
d’examiner les deux fonctions type qui correspondent aux indices 00 et 10. On pose a priori :

Byo(u, v) = By (u) Bg (v)+aoo BY (u) B (v)+ o0 B3 (w) BY (v) +00 BY (u) B (v)+000 B3 (u) B (v) ,
Bio(u,v) = By (u) B (v)+a10B7 (u) BY (v)+ 61083 (u) BY (v)+710 By () B3 (v) +010 B3 (u) B3 (v) ,

et des relations identiques pour les autres fonctions réduites (on a noté agy = B33, ..., pour
simplifier les notations). Par symétrie ces coefficients de répartition, les «qp, ..., prennent
leurs valeurs dans un ensemble de 7 paramétres qui correspondent au schéma qui suit (lire
ai comme a;) :

Inria



Carreaux Bézier-Serendip 9

a4 ab ab a7 a7 a6 ab a4 al a2 a3 ad a4 a3 a2
a3 a6 a6 a3 a2 [12] ab ab [22]
a2 [11] ab ab [21] a2 a3 a6 a6

al a2 a3 a4 a4 a3 a2 al ad ab a6 a7 a7 ab ab

L’espace cherché doit contenir P2, u?v et uv®. On impose en premier u3v. On a :

o = wo(l— v 4 v)? = Bi(u) {§3%<v> + 283 + B§:<v>} ,

1 2
= 3B3(w) B (v) + 3 B5(u) B3 (v) + B3 (u) B3 (v)
et, en B3 (u)B;(v), il vient :
1 2 1 0
—-Q3] — SOy — 33 = —=a5 — =g — A7 =
381 — g2 — Ay 305 — 306 = a7 ;

donc une premiére équation :
(E1) a5+ 2as+3a7=0.

Les contributions aux indices 21,12 et 22 donnent les trois équations qui suivent :
(E2) ag+2a3+3a4=0,
(E3) 3a4+2a5+as=0,

(E4) 3a1 + 2as + a3 =0.

L’existence de u®v impliquant celle de u3(1 — v) donne celle de u3. On impose maintenant
2
u?v. On a :

wv=u}1—u+uo(l —v+0v)? = {1 —u)+u*} {v(l —v)®+20*(1 —v) + %},

= {380+ B0 | {3810 + 38800+ B |
1 1 2 2
"9 3 9 3

expression dans laquelle on remplace les Bernstein en fonction des B’ en exprimant les coef-
ficients des fonctions centrales, soit :

B3 (u) BY (v)+5 B3 (u) B (v)+ 5 B3 (u) B3 (v)+ Bé”(U)Bg(v)+%B§(U)B§’(v)+B§’(U)B§’(v),

1 2 1
en B (u) B3 (v) : —305 ~ 306~ 306~ a7,

1 1 2 1
ent(“)B?(U) : 9 §a2 - §a3 - gas — a4,
1 2 1
en B (u)B3(v) : —306 ~ 505~ 303~ a4,
1 2 2 1
en B3 (u) B3 (v) : —§a3 — gag + g g(lg —a,

donc un jeu de quatre équations :
(E5) a5+ 3as+3a7 =0,

(E6) 3as+6as+9a4 +3a5 =1,
(E7) as+3a4+2a5+as=0,
(ES) 9a1 + 9as + 3az = 2.

RR n° 8624
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10 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

L’existence de u?v impliquant celle de u?(1 — v) donne celle de u?. A ce stade, on a u?, (1 —
u)3,u?, (1—u)? qui forment une base donc on a aussi 1, u, u?, u3. De plus comme u?v implique
(1 —u)?v = v — 2uv + u?v, uv tombe aussi.

Le systéme précédent est rappelé ici, soit :

1) as + 2a¢ + 3a7 =0
2) as + 2a3 + 3a4 =0
3) 3a4+2a5+a6:0
4) 3a1 + 2a2 + a3 =0
5) as + 3ag +3a7 =0
6) 3as +6asz+ 9aq4 +3a5 =1
7) az + 3a4 + 2a5 +ag =0
8) 9a1 + 9a2 + 3(13 =2

Ce systéme admet une solution qui est représentée sur le diagramme suivant :

ad a5 a6 a7 -2/9 1/3 0 -1/9
a3 a6 0 0

a2 [11] ab ) 2/3 [11] 1/3
al a2 a3 a4 -4/9 2/3 0 -2/9

Expression des fonctions réduites en Bézier. On repart de 'expression générique :
By (u,v) = By (u) Bg (v)+aoo BY (w) BY (v)+Bo0 B3 (u) BY (v)+00 B () B3 (v) +800 B3 (u) B (v) ,

Bio(u,v) = BY(u) B (v)+a10B7 (w) BY (v)+B10 B3 (u) BT (v)+710 B (u) B3 (v) +610 B3 (u) B3 (v) ,

et on porte la valeur des coefficients de répartition. Donc :

Bio(u ) = BYw)BY(v) — 3 B BY(w) — & BYw) B (w) — - BYw)B3(0) — s B(w)BYv)
Bio(u,v) = BYw)BY(w) + 5 B BY(w) + 3 B () B3(0),

soit simplement :

Blo(u,v) = (1—u)(1-v) {(1 — u)*(1 — v)? — duv(1 — u)(1 — v) — 2u*v(1 — v) — 2u(l — u)v® — uv?}

et I’expression en Bernstein a un caractére générique, soit

L[ 1| Bgo(u,v) = B (u)By(v) + B (u)Bi (v) — Bg (u) By (v)
2 || 5| Bio(u,v) = B (w)By(v)

Fonctions de base type du carreau de degré 3 a 12 points de controle.

Construire un carreau complet équivalent. De la forme des fonctions réduites, on
déduit que si 'on invente les quatre points de controle

4 2 1 2 2 1 2 1
11 gl00 — g0~ ghss 903+3 10+3 13+301+331,
et, par analogie :
2 4 2 1 2 1 1 2
Poi = — 2Py — —Papn — = Paq — P, jl ) _p _P P
21 900 930 933 903+320+323+301+331»
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Carreaux Bézier-Serendip 11

2 1 2 4 1 2 2 1
Py = —§Po0 - §P30 - §P33 — §Po3 + §P10 + §P13 + §Po2 + §P327
1 2 4 2 1 2 1 2
Pas = —~Poy— ~ Py — ~Pyy — = “ P+ Py + = Poa + =P
22 gto0 ~ gfso =gl =g 03+3 20+3 23+3 02-1'3 32,

alors on a :

o) = Y Bylwo)Py = 3 Y BBl )P,

i=0,3 j=0,3

pour ij, & gauche, les indices autres que 11,21,12,22. Autrement dit, on a construit un
carreau complet équivalent au carreau réduit considéré.

4.2 Application a la construction du quadrilatére Serendip a 12
noeuds

A titre d’application et pour poursuivre, on va trouver explicitement les fonctions de
forme de I’élément fini réduit associé & ce carreau Bézier-Serendip. On écrit :

J(’LL, ’l)) = Z Bz{j(uav)Pij )

ijeEF

ou F désigne les indices des points de controle de la frontiére, soit tous les indices sauf les
indices "centraux".

Expression des fonctions de forme en Lagrange. Trouver les fonctions se fait en expri-
mant les P;; en fonction des A;; ce qui va permettre de regrouper les polynémes réduits donc
leurs expressions en fonction des polynémes de Bernstein. Par exemple, on va se contenter de
trouver q1o(u, v) en traquant Ao qui se cache dans Py et Py et on utilise les relations comme
Py = *5‘400“8‘41279‘42”2‘430 et Py = 2A°°*9A10+618‘420*5A30 , pour trouver la solution. Il

vient :

via Pyg : 3B} (u,v) = 3B3(u)Bj(v),

via Py : ;Bél(u,u) = gBS(u)Bé(v),
soit :
qio(u,v) = 9u(l — u)*(1 —v) — gu2(1 —u)(1l—w)
9 9
= §u(1 —uw)(1-v){2(1—u) —u} = iu(l —u)(1 —v)(2—3u),

comme attendu.

5 Construction du carreau Bézier-Serendip de degré 4

On utilise la notation & deux indices telle que montrée sur le schéma suivant :

04 14 24 34 44 4 13 12 11 3
03 13 23 33 43 14 10
02 12 22 32 42 15 17 9
01 11 21 31 41 16 8
00 10 20 30 40 1 5 6 7 2
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12 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

5.1 Caractérisation de ’espace polynomial

L’espace de Serendipté. Les monoémes de cet espace sont représentés dans le schéma

1
u v
u2 uv U2
u3 u2’U UU2 1}3
’LL4 US’U ’U,Q’Uz 7.L’l)3 1}4
U4U U’U4

ot l'on retrouve 'espace P? enrichi par les mondmes u*v et uv?. Dans la suite, c’est cet
espace que nous allons chercher.

Caractérisation des fonctions de base via un systéme. Par symétrie, il suffira d’exa-
miner les quatre fonctions type qui correspondent aux indices 00,10,20 et 22. On pose a
priori :
Bj;(u,v) = B} (u)B}(v) + Y alj Bi(u)B}(v),
klec

ou Bl(j désigne une fonction réduite et les kl sont les indices des fonctions "centrales", par
symétrie on doit garder un noeud central, celui d’indice ij = 22 (ou ¢ = 17). Ainsi, on a
C = {11,21,32,12, 32,13, 23, 33}.

Par symétrie les coefficients de répartition, les af;, prennent leurs valeurs dans deux

ensembles (indépendants) de 10 paramétres qui correspondent aux schémas qui suivent (lire
ai comme a; et bi comme b;) :

ab a6 a7 a8 a9 b7 b8 b9 b8 b7
a4 a8 b6 b6
a3 alo a7 bb b10 b5
a2 [11] a6 b4 [21] b4
al a2 a3 a4 ab bl b2 b3 b2 bl

Les a; indiquent (avec les symétries voulues) la répartition pour les contributions en 11,31, 13
et 33, les b; donnent (idem) la répartition pour les contributions en 21,23,12 et 32,

Détermination des coefficients a;. Les premiéres relations sur les a; sont obtenues en
imposant u*v. Comme on a :

uto = uto(t o+ o)f = Bl { 1510+ 3B30) + B0 + Bl

= {BiWB) + L BHw)BI) + > BiwBi) + BiwBi(w),

il vient quatre relations, dont la premére est :

! + ! + 5 +ag =0
4(16 2a7 4a8 ag =
dont on déduit les quatre équations :

(El) ag + 2a7 + 3ag + 4ag =0,

(EQ) as + 2a3 + 3aq + 4as5 =0,
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Carreaux Bézier-Serendip 13

(ES) 4as + 3ag + 2a7 +ag =0,
(F4) 4ay +3as +2a3+a4 =0.

L’existence de u*v implique successivement celles de u*(1 —v),u* et (1 —u)*. Pour continuer
a trouver des relations entre les paramétres, on impose u3v. On a :

uw?v = v (1—utu)v(1—v+v)® = {v*(1 —u) + u'} {v(1 = v)® + 30*(1 — v)* + 30*(1 — v) + v*}
- {iB§<u> + B { B0+ %Bém + 2540 + B}

BB + SBiwBI) + o B Bi) + ;B Bi()

T 1600 1677
1 1 3
BB + 3B BY) + S Bi(w)Bi(w) + Biw)Bi(v).
d’olt on va déduire quatre relations.
1 1 1 3
en Bi(u)Bi(v) : —208 796 — 507~ ;a8 — Ay,
1 1 1 1 3
en Bj(u)Bi(v) : 16 ~ 2% ~ 792~ 503~ ;04— s,
1 1 1 3
en Bj(u)Bj(v) : —7%4 ~ 798 = 547 = 746 — a5,
3 1 1 1 3
en Bj(u)B;3(v) : ~1g T 1% 1M~ 30~ 702~ a1,

soit quatre équations :
(E5) ag+ 2a7 + 4ag +4ag =0,

(E6) 4das + 8az + 12a4 + 16a5 + 4ag =1,
(E7) a4 +4as+ 3ag + 2a7 +ag =0,
(ES) 16(11 + 16@2 + 8(13 + 4(14 =3.

L’existence de u?v implique successivement celles de u3(1 —v),u? et (1 —u)3. Pour continuer
a trouver des relations, on impose u?v? dans l’espace. Comme on a :

uw?v? = w2 (1—utu)? 0 (1—v+0v)? = (W (1—u)?+u? +2u3 (1 —u)) (v} (1 —v)? +0* + 203 (1 —0))

- {éBg(u) + Bi(u) + ;Bg(u)} {éBg(v) + Bi(v) + ;Bé‘,(v)}

= LB BA) + £ Biw)B) + 15 B BA() + £ Biw)Bi() + Biw)Bi()

+5 BB + 15 BiwBL0) + 5 Bl Bi(w) + {Bi)Bi),

ce qui donne quatre autres relations :

L0+ 2a7 + 2a7 + ag + = + 2as = 0
—a =a =a a —a —ag =
36 10 6 7 6 7 9 9 8 2 8 )
Lo+ 2a5 + za7 +as + a5 + 2as =0
—a =a =a a —a —Qa4 =
36 10 6 3 6 7 5 D) 6 9 4 )
1

1 1 1 1
%a10+6a7+6a3+a5+§a4+§a6:0’

L +1 +1 + +1 +1
36a10 6a3 6a3 ay 2a2 26L2 4

soit les trois (deux lignes sont redondantes) équations :

(E9) 12a7 + 36ag + 36ag + aip =0,
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14 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

(ElO) 6as + 18a4 + 36as + 18ag + 6a7 + a9 =0,
(Ell) 36@1 + 36(12 + 12@3 —+ aig = 9 .

L’existence de u?v? implique successivement celles de u?(1 —v)?2, (1 —u)?v?, (1 —u)?(1 —v)?,

il manque un élément dans la base, on impose donc la realtion :

a1—|—2 Z ai+a9+a10:1.
1=2,8

Par suite, on a 10 paramétres et les 12 équations :

(E1) ag+ 2a7 + 3ag +4ag =0,

(E2) az+2a3+3as+4a5 =0,
(E3) 4as+3ag+2a7+ag =0,
(E4) 4aj +3az+2a3+a4 =0,
(E5) ag + 2a7 + 4ag + 4ag =0,

(E6) 4das + 8as + 12a4 + 16a5 + 4ag = 1,
(E7) a4+ 4as + 3ag + 2a7 +ag =0,
(E8) 16ay + 16as + 8as + 4aq = 3,
(E9) 12ay + 36ag + 36ag + a1g =0,
(E10) 6a3 + 18a4 + 36as + 18ag + 6ay + a1 =0,

(E].].) 36&1 + 36@2 + 12(13 + ajg = 9,
(E12) a1+22ai+a9+010:1~
1=2,8

Ce systéme admet une solution (Maple) qui est représentée sur le diagramme suivant (au
facteur g; prés) :

ab a6 a7 a8 a9 -3 16 -18 0 5
a4 a8 0 0
a3 alo a7 = -18 36 -18
a2 [11] a6 48 [11] 16
al a2 a3 a4 ab -27 48 -18 O -3

et des diagrammes symétriques pour les 3 autres indices de ce type.

Détermination des coefficients b;. Pour poursuivre, on va calculer la valeur des para-
métres b;. Imposer u*v donnent les 4 équations :

(El) by + 2b5 + 3bg + 4b7 =0,
(E2) 4by + 3by +2b5 + b5 =0,
(E3) 2b7+2bg+by=0,
<E4) 2b1 4+ 2by + b3 = 0.

Imposer u3v revient & considérer 4 nouveau I’expression
1 1 3 1
o BWBL() + SBW)BL(0) + 1 Bi()Bi() + 1 Bi(w) Bi()
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1 1 3
+ 3B BLw) + 5B BAw) + { Biw)Bi(v) + Bi(w)Bi(v),
ce qui donnent les 4 relations aux indices 21,23,12 et 32 :
1 1 1 3
1b8+1b4+§b5+1b6+b7 =0,
1 1

1 3
*bz+zbe+§b5+1b4+b1:07

4

1 1 1 3
1b6+1b8+§b9+1b8+b7—0,
1 1 1 3 1
Zb4+zbz+§b3+1b2+bl—§a

donc les 4 équations :
(E5) bg + by + 2b5 + 3bg + 4b7 =0,

(EG) ba + b + 2b5 + 3bs +4b1 =0,
(ET) bg + b + 2bg + 3bs + 4b; = 0,
(E8) 2by + 2bg + 4b3 + 6by +8b; = 1.

Imposer u?v? revient a considérer & nouveau l’expression

S PAWBA) + SBiBI() + 15 B BAG) + S BAWBL) + BiwBi()

1 1 1 1
+3 B B(0) + - BAW)Bi(0) + 5 BAw)B(w) + 1 Biw)Bi(v),
ce qui donne quatre autres relations aux indices 21, 23,12 et 32 :
€
36
€
36

1 1 1
~p Zho 4 =
36 10 + 6 9 + 6
1
36

1 1 1 1
blO+6b5+6b9+b7+§b8+§b6 =0,

1 1 1 1 1
b10+éb5+6b3+b1+§b2+§b4—E,
bs + b7 + 1b + 1b =0

5 7 2 6 2 8 — Y,

1 1 1 1 1
b10+6b3+6b5+b1+§b4+§b2 = E,
donc les 2 équations :

(E9) by + 6bs + 6bg + 36b7 + 18bg + 18bs = 0,
(E10)  byg + 6bs + 6b3 + 36b1 + 18b2 + 1804 = 3.
Comme ci-dessus. il faut rajouter la relation
2b1 + 2by + b3 + 2by + 2bs + 2bg + 2b7 + 2bg + bg + b1g = 1.
On a donc le systéme suivant (11 équations pour 10 inconnues) :
(E1) by + 2bs + 3bg +4b7 =0,
(EQ) 4by 4 3by + 2b5 + bg =0,
(E3) 2b7 + 2bgs +bg =0,
(E4) 2by +2b2+b3 =0,
(E5)  bg + by + 2b5 + 3bg +4b7 =0,
(E6) by + bg + 2b5 + 3by +4b; =0,
(E?) be + bg + 2bg + 3bg + 4b7 =0,
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(E8)  2by + 2by + 4bs + 6by + 8by =1,
(E9)  byg + 6bs + 6bg + 36b7 + 18bg + 18bs = 0,
(E10)  big + 6bs + 6bs + 36b; + 18by + 18by = 3,
(E11)  2by + 2by + bs + 2bg + 2bs + 2bg + 2b7 + 2bg + bg + 1o = 1.

Ce systéme admet une solution (Maple) qui est représentée sur le diagramme suivant (au
facteur {5 prés) :

b7 b8 b9 b8 b7 1 0 -2 0 1
b6 b6 0 0
b5 b10 b5 = -6 12 -6
b4 [21] b4 8 [21] 8

bl b2 b3 b2 bl -3 0 6 0 -3

et des diagrammes symétriques pour les 3 autres indices de ce type.

Expression des fonctions réduites en Bézier. On repart de la forme générique des
fonctions, soit :

Bj;(u,v) = B} (u) B} (v) + ) af{ Bi(w)Bi (v),

kleC
et on exprime les quatre fonctions type.
.BéO (U, U)
B/ _ B4 B4 _ 17B4 B4 _ 3B4 B4 _ 3B4 B4 EB4 B4
00(u,v) = By (u)By(v) 1(w)Bi(v) 3(u) B (v) 1(w)Bs(v) + 3(u) B3 (v)
64 64 64 64
3 1 1 3
- ZBiW)BL) + T B BI(0) + 1o BAWBI(0) - <o BHwB3(v)

= (17u)4(1fv)47%u(lfu)%(lfv)?’f%ﬁ(17u)v(lfv)?’f%u(lfu)sv3(17v)+§u?’(17u)v3(171})

——u?(1—u)?v(l —v)3 + gUB(l —u)v?(1—v)?+ qu(l —u)?v*(1—v) — gu(l —u)*v?(1—v)?
— (- u)(1—v)

2
(1 —u)?*(1—v)® - lu(l —u)?v(l —v)? — §ugfu(l —v)? — §u(l —u)?0® + §u3v3
4 4 4 4
—gu2(1 —u)o(l —v)? + gu3v2(1 —v)+ qu(l —u)® — gu(l —u)?v?(1 — v)}

:(1—u)(l—v)(1—3u—3v+3u2+3v2—u3—v3+§uv)

= (1—u)(lfv)(l—u)3+(1—u)(lfv)(1f3v+3vzfvgflJr%uv)

= (1—u)(l—v)(l—u)3—|—(1—u)(l—v)(1—3v+3v2—03)—(1—u)(1—v)+(1—u)(1—v)%uv

= Bj(u) By (v) + By (u) By (v) — By (u) By (v) + %Bf(u)Bf(v)

*Bio(u,v)
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Bio(u,v) = BYw)B(0) + 5 B B(0) + 5 BEw)Bi() + 15 Bl () B)
= BIW)BY) + 2 BYwBL) + (B Biw) + 2 Bi(w)Bi(v)

=4u(1 —u)*(1 —v)* + 12u(1 — u)?v(1 — v)* + 4u(l — u)*v*(1 — v) + 12u(l —u)3?(1 —v)?
= 4u(1—u)3(1—v) {(1 — ) +3v(1 —v)? + 0> 4 303 (1 - v)} = 4u(1—u)3(1—v) = B} (u)B§(v).

By v)
Bjo(u,v) = BY() B(0) ~ o Bl @) Bi(w) - 2 B BA) - 22 Bl @) BiG) - =2 Bi(w) Bi(v)

1 BYBL() — 10 B BY(w) — 2 Biw)Bi(w) — 1 Bi(w)Bi(v)

= 6u2(1—u)2(1—1))4—gu(l—u)?’v(l—v)B—gus(1—u)v(1—v)3—gu(l—u)3v3(1—v)—gu3(1—u)v3(1—v)
+9u? (1 — u)?v(1 —v)? — 9u*(1 — u)v*(1 — v)? — 3u?(1 — u)*v*(1 — v) — Ju(1l — u)*v?(1 — v)?
=3u(l —u)(1 —v)x
{2u(1 —u)(1 —v)® - g(l —u)*v(l —v)? — ;uzv(l —v)? — %(1 —u)*v® — gu%g
+3u(l —u)v(l —v)?* = 3u*v*(1 —v) — u(l — w)v® — 3(1 — u)*v*(1 —v)}

=3u(l —u)(1 —v)(2u — 2u® — gv) = 6u?(1 —u)?*(1 —v) — gu(l —u)v(l —v)

.Bé2 (ua U)

36 36 36 36
Bio(u,v) = B () BA() + 52 B B1(0) + 5 BB (0) + = B () i) + = Bi(w) Bi(v)

1o B BLw) + 1o BiBI() + 12 B BA) + 12 B Bi)
= 36u?(1 — u)*v*(1 —v)?
+9u(1 — u)*v(1 —v)* + 9 (1 — w)v(1 — v)3 + Ju(l — u)v*(1 — v) + 9u®(1 — u)v3(1 — v)
+18u? (1 —u)?v(1—v)? +18u* (1 —u)v? (1 —v)? + 18u? (1 — u)?v* (1 —v) + 18u(1 — u)*v? (1 —v)?
= 9u(1-u)v(1—v) {4u(l — u)v(l —v) + (1 —u)*(1 —v)* +u*(1 — v)* + (1 — u)*® + u?v?

+2u(l — u)(1 = v)* + 2u”v(1 — v) + 2u(1 — w)v* + 2(1 — u)*v(l —v)}

=u(l —u)v(l —v) = gB%(u)Bf(v) .

Les quatre fonctions de base type sont rappelées dans le tableau qui suit

T T [ Bpolu,0) = Ba(w)BY(v) + Ba(w)Ba(v) — By(w) Bi(0) + & BY(w) BI(v)
25 | Bip(u,v) = Bi(u)Bi(v)

3|6 | Biglu,v) = Bi(u)Bi(v) — IB3(u) B (v)

4| 17 | Byy(u,v) = $B3 (u) B (v)

Fonctions de base type du carreau de degré 4 a 17 points de contrile.
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Construire un carreau complet équivalent. De la forme des fonctions réduites, on
déduit que si I’'on invente les huit points de controle

—18P59 — 18Fys + 36 Py — 18 Pys — 18Py,

et des expression symétriques pour P31, P33 Et Pi3 puis
16 P21 = —3P00 + 6P20 + 8P()1 — 6P02 + 12P22 — 3P40 + 8P41 — 6P42
—2Py + Pua + Pos
et des expressions symétriques pour Psg, Pjo et P3o, alors on a :

o) = Y By )Py = Y Y BB/ )P,

i=0,4 j=0,4

pour ij, a gauche, les indices autres que 11,21,31,12,32,13,23,33. Autrement dit, on a
construit un carreau complet équivalent au carreau réduit considéré.

5.2 Application a la construction du quadrilatére Serendip a 17
noeuds

A titre d’application et pour poursuivre, on va trouver explicitement les fonctions de
forme de I’élément fini réduit associé a ce carreau Bézier-Serendip. On écrit :

o(u,v) = Z Bj;(u,v)Pij

ijeF

ou JF désigne les indices des points de controle de la frontiére, soit tous les indices sauf les
indices "centraux" tout en gardant 'indice 22.

Expression des fonctions de forme en Lagrange. Trouver les fonctions se fait en expri-
mant les P;; en fonction des A;; ce qui va permettre de regrouper les polynémes réduits donc
leurs expressions en fonction des polyndémes de Bernstein. Par exemple, on va se contenter
de trouver g1o(u,v) en traquant A;g qui se cache dans Pig, Pag, P3g et Pog et, pour trouver
la solution, on utilise les relations comme

—13Ap0 + 48410 — 36450 + 16A39 — 3A40

Py = 1
Py — 13Agp — 64A10 + 120459 — 64A30 + 13449
20 — 18
P —3A00 + 16A10 - 361420 + 481430 - 13A40
30 = )
12

puis pour voir I'incidence de P22, on exprime Asz. Il vient :
Agg = B P 1
22 _%: ij(u,v)P;; pour u=v= 5

soit
3 1 3 1 9
Agy = ——P, —Pig— —PF; —P. o+ —P
22 64 00+8 10~ 35 20+8 30 + +16 22
d’ol on déduit :

16 [ 3 1 3 1
Py =—< —Py— =P — Py — =P g
22 {64 00~ 3 10+32 2073 30 + }
On en tire les contributions sur A;g, soit

via Pyg : 4Bjy(u,v),
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2
ViaPQ() N —jBéo(u, 'U),

1
via P3g : £B§O(u,v),

16 ( 148 3 —64 116 16
APy : —d——— 222~ lp —-_2p
via o 9{ $12 T 3218 812} 22(u, ) g Daa(w,v),
soit :
32 9 16 169
q1o(u,v) = 43?(1&)33(v)—g(Bé(U)Bé(v)—ng(U)Bf(v))JrﬁBé‘:(u)Bé(v)—ngf(U)Bf(v)
32 329 16 169
= 4B}(u)Bj(v) — g(Bé(u)Bé(v) + gng(U)Bf(v) + EB:?(H)B%(U) - giBf(U)B?(v)
= 4B%(u)B} —¥B4 B} EB4 B}
= 4B7(u)By(v) 9 o (u) 0(”)+12 3(u) By (v)
32 4
= (4B} (u) — 533(1&) + §B§(u))(1 —v)

_ {16u(1 ) %W(l — )24 §4u3(1 - u)} (1— )

= 16u(1 — u) {(1 —u)? - %u(l —u) + ;zﬁ} (1—w)

= 16u(l — u) {(1 —u)? — gu(l —u) + ;uQ} (1—v)

= %u(l —u) {3(1 —u)? —4u(l —u) + u2} (1—-v) = ?u(l —u)(1 = v)(3 = 10u + 8u?)

comme attendu.

6 Carreau Bézier-Serendip de degré supérieur ?

Avant de discuter du cas des carreaux, on revient sur les éléments finis Serendip. On
trouve dans la littérature sur les éléments finis les éléments de Lagrange Serendip & tout
ordre mais, dés le degré 5, ils ne sont pas complétement symétriques comme le montre le
tableau suivant qui indique la dimension de ’espace P", soit w, la dimension de
I’espace de serendipité, le nombre de nocuds internes associés & cet espace et le nombre de
neeuds & ajouter pour créer un élément avec des fonctions de forme symétriques et des noeuds,
sur I’élément de référence, complétement symétriques.

n | dim(P"™) | dim(P") + 2"y + xy™ | #noeuds | +
2 6 8 0 0
3 10 12 0 0
4 15 17 1 0
) 21 23 3 1
6 28 30 6 2
7 36 38 10 2

Dimension des espaces polynomiauz et nombre de neeuds internes et manquants.

En effet, cf. [I] entre autres, un quadrilatére de degré 5 existe avec 3 noeuds internes,
mais il est non symétrique et ne peut pas étre de Lagrange. Cet élément posséde 23 nceuds
(4 x 5+ 3). De maniére générale, on trouve aussi les éléments d’ordre supérieur mais ils sont
non symétriques.
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Une construction possible. Nous pensons qu’il est possible de trouver des éléments finis,
que nous pourrions continuer & appeler, peut étre par abus de language, Serendip, complé-
tement symétriques a tous les degrés. L'idée, par exemple pour le degré 5, est d’ajouter un
neceud interne supplémentaire. Par suite, on passe de 3 & 4 noeuds internes qu’il est immédiat
de positionner pour avoir une symétrie géométrique parfaite. La symétrie des noeuds devrait
alors permettre de construire les fonctions de forme désirées en posant le systéme d’équations
correspondant. Ainsi, cet élément aura 24 nceuds (4 X 5+ 4). On peut, dans ce cas précis,
définir deux éléments ayant les bonnes propriétés géométriques car il y a deux fagons de
choisir les nceuds internes comme l'indique le schéma suivant :

X X X X X X X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X
ou

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X X X X X X X

Ce probléme de non symeétrie se retrouve, tel quel, dans le cas qui nous préoccupe, un
carreau de degré 5 avec seulement 23 points de controle ne peut pas étre symétrique.

La section suivante discute en détail du cas du carreau de degré 5 afin de vérifier s’il est
possible de lui ajouter un point de contrdle supplémentaire (passant ainsi de 23 & 24 points)
et de voir quelle incidence cela a au niveau de ’espace polynomial engendré.

7 Construction du carreau Bézier-Serendip de degré 5

Parmi les deux choix possibles, on considére celui de droite dans lequel les quatre points
centraux sont plus prés du centre du carreau. Ce choix qui est illustré par les diagrammes
suivants qui indiquent également la correspondance entre la numérotation séquentielle et la
numeérotation naturelle & deux indices.

X X X X X X X X X X X X 05 15 25 35 45 55
X X x 13 14 15 16 «x 04 14 24 34 44 54
X X X X x 9 10 11 12 x 03 13 23 33 43 53
X X X X X 5 6 7 8 X 02 12 22 32 42 52
X X x 1 2 3 4 x 01 11 21 31 41 51
X X X X X X X X X X X X 00 10 20 30 40 50

7.1 Caractérisation de 1’espace polynomial

On impose la présence des mondomes de l'espace de Serendipité puis on définit la forme
générique des fonctions de base, ce qui permet de construire un systéme liant les coefficients
de répartition (des fonctions complétes sur les fonctions réduites) cherchés. La non-symétrie
initiale ayant motivé I’ajout d’un point de controle va se retrouver dans le fait qu’une famille
de solution va, a priori, étre trouvée.
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L’espace de Serendipté. Les monomes de cet espace sont représentés dans le schéma,

1
u v
u2 uv U2
’U,S ’LL2'U ’LL’U2 1}3
U4 u3v u2v2 uv ’U4
U5 u-v U3’U2 U2U3 UU4 ’U5
U5’U U’U5

ot lon retrouve 'espace P° enrichi par les mondmes u®v et uv®. Dans la suite, c’est cet
espace que nous allons chercher.

Caractérisation des fonctions via un systéme. Par symétrie, on garde les contributions
aux indices 22,32,23 et 33 et on pose a priori :

B (u,v) = B} (u) B} (v) + ) aff BY(u) B} (v),
ki

ot Bj; désigne une fonction réduite et les kl sont les indices des fonctions "centrales".

Par symétrie, toujours, les coefficients de répartition, les af}, prennent leurs valeurs dans

deux ensembles (indépendants) de 14 et de 24 parameétres qui correspondent aux schémas
qui suivent (lire ai comme a; et bi comme b;) :

a6 a7 a8 a9 al0d all bl6 bl5 bld b13 bil2 bll
ab alo0 b17 b10
a4 ald al4d a9 b18 b23  b24 b9
a3 al2 al3 a8 b19 b21  b22 b8
a2 [11] a7 b20 [21] b7
al a2 a3 a4 ab ab bl b2 b3 b4 bS5 b6

Les a; indiquent (avec les symétries voulues) la répartition pour les contributions en 11,41, 14
et 44, les b; donnent (idem) la répartition pour les contributions en 21,31,24,34, 42,43, 12
et 13.

Détermination des coefficients a;. On impose u°v. On a
v =ulv(l—v+0v)' =u’ {v(l —v)' +40*(1 —v)® + 60°(1 —v)* + 4 (1 —v) +0°}

= B3 { £580) + 25300 + 2330 + B0 + B |

= SBIW)B) + B BI) + 3 B BY(v) + 3 B(w)BY(v) + BY(w) BY(v).

Ceci donnent 4 relations pour les indices 11, 41, 14 et 44 :
a a a a a
5 7 5 8 5 9 5 10 11 )

¢ a (¢ a a
5 2 5 3 5 4 5 5 6 )
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1a —|—ga —|—§a —|—%a +asg=0
5410 T gdo + as + a7+ dg = U,

a Qa a a a .
5 5 5 4 5 3 5 2 1

Il en découle les 4 équations :
(E].) a7+2a8 +3a9+4a10+5a11 :O7

(F2) ag + 2a3 + 3a4 + 4as + 5ag =0,
(E3) a0 + 2ag9 + 3ag + 4a7 + bag = 0,
(E4) a5+ 2a4 + 3az + 4az + 5a1 = 0.

On impose u*v. On a :
u'v =u'(1—u+u) {v(l —v)' +40*(1 —v)> + 60°(1 —v)* + 40 (1 —v) +0°}

L5 5 L5 2 5 3 5 4 s 5
{38+ 8w} {5510+ 28500 + 25300 + B0 + B30 |
3
25
15 5 2 5 5 3 15 5 4 s 5 5 5
+ 535 (u)By (v) + 535 (u) B3 (v) + 335 (u) B3 (v) + 535 (u)Bj(v) + By (u)Bs(v) -
Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

1

= S BIWBIW) + o= B BY(w) + o B BY(v) + o B BI(w) + £

= B3 (u) BY(v)

1 2 3 4
—aip + a7 + -ag + -ag + 5(110 +a;; =0,

5 5 5 5

+1 +2 +3 +4 + —1
5a7 5a2 5a3 5(14 5(15 a6—257
1

a a Qa Q, Qa Q,
5 g 5 1o 5 5 8 5 6 25’

Qa Qa, Q. Qac Q a .

Il en découle les 4 équations :

(E5) ao + a7 + 2ag + 3ag + 4a19 + Sa1; =0,

(E6) a7 + das + 10as + 15a4 + 20as5 + 25a¢ = 1,
(E?) as + a9 + 2a9 + 3ag + 4a7 + dag = 0,
(E'8) bas + bas + 10a4 + 15a3 + 20as + 25a1 = 4.

On impose v?v2. On a :

w3 = w31 —u+u)?v?(1 — v +v)?

= {3 (1 —u)? +2u*(1 — u) + u®} {v*(1 — v)® + 30*(1 — v)? + 3v*(1 — v) + v°}

= {110B§(u) + %BZ(U) + B?(u)} {11035’(11) + %Bg’(v) 4 gBi(v) + B?,(v)} ,
- BB + oo BB + S BB + s BB

2 B B30) + = B B(0) +

1 3 3

+ s B BY(0) + <o B () B (w) + S B3 () B (v) + B3 () BE(v).

6

¥ B BI() + 3 B () B (v)
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Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

ﬁam + %am + 110a9 + 510 + 10a8 + 130a9 + galo +a;; =0,
1 3 1 2 1 3 3
Too%2 + Too ™3 + T0% + 507 + T0% + To% + 505 +as =0,
1 3 1 2 1 3 3
Too®a+ T8+ g% T 59 + g9+ st par tas =0,
1 3 1 2 1 3 3 6
r.oaw + ﬁa” + TOQB + 5a2 + Eaz; + TOGB + gaz +a = 25

Il en découle les 4 équations :
(Eg) a3 + 3&14 + ].Oag + 40@10 + 10048 + 30@9 + 60@10 + 100@11 = 0,

(E10) a1 + 3a1s + 10ag + 40a7 + 10a3 + 30a4 + 60as + 100as = 0,
(E11) a4 + 3a1s + 10ay + 40a5 + 10ag + 30ag + 60a7 + 100as = 0,
(El?) a13 + 3a12 + 10as + 40as + 10ay + 30asz + 60as + 100a; = 24.

On impose u?v. On a :
w3 =u3(1 —u4u)?v(l —v+v)!
2 1 2 3 4
— {50 + 2820 + B | {5550 + 2850 + 28300 + 3Bk + B}

3 o5 \R5 4 L o5/ \ps
5 BI@BY0) + o BYw) B (v) + 15 B () B3 (0)

6 8
— B%(u)B?
% % (u) B3 (v) + %5

+gB§’(U)Bi’(v) + 535(1033(@) + gBé(u)Bg(v) + gB?,(U)Bi(v) + B3 (u) B3 (v) -

= S B BI() + o BYw) BY(w) +

+=— 2 B3 (u) B3 (v) +

= Bl B(v)

S B BE) + -

- BB () +

Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

2 3 1 1 2 3 4

Fg s + 504 + 0% + 7010 + 507 + 508 + 599 + 7010 +a;1 =0.
2 3 1 2 1 2 3 4 2
%alz + %am—i- loas—i— 5a7—|— 5a2+ 5a3+ 5a4+ 5a5+a6 25
2 3 1 2 1 2 3 4

Foa T a1+ g0t £as + paw F pao + cas + par +ag = 0.
2 3 1 2 1 3 4 8
%am—i— %a12+ 10@3—1— 5a2+ 5a5+ 5a4+ 5a3+ 5a2+a1 25

Il en découle les 4 équations :
(E13) 2a13 + 3a14 + Sag + 20a10 + 10a7 + 20ag + 30ag + 40a19 + 50a1; = 0.

(F14) 2a12 + 3ais + bag + 20a7 + 10ag + 20as + 30a4 + 40a5 + 50as = 4,
(E15) 2&14 + 3a13 + 5a4 + 20&5 + 10(110 + 20@9 + 30&8 + 40(17 + 50&6 = O7
(E16) 2&13 + 3(112 + 5(13 + 20&2 + ].0(15 + 20(14 + 30&3 + 40(12 + 50&1 =16.

On impose v?v?. On a :

u?v? = (1 —u+u)*v*(1 —v +v)?

10 10 5 10 10 )

= B BS(0) + 10 B BY(0) + o5 B3 BY(v) + 15 B () BE(0)

{1&<> 3Ba>+383m+83m}{13x> 3Ba>+33ﬂw+3aw}
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3

9 3
100 50 10
3

o5 Bl BE() + o5 BIW)BE() + o BIW)B@) + 2 Bi(w) BY(v)
1

16 B BY) + 1 B BE() + 3 B BI() + B () BY(v).

Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :
1 3

3 9 1 3 3 1 3 3
_— _— _— _— _— —_ — —_ —_ — :O
100a12+ 100(113—1— 100a13+ 100a14+ loas-i- mag—i— 5a10+ mas—i— 10a9+ 5a1o+a11 )
1 3

+ b it —ays + g+ —oag + a7+ s+ —ay + Sas +ag = 0
—a —a —a —a —ag + —ag + —ar + —az + — —as =0,
10072 100 1002 100 P 0 T10 T s T 0 100t T B 6

9
100

+o2 B3 () B3 (v) + — B3 (u) B3 (v) + = B (u) B (v) + - B3 (u) B (v)

1 3 9 1 3 3 1 3 3
Tog®s + Too %12 + Too %14 + Too®s + 0% + To% + 505 + Tg% + T0% + 507 +ag =0,
1 3 3 9 1 3 3 1 3 3 9
rooam + ﬁam + ﬁaw + ﬁam + Eazx + TOaS + gaz + E(M + Ea:s + gaz +a; = 25

Il en découle les 3 équations (deux lignes sont identiques) :
(El?) aiz + 3@13 + 3&13 + 9@14 + 20048 + 60(19 + 120@10 + 100@11 = 0,

(E18) a13 + 3a12 + 3a14 + 9a13 + 10as + 30a4 + 60as + 10ag + 30asg + 60ar + 100ag = 0,
(Elg) aiq + 3(113 + 3@13 + 9&12 + 20(14 + 60(13 + 120(12 + 100(11 =36.

On résoud alors le systéme obtenu, a savoir :
(El) a7 + 2a8 + 3CL9 + 4a10 + 5a11 = O7

(E2) ag + 2a3 + 3ay4 + 4as + 5ag =0,
(E3) ai + 2a9 + 3ag + 4a7 + bag =0,
(F4) a5+ 2a4 + 3a3 + 4as + 5a1 =0,

(E5) ayg + a7 + 2ag + 3ag + 4a19 + Hayp =0,
(E6) baz + 5ag + 10as + 15a4 + 20as + 25a6 = 1,
(E7) a5+ aip + 2a9 + 3as + 4a7 + bag =0,
(E'8) bas + bas + 10a4 + 15a3 + 20as + 25a1 = 4.

(E9) a3 + 3a14 + 10ag + 40a19 + 10ag + 30ag + 60a;19 + 100a1; =0,
(E10) a1z + 3ai3 + 10ag + 40a7 + 10a3 + 30a4 4+ 60as + 100as = 0,
(E11)  a14 + 3a13 + 10a4 + 40a5 + 10ag + 30ag 4+ 60a7 + 100ag = 0,
(F12) ay3 + 3ai2 + 10a3 4+ 40as + 10a4 + 30a3 + 60as + 100a; = 24,

(E13) 2a13 + 3a14 + bag + 20a10 + 10ay + 20ag + 30ag + 40a19 + 50a11 =0,
(E14) 2a12 + 3a13 + bag + 20a7 + 10as + 20a3 + 30a4 + 40as + 50a6 = 4,
(E15) 2a14 + 3a13 + bag + 20as + 10a19 + 20ag + 30as + 40a7 + 50ag = 0,
(E16) 2a13 + 3a12 + bag + 20as + 10as + 20a4 + 30as + 40as + 50a; = 16,
(E17) a1z + 6a1s + 9a14 + 20ag + 60ag + 120a19 + 100a1; =0,
(E18) ai3 + 3aiz + 3a14 + 9a13 + 10a3 + 30a4 4+ 60as + 10ag + 30as + 60ay + 100ag = 0,
(E19) a4 + 3a13 + 3a13 + 9a12 + 20a4 + 60as + 120a2 + 100a; = 36.

A ce stade, on a une solution avec un parameétre ( Maple donne la solution en exhibant a6
comme paramétre et nous notons ce paramétre «), cette solution est la suivante :

al =—-4/9—«,a2 =4/5,a3 = —=4/15+ 5 x a,ad = —4/45 — 5 x a,ab = 0,a6 = a, a7 = 1/5,
a8 = —28/45 — 5% a,a9 =8/15+ 5% a,al0 =0,all = —1/9 — a,al2 = —25x o« — 4/9,
al3=25xa+4/3,a14 = —25xa — 16/9

soit le diagramme suivant (« étant noté a) :

Inria



Carreaux Bézier-Serendip 25

a 9/45 -28/45-5a 24/45+6a 0 -5/45-a 6 7 8 9 10
0 0 5
-4/45-5a 60/45+25a -80/45-25a 24/45+ba 4 13 14
-12/45+5a -20/45-25a  60/45+25a -28/45-ba 3 12 13
36/45 [11] 9/45 2
-20/45-a  36/45 -12/45+5a  -4/45-ba 0 a 1 2 3 4 b

Diagramme des ai
Trouver une valeur intéressante pour le paramétre? Voir plus bas.

Détermination des coefficients b;. On reprend les expressions obtenues en les a; pour
établir les relations liant les b;. Ainsi pour u°v, on avait

(E]_) a7 + 2ag + 3ag + 4a1g + Sa11 = O,

et 3 autres relations qui, par symétries, se déclinent ici, respectivement pour les indices
21,24,31,34,42,43,12 et 13 en :

(El) b7 —+ 2b8 + 3b9 +4b10 + 5b11 = 0,

(E2)  bio + 2bg + 3bg + 4by + 5bg = 0,
(E3)  bag + 2b1g + 3b1g + 4b17 + 5big = 0,
(E4)  bi7 + 2b1g + 3b1g + 4byg + 5b1 =0,

(E5) by + 2bs + 3ba + 4bs + 5b = 0.,

(EG) by + 2by + 3bs + by + 5by = 0,
(ET) bus + 2b1a + 3bis + 4b1a + 5biy = 0,
(E8)  bis + 2b1s + 3b1s + Abrs + 5big — 0.

4

Pour trouver les relations liées & u*v, on repart de I’expression

L3
25
3

+ 2B BI) + SBHwBY() + 5 BYw)BE() + £ B BI(w) + BY(w)BE(v)

vue comime

o BIB0) + o BI)BY(0) + o BY ) B3(0) + 5 Bl BI(w) + £ BI(w) BE(0)

B} (u)BY (v) + 2B] (u) B3 (v) + 383 (u) B3 (v) + 4B (u) B} (v) + 5B; (u) B3 (v)

+5B2 (u) B} (v) 4+ 1082 (u) BS (v) + 15B2 (u) B3 (v) + 20B2 (u) B (v) + 25B2 (u) BE (v) ,

soit, pour les indices 21,24, 31, 34,42,43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modéele
est :
C41 + 2¢49 + 3ca3 + 4cgq + Beygs + Hes1 + 10cs2 + 15¢53 + 20¢54 + 25¢55

ce qui donne :
(E9) 5b15 + 5b7 + 10bg + 15bg + 20b1g + 25b11 = 0,

(E10) 5bs + 5b1o + 10bg + 15bg + 20b7 + 25bg = 0,
(E].].) 5b15 + 5b20 + 10b19 + 15b18 + 20b17 + 25b16 = 0,
(E12)  5bg + 5b17 + 10b1g + 15b19 + 20b20 + 250 = 0,
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(E13) 5by + 5by + 10b3 + 15b4 + 2005 + 25b = 2,
(E14)  5bog + 5bs + 10by + 15b3 + 20by 4+ 25b; = 3,
(E15)  5byg + 5bys + 10b14 4 15b13 + 20b1o + 2501, = 0,
(E16) 5b17 + 5bya + 10b13 + 15b14 + 20015 + 25b16 = 0.

Pour trouver les relations liées 4 u3v2, on repart de I’expression

I 5 5 3 5 5
100 B3 (u) By (v) + 100 B3 (u) B3 (v) + 50

+os B BY(0) + 5 BI) B (o) + o2 BIW)B(0) + £ B () BE(0)
+1oBIWBE() + 25 BB + S B BI(0) + BB (),

B BI(0) + 15 B B 0)

vue comme

B3 (u) B3 (v) + 3B3 (u) B3 (v) + 685 (u) B (v) + 1085 (u) B (v)
+4B3 (u) B3 (v) + 12B3 (u) By (v) + 24B3 (u) B (v) + 40B3 (u) BE (v)
+10BE (u) B3 (v) 4 3082 (u) B3 (v) + 6082 (u) B3 (v) + 10082 (u) BE (v)

soit, pour les indices 21, 24, 31, 34,42, 43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modéle
est :

c32 + 3c33 + 6¢34 + 10¢35 + 4ego + 12¢43 + 24c44 + 40c¢y45 + 10c55 + 30¢53 + 60c54 + 100c¢55 ,
ce qui donne :
(El?) boo + 3boz + 10b13 + 40b15 + 10bg + 30bg + 60b1o + 100611 = 0,

(E18) b3 + 3bay + 10bs + 40bs + 10bg + 30bg + 60b7 + 100bg = 0,
(E19) b1 + 3bay + 10b14 + 40by5 + 10b1g 4 30b1g + 60b17 + 100by5 = 0,
(F20)  bay + 3bay + 10b3 + 40by + 10bys + 30b1g + 60bag + 100b; = 6,
(E21)  byy + 3bay + 10bg + 40b7 + 10bs + 30by + 60bs + 100bs = 4,
(E22)  byy + 3bay + 10b1g + 40bgg + 10by + 30bs + 60by + 100b; = 12,
(E23)  bag + 3bas + 10bg + 40b1g + 10b14 + 30bys + 60b12 + 100by; =0,
(E24) bz + 3bay + 10bys + 40by17 + 10b13 4 30b14 + 60b15 + 100by5 = 0.

3

Pour trouver les relations liées & u°v, on repart de ’expression

L B3 w)B3(0) + = B} () B3 (v) + — B3 (u) B3 (v) + = B (w) B3 (0) + — B3 (u) B ()

50 50 50 50 10
+EB5(U)BS(’U) + iB‘r’(u)B5(v) + EB5(u)Bf5(v) + §B5(u)B5(v) + gBS(u)B5(v)

+BIBI () + 3 B BY) + £ BY() BY(v) + £ BYw) B(v) + BY(w)BE(),

B3 (u) B (v) 4 2B3 (u) B3 (v) 4 3B3 (u) B3 (v) + 485 (u) B} (v) + 583 (u) B2 (v)
+4B3 (u) B} (v) + 8B (u) B3 (v) + 12B5 (u) B3 (v) + 16 B3 (v) B (v) 4+ 20Bj (u) B2 (v)
+10B2 (u) B} (v) 4 20B2 (u) B3 (v) + 30B2 (u) B3 (v) + 40 B2 (u) B (v) + 50B2 (u) BE (v) ,

soit, pour les indices 21,24, 31, 34,42, 43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modéle
est :

c31+2c32+3c33+4c34+5c35+4c41+8caa+12¢43+16¢44420c45+10c¢51+20c52+30c53+40¢54+50¢55 ,
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ce qui donne :
(E25)  2bag + 3bag + 5b1s + 20012 + 10b7 + 20bg + 30bg + 40019 + 50011 =0,

(F26)  2bos + 3bay + 5by + 20bs + 10byg + 20bg + 30bs + 40b7 + 50bg = 0,
(E27)  2bay + 3bay + 5b1g + 20015 + 1090 + 20b19 + 30bys + 40b17 + 50b16 = 1,
(E28)  2bg4 + 3bay + 5bs + 20by + 10b17 + 20b1g + 30b1g + 40bgg + 500, = 4,
(F29)  2bay + 3bay + 5bs + 20by + 10by + 20bs + 30by + 40bs + 50bg = 8 ,
(F30)  2bos + 3bay + 5byg + 20byg + 10bs + 20b, + 30bs + 40by + 50b; = 12,
(E31)  2bgy + 3bag + 5bg + 20b1g + 10015 + 20b14 + 30b13 + 40b15 + 50b1; = 0,
(E32)  2by3 + 3bay + 5bys + 20b17 + 10b15 4 20613 + 30b14 + 40b15 + 50b16 = 0.

2

Pour trouver les relations liées & u2v?, on repart de I’expression

ﬁBS(U)BS(v) + %BS(U)B}Z’(U) + %BS(U)BZ(u) n %Bg(u)Bg’(v)

+%B§(U)B§’(v) + %Bg(u)Bg(v) + % B3 (u) B3 (v) + 130 B3 w) B3(0)
+5g BB + B WBY0) + g BB + S BB
+%B§(u)BS (v) + %Bg(u)Bg(y) n g B3 () B3 (v) + B3 (u) B3(v)

B3 (u)B3(v) + 3B3 (u) B (v) + 683 (u) B{ (v) + 1083 (u) B3 (v)

+3B3(u) B (v) + 9B3 (u) B3 (v) + 18B3(v) B (v) + 30B3 (u) B2 (v)
+6Bj (u) B3 (v) + 18 B3 (u) B3 (v) + 36 B (u) B3 (v) + 6083 (u) B (v)
+10B2 (u) B3 (v) 4 30BE (u) B3 (v) + 60B2 (u) B3 (v) + 10082 (u) BE (v),

soit, pour les indices 21,24, 31, 34,42,43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modele
est :

Co9+3C23+6C24+10co5+3c32+9¢33+18c34+30¢35+6¢40+18c434+36C44+60c45+10c50+30¢53+60c544100c55 ,
ce qui donne (il y a deux redondances) :
(E33)  bay + 3bag + 10b14 + 3bas + 9boz + 30b13 + 60b12 + 10bg + 30bg + 60019 + 100611 =0,

(E34)  basg + 3bag + 10b3 + 3bas + 9b2e + 3004 + 60bs + 10bg + 30bs + 60b7 + 100bg = 6,
(E35)  bag + 3bag + 10b13 + 3ba1 + 9ba4 + 30b14 + 60b15 + 10b19 + 30018 + 60017 + 100016 = 0,
(E36) bas + 3bag + 10bg + 3bas + 921 + 3003 + 60by + 10015 + 30b19 + 60b2¢ + 100b; = 18,
(E39) ba1 + 3bag + 10bg + 3baa + 9b23 + 30bg + 60b19 + 10b14 + 30013 + 60b12 + 10001, =0,
(E40)  bag + 3ba1 + 10b19 + 3b17 + 9b2g + 30b1s + 60b17 + 10013 + 30b14 + 60b15 4+ 100b16 = 0.

Soit le systéme au complet :
(E1) by + 2bg 4 3bg + 4by1p + 5b11 =0,

(E2)  bio + 2bg + 3bg + 4b7 + 5bg =0,
(E3)  bag + 2b1g + 3b1g + 4b17 + 5big = 0,
(E4) b1y + 2b1g + 3b1g + 4bog + 501 =0,

(E5) by + 2bs + 3by + 4bs + 5bg =0,

(E6) bs + 2by + 3bs + 4by + 5b1 =0,
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(ET)  bis + 2b14 + 3b13 + 4b1a + 5b11 =0,
(E8) bia + 213 + 3b1a + 4b1s + 5big = 0,
(E9) 5bia + 5b7 + 10bs + 15bg + 20b1¢ + 25b11 =0,
(E10)  5bs + 5bio + 10by + 15bs + 20b7 + 25b = 0,
(E11)  5bys + 5bag + 10byg + 15bys + 20by7 + 25b16 = 0,
(E12)  5bg + 5b1y + 10b1g + 15b19 + 20bog + 25b; = 0,
(E13)  5br + 5bo + 10b3 + 15by + 20bs + 25b = 2,
(E14) 5bag + 5bs + 10by + 15b3 + 20bg + 25b; = 3,
(E15)  5big + 5bys + 10bys + 15613 + 20bys + 25by;, = 0,
(E16)  5byy + 5byg + 10byz + 15b14 + 20by5 + 25b16 = 0,

(E17)  baa + 3bag + 10b13 + 40b12 + 10bs + 30bg + 60b19 + 100b;; = 0,
(E18)  bas + 3boa + 10by + 4005 + 10bg + 30bg + 60b7 + 100bg = 0,
(E19) Doy + 3bog + 10b14 + 40b15 + 10b19 + 30b1s + 60b17 + 100016 =0,
(E20)  bag + 3ba1 + 10b3 + 40bs + 10b15 + 30b19 + 60bgg + 1000 = 6,
(E21)  bay + 3boa + 10bg + 40b7 + 10bs + 30b4 + 60bs + 100bg = 4,
(E22)  bag + 3bay + 10b1g + 40bag + 10b4 + 30b3 + 60b2 4+ 100b; = 12,
(E23)  bag + 3bas + 10bg + 40b10 + 10b14 + 30013 + 60b12 + 100b1; =0,
(E24)  bag + 3bog + 10b1g + 40b17 + 10b13 + 30b14 + 60b15 + 100016 =0,
(E25)  2bag + 3bas + 5b1g + 20012 + 10b7 + 20bg + 30bg + 40b19 + 50b1; =0,
(E26) 2bas + 3bos + 5by + 2005 + 10b1¢ + 20bg + 30bs + 40b7 + 500 = 0,
(E27)  2bay + 3bag + 5b1g + 20b15 + 10020 + 20b19 + 30b1g + 40b17 + 50b16 = 1,
(E28) 2bag + 3b21 + 5bs + 2002 + 10b17 + 20015 + 30b19 + 40bog + 50b; = 4,
(E29)  2ba1 + 3baa + 5bg + 20b7 + 10by + 2003 + 3004 + 40bs + 50bg = 8,
(E30)  2bag 4 3ba1 + 5b1g + 20b2g + 10b5 + 2004 + 30b3 + 4062 + 50b; = 12,
(E31)  2bag + 3bag + 5bg + 20b1o + 10b15 + 20014 + 30b13 + 40012 + 50011 =0,
(E32)  2bas + 3bag + 5big + 20b17 + 10012 + 20b13 + 30b14 + 40b15 + 50b16 = 0,

(E33)  bag + 3bayg + 10b14 + 3bag + 9bag + 30b13 + 60b12 + 10bg + 30bg + 60b1o + 10017 =0,
(E34)  bag + 3bay + 10b3 + 3bas + 9boe + 30by + 60bs + 10bg + 30bs + 60b7 + 100bg = 6,
(E35)  bag + 3bag + 10b13 + 3b21 + 9bay + 30014 + 60b15 + 10b19 + 30015 + 60b17 + 100b16 = 0,
(E36) bas + 3baa + 10by + 3bog + 9ba1 + 3003 + 60by + 10015 + 30b19 + 60b2g + 100b; = 18,
(E39)  bay + 3baa + 10bg + 3bay + 9bas + 30bg + 60010 + 10b14 + 30b13 + 60b12 + 100611 = 0,
(E40)  bag + 3bay + 10b1g + 3b17 + 9bay + 30015 + 60b17 + 10b135 + 30014 + 60b15 + 100b16 = 0.

&

Et la solution est (elle est sans paramétre) :
bl = —4/25,010 = 0,b11 = —2/75,b12 = 0,13 = 0,014 = 1/15,b15 = 0,
b16 = —1/25,017 = 0,018 = 2/5,b19 = —4/5,b2 = 0,520 = 3/5,
b21 =4/3,022 = 0,023 = 0,524 = —2/3,
b3 =4/15,b4 = 0,b5 = 0,06 = —8/75,b7 = 2/5,b8 = —8/15,b9 = 4/15,

ce qui donne le diagramme suivant (en 1/75) :
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-3 0 5 0 O -2 16 15 14 13 12 11
0 0 17 10
30 -50 O 20 18 24 23 9
-60 100 O -40 19 21 22 8
45 [21] 30 20 [21] 7
-12 0 20 O O -8 1 2 3 4 5 6

Diagramme des bi

En conclusion, on a une famille de solutions avec un parameétre (« qui porte sur les a;)
que 'on va essayer de choisir judicieusement pour exhiber une solution particuliére ayant
quelques propriétés (par exemple la simplicité). A partir de ce choix, on pourra obtenir les
fonctions de base en suivant la méthode déja décrite pour les éléments de degrés plus faibles.

Trouver une valeur intéressante pour le paramétre. Comme les b; sont parfaitement
déterminés, on se penche sur les a; pour trouver une valeur intéressante pour le paramétre a.
Pour ce faire, on impose u3v>. Soit :

2 2

wot = { s + 28300+ B { {880 + 2880 + B0 |

I 5 5 2 5 5 1 5 5
= mB?) (u) B3 (v) + %34 (u)B3(v) + TOB5 (u) B3 (v)
2 5 5 4 5 5 2 5 5 I 5 5 2 5 5 5 5
+%B3 (u)By (U>+BB4 (u)By (UH‘%Bs (u)Bj (v)+ EBB (u) B3 (U)+gB4 (u) B3 (v)+B5 (u) B (v)
Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :
1

1 1 2
— — — =0
100(1144' 10a9+ 5a10+ 10a9+ 5&10+CL11 ,

1 1

2 1 2
- el 2 - et -0
1000,13+ 1Oa4+5a5+ 1Oa8+5a7+a6 ,

L st as + a7+ Sas+ 205+ 0
—aj3+ —ag+ —ar+ —as + —as +ag =0,
002 10 57 T10 5 6

L ot taat Zant Sagt 2aptag = —
10072 T B T R T s T 2 T T oF

Ceci, a son tour, donne les 4 nouvelles équations :
(E20) a14 + 10ag + 40a19 + 10ag + 40a19 + 100a1; = 0,

(EQ].) a1z + 10(14 + 40(15 + ].Oas + 40(17 + 100(16 = 0,
(E22) aj3 + 10ag + 40a7 + 10a4 + 40as + 100ag = 0,
(E23) ajz + 10as + 40as + 10as + 40as + 100a; = 16.
Le systéme complet (23 équations) donne comme solution :
al = —16/45,a2 = 4/5,a3 = —32/45,a4 = 16/45,a5 = 0,a6 = —4/45,a7 = 1/5,
a8 = —8/45,a9 = 4/45,a10 = 0,all = —1/45,a12 = 16/9,a13 = —8/9,ald = 4/9.

4

Et ainsi o = — I

En fait, il suffit de ne rajouter qu’une seule équation et de résoudre le systéme résultant.
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Plus subtil, on a la solution a la main, on prend la relation
a4 + 10@9 + 40(110 + 10(19 + 40@10 + 100@11 = O,

soit
ais + 20ag + 80aig + 100a1; =0,

et on remplace les coeflicients en fonction de «, il vient :

80 20 x 24 100 x 5

—%—2504—% 5 + 100 + 0 — 15 —100a =0,
et la solution est o = —%.
Le diagramme des coeflicients pour cette valeur du paramétre s’écrit comme (en 4%)

-4 9 -8 4 0 -1 6 7 8 9 10 11
0 0 5 10
16 -40 20 4 4 13 14 9
-32 80 -40 -8 3 12 13 8
36  [11] 9 2 7
-16 36 -32 16 0 -4 1 2 3 4 5 6

Diagramme mis a jour pour les ai

Expression des fonctions réduites en Bézier. On repart de la forme générique des

fonctions, soit :
Bj;(u,v) = B} (w)B}(v) + Y _ alj Bi(u) B} (v),

klec
et on exprime les quatre fonctions type.
.BEJO(UH U)
/ 5 5 16 5 4 5 4 5 5
Bio(,v) = B ) BY(v) — 22 BI) BY(0) - 2 B () BI() — 1= BI () BY(0) - 2 B () BY(0)

2 B3 () B (0) — = BI(w)BI(v) — = BY(w)B}(v) — = B}(u)B(v)

75 2 753 75 2 753
3 5 2 s 12 5 8 s
%&U%U m&U%U %&U&U*%&U%@,

seul (1 —u)(1 — v) se factorise, il vient

=(1-u(l-v)x{1-uw'1-0)*

16 4 4 1
—6251;(1 —u)dv(l —v)® — E25u4v(1 — )3 — 4—525u(1 —u)dvt — EQBu‘lv4

2
fﬁﬁm(1fm%ufv)fgﬁmtafu)afm3f%§m%1fm%#fﬁ§m%1f@#

3 2 8
—%am%%l—WQ——ﬁm%%y—)——ﬁm( u)3v?(1 —v)? — ——50u(l — fﬁ@—v%,

75 75 75
=1 —-u)(l—-v)x {(1 - u)4(1 - U)4
80

20 20 )
—gu(l —u)v(l —v)® - ju‘lv(l — )% — gu(l —u)3vt — §u4v4
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—8u?(1 — u)?v(1 —v)® — ?u?’(l —w)o(l —v)® = 2u*(1 — u)?v?* — %u?’(l —u)vt

4 16
—2utv?(1 —w)? — gu v} (1 —v) — 8u(l — u)®*v?(1 —v)* — gu(l —u)3v3(1 - v)} )
et le crochet, évalué par un logiciel de calcul formel, donne

64
40202 — 403 + 602 — 4P +6u + vt +ut —du—4do+ u

—16/3u?v — 16/3uv? + 1
que l'on écrit comme :

4 1 1
(1 — du + 6u? — 4u® +u?) + (—4dv + 602 — 403 + v*) + duv? + 6—uv — —6u2 L

9 3 v — guv
soit :

4 1 1
(17u)4+(17v)471+4u2’u2+6f 0.2 0

w — —uv — —uw?
3 3
d’ou le résultat :

Biy(u,v) = By (u) By (v) + By (u) Bj (v)

+g BI)BYw) — B B(0) + 5 B () B3(0) — S B BI(v).

— By (v)By(v)

*Bi(u,v)
{o(u,0) = BY() B3 (0) + 55 BY(w) B3 (0) + 11 BI(w) B (0) + =2 Bi(w) B3(0) + 25 Bi(w) B()
£ B BI(w) + 3 BIW)BI() + S B B3(0) + £ B BY(0)
= B { B + 1550 + 5820 + SB5(0) + 28300
=B (u)(1 —v) {(1 —v)* +4v(l —v)> +v* + 60*(1 —

= BY()(1 ) {(1 ~ v) + v} = BI(u)(

la méme expression que pour les carreaux déja vus

= By (u)Bg(v) +

v)? + 40 (1—v)}
1 —v) = B} (u)B;(v),

Bl (u,0)

Bio(u,v) = B(w) B3 (v) — 22 BY(w) B (o) + 10 B (w)BI(v) — 1= BI(w) B (0) + 1 B () B (v)

+ 20 BY () B (0) b B () B (0)+ 2 B (u) B3 (0)-+ 25 B () B (0) ~ o2 B3 () B3 (0)— 59 B () B (0)

= BY()B(v) - 3 BI)BI (o) + 12 BI()BH(w) — 1 BIw)BY(w) + 1= B Bi(0)

e B B (0) 2 B ) B (0) 15 B () BY(0)+ 12 BI) B (0) ~ 12 B () B3 (o)~ 1 B ) B (0)

= 10u2(1—u)3(1—v)5—%u(l—u)‘lv(l—v)4+%u4(1—u)v(1—v)4—L%Ou(l—u)‘lv‘l(l—v)—f—@
+%u2(1 —u)dv(l —v)t + ?uz(l -

430 ut (1 — w)v3(1 —v)? — 40u(1 — u)*v?(1 —

ut(1—u)v*(1-v)

PBut(1 —v) 4+ 20u* (1 — u)v? (1 —v)?

+ v)? — %u(l —uw)*3(1—v)?,

le facteur 10 vient ainsi que u(1 —u)(1 —v), donc
= 10u(l — u)(1 —v)x
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{u(l —u)?(1—v)t - ?(1 —u)3v(l —v)3 + §u3v(1 — )% — %(1 —u)dvt + §u3v4

4 1
—|—§u(1 —u)?v(l —v)3 + §U(1 —u)?vt + 2u30% (1 — v)?

+§u3v3(1 —v) —4(1 —u)3?(1 —v)? - g(l —u)3v3(1 - v)} ,

la simplification & la main reste raisonnable, on regarde les facteurs venant sur v*, v, v2, v, u3, u?, u
et la constante, et, pour le crochet, il ne reste que

4 2 1
{u —2u? +u® + (2u(l —u)? + 5(1 —u)? — glL?’)z)2 + (—gu(l —u)? — 56(1 —u)® + u3)v} )

ici intervient ’astuce suivante, on écrit
u—2u® +ud = u(l —u)?,
par suite, on découvre le terme :
10u(1 — u)(1 — v)u(l —u)? = 10u*(1 — u)3(1 — v) = B3 (u) B (v),
et il reste & examiner :

P 0+ )

{(2u(1 —u)? + %(1 —u)® — gug)WQ + (*gu(l —u)? — 9

on factorise globalement 2v et localement —%, il vient :

21}{{u(1 —u)? + %(1 —u)? — ;u3}v — % {u(l —u)? + %(1 —u)® — ;u?’}} :

et le miracle s’accomplit, on trouve simplement

21}{u(1—u)2—|—§(1—u)3—;u3)}{v—§} :2v{§—u} {v—g} ,

soit, au total, ’expression
2 4
20u(1l — u)(1 —v)v {3 — u} {1} - 3} ,

?u(l —u)(1— v {2 — 3ul {30 — 4},

donc

ce qui donne les 4 termes suivants :

—%u(l —u)(1 - v)9uv = —%Bé(u)BS(v) :
%u(l —u)(1 - v)ol2u = %BS(u)Bi"(v) )
?u(l —u)(1 — v)wbv = %B%(U)BS(U) :

%u(l —u)(1 — v)u(—8) = —%Bf(u)Bf(v) :

et la solution finale compren 5 termes, soit :

Bio(u,v) = BS(U)Bé(vH% {=B3(w)B3(v) + 2B (u) B} (v) + Bi (u) B3 (v) — 2B (u) B} (v) } .
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.Bé2(ua U)
Bia(u,v) = BY(w)B3(v) + 5 BY(w)B3(0) — S BIw)BY(v) — - B (u)BY(v) + B () B(v)

4 . 2 2 4,
2B BY0) — 2B BY) — 2 BYw)Bw) + 5 B () B3 (v),
on voit immédiatement que u(1 — u)v(1l — v) se factorise, donc :
= u(l —u)v(l —v) x {100u(1 — u)*v(1 — v)?
1 - - 4 .
+§625(1 —u)3(1 —v)? - 225u3(1 — )3 — %25(1 —u)d + §25u‘3'03
—|—é50u(1 —u)?(1 —v)® - g50u(1 —u)*® — g50u3u(1 —v)? + %50(1 —u)dv(l — 0)2}
3 3 3 3 ’
= 100u(1 — u)v(1 — v) x {u(l —u)?v(1l —v)?

4 2 2 1
—|—§(1 —u)3(1—w)? - §u3(1 e 5(1 —u)?v® + §u3v3

Jr%u(l —u)?(1—v)® - éu(l —u)?vd — éugv(l —v)? + %(1 —u)3v(l — 0)2} ,

ici, également, la simplification a la main reste raisonnable, on regarde les facteurs venant

sur v3,v2, v, u?, u et la constante, et, pour le crochet, il ne reste que

2 4

2 1 4 2 2
{(—u(l —u)? — §(1 —u)® + §u3)v + g 3u} qui (!) se simplifie en {(u - §)U + g 3u} ,

donc, au total, on a
2 4 2
100u(1 — w)v(l —v) {(u — Yo+ - — u}

3 9 3
et la solution finale est immédiate et comprend 4 termes :
100u(1 — w)v(l — v)uv = %BS(U)BS(U)
100u(1 — w)v(1 — fu)(—%)v = —%B%(U)Bg’(v)
100u(1 — uw)v(1 — v)% = %B%(u)B%(v)
100u(1 — w)o(1 — v)(—%u) - —%BS(u)B%(v)
donc :

B (u,v) = % {B3(u) B3 (v) — B (u) B} (v) — B3 (u)Bi (v) + B} (u)Bi (v) } .

Remarque. Une autre méthode pour trouver cette formule nous a donné I’expression :
100
By (u,v) = <7 {B3(uw)B3(v) — 2B} (u) B3 (v) — 2B5(u) Bi (v) + 4B} (u) B} (v) }

et ces deux écritures sont identiques, il suffit, dans la premiére formule, de constater que
2 2
Bi(u) = ng(U) + ng(U%

et de remplacer.

Les quatre fonctions de base type sont rappelées dans le tableau qui suit

T[T [ Bpolu:0) = By(w)BY(v) + Ba(w) B3 (v) — Ba(0)B(v)
+19B2(u) B2(v) — 5B (u) B3 (v) + 3 B3(u) BY(v) — £ B3 (u) B (v)
25 | Biolu,v) = B} (u)Bi(v)
316 | Biglu,v) = B3(u)Bi(v) + 22 {~B3(u) B} (v) + 2B} (w) Bi(v) + BA(w) B} (v) — 2B} (u) B3 (v)}
4 || 17 | Byy(u,v) = 10 {B}(w) B} (v) — BH(u)Bi(v) — B3 (u) B3 (v) + Bi(w)Bi(v)}

Fonctions de base type du carreau choisi de degré 5 a 24 neeuds.
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Construire un carreau complet équivalent. De la forme des fonctions réduites, on
déduit que si 'on invente les douze points de controle en se basant sur Py; et Py; simplement
avec les symétries voulues. Pour P;; on prend les coefficients a;, pour Ps1, on prend les
coeflicients b; et on obtient un carreau complet équivalent.

Une autre solution pour la configuration alterne. On a proposé une solution particu-
liére de la famille se déduisant du choix initial des points. L’autre choix symétrique possible,
en gardant, cette fois, Py1, Ps1, P14 et Py, doit conduire & une autre famille de solutions et
a un choix pertinent du paramétre.

Application a la construction d’un quadrilatére Serendip & 24 nceuds. On suit
I’approche vue pour les degrés déja vus.

7.2 Carreau Bézier-Serendip de degré supérieur ?

Dans le principe et sous réserve d’ajouter des points afin de pouvoir définir une configu-
ration symétrique, on peut construire de tels carreaux. Néanmoins, exhiber les systémes liant
les coefficients de répartition se révele fastidieux. Ceci nous pousse & essayer de trouver une
autre méthode plus simple, ce qui fera I'objet d’une autre étude.

8 Validation d’un carreau de degré quelconque

Carreau en deux dimensions. Ayant reconstruit un carreau complet, on le valide comme
vu dans diverses références, par exemple [5], en utilisant la condition suffisante, jacobien
strictement positif aux sommets et autres coefficients non négatifs. En effet, comme la fonction
de définition du carreau, notée o(u,v), est :

Z Z B?(U)B;l(v)Pijv
i=0,n j=0,n
son jacobien est le polynome (de Bézier) suivant :

Jwo)=n2 > 3 3> BrNwB()BRw)BI T (v) ALY AL T,

i=0,n—1 j=0,n k=0,n |=0,n—1

avec ™ =t (0,0, 1), A;’O P;jPiy1j et AZ} = P i P; j+1. Ceci s’écrit également :
J(w,v) =n® > > BN w)BT N (0)Niy, (1)
1=0,2n—1J=0,2n—1
avec, pour i1 =0,n — 1,4 =0,n,71 =0,n,jo =0,n —1:
crter cren ! 0.1
NIJ = Z Z C2n 1 C2nj21 | AL] ,J1 Azz ,J2 W | : (2)

t1+io=I j1+j2=J i1+i2 Ji+7j2

avec W =" {0,0,1}. Il y a 4n? tels coefficients de contrdle. Chaque coefficient est une somme
pondérée de différents termes, hormis les coeflicients coin qui ne posséde qu’'un seul terme
(qui mesure la surface du triangle de sommets le coin et ses deux points de controle adjacents
et, ainsi, controle ’angle entre les tangentes aux deux arétes (courbes) incidentes, voir par
exemple Noo).

Carreau surfacique. Iciles P;; sont des points de R3 et la notion de jacobien (afin d’avoir
une méthode de validation géométrique d’un carreau donné) n’a pas de sens. Par suite, on
propose de construire le déterminant suivant :

o (u,v)
ou

0o (u,v)

det( . 5

)

11
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avec II un plan moyen approchant les 4 sommets du carreaux, 7 la normale unitaire & ce
plan et |, les projections des dérivées sur ce plan. Ainsi, les coefficients de contréle sont :

Cn lcn Cfncm2 1 Lo
NIJ = Z Z C2n 1 CQnJ 1 de t( AZI ,J1 i

i1+i2=1 j1+jo=J i1tz Jitj2

AOl

12,]2

). (3)

II

9 Le cas de la trois dimensions
On traite le cas du degré 2 puis on esquisse le cas du degré 3.

9.1 Le carreau volumique de degré 2

On utilise la notation & trois indices telle que montrée, pour la face w = 0, sur le schéma
suivant :

020 120 220 4 11 3
010 110 210 12 10
000 100 200 1 9 2

L’espace de Serendipité. Les mondmes de cet espace sont représentés dans le schéma

1
u v ow
U2 uv  uw 1}2 vWw U}2
’LL2’U u2w uvw 'LL’U2 U2’LU ’U/U}2 vw2
UZUU] uv2w U’UU)2

otl 'on retrouve I’espace P? enrichi des monémes u2vw, uv?w et uvw?.

Les fonctions de base du carreau réduit sont cherchées sous la forme habituelle :
By (u,v,w) = B} (u) B} (v) Bi(w) + > BB} (u) B, (v) B2 (w),
ImneC

ou C est ’ensemble des indices des fonctions "centrales", une par face et une interne, que ’on
répartit sur la fonction réduite d’indice ijk via les coefficients ﬁfﬂ" Ainsi, le carreau réduit
s’écrira :
0(u, v, w) EBukuvaijkv
ijk

ot les indices 5k sont ceux des 20 points de controle du bord du carreau.

Par symétrie, il suffit d’examiner les deux fonctions type qui correspondent aux indices
000 et 100. Toujours par symétrie, on a :

Biyo (u, v,w) = B (u) Bj (v) B (w)
+o { B (u) BY (v) Bj (w) + BY (u) B§ (v) B} (w) + B (u) B} (v) BY (w) } + BB (u) B} (v) B (w) ,
qui fait intervenir les indices des trois faces incidentes en Pygg et I'indice central 111 et
Bigo(u, v, w) = B (u) B3 (v) Bj (w)
+ { B (u) B} (v) B3 (w) + B (u) By (v) Bf (w) } + 6B (u) B (v) B} (w) ,

qui fait intervenir les indices des deux faces incidentes en Pjgg et 'indice central 111. Comme
les relations pour les autres fonctions réduites sont similaires, il n’y a que quatre valeurs
possibles pour les coefficients de répartition.
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La définition de ’espace réduit implique en premier la présence de v2vw. Comme on a :

w?vw = u?v(1 — v+ v)w(l — w + w) = B2(u) {;B%(v) + Bg(v)} {;B%(w) + Bg(w)}

= BB 0B () + 5 B3 () B30) B (w) + 3 B3 () BY(w) B3 (w) + B3(u) B3(v) B (w)

1 1 1
= ZBg(U)B%(U)B%(w) + §B§21(Uav, w) + §Bé12(u’va w) 4 Bagy (u, v, w)

—a {B3(u) B} (v) Bf (w) + B} (u) B} (v)) B3 (w) + B} (u) B3 (v) BY (w) } — 3 { Bf (u) B} (v) B} (w) }

{5 BB B W) + BB B W) + BB B W) + 550 B0 B w) |

{3 BB OB W) + BB W |

Imposer que u?vw soit obtenu par combinaison linéaire des B, ; (1, v, w) implique que les

contributions sur B?(u) B} (v) Bf (w), B3 (u) B?(v) B?(w), B} (u)B3(v) B?(w) et B} (u)B?(v)B3(w),
soient nulles, ce qui donne trois équations :

(E1) B+6=0.

(E2) a+~vy= i .
(E3) 200+7v=0,
et on a immédiatement v = —% et 7 = 3 (comme en deux dimensions).
De u?vw, on obtient u?v = u?vw + u?v(1 — w), puis u? = u?v + u?(1 — v), par suite, on
impose maintenant uvw. Comme :

wow = u(1—u-+u)o(1—v-+o)w(1—wtw) = {;Bf(u) + Bg(u)} {;Bf(v) + Bg(v)} {;B%(w) + Bg(w)}

= LBHWB@)B(w) + BB 0) B (w) + | B B3() B (w) + L B () B3 () B (w)

+ 1B BB (w) + 5 B(w) BY() B3 (w) + 5 B () B3(0) B3 (w) + B3 (u) B3(0) B3 ),

et les équations en résultant sont redondantes pour « et v (il y a trois telles équations) et
pour les deux autres inconnues (une seule équation), on trouve :

(E4) —3(5—254—%:0
soit B=—1et§=1.
Les fonctions de base type. FEn reportant les valeurs, on trouve :
Bio(u,v,w) = B (u) Bj (v) B (w)
5 { BB 0) By (w) + B B () B (w)} + { B BI0) B (w)
= B { BR0)B30) + 5 {BH0 B (w) + BRI B0} + B0 B w) |

et, tout calcul fait :
Bigo(u, v,w) = B (u) By (v) By (w)

qui a la méme forme qu’en deux dimensions.

Biygo(u, v, w) = B (u) B3 (v) B (w)
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B ) B 0) B (w) + B (w) B () B (w) + B () BY () BY )} — 1 B () B () B (w)
= (1-u)(1-v) (1—w)x{(1 — w)(1 — v)(1 — w) — {uv(l — w) + u(l — v)w + (1 — w)vw} — 2uvw}
— (- w101 - w)(l—u—v—w)
= (- w1 - 0)(A—w) {(1—w)+ (1 —v) ~ 1+ (1 —w) — 1)
= (1)L 0) (1 —w)+ (L - u) (1) (L~ w) — (1~ u)(1—v)(1—w) ~2(1—u) (1~ v)(1~w),
soit, au final :
B (u, v,w) = B3 (u) BY (0) By (w)+ B3 (u) B (v) By (w)+ B} (u) BY (v) B (w)~2B3 (u) B (v) By (w)

qui, ceteris paribus, a la méme forme qu’en deux dimensions.

1|11 | Bgoo(u, v,w) = Bj(u) By (v) By (w) + By (u) B (v) By (w) + By (u) B (v) B (w) — 2B (u) By (v) By (w)
2 || 9| Bigo(u,v,w) = Bf(u)Bj(v) By (w)

Fonctions de base type du carreau volumique de degré 2 a 20 points de contréle.

Vérification via les fonctions de base des éléments finis Serendip. On cherche le
neeud d’indice 100 et on trouve :

q100(u, v, w) = 2B} (u, v,w) = 2B% (u) B§ (v) B§ (w) = 4u(l — u)(1 —v)(1 —w),

qui est 'expression attendue. On cherche le noeud d’indice 000, il vient :

qooo (u, v, w) = B(/JOO(uvvaw) - 53100(%% w) — 53610(% v, w) — 53601(% v, W)

= Bj(u) By (v) By (w) + By (w) Bg (v) By (w) + By (w) By (v) B (w) — 2B (u) By (v) By (w)
— B B () B (w) — 3 By(w) B (0)By(w) — 5 B () By () B (w)
Le produit (1 —u)(1 —v)(1 — w) se factorise et il reste :

lI-uw+Q-v)+1l-w)—u—v—w—-2=1-2u—2v—- 2w,

soit
qooo (u, v, w) = (1 —u)(1 —v)(1 —w)(1 — 2u — 2v — 2w),

qui est également ’expression attendue.
Validation en inventant les points "manquants". A partir des points de contrdle

sommet et de ceux des arétes, on invente les points de controle des faces (avec les coefficients
a et ), puis le point central (avec les coefficients (5 et §). Ainsi

P Pooo + Paoo + Pa2o + Po2o | Proo + P20 + Pr2o + Po1o
110 = — 1 + B )
et des expressions similaires pour les autres points des faces et

Pooo + Paoo + Pazo + Pooo + Pooz + Pao2 + Paoa + Pooa
4

Py =—

+P100+P210+P120+P010+P102+P212+P122+P012+P001 + Pao1 + P21 + Poaa
4 )
pour le point central. On utilise alors la Relation 7 donnée plus bas, pour la validation
géométrique d’un carreau d’un maillage.
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9.2 Le carreau volumique de degré 3

On utilise la notation a trois indices telle que montrée, pour la face w = 0, sur le schéma
suivant :

030 130 230 330 4 14 13 3
020 120 220 320 15 35 36 12
010 110 210 310 16 33 34 11
000 100 200 300 1 9 10 2

L’espace de Serendipité. Les mondémes de cet espace sont représentés dans le schéma

1
u v ow
u2 uv  uw ’1)2 vw ’LU2
u3 ’LLQU u2w ’U,’U2 uvw U’LU2 U3 ’U2’LU 1]’(1}2 vw3
’U,B’U U3UJ U2UU} quw uvw2 ’LLU3 U’LU3 ’U3UJ uw3
ung uvgw UU’U)3

otl 'on retrouve ’espace P3 enrichi des monémes u?vw, uvdw et uvw?>.

Les fonctions de base du carreau réduit sont cherchées sous la forme habituelle :
By (u,v,w) = B (u) B} (v) Bi(w) + > BB (u) B3, (v)Bj (w)
ImneC

ou C est ’ensemble des indices des fonctions "centrales", quatre par face et huit internes, que
lon répartit sur la fonction réduite d’indice ijk via les coefficients BZ’;C”. Ainsi, le carreau
réduit s’écrira :
0(u,v,w) = ZBéjk(u,v,w)Pijk ,
ijk

ol les indices ijk sont ceux des 32 points de contréle du bord du carreau.

Pour simplifier les notations, on note :
Biji(u,v,w) = B} (u) B3 (v) Bi (w) ,

et par symétrie, il suffit d’examiner les deux fonctions type qui correspondent aux indices 000
et 100. Toujours par symétrie, on a :

Bio(u, v, w) = B () Bg (v) B (w)

+{a110B110(u, v, w) + az10 B21o(u, v, w) + ai20 Bi2o(u, v, w) + a220Bazo(u, v, w)}
+{a110Bo11(u, v, w) + az10 Boz1 (u, v, w) + ai20 Bo12(u, v, w) + a220Bo2z (u, v, w)}
+{a110B1o1 (v, v, w) + az10 B2o1 (4, v, w) + ai20 Bioz(u, v, w) + a220Baoz (u, v, w)}
+{a111Bu11(u, v, w) + az11 Bai1 (u, v, w) + a121Bi21 (u, v, w) + azz1 Bagi (u, v, w)

+ a112 B112(u, v, w) + az12 Ba12(u, v, w) + a122 Bi2a(u, v, w) + az92 Baga(u, v, w)}

qui fait intervenir les indices des trois faces incidentes en Pygg et les 8 indices centraux. Ceci
donne, a priori, 12 coefficients, et

Bioo(u,v,w) = B (u) Bj (v) B (w)
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+{b110B110(u, v, w) + ba10Ba1o(u, v, w) + biag Bi2o(u, v, w) + bago Bazo(u, v, w)}
+{b110B101(u, v, w) + ba10Bao1 (u, v, w) + bi2o Bio2(u, v, w) + bago Baoz (u, v, w)}
+{b111 B111 (v, v, w) + ba11 Bar1 (u, v, w) + bi21 Bi21 (u, v, w) + bazy Bao1 (u, v, w)

+ br12Bii2(u, v, w) + bara Boia (u, v, w) + biaz Bi2a(u, v, w) + baga Baga (u, v, w)}

qui fait intervenir les indices des deux faces incidentes en Pjgq et les 8 indices centraux. Ceci
donne, a priori, 12 coefficients.

Et on a des relations identiques pour les autres fonctions réduites Il y a donc 24 valeurs
possibles pour les coefficients de répartition.

La définition de 'espace réduit implique en premier la présence de u2vw. Comme on a :
wdvw = w3l — v+ 0)?wl —w+ w)?

= v’ {v(1 —v)* +20*(1 = v) + v* } {w(l —w)* 4+ 2w*(1 — w) + v’}

donc on trouve : 1 5 ]
53311(%1),111) + 53312(%1),111) + §B313(U,U, w)

2 4 2
+§Bs21(uﬂ/, w) + 53322(%@, w) + 53323(% v, w)

1 2
+§B331 (u, v, w) + §B332 (u, v, w) + B333(’u, v, w) .
Les indices & "supprimer" sont : 311,312,321 et 322, ce qui va donner quatre relations. Pour
la fonction d’indice 311 :

311 ds 313 comme 120 ds 100 : b120
311 ds 331 comme 120 ds 100 : b120
311 ds 323 comme 220 ds 100 : b220
311 ds 332 comme 220 ds 100 : b220
311 ds 333 comme 220 ds 000 : a220

soit la relation :
1 1 2 2 1
§b120 + §b120 + gbzzo + §b220 + a0 = 5’ °u (E1)  6bi2o + 12bagp + 9age0 = 1.

Pour la fonction d’indice 312 :

312 ds 313 comme 101 ds 100 : b110
312 ds 331 comme 202 ds 100 : b220
312 ds 323 comme 201 ds 100 : b210
312 ds 332 comme 102 ds 100 : b120
312 ds 333 comme 210 ds 000 : a210

soit la relation :

1 1 2 2 2
§b110+§b220+§b210+§b120+a210 =5 °u (E2)  3b110+3b220+6b210+6b120+9%a210 = 2.

Pour la fonction d’indice 321 :

321 ds 313 comme 202 ds 100 : b220
321 ds 331 comme 101 ds 100 : b110
321 ds 323 comme 102 ds 100 : b120
321 ds 332 comme 201 ds 100 : b210
321 ds 333 comme 120 ds 000 : al120

soit la relation :
1 1 2 2 2
552204-551104-55120-1-552104—&120 =5 o (E3)  3bagg+3b110+6b120+6b210+9%a120 = 2.

Pour la fonction d’indice 322 :
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322 ds 313 comme 201 ds 100 : b210
322 ds 331 comme 201 ds 100 : b210
322 ds 323 comme 101 ds 100 : bi110
322 ds 332 comme 101 ds 100 : b110
322 ds 333 comme 101 ds 000 : alil0

soit la relation :

1 1 2 2 4
gbzm + §b210 + gbuo + gbuo +aip = 5 ou (E4)  6bo1g + 120110 + 9a110 = 4.

Le premier jeu de quatre équations est donc :
(El) 6b120 + 12b220 4+ 9a09g = 1.

(E2)  3b11o + 3baao + 6b210 + 6b120 + ag10 = 2.
(E3)  3bazo + 3b11o + 6b12g + 6b210 + a120 = 2.
(E4) 6ba1p + 12b1109 + 9a110 = 4.
On en déduit (en fait on le savait déja) ai20 = a210-

La présence de u3vw implique celles de v3v et de u3w, donc le monéme suivant & considérer
est u?vw. On écrit :

w?vw = u?(1 — v+ w)o(l — v+ v)*w(l — w4+ w)?

= {u*(1 —u) +*} {o(1 —v)* +20*(1 —v) +v*} {w(l — w)? + 2w*(1 — w) + v’}
donc on trouve :

1
E(BQH(Uy v, w) + Bazi (u,v,w) + Bazz(u, v, w))

2

+277(3212(’u,, v, w) + Bzgl(u, v, ’LU) + ngg(u, v, w))

1 4 2
+§(B213(uvvvw)) + 2*7(3222(%%10)) + §(3223(U, v, w))

1

+§(3311(U, v, w) + Bssg1(u, v, w) + Bssz(u,v,w))
2

+§(B312(U7 v, w) + Bsa1(u,v,w) + Bsza(u, v, w))

1 4 2
+§(3313(U,U,w)) + 5(3322(% v,w)) + 5(3323(%@710)) .

Les indices a "supprimer" sont : 211,212,213, 221,222,223, 231,232,311, 312, 321 et 322, ce
qui va donner 12 relations.

La présence de u?vw implique celles de u2v et de u?w, donc le monéme suivant & considérer
est uwvw. On écrit :

wow = u(1l —u +u)*v(l — v+ v)*w(l — w4+ w)?

= {u(l —u)® +2u*(1 —u) +®} {v(1 —v)* +20*(1 —v) +0* } {w(l — w)? + 2w*(1 — w) + v’}

donc on trouve : 1 1 1
?73111(U707w) + 53131(%7)710) + 53133(%0710)

2 2
+?7(3112(u, v, w) + Blzl(u, v, U))) + 53132(11,7 v, U))

1 4 2
+§(B113(U,U,w)) + 5(3122(%@710)) + §(3123(u, v, w))

2 2 2
ﬁBzu(uw,w) + §3231(U7U7w) + 33233(%0,111)
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4 4
27 (3212(u v U}) + B221(u v w)) + §BQ§32(’LL, v, w)

+ 2 (Bas(,0,0)) + o (Bazalin, v, 0) + 5 (Baas (1,0, )

1 1
—|—§B311(u, v,w) + §B331(u,1},w) + ngg(u,v,w)

2 2
—|—§(3312(U, ’va) + 3321 (’LL7’U7’LU)) + §B332<U,U,U))

1 4 2
+§(3313(u,v,w)) + 5(3322(%0710)) + 5(3323(%”, w)) .
Les indices a "supprimer" sont : 111,112,113,121,122, 123,211, 212,213, 221, 222, 223,

231,232,311, 312,321 et 322, ce qui va donner 18 relations.

La présence de uvw implique celles de uv et de uw, donc de u puis de 1 — u donc de
la constante, il n’y a pas d’autres relations intéressantes. On a ainsi 34 relations pour 24
inconnues.

Comme vu en deux dimensions, exhiber ces relations est fastidieux et nous arrivons a la
méme conclusion, essayer de trouver une autre méthode plus simple, ce qui fera I’objet d’une
autre étude.

9.3 Degrés supérieurs

Méme commentaire que ci-dessus.

9.4 Validation d’un carreau tridimensionnel

Ayant reconstruit un carreau complet, on le valide comme vu dans diverses références,
par exemple [5], en utilisant la condition suffisante, jacobien strictement positif aux sommets
et autres coefficients non négatifs. Ainsi, on a successivement :

O(u,v,w) = Y > > B u)B}(v)Bji(w) Pys,

1=0,n j=0,n k=0,n

J(w,v,w) = Y > > BP T w)BY T ()BT (w) Nk,
1=0,3n—1J=0,3n—1 K=0,3n—1
avec

cr-torcn crontton op cp ot

_ 3 i1 ig i3
. - n— n— n—1
Nk = n E § E 3n—1 C’3 1 o3

i14+ig+iz=I j1+jo+jz=J k1+ko+ks=K i1+i2+13 Ji+i2+is k1+ko+ks
1,0,0 0,1,0 0 0,1
A Gk Bis ks Dig okl (4)
pour
’il :O,Tl— 1,j1 = O,Tl,kl = O,n
7;2 = O,Tl,jg = 07”’7 17k2 = Oan
ig = 07n,j3 = 0,n7k3 = 07TL -1
et avec
1,00 _ 5 p 01,0 _ B 00,1 _ B H
Ak = PigePivije, A% = PuyrPijrie.et A% = Pl -

Le degré du polyndéme jacobien est donc 3n — 1 dans chaque direction, le nombre de
coefficients de controle est 27n3. Chaque coefficient est une somme pondérée de différents
termes, hormis les coefficients coin qui ne posséde qu’'un seul terme (qui mesure le volume
du tétraédre de sommets le coin et ses trois points de contréle adjacents et, ainsi, controéle
l’angle entre les plans tangents aux trois faces (courbes) incidentes, voir par exemple Nyqg).
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10 Conclusion

On a indiqué comment construire des carreaux quadrilatéraux et hexaédriques, dits Bézier-
Serendip, complétement symétriques et on a donné ’expression de leurs fonctions de base
dans le formalisme Bézier. Les cas explicitement traités sont, en deux dimensions, les degrés
2, 3 et 4 puis le degré 5 pour lequel on a rencontré le méme probléme que pour les élé-
ments finis Serendip, & savoir, la nécessité de rajouter un point de contréle pour permettre
de construire une configuration complétement symétrique. Pour les degrés supérieurs, nous
avons considéré que la méthode de construction s’applique mais se trouve étre fastidieuse.
En trois dimensions, et pour la méme raison, nous n’avons explicité que le degré 2.

On a également montré que de ces carreaux pouvaient se déduire les éléments finis Seren-
dip classiques.

Par ailleurs, on a indiqué comment valider géométriquement un carreau courbe d’un
maillage donné dont les éléments sont des carreaux définis de cette nouvelle fagon. Cette va-
lidation se fait en raisonnant sur l’écriture des carreaux dans le formalisme Bézier (polynéme
de Bernstein et points de controle) en remontant a la forme compléte équivalente.

La suite logique de cette étude est donc de trouver une méthode alternative plus simple
a mettre en ceuvre lorsque le degré est élevé ou, en trois dimensions, dés le degré 3.
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