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❘és✉♠é ✿ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ tr❛✜❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠♦❜✐❧❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡s str❛té❣✐❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ é❧❡✈é❡ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐✈✐té ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧✬èr❡ ✧♣❡r✈❛s✐✈❡✧✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✜❝ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡s s♠❛rt♣❤♦♥❡s ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♠étr♦♣♦✲
❧✐t❛✐♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ r❡❝✉❡✐❧❧✐s ❛✉ ❝♦❡✉r ❞✬✉♥ ❞❡s ♠❛❥❡✉rs
rés❡❛✉① ✸● ❞❡ ❧❛ ❝❛♣✐t❛❧❡ ❞✉ ▼❡①✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ r♦✉t✐✲
♥✐❡r ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ❞❡s ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❥♦✉rs✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
♠♦t✐✈❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❥♦✉r ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥♥és ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ✧q✉❛♥❞✧
❡t ✧❝♦♠❜✐❡♥✧ ❞❡ tr❛✜❝ ❡st ❣é♥éré✮ ❡♥ ❞ét❛✐❧✳ ◆♦✉s ❝❧❛ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛❜♦♥♥és ❡♥ q✉❛tr❡ ♣r♦✜❧s
❞✐st✐♥❝ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s q✉❛tr❡ ♣r♦✜❧s ❞✬❛❜♦♥♥és s❡❧♦♥ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts✿ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❡t ❧❡s ❤❡✉r❡s ❝r❡✉s❡s✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✜❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♠✐t❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜❧s ❞✬❛❜♦♥♥és ❡♥ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ rés❡❛✉①✱ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✜❝✱ r♦✉t✐♥❡

∗ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊❯ ❋P✼ ❊❘❆◆❊❚ ♣r♦❣r❛♠ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ❈❍■❙❚✲❊❘❆✲✷✵✶✷ ▼❆❈❆❈❖✳
† ●r❛♥❞❛t❛ ▲❛❜s✱ ❆r❣❡♥t✐♥❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡

♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛

❆❜str❛❝t✿ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s
❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❜r♦✉❣❤t
❜② t❤❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❡r❛✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t t❤❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ s♠❛rt♣❤♦♥❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ♠♦❜✐❧❡ tr❛✣❝ ✉s❛❣❡ ✐♥ ❛ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ✸● ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ▼❡①✐❝♦✬s ❝❛♣✐t❛❧✳ ❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②s❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs r♦✉t✐♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✳
❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ❞❛② ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ✭✐✳❡✳✱ ✧✇❤❡♥✧ ❛♥❞
✧❤♦✇ ♠✉❝❤✧ tr❛✣❝ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✮ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ♣r♦✜❧❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r s✉❜s❝r✐❜❡r
♣r♦✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❥♦✉r♥❡② ♣❡r✐♦❞s✿ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦✉r ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♠✐t❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❝r✐❜❡r
♣r♦✜❧❡s ✐♥ t✇♦ ❥♦✉r♥❡② ♣❡r✐♦❞s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ♥❡t✇♦r❦s✱ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✱ r♦✉t✐♥❡



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡❝❡♥t ❜♦♦st ✉♣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬✶❪ ❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❡r❛ ❛r❡ str✉❣❣❧✐♥❣
t❤❡ ✸● ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r❡♣❛r❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ s✉❝❤ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ st❡❛❞②
❣r♦✇t❤ ♦❢ s♠❛rt♣❤♦♥❡s✱ t❤❡ ✈❡r② r❛♣✐❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❛❣❡ ✐s ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ✐♥
♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✉r❜❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✉s❡rs✳ ❊♠❡r❣✐♥❣
♣❡r✈❛s✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
♥❡❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ s✉❝❤ ❡①tr❡♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ♣❡r ✉s❡r ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♦✤♦❛❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✇♦r❦s ❬✷✱ ✸❪✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ t❤❡♥
t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥
❛❧❧♦✇ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❜❡tt❡r t✐♠❡❧② ♣❧❛♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡tt❡r
s❡t s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧❛♥s✳

❚❤❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❡r❛ ❛❧s♦ ❜r♦✉❣❤t ♥❡✇ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✿ ❈✉rr❡♥t❧② s♠❛rt♣❤♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ♠❡❛♥s
♦❢ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✉s❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♥t❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s r✐❝❤ ✐♥ ✇♦r❦ st✉❞②✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡rs ♠♦❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❧✐tt❧❡ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧②
❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ✉s❡rs ❝♦♥t❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳

❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ ♠♦st r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❛❧❧ ❉❡t❛✐❧ ❘❡❝♦r❞s ✭❈❉❘s✮✱ ✇❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♠❛rt♣❤♦♥❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❈❉❘s ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs
❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✿ ✈♦✐❝❡ ❝❛❧❧s ❛♥❞ ❙▼❙✳ ❙✐♥❝❡ s♠❛rt♣❤♦♥❡s ❛r❡ ♥♦✇ ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❢♦r ❞❛t❛
t❤❛♥ ❢♦r ❝❛❧❧s ❬✹❪✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈❉❘s ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❛❣❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡s✐❞❡s ❜❡✐♥❣ s♣❛rs❡ ✐♥ t✐♠❡ ❬✺❪✱ ❈❉❘s ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ tr❛✣❝ ❧♦❛❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❡♠❛✐❧
❝❤❡❝❦s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✮✳

■♥st❡❛❞✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs tr❛✣❝ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ❝❧✉st❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✲✇✐❞❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ✈✐❡✇ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ❛♥❞
✐♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts ♠❛❦❡ t❤✐s t❛s❦ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r
✐s t♦ ❛♥❛❧②s❡ ✉r❜❛♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② st✐❧❧
❝♦♥s✐st❡♥t❧② r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐t ✿ ❚❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐✈❡rs❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣✱
♦r ❤♦ts♣♦t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳

❖✉r st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♥♦♥②♠✐③❡❞ ❞❛t❛s❡t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ✸● ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ▼❡①✐❝♦✬s ❝❛♣✐t❛❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t s♣❛♥s ✹ ♠♦♥t❤s ❢r♦♠ ❏✉❧② t♦ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✸ ❛♥❞
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✻✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❞❡s❝r✐❜❡s ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛♥② ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♠❛rt♣❤♦♥❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳
❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥② ✉♣❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❞❛t❛ tr❛✣❝✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t ♦♥❧② ❜r♦✇s✐♥❣ ♦r ♠❡ss❛❣❡s
tr❛✣❝✱ ❜✉t tr❛✣❝ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥
♦r❞❡r ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ P❡❜✐❜②t❡s ✭250✮ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❝✐t② ✐♥ ▼❡①✐❝♦✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡r✬s ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✜rst
❛♥❛❧②s❡ t❤❡✐r tr❛✣❝ ✉s❛❣❡ ❤❛❜✐ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉s❛❣❡
♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ❞❛② ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬
✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ✭✐✳❡✳✱ ✧✇❤❡♥✧ ❛♥❞ ✧❤♦✇ ♠✉❝❤✧ tr❛✣❝ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✮ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡
s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t ♣r♦✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② ♠♦❞❡❧
t❤❡ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r s✉❜s❝r✐❜❡r ♣r♦✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❥♦✉r♥❡② ♣❡r✐♦❞s ✿
♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ❯s✐♥❣ ❛ t❡st s❡t ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s st❛t✐st✐❝ t♦♦❧s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
♦❢ ♦✉r tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐♠✐t❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❝r✐❜❡rs ♣r♦✜❧❡s
✐♥ t✇♦ ❥♦✉r♥❡② ♣❡r✐♦❞s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛✣❝ ❞❛t❛s❡t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✮✳

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✹ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦✉r ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t♦r
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♠✐t❛t✐♥❣ tr❛✣❝✲r❡❧❛t❡❞ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs
❞✉r✐♥❣ t✇♦ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❛r② ♥♦r♠❛❧ ❞❛② ✐♥ t❤❡✐r ❧✐✈❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✉s❡r ❛♥❞ s✉❜s❝r✐❜❡r
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✉s❡rs✬ ❝♦♥t❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■ts ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❛t❛ ✉s❛❣❡ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❛❜❧❡
♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦r s❡r✈✐❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t♦ ❞❡♣❧♦② ♥❡t✇♦r✲
❦✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❤♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ♦r ❤♦✇ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②
❣r❛♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ tr❛✣❝ ❧♦❛❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦❜✐❧❡ ✉s❡rs✳

▼♦st st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❧❧✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❈❛❧❧ ❉❡t❛✐❧ ❘❡❝♦r❞s ✭❈❉❘s✮✳ ❈❉❘s ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝✉st♦♠❡rs ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞
♣❛tt❡r♥s ❬✺✱ ✾✱ ✽✱ ✻❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s✱ ❈❉❘s ❤❛✈❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢
❜❡✐♥❣ s♣❛rs❡ ✐♥ t✐♠❡ ✭✐✳❡✳✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ ✈♦✐❝❡ ❝❛❧❧ ♦r ❛ s❤♦rt ♠❡ss❛❣❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❝❝✉rs✮✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❝❡❧❧✉❧❛r ✉s❡rs ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r t✐♠❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
s❡t ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥❢❡r tr❛✣❝ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✉s❡rs ❛❝t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛✣❝✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ tr❛✣❝ ❧♦❛❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t s♠❛r♣❤♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡♠❛✐❧ ❝❤❡❝❦s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s
❛❧s♦ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❬✻✱ ✶✵❪✱ s✐♥❝❡ ✇❡ t❛r❣❡t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉s❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥❡t✇♦r❦✲
✇✐❞❡ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ❬✽❪✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧
❞❛②✱ ❦♥♦✇♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ t②♣✐❝❛❧ ❛♥❞ ✉s✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❛❣❡✳

❖t❤❡r ✇♦r❦s t❤❛t ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ♠♦❜✐❧❡ tr❛✣❝ ✉s❛❣❡ ❬✼✱ ✸✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳ ❬✼✱ ✸✱ ✶✶✱ ✶✷❪ ❤❛✈❡ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦t❛❧ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙t✉❞②✐♥❣ ♦♥❧② t❤✐s ♠❡tr✐❝
❞♦❡s ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs ✿ ✐✳❡✳✱ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ r❡q✉❡sts✳ ❬✶✸✱ ✶✹❪
st✉❞② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡✐r
st✉❞②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡
r❡❣✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❛❣❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❛❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❛r② ❞❛② ♦❢ ✉s❡rs✬ ❧✐❢❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦✈❡r t✐♠❡ ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✸ ❉❛t❛s❡t

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥ ❛♥♦♥②♠✐③❡❞ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛
♠❛❥♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ▼❡①✐❝♦✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝❛♣t✉r❡s s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ tr❛✣❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ✻✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ▼❡①✐❝♦ ❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ s❡ss✐♦♥s t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ❢r♦♠ ✶st ❏✉❧② t♦ ✸✶st ❖❝t♦❜❡r✱
✷✵✶✸✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s❡ss✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ✸● st❛♥❞❛r❞s ✸●PP ♦r
✸●PP✷✱ ❛ s❡ss✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛ s✉❜s❝r✐❜❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❤❡ ❤❛s
❞❛t❛ t♦ ❜❡ s❡♥t✳ ❘❛❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❛s ❛ r❛❞✐♦ r❡s♦✉r❝❡✱ ❡✳❣✳✱ t✐♠❡ s❧♦t✱ ❝♦❞❡✱
♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❡ss✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❢t❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❞♦r♠❛♥❝② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
s✉❜s❝r✐❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② s❡t ❢r♦♠ ✺ t♦ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ❞❛t❛s❡t

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✺

❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ❜✐❧❧✐♦♥ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✿ ✭✶✮
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡s ✭✐♥ ❑✐❧♦❇②t❡s✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡ss✐♦♥ ❀ ✭✷✮ s❡ss✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥
✐♥ s❡❝♦♥❞s ❀ ❛♥❞ ✭✸✮ t✐♠❡st❛♠♣ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡ss✐♦♥ st❛rts✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ r♦✉t✐♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✐t s✉✣❝❡s
t♦ st✉❞② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❛✐❧② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❛❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❤♦✉rs ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✇❡❡❦ t♦ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ❛ss❡ss t❤❡ s✉❜s❝r✐✲
❜❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ✇❡❡❦ s♣❛♥s ❢r♦♠ ✷✺t❤ ❆✉❣✉st t♦ ✸✶st ❆✉❣✉st ✷✵✶✸ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡s ✭t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡
❞❛t❛s❡t ✇❡❡❦s✮ ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t t♦t❛❧✐③❡s ✶✵✹ ♠✐❧❧✐♦♥ s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇❡❡❦ ❤❛s ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ❞❛②s
♦r ❤♦❧✐❞❛②s ❛♥❞ ✐t ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ▼❡①✐❝❛♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✈❛❝❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ s♣❛♥s ❢r♦♠ ❡❛r❧② ❏✉❧②
t♦ ♠✐❞✲❆✉❣✉st✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❡❡❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
♦✉t❧✐❡rs ♦♥ t❤❡ ✜rst ❤♦✉r ♦❢ ❛❧❧ ❞❛②s✱ ❧✐❦❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s
❞♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♠✐❞♥✐❣❤t t♦ ✶❛♠ ♦❢ ❛❧❧ ❞❛②s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❤♦✉rs
t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡s✳

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦♥❡ ✇❡❡❦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜❡tt❡r ❛ss❡ss t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜✉t ✐t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ❧❛t❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♠♦❜✐❧❡ tr❛✣❝
❣❡♥❡r❛t♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ❞❛t❛s❡ts ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❈❉❘s✱ t❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❞❛t❛s❡t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ♦✈❡r t✐♠❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st❛rt ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ t❡r♠s
♦❢ tr❛✣❝ t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡✳

✸✳✶ ❚r❛✣❝ ❞②♥❛♠✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ✭❛✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❛♥❞ s❡ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❝r✐✲
❜❡rs ♣❡r ❞❛② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ tr❛✣❝✳ ✭❝✮ ❈❉❋ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛✣❝✳
✭❞✮ ❈❉❋ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦✉rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛✣❝ ♣❡r ❞❛② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳

❋✐❣✳ ✶✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡✲
❧❛t❡❞✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱
❙♣❡❛r♠❛♥✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✐s ✾✽✪✳

■♥ ❋✐❣✳ ✶✭❜✮✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛✣❝ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❞❛②s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✇❡❡❦ ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✇❡❡❦ ✐s ✷✺t❤ ❆✉❣✉st t♦ ✸✶st ❆✉❣✉st
✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❞❛②✲✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛s
t❤❡ ✇❡❡❦ ♣r♦❣r❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❡❡❦❞❛②s ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❡❦❡♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝t✐✈❡
s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❀ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✶✵✪ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❚✉❡s❞❛②
✇✐t❤ ❙❛t✉r❞❛②✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✻ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

✇❡❡❦❞❛②s t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦❡♥❞ ✭❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✮✳ ■♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ✇❡❡❦✱ t❤✐s ❛✈❡r❛❣❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✺✪✳

❋✐❣✳ ✶✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❞❛②s ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❡❡❦
✭❛ s✉❜s❝r✐❜❡r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ♦♥ s♦♠❡ ❞❛② ✐❢ s❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡s s♦♠❡ tr❛✣❝ ♦♥ t❤❛t ❞❛②✮✳ ■t
✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t ✷✷✪ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛✣❝ ♦♥ ❛❧❧ ❞❛②s✱ ✇❤✐❧❡ ✷✾✪ ♦❢ t❤❡
s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛✣❝ ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ ❞❛② ♦❢ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❆❧s♦✱ ✺✸✪ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞
tr❛✣❝ ♦♥ t❤r❡❡ ♦r ❧❡ss ❞❛②s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❙✐♠✐❧❛r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❛t❛s❡t ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✭❞✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❤♦✉rs ♦❢ t❤❡ s✉❜✲
s❝r✐❜❡rs ♣❡r ❞❛②✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛✣❝ ♦♥ ❢❡✇ ❤♦✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛✣❝ ❢♦r ✉♣ t♦ ✹ ❤♦✉rs ❡❛❝❤ ❞❛②✳ ■❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ✉♣ t♦ ✻ ❤♦✉rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ s✉❜s❝r✐❜❡rs r❡❛❝❤❡s ✾✵✪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ✭❛✮ ❈❉❋ ♦❢ s❡ss✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♣❡r s✉❜s❝r✐❜❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ✭❜✮ ❈❉❋
❛♥❞ ✭❝✮ ❜✐♥ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳

❋✐❣✳ ✷✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ s❡ss✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ♣❡r s✉❜s❝r✐❜❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❲❡ s❡❡ ❛
♠❡❞✐❛♥ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✻✸ s❡❝♦♥❞s ♦❢ s❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡ss✐♦♥s
✉s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❝r✐❜❡rs✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s ♣r❡s❡♥t s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡✇
s✉❜s❝r✐❜❡rs ✭❧❡ss t❤❛♥ ✶✪✮ ✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✻ ❤♦✉rs ♦❢ s❡ss✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✽✪ ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s ✐s ❛t ♠♦st ✶✵✵ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s ❧❛sts ❢♦r ✉♣ t♦
✶✺ ♠✐♥✉t❡s ✭s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✮✳

❋✐❣✳ ✷✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❈❉❋s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞
♣❡r s❡ss✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❈❉❋s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✿ ❡✳❣✳✱ ✸✺✪ ❛♥❞ ✸✽✪
♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♣r❡s❡♥t ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✉♣ t♦ ✶ ▼❇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✻✪ ❛♥❞ ✶✸✪ ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ▼❇ ❢♦r ✉♣❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞
✈♦❧✉♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ tr❛✣❝ ❧♦❛❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t②♣✐❝❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs
✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✧❤❡❛✈② ❤✐tt❡rs✧ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ r❡s♦✉r❝❡s✳

❋✐❣✳ ✷✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❜✐♥ ♣❧♦t ❬✶✼❪ ♦❢ ✉♣❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ♣❡r s❡ss✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❜✐♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s❡ss✐♦♥s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♣❧♦❛❞
❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡s t❤❛t ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✐♥✳ ❚❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❜✐♥ ♣❧♦t r❡✈❡❛❧s ❛♥ ✉♣❤✐❧❧ ♣❛tt❡r♥
❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r✲s❡ss✐♦♥ ✉♣❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞
❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ tr❛✣❝ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❛ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥
❡①♣❡❝t t❤❡ ✉♣❧♦❛❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❙♣❡❛r♠❛♥s✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✲s❡ss✐♦♥ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ tr❛✣❝ ✐s ✽✽✪✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣❤✐❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❡ ❛❧s♦
♦❜s❡r✈❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❜✐♥s ❢♦r♠✐♥❣ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s✱ ♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s✳ ❇✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
①✲❛①✐s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ s❡ss✐♦♥s t❤❛t ♣r❡s❡♥t ❛ s♠❛❧❧ ✉♣❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛r♦✉♥❞ ✶ ❑❇✱ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✼

❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞♦✇♥❧♦❛❞✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② s❡ss✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✉s❡ str❡❛♠✐♥❣ ♠❡❞✐❛
s✐t❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❨♦✉t✉❜❡✱ t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ Pr♦t♦❝♦❧ ✭❘❚P✮✳ ❘❚P ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡
s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♣❧♦❛❞❡❞
✈♦❧✉♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ②✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥t s❡ss✐♦♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♣❧♦❛❞✳ ❚❤❛t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ✉♣❧♦❛❞ ♦❢ ♠❡❞✐❛
❢♦r♠❛ts✱ ❡✳❣✳✱ ♣❤♦t♦s ♦♥ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ♦r ✈✐❞❡♦s ♦♥ ❨♦✉t✉❜❡✳

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡s✱ ✐♥ ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❛♥❞ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r s❡ss✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❤❡ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡ss✐♦♥✳
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✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♣❡r ✉s❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ✭❜✮ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❢♦r
✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ✭❝✮ ■♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♣❡r s✉❜s❝r✐❜❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ✭❞✮
❘❡❧❛t✐✈❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t s♦♠❡ ❤♦✉rs t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s
t♦ ♦✉r r♦✉t✐♥❛r② ❞❛✐❧② ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛❝t✐✈❡ ✭♦r ♣❡❛❦✮ ❤♦✉rs ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
r❡q✉❡sts ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲❛❝t✐✈❡ ✭♦r ♥♦♥✲♣❡❛❦✮ ❤♦✉rs ♣r❡s❡♥t ❧❡ss tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋✐❣s✳ ✸✭❛✮✱ ✸✭❜✮ ❛♥❞ ✸✭❝✮ s❤♦✇ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❤♦✉r❧② ❞②♥❛♠✐❝s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❚✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✿ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤♦✉rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs ✇❤❡♥ ✐t
❝♦♠❡s t♦ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡
❤♦✇ r❡♣❡t✐t✐✈❡ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs ❢♦r
t❤❡ ✉s❡rs✬ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦✉r tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✳ ✸✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♣❡r s✉❜s❝r✐❜❡r ♦♥ ❡❛❝❤ ❤♦✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞
✇❡❡❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r ❣❛♣ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ ✹❛♠ t♦ ✽❛♠✳ ❖♥ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ ❧❛t❡ ♥✐❣❤t ❛♥❞ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛② s✉❜s❝r✐❜❡rs t❡♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❧❡ss s❡ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❞✐✉r♥❛❧ ❤✉♠❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✹❛♠ t♦
✽❛♠ ✐s ✶✵✪ ❧❡ss ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞❛②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ ✾❛♠ t♦ ✸❛♠ ✐s ✹✼✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢r♦♠ ✹❛♠ t♦ ✽❛♠✳ ❙✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r
r❡♣❡❛ts ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❛②s ♦❢ t❤❡ ✇❡❡❦✳

❋✐❣✳ ✸✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ s❡ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡s ♣❡r ✉s❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✸✭❛✮✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✹❛♠ t♦ ✽❛♠ ❛♥❞
t❤❡ ❞❛②✲✇✐s❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✳

❋✐❣✳ ✸✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭■❆❚✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡st❛♠♣s
♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s❝r✐❜❡r✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ■❆❚ s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ✹❛♠ t♦ ✽❛♠ ✐s ❛
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦✉rs ♣r❡s❡♥t ✐♥

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✽ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

❋✐❣✳ ✸✭❛✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧♦♥❣❡r ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❧❡ss
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡s❡ ❧❛st t❤r❡❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
tr❛✣❝✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞❛②✲✇✐s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ tr❛✣❝ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣❡r✲❤♦✉r ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s✱ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇❡❡❦❞❛②s ❛♥❞ ✇❡❡❦❡♥❞s✳
❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❛②✲✇✐s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❉❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ✭❘❙❉✮✳ ❘❙❉ ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❈❱✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ µ✳ ❋✐❣✳ ✸✭❞✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❘❙❉✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❤♦✉r✲✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ ✼ ❞❛②s ❞✉r✐♥❣ ▼❡①✐❝❛♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✭✐✳❡✳✱ ❢r♦♠ ✽❛♠
t♦ ✻♣♠✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s s♠❛❧❧ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ ✸✳✹✪
❢♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ✶✳✾✪ ❢♦r ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ✶✵✳✸✪ ❛♥❞ ✾✳✾✪ ❢♦r ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞
✈♦❧✉♠❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❙❉ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ❞❛②✲✇✐s❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❘❙❉ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ ❛❧❧ ❤♦✉rs ♦❢
❡❛❝❤ ❞❛②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ✹✪ ❢♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ✷✪ ❢♦r ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ✶✻✪ ❛♥❞ ✶✺✪
❢♦r ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✈♦❧✉♠❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ♦♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞
❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦✉rs ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ♣r❡s❡♥t ❧❡ss ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦✉rs✳

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛②s ♦❢ t❤❡ ✇❡❡❦ ✐s ❞✉❡ t♦
♣❡♦♣❧❡✬s ♥❛t✉r❛❧ r♦✉t✐♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ♦♥❡ ❞❛② ✭♥❛♠❡❧②✱ ❲❡❞♥❡s❞❛②✮ ♦❢ t❤❡
✇❡❡❦ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦✉r ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣❡r✲❤♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ✉s❡rs✳

✹ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦✜❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ✭✐✳❡✳✱ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝✮
❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭✐✳❡✳✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✮✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡
s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❛t❛s❡t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❖♥❝❡ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡t✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡tr✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❡t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t✇♦ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❤❛s❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s✉❜s❝r✐❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥❡❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✜❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡s✉❧ts ✐♥
t②♣♦❧♦❣✐❡s ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r tr❛✣❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❧❛t❡r ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❛ ❞❛② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❡❡❦✱ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ D ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❡❦✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ D✱ ❧❡t S ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ s♦♠❡ tr❛✣❝ ❞✉r✐♥❣ D✱ ❛♥❞ S

′ ⊆ S ❜❡ ❛
r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❢r♦♠ S✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ S

′

✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧✉st❡rs P✱ s✉❝❤ t❤❛t s✉❜s❝r✐❜❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ✧s✐♠✐❧❛r✧ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❲❡ ✉s❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❝r✐❜❡rs
❬✶✽❪✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉s❡rs ✐♥ S ✭✐✳❡✳✱ S − S

′✮ ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝❧✉st❡rs ✐♥ P✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❝r✐❜❡rs ❀ ♦✉r
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✾

❊❛❝❤ s✉❜s❝r✐❜❡r i ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② i✳ ▲❡t
tik ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ k✲t❤ s❡ss✐♦♥ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡r i ❜❡❣✐♥s✳ ▲❡t vik ❜❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♦❢ tr❛✣❝ ✭❜♦t❤ ✉♣❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐❜❡r i ❞✉r✐♥❣ t❤❡ k✲t❤ s❡ss✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ✈❡r② ✜♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜s❝r✐❜❡r ✐s ❝♦st❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡
r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ D ✐♥t♦ t✐♠❡ s❧♦ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ D

T

♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦❧❧❡❝t t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ s❡ss✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣
✇✐t❤✐♥ t✳

❋♦r s✉❜s❝r✐❜❡r i ∈ S
′✱ ❧❡t τ it ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❡ss✐♦♥s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t✐♠❡ s❧♦t t✱ ✐✳❡✳✱

τ it = {k : (t− 1)T ≤ tik ≤ tT}✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐❜❡r i✱ ✐♥ t✐♠❡ s❧♦t
t✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

V i
t =

∑

k∈τ i

t

vik. ✭✶✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐❜❡r i ✐♥ t✐♠❡ s❧♦t t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

N i
t =

∑

k

I(k ∈ τ it ) ✭✷✮

✇❤❡r❡ I(k ∈ τ it ) = 1 ✐❢ k ∈ τ it ❀ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✉s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ N i
t ✇❡ s✐♠♣❧② ❝♦✉♥t t❤❡ s❡ss✐♦♥s ♦❢

s✉❜s❝r✐❜❡r i t❤❛t ❜❡❣✐♥ ✐♥s✐❞❡ t✐♠❡ s❧♦t t✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ s❡ss✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐❜❡r i ❞✉r✐♥❣ D ✿ ϑi =
∑

t∈D V i
t ❛♥❞ ηi =

∑

t∈D N i
t ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡

❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❝r✐❜❡rs i ❛♥❞ j ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✉s❡rs✱ ✐✳❡✳✱

wϑ
ij = ‖ϑi − ϑj‖. ✭✸✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s s✐♠✐❧❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

wη
ij = ‖ηi − ηj‖. ✭✹✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ S
′ ❛s t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r wϑ

i,j ♦r w
η
i,j ❛s t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ G(S′,E)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦ ♦✉r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✐♥ P✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉s❡rs ✭✐✳❡✳✱ S − S

′✮✱ ✇❡ ✉s❡ V i
t ❛♥❞

N i
t t♦ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥t♦ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦✳

✹✳✷ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛✲♣r✐♦r✐ ✜①✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ✭✐✳❡✳✱ ❝❧✉st❡rs✮ |P|✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦
♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ tr❛✣❝
❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛❣❣r❡✲
❣❛t❡s ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤ G(S′,E) ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r ❝❧✉st❡rs✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡♥❞♦❣r❛♠
str✉❝t✉r❡ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✐s t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ▲✐♥❦❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❯♥✇❡✐❣❤t❡❞ P❛✐r ●r♦✉♣ ▼❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❆r✐t❤♠❡t✐❝ ▼❡❛♥ ✭❯P●▼❆✮ ❬✶✾❪✳
❯P●▼❆ st❛rts ❜② ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ S

′ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤
❛s ❛ ❝❧✉st❡r ✭✐✳❡✳✱ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✉st❡rs✮✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡
✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✸✮ ♦r ❊q✳ ✭✹✮✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥
♠❡r❣❡s t❤❡ ❝❧♦s❡st t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ♠❡r❣❡s t♦❣❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs t❤❛t
❛r❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s✳ ■❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t st♦♣♣❡❞✱ ✐t ✜♥❛❧❧② s✐♠♣❧②
②✐❡❧❞s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✜♥❞ ✇❤❡r❡ ❯P●▼❆

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✶✵ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

s❤♦✉❧❞ st♦♣ ✐ts ♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❜❡st s❡♣❛r❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s
✭♦r st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✮✳ ❆ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✭♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥❞♦❣r❛♠✮✱ ❣✐✈❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs t♦ ✉s❡✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s ❬✷✵❪✳ ❈♦♥tr❛r✐❧② t♦ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s t❤❛t ❤❛✈❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈❡r② ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t♦ ❜❡ ❜✐❛s❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝
❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✷✸ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❇❛❧❧✲❍❛❧❧ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❇❡❛❧❡
✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❈✉❜✐❝ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❈❛❧✐♥s❦✐✲❍❛r❛❜❛s③ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❈✲✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❉❇
✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❉✉❞❛ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❉✉♥♥ ✐♥❞❡① ❬✷✶❪✱ ❋r❡② ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❍❛rt✐❣❛♥ ✐♥❞❡①
❬✷✵❪✱ ❑r③❛♥♦✇s❦✐✲▲❛✐ ✐♥❞❡① ❬✷✷❪✱ ▼❛rr✐♦t ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ▼❝❈❧❛✐♥✲❘❛♦ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ Ps❡✉❞♦t✷ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱
❘❛t❦♦✇s❦②✲▲❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❘✉❜✐♥ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❙❝♦tt✲❙②♠♦♥s ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❙❉❜✇ ✐♥❞❡① ❬✶✽❪✱ ❙❉
✐♥❞❡① ❬✷✸❪✱ ❙✐❧❤♦✉❡tt❡ ✐♥❞❡① ❬✷✹❪✱ ❚r❛❝❡❲ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✱ ❚r❛❝❡❈♦✈❲ ✐♥❞❡① ❬✷✵❪✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❈✲■♥❞❡① ❬✷✵❪ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡ ❤❡r❡✳ ❈✲
■♥❞❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s C = (S − Smin)/(Smax − Smin)✱ ✇❤❡r❡ ✿ ✭✶✮ S ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ♦✈❡r ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✱ ✭✷✮ Smin ❛♥❞ Smax ❛r❡ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐st❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ✉s❡rs✱ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥
♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡
❈✲■♥❞❡①✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦✜❧❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❈✲■♥❞❡① ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❣r❛♥ts t❤❡ ❜❡st s❡♣❛r❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ❝❧✉st❡rs✳

❋✐❣✳ ✹✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❈✲■♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ❇❡❛❧❡ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱
✇❤❡♥ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ✉s❡rs✳ ✇❤✐❧❡ ❈✲
■♥❞❡① ❝♦♥s✐❞❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡✱ ❇❡❛❧❡
✉s❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥❞❡①✱ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐s ✷ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❋✐❣✳ ✹✭❛✮✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✷✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧✉st❡rs t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✭❜✮✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❧❡
♣r♦✜❧✐♥❣ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✉s✐♥❣ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ■t ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✐♥ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ✷✸ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ✽ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✷ ❛s t❤❡ ❜❡st ♣r♦✜❧❡s ✇❤❡♥
❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❜② t❤❡✐r tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ✭❛✮ ❇❡❛❧❡ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ❈✲■♥❞❡① ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭❜✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✧tr❛✣❝✲✈♦❧✉♠❡✧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡rs
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss❡ss❡❞ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s✳ ✭❝✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✧♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✧✲
❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✧tr❛✣❝✲✈♦❧✉♠❡✧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✳ ✭❞✮ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
✧♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✧tr❛✣❝✲✈♦❧✉♠❡✧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✳

Pr♦✜❧✐♥❣ ♦❝❝✉rs t❤❡♥ ✐♥ ❢♦✉r st❛❣❡s ✿ ✭✶✮ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ S
′ s✉❜s❝r✐❜❡rs✱ ✭✷✮

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✶✶

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐t ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡tr✐❝✱ ✭✸✮ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs
|P|✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦✜❧❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ S − S

′ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞
s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥❡❞ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ st❛❣❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❝❡♥tr♦✐❞s ✭♠❡❛♥s✮
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜♦♦tstr❛♣♣❡❞
✐♥✐t✐❛❧ ❝❡♥tr♦✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ❢♦✉r st❛❣❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ r♦✉♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ G(S′,E) ✇❡✐❣❤t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭❊q✳ ✭✸✮✮ ✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡
❜❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✧tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡✧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡rs ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✭❜✮✱ |P| = 2 ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s {G1(S

′
1,E), G2(S

′
2,E)} ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡

✜rst r♦✉♥❞✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❡①❡❝✉t✐♦♥ r♦✉♥❞ ✐♥✐t✐❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛
♥❡✇ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✧tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡✧✲❜❛s❡❞
❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s t✐♠❡G1 ❛♥❞G2 ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s s✐♠✐❧❛r✐t② ✭❊q✳ ✭✹✮✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡rs✱ t✇♦ ✧♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞ ♦❢ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❋✐❣s✳ ✹✭❝✮ ❛♥❞ ✹✭❞✮✮✱ t♦t❛❧✐③✐♥❣ ❢♦✉r s✉❜s❝r✐❜❡rs
♣r♦✜❧❡s✳ ❉✉❡ t♦ s♣❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡s❡ ❧❛st st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡s r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
r♦✉♥❞ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛♠✐♥✐♥❣ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦✉r ❞❡✜♥❡❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ◆❡①t
s❡❝t✐♦♥ ❜❡tt❡r ❞❡t❛✐❧s ♦✉r s✉❜s❝r✐❜❡r ♣r♦✜❧✐♥❣✳

✹✳✸ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ♣r♦✜❧❡s

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ♦✉r ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ s❡t D ❛s ✷✼t❤ ♦❢ ❆✉❣✉st✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ 10000 s✉❜s❝r✐❜❡rs ✭t❤✉s✱ |S′| =
10000✮✳ D ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞❛② ✇✐t❤ ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦r ❤♦❧✐❞❛② ❛♥❞ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ✐t ✐♥t♦ t✐♠❡ s❧♦ts ♦❢
❞✉r❛t✐♦♥ T ✳ ❚✐♠❡ s❧♦ts ❤❡❧♣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥
D✳ ❍✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✱ s❤♦rt❡r ✐s t❤❡✐r ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❱❡r② s❤♦rt t✐♠❡
s❧♦ts✱ ❡✳❣✳✱ ✶ ♠✐♥✉t❡✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r s❡ss✐♦♥s ♣❡r t✐♠❡ s❧♦t✱ ❤✐♥❞❡r✐♥❣ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♣❡r s❧♦t✳ ❱❡r② ❧❛r❣❡ t✐♠❡ s❧♦ts✱ ❡✳❣✳✱ ✶✷ ❤♦✉rs✱ ♠❛② ❧❡❛❞
t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❡ss✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡
tr❛✣❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✧♠♦❞❡r❛t❡✧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ❤♦✉r ❛s t❤❡ t✐♠❡
s❧♦t ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✺❪✳

❖✉r ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ♣r♦✜❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❛♠❡❞ t❤❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
▲✐❣❤t ❖❝❝❛s✐♦♥❛❧ ✭▲❖✮✱ ▲✐❣❤t ❋r❡q✉❡♥t ✭▲❋✮✱ ❍❡❛✈② ❖❝❝❛s✐♦♥❛❧ ✭❍❖✮ ❛♥❞ ❍❡❛✈② ❋r❡q✉❡♥t ✭❍❋✮✳
▲✐❣❤t ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ s✉❜s❝r✐❜❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ✉♣ t♦ ✷✵ ●❇ ♦❢ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✱ ✇❤✐❧❡ ❍❡❛✈②
♣r♦✜❧❡s ❤❛✈❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ ●❇ ♦❢ tr❛✣❝ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱
❖❝❝❛s✐♦♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ s✉❜s❝r✐❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉♣ t♦ ✷✼✽ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s❡ss✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s
❋r❡q✉❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ✉s❡rs ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✼✽ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♣❡r ❞❛②✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❡r s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❝❧❛ss ♣❡r ❤♦✉r✳
❋✐❣✳ ✺✭❛✮✱ ✺✭❜✮✱ ❛♥❞ ✺✭❝✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥
✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❀ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋♦r ❡❛❝❤
t✐♠❡ s❧♦t✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✷✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❝r✐❜❡r i✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t✐♠❡ s❧♦t t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

IAT i
t =

∑

k∈τ i

t

(tik+1
− tik)

N i
t

, ✭✺✮

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✶✷ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s

▲✐❣❤t ❍❡❛✈②

❱♦❧✉♠❡ ✷✾ ❑❇ t♦ ✷✵ ●❇ ✷✶ ●❇ t♦ ✻✷✺ ●❇
◆♦ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✶✹✽✾✷✹✷ ✷✼✻✺✾

❖❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❋r❡q✉❡♥t ❖❝❝❛s✐♦♥❛❧ ❋r❡q✉❡♥t

◆♦ ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✶ t♦ ✷✼✽ ✷✼✾ t♦ ✽✼✸✼ ✶ t♦ ✷✼✽ ✷✼✾ t♦ ✽✼✸✼
◆♦ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✶✹✽✻✹✾✻ ✷✼✹✻ ✷✼✺✾✸ ✻✻
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ✭❛✮ ▼❡❛♥ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ ♣❡r ❝❧❛ss✳ ✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♣❡r ❝❧❛ss✳ ✭❝✮ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢
tr❛✣❝ ♣❡r ❝❧❛ss✳

✇❤❡r❡ τ it ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❡ss✐♦♥s ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡r k t❤❛t ❧✐❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦t t✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ϑi ❛♥❞
ηi✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ D ❛s ζi =

∑

t∈D IAT t
i ✳

❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜s❝r✐❜❡rs ❤❛✈❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s
t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t✐♠❡ s❧♦ts✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❛♥❞
❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ ■❆❚✮✱ t❤❡ ❤♦✉rs ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s
♣❡❛❦ ❤♦✉rs✱ ❛♥❞ ❤♦✉rs ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳

✺ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡rs✱ ✇❤♦s❡ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t s✉❜s❝r✐❜❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ✭❍❖✱ ❍❋✱ ▲❖✱ ❛♥❞ ▲❋✮ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞✉r✐♥❣ ♣❡❛❦
❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ❚❤✉s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✜♥❡ ❣r❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
❤♦✇ ✇❡ ♠❡r❣❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝
♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✺✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❯s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ ❞❛t❛✱ ✇❡ ✜rst st✉❞② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉r✱
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❈❉❋✮ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣s✳ ✻ ❛♥❞ ✼✮ ✿

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✶✸

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ss✐♦♥s✱ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡ss✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✧t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❍❋ ✉s❡rs ✐♥ ♣❡❛❦ ❤♦✉rs✧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ V i

t ✭❊q✳ ✭✶✮✮ s✉❝❤
t❤❛t i ∈ S ✐s ❛♥ ❍❋ s✉❜s❝r✐❜❡r ❛♥❞ t ✐s ♣❡❛❦ ❤♦✉r✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❤♦✉r✲t②♣❡ ✭♣❡❛❦
♦r ♥♦♥✲♣❡❛❦✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ N i

t ✭❊q✳ ✭✷✮✮ ❛♥❞ IAT i
t ✭❊q✳ ✭✺✮✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❈❉❋s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t
❜❡st ✜t t❤❡♠✳ ❋r♦♠ t❤✐s s❡t✱ ✇❡ t❤❡♥ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝❧♦s❡st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❈❉❋ t♦ ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❛t t❤❡ tr❛✣❝ ✉s❛❣❡ ♣❛tt❡r♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❤♦✉r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s✮ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❤♦✉r✱ t❤❡
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ st❛t✐st✐❝ t❡st ❬✷✻❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ t❡st ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭♥❛♠❡❧②✱ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧✱ ●❛♠♠❛✱ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ▲♦❣✐s✱ ❛♥❞ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮ t❤❛t
❜❡st ✜t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡ss✐♦♥s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s✮ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❤♦✉r✱ t❤❡ ❈❤✐✲
sq✉❛r❡❞ st❛t✐st✐❝ t❡st ❬✷✼❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭◆❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧✱ ●❡♦♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛❢t❡r ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ s❡ts
r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜tt✐♥❣ t❡sts✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❜❡st ✜t ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❈❉❋✳

❚❛❜❧❡s ✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✹ ❧✐st t❤❡ ❜❡st ✜tt❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❤♦✉r✲t②♣❡ ♣❛✐r✱ ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s✱
tr❛✣❝ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ◆❡❣❛t✐✈❡✲❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ n ✐s t❤❡ s✐③❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ α ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❤❛♣❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ β ✐s t❤❡ r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ❲❡✐❜✉❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ k ✐s t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ λ
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ σ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
µ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ●❛♠♠❛✱ ❲❡✐❜✉❧❧ ❛♥❞ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧✱ x0 ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

Volume of sessions

Number of sessions

Inter−arrival time

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

102 104 106 108

100 100.5 101 101.5 102 102.5

100 101 102 103 104

C
D

F

LO subscribers peak hours

✭❛✮

Volume of sessions

Number of sessions

Inter−arrival time

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

102 104 106

100 100.5 101 101.5 102 102.5 103

101 102 103

C
D

F

LF subscribers peak hours

✭❜✮

Volume of sessions

Number of sessions

Inter−arrival time

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

102 104 106 108

100 100.5 101 101.5 102

100 101 102 103 104

C
D

F

HO subscribers peak hours

✭❝✮

Volume of sessions

Number of sessions

Inter−arrival time

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

103 104 105 106 107 108

100 100.5 101 101.5 102 102.5

101 101.5 102 102.5 103 103.5

C
D

F

HF subscribers peak hours

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ✭❛✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ▲❖ ✉s❡rs ✐♥ ♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ✭❜✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ▲❋
✉s❡rs ✐♥ ♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ✭❝✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❍❖ ✉s❡rs ✐♥ ♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ✭❞✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r ❍❋ ✉s❡rs ✐♥ ♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳

✺✳✷ ❙②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡r ✇✐❧❧ ✜rst r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r♦✜❧❡ t②♣❡ ✭❍❖✱ ❍❋✱
▲❖ ♦r ▲❋✮ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡r✳ Pr♦✜❧❡ t②♣❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
♣r♦✜❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇❡ s❡❡ t❤❛t 97.995✪
♦❢ t❤❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs ❜❡❧♦♥❣ t♦ ▲❖ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② qLO = 0.97995 ✇❡ ❛ss✐❣♥
▲❖ ♣r♦✜❧❡ t♦ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✉s❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✿ qLF = 0.00181✱

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸
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❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ✭❛✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ▲❖ ✉s❡rs ✐♥ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ✭❜✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
▲❋ ✉s❡rs ✐♥ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ✭❝✮ ❚r❛✣❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❍❖ ✉s❡rs ✐♥ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ✭❞✮ ❚r❛✣❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❍❋ ✉s❡rs ✐♥ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳

qHO = 0.01819✱ ❛♥❞ qHF = 0.00004✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ q = (qLO, qLF , qHO, qHF ) ❛s t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♣♠❢✱
♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❲❡ ✜rst r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣r♦✜❧❡ t②♣❡ ❢♦r ❛ s✉❜s❝r✐❜❡r i ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♣♠❢ q✳
❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ t②♣❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉r t✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛✣❝
♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜tt❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ✉s❡rs
t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✭❧✐♥❡ ✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ s❡ss✐♦♥s ♣❡r ✉s❡r ✭❧✐♥❡ ✷✺✮✳ ❊❛❝❤
s②♥t❤❡t✐❝ ✉s❡r s❡ss✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ✜❡❧❞s ✿ ✭✶✮ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡st❛♠♣✳ ❋♦r ❡❛❝❤
s✉❜s❝r✐❜❡r i ❛♥❞ t✐♠❡ s❧♦t t✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s N i

t ✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ IAT i
t ✱

❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ V i
t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✜tt❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❤♦✉r✲t②♣❡ ♣❛✐r✮ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✱ ✹✱ ❛♥❞ ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❧✐♥❡s
✺ t♦ ✼✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r s❡ss✐♦♥ vik ✭❢♦r k ∈ τ it ✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✮ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ✈❛❧✉❡
V i
t ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s N i

t ✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡st❛♠♣ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ✐♥ ❤♦✉r
t ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ IAT i

t ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥ N i
t

❢♦r t❤❛t ❤♦✉r ✭❧✐♥❡s ✶✶ t♦ ✶✽✮✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t ♦✈❡r t❤❡ ✷✹ ❤♦✉rs ✐♥ ❛ ❞❛②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝
s✉❜s❝r✐❜❡r tr❛✣❝ ❢♦r ♦♥❡ ❞❛②✳

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

◆✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s

❍♦✉r Pr♦✜❧❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

P❡❛❦

❍❖

◆❡❣✲❜✐♥♦♠✐❛❧

n = 0.1252✱ p = 0.11
❍❋ n = 0.7831✱ p = 0.01
▲❖ n = 0.0915✱ p = 0.14
▲❋ n = 0.4367✱ p = 0.01

◆♦♥✲P❡❛❦

❍❖

◆❡❣✲❜✐♥♦♠✐❛❧

n = 0.0477✱ p = 0.11
❍❋ n = 0.2282✱ p = 0.01
▲❖ n = 0.0317✱ p = 0.12
▲❋ n = 0.1571✱ p = 0.01

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✶✺

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ ❙❡ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙❡ss✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡

❍♦✉r Pr♦✜❧❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

P❡❛❦

❍❖ ❲❡✐❜✉❧❧ k = 0.54✱ λ = 4646633.6✱ x0 = 39
❍❋ ❲❡✐❜✉❧❧ k = 0.84✱ λ = 2540145.8✱ x0 = 613
▲❖ ●❛♠♠❛ α = 0.10✱ β = 0.0000002✱ x0 = 29
▲❋ ●❛♠♠❛ α = 0.67✱ β = 0.000001✱ x0 = 40

◆♦♥✲P❡❛❦

❍❖ ❲❡✐❜✉❧❧ k = 0.58✱ λ = 4096489.1✱ x0 = 40
❍❋ ●❛♠♠❛ α = 0.61✱ β = 0.0000003✱ x0 = 613
▲❖ ●❛♠♠❛ α = 0.08✱ β = 0.0000002✱ x0 = 29
▲❋ ●❛♠♠❛ α = 0.28✱ β = 0.0000007✱ x0 = 40

❚❛❜❧❡ ✹ ✕ ❙❡ss✐♦♥ ♠❡❛♥ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙❡ss✐♦♥ ♠❡❛♥ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡

❍♦✉r Pr♦✜❧❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ P❛r❛♠❡t❡rs

P❡❛❦

❍❖ ●❛♠♠❛ α = 1.3060✱ β = 0.001✱ x0 = 1
❍❋ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧ σ = 4.0106✱ µ = 1.2114✱ x0 = 10
▲❖ ●❛♠♠❛ α = 1.2799✱ β = 0.001✱ x0 = 0.5
▲❋ ❲❡✐❜✉❧❧ k = 0.9173✱ λ = 135✱ x0 = 3.9

◆♦♥✲P❡❛❦

❍❖ ●❛♠♠❛ α = 1.2679✱ β = 0.001✱ x0 = 1
❍❋ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧ σ = 3.8552✱ µ = 0.9196✱ x0 = 4.3
▲❖ ●❛♠♠❛ α = 1.2799✱ β = 0.001✱ x0 = 0.5
▲❋ ▲♦❣✲♥♦r♠❛❧ σ = 4.1174✱ µ = 1.0291✱ x0 = 3

✺✳✸ ❙②♥t❤❡t✐❝ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t R ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡rs✱ ✇❤❡r❡
|R| = |S|✱ ❢♦r ♦♥❡ ❞❛② ♦❢ tr❛✣❝✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜s❝r✐❜❡r
i ❛♥❞ ❛t ❤♦✉r t ✿ ✭✶✮ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ❑✐❧♦❇②t❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡st❛♠♣ ♦❢ t❤❡
s❡ss✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss❡ss ❤♦✇ ❝♦♥s✐st❡♥t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛✣❝ ✐s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡ts✳

❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ✭❇❍✮ ♠❡❛s✉r❡ ❬✷✽❪✳ ■t q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❡t p(i) ❛♥❞ p′(i) ❜❡ t✇♦ ♣♠❢s✱ ✐✳❡✳✱

∑N
i=1

p(i) =
∑N

i=1
p′(i) = 1✳ ❚❤❡♥✱ ❇❍ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ρ(p, p′) =

∑N
i=1

√

p(i)p′(i)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❇❍ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❛❧❧ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛①✐♦♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❬✷✾❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❍ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
❛s d(p, p′) =

∑N
i=1

√

1− p(i)p′(i)✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ d(p, p′) ❡①✐sts ❢♦r ❛❧❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐✛ p = p′✳ ❲❡ ✉s❡ d ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t
❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛s❡t✳

▲❡t D ❞❡♥♦t❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ D ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s D′✳
D ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❡❛❝❤ ❞❛② ❢r♦♠ ✶st ❏✉❧② t♦ ✸✶st ❖❝t♦❜❡r✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ▲❡t pev ❞❡♥♦t❡ t❤❡
P❉❋ ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❝r✐❜❡r ❛❝t✐✈❡ ✐♥
❞❛② e✱ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s pev(x) =

∑

i∈e I(v
i = x)/|{i ∈ e}|✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✭❛✮ ✇❡ ❤❛✈❡

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✶✻ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

❞❡♣✐❝t❡❞ t❤❡ ❈❉❋s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❉❋s pDϑ ❛♥❞ pD
′

ϑ ✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡
♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❈❉❋s ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ tr❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ d(pDϑ , pD
′

ϑ )✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛② ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ d(pDϑ , peϑ)✱ e ∈ D ❜✉t
e 6= D✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛② ❛♥❞ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛②s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛❝❡✳ ❲❡
♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r peη ❛♥❞ peζ ❢♦r e ∈ D✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ P❉❋s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❜② ❛ s✉❜s❝r✐❜❡r ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❞❛② e✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✾✺✪✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛② ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛②s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✽✭❜✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ d(pDϑ , peϑ) ❞✐st❛♥❝❡s✳
❆❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✭❜✮ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ✐s t❤❡ d(pDϑ , pD

′

ϑ ) ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖✉r ✜rst tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts t❤❡♥ ✐♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✐❢ t❤❡ d(pDϑ , pD

′

ϑ ) ✐s ✇✐t❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡
d(pDϑ , peϑ)✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✭❜✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛②
✭❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✮ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜✲
s❝r✐❜❡rs✳ ❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss tr❛✣❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡
❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐❣✳ ✽✭❝✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
tr❛✣❝ ♣❡r s❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s
❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✭❜✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❢♦r ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛❝❡✳
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✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ✭❛✮ ❈❉❋ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r s❡ss✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡rs ✭❜✮ P❡r✲
♣❛r❛♠❡t❡r ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ✐♥ D✱ ❛♥❞
❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛❝❡ ✐♥ D ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞❛②s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛❝❡ ✭❧✐♥❡✮ ✭❝✮ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛✣❝
♣❡r ❝❧❛ss ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡rs✳

✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❲♦r❦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❧♦❛❞ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦✳ ❙✉❜s❝r✐❜❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ✐♠♣♦s❡✱ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✱ t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♠❛♥❞s t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❢❛r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ♦✉r ❞❛t❛s❡t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✷✼✻ t❤♦✉s❛♥❞ ❧✐❣❤t❡st s✉❜s❝r✐❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r ❛♠♦✉♥t
♦❢ tr❛✣❝ ❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡❛✈✐❡st s✉❜s❝r✐❜❡r ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛②✳

❆ ❦❡② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ♠♦❜✐❧❡ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦✉t
♦❢ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❛r❡❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♣❧❛♥♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛s
❤♦ts♣♦t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❬✷❪✳

❍♦ts♣♦t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ❤♦ts♣♦ts r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡s✐r❡ t♦ ❞❡♣❧♦②

■♥r✐❛



▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛ ✶✼

❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦ts♣♦ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♦✤♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦ts♣♦t ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❛t❛s❡ts
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✉❜s❝r✐❜❡rs✬ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❛t❛s❡ts✱ t♦ t❤❡
❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s✳
❖✉r tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❜❡tt❡r
❡①♣❧♦✐t t❤❡♠✳

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡①t st❡♣s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✹✲♠♦♥t❤ ❞❛t❛s❡t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✳✵✺ ❜✐❧❧✐♦♥ s❡ss✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✻✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ✉s❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡s t❤♦s❡ ✉s❡rs ❜② t❤❡✐r tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s ✐♥t♦ ❛
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
❞❛✐❧② r♦✉t✐♥❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r tr❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞s
✐♥t♦ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ tr❛❝❡ ♣r❡s❡♥ts ❛
❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t✳

❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡ss✐♦♥s✬ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s
♥❡t✇♦r❦ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ✹

✸ ❉❛t❛s❡t ✹

✸✳✶ ❚r❛✣❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✸✳✷ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✹ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✽

✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✹✳✷ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✹✳✸ ❙✉❜s❝r✐❜❡r ♣r♦✜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✺ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❞r✐✈❡♥ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✶✷

✺✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✺✳✷ ❙②♥t❤❡t✐❝ s✉❜s❝r✐❜❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✺✳✸ ❙②♥t❤❡t✐❝ tr❛✣❝ ♠♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❲♦r❦ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✻

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡①t st❡♣s ✶✼

❘❘ ♥➦ ✽✻✶✸



✶✽ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈✐s❝♦✳ ✭✷✵✶✸✱ ❋❡❜✳✮ ❈✐s❝♦ ✈✐s✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ ✐♥❞❡① ✿ ●❧♦❜❛❧ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛t❛ tr❛✣❝ ❢♦r❡❝❛st ✉♣❞❛t❡✱
✷✵✶✸✕✷✵✶✽✳

❬✷❪ ❊✳ ▼✳ ❘✳ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ❱✐❛♥❛✱ ✏❋r♦♠ r♦✉t✐♥❡ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r ❞❛t❛ ♦✤♦❛❞✐♥❣
✐♥ ♠❡tr♦♣♦❧✐t❛♥ ❛r❡❛s✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ■❊❊❊ ❙❊❈❖◆✱ ❏✉♥✳ ✷✵✶✹✳

❬✸❪ ❏✳ ❈❛♥❞✐❛✱ ▼✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ P✳ ❲❛♥❣✱ ❚✳ ❙❝❤♦❡♥❤❛r❧✱ ●✳ ▼❛❞❡②✱ ❛♥❞ ❆✳✲▲✳ ❇❛r❛❜❛s✐✱ ✏❯♥❝♦✈❡r✐♥❣
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❤✉♠❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡ r❡❝♦r❞s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s
❆ ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ✷✵✵✽✳

❬✹❪ ❏✳ ❲♦rt❤❛♠✱ ✏❈❡❧❧♣❤♦♥❡s ♥♦✇ ✉s❡❞ ♠♦r❡ ❢♦r ❞❛t❛ t❤❛♥ ❢♦r ❝❛❧❧s✱✑ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❚✐♠❡s✱ ▼❛②
✷✵✶✵✳

❬✺❪ ❘✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❘✳ ❈❛❝❡r❡s✱ ❑✳ ❍❛♥s♦♥✱ ❏✳ ▲♦❤✱ ❙✳ ❯r❜❛♥❡❦✱ ❆✳ ❱❛rs❤❛✈s❦②✱ ❛♥❞ ❈✳ ❱♦❧✐♥s❦②✱
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✷✵ ❖❧✐✈❡✐r❛ ❡t✳ ❛❧✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❚r❛✣❝ ♠♦❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✶✿ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ●❡♥❡r❛t❡✭n✮
✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣❡r i ❢r♦♠ 1 t♦ n ❞♦

✸✿ classi = ❈❧❛ss()
✹✿ ❢♦r t ✐♥ D ❞♦

✺✿ ❢♦r Metric ✐♥ ④N, IAT, V ⑥ ❞♦

✻✿ pMetricti = ❉✐str✭Metric✱ t✱ classi✮
✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✽✿ nrsess = ●❡t(pN t
i , 1)

✾✿ Arrivalsi = [ ]
✶✵✿ AvgIAT = ●❡t(pIAT t

i , nrsess)
✶✶✿ ❢♦r intarr ✐♥ AvgIAT ❞♦

✶✷✿ ✐❢ intarr == AvgIAT [0] t❤❡♥
✶✸✿ ❛rr = intarr
✶✹✿ ❡❧s❡

✶✺✿ ❛rr = AvgIAT [intarr − 1] + intarr
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ ❆♣♣❡♥❞(Arrivals, arr)
✶✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✾✿ V olumesi = ●❡t(pIAT t
i , nrsess)

✷✵✿ ❡♥❞ ❢♦r

✷✶✿ Sessionsi = [ ]
✷✷✿ ❢♦r arrival, volume ✐♥ Arrivalsi, V olumesi ❞♦
✷✸✿ session = ❙❡ss✐♦♥(❛rr✐✈❛❧, ✈♦❧✉♠❡)
✷✹✿ ❆♣♣❡♥❞(Sessionsi, session)
✷✺✿ ❡♥❞ ❢♦r

r❡t✉r♥ Sessionsi
✷✻✿ ❡♥❞ ❢♦r

✷✼✿ ❡♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥r✐❛
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