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Construction and validation of reduced simplicial
elements of arbitrary degree.

Abstract: We give a method to constructing Lagrange Serendipity (or reduced) simplices
with a detailed description of the triangles of degree 3 and 4. We indicate that higher order
triangles are not candidate apart if we impose a restricted polynomial space. We show that
a tetrahedron of degree 3 is a candidate while high order elements are not candidate even if
a restriction in the polynomial space is considered. In addition, we propose a method for the
validation of such elements, in a given mesh, where the validation means the positiveness of
the jacobian.

Key-words: Lagrangian Serendipity Finite Element. Reduced Element. Triangle. Tetrahe-
dron.
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1 Introduction

On donne un moyen classique (en se basant sur des développements de Taylor) pour
construire des éléments finis simpliciaux de Lagrange Serendidﬂ On présente également une
autre méthode, probablement plus originale et nettement plus rapide, pour cette construction
ou, on le verra, pour indiquer qu’il n’y a pas de solution. Ensuite, on montre que ’analyse de
ces éléments, quand ils existent, est rendue simple si on en trouve I’élément associé complet.
On explicite le cas des triangles de degrés 3 et 4 et on indique qu’aux degrés supérieurs
il n’y a apparemment pas d’éléments réduits sauf a se restreindre sur le degré de l'espace
polynomial que ’élément réduit doit couvrir. Pour les tétraédres, on regarde les degré 3 et 4
et on montre que seul le tétraédre de degré 3 est Serendip tandis que les éléments réduits de
degré supérieur, méme en imposant la méme restriction que ci-dessus, n’existent pas. Dans
les cas ou il y a une solution, on montre comment définir les points de contréle de ’élément
complet équivalent. Le point de vue adopté consiste & raisonner sur I’écriture de ces carreaux
dans le formalisme Bézier (polynome de Bernstein et points de controle), monde dans lequel
tout se simplifie. On montre également qu’il est ainsi possible de trouver les fonctions de
forme des éléments Serendip méme sans connaitre celles de l’élément complet. Ceci se fait en
regroupant les polynémes de Bernstein des formes de Bézier aprés avoir exprimé les points
de controle en fonction des noeuds et retrouver ainsi l'écriture classique (fonctions de forme
et nceuds).

1] s’agit probablement d’un abus de language, le mot "réduit" serait vraissemblablement plus approprié.
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2 Construction du triangle Serendip de degré 3

Pour les éléments quadrilatéraux et hexaédriques, cf. [B], on a vu deux méthodes pour
obtenir des éléments Serendip et I'une d’elle, valable pour le degré 2 et le degré 3, était de
partir d’un carreau transfini, cette idée ne s’applique pas dans le cas des simplexes. En effet,
dans ce cas précis, cf. [7], toute fonction de mélange conduit a élever le degré du carreau et,
ainsi, un bord de degré donné conduirait & un carreau de degré supérieur. Par suite, nous
allons proposer une autre construction qui consiste a utiliser directement la définition méme
des éléments simpliciaux Serendip comme indiqué dans [I]. Ensuite on montrera comment
positionner, ici au degré 3, le point de contréle central, Pj11, d’un triangle courant pour en
permettre ’évaluation géométrique (jacobien positif partout). Enfin, en sens inverse, connais-
sant la position de ce point central, on montre qu’en I’éliminant dans I’écriture Bézier, on
peut retrouver les fonctions de forme de I’élément réduit sans connaitre celles de 1’élément
complet.

Fonctions de forme des triangles complets. L’expression, élément fini, des fonctions
de forme des triangles de Lagrange (complets) de degré quelconque, n, a la forme générique
particuliérement simple suivante :

1 i—1 j—1 k—1
quk(u, v, W) = WHZ:O (nu — DILZy (nv — DILZ; (nw — 1), (1)
ol u,v et w sont les coordonnées barycentriques, le triplet ¢5k correspond & ce systéme et
Hl;lo(...) = 1. Par exemple, la premiére fonction de forme est associée au triplet n00, etc.

2.1 Caractérisation de I’espace des polynémes

On cherche ici un triangle de degré 3 avec 9 noeuds frontaliers (au lieu de 10 noeuds, dont
un nceud interne, pour le triangle complet). Il s’agit donc de trouver les 9 fonctions g;;, de
P3, 'espace des polynémes de degré 3, ayant les quatre propriétés suivantes :

(Pr1)  Gijk(Aimn) = Gijk,imn

(Pr2) Z qijk(u, v, w) =1

ijk
(P3) EV{gjr} contient p?
(Pr4) symeétrie compléte,

ot BV {q;jx} est I'espace polynomial engendré par des fonctions ¢; ;5 contenant P? (la relation
de serendipité), et A;jx est le nceud ijk (de coordonnées (u,v,w) = (%, %, g)) du triangle
de référence. Les deux premiéres propriétés sont classiques, la troisiéme et la quatriéme
déﬁnissentEI ce qu’est un élément Serendip symétrique.

La notion de symétrie est analogue a celle introduite dans [5] pour les quadrilatéres et les
hexaédres, mais, en les coordonnées barycentriques, cela se traduit par, par exemple (u,v)
devient (v, u) qui est une symétrie pure sur une aréte et u changé en v, v devient w, etc., qui
est une rotation.

Pour simplifier les notations, on utilise la notation barycentrique & trois indices ou la
notation séquentielle avec la correspondance montrée sur le schéma suivant :

003 3

102 012 8 7

201 111 021 9 6

300 210 120 030 1 4 5 2

23 notre sens.

Inria
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Ainsi, par exemple, g3g9 sera vu comme g1 ou l'inverse, A3pg comme A, ...

L’idée est de partir d’'un développement de Taylor d’une fonction ¢ en les sommets et
en les noeuds exprimé en s’appuyant sur le nceud central, on introduit le vecteur oz =

A1114;51 et les dérivées successives des g, vues de maniére abstraite comme des opérateurs
linéaires, bilinéaires, etc, et notées D'.(w'), D%.(W, @), etc., le coefficient étant compris dans
lopérateur. Alors, le développement s’arrete & la dérivée seconde et s’écrit, en Agqgg :

q(As00) = q(A111) + D" .(U306) + D*.(U308, U300) -
On exprime de la méme fagon ¢ en Agszg et Agoz et en sommant il vient :
> q(sommet;) = 3q(A111) + D" .(7306) + D*.(To38) + D" .(t03)
j=1,3
+D? (300, T300) + D.(T03, 7030) + D*.(003, Too3) »
qui se réduit & :
> q(sommet;) = 3q(A111) + D (506, Uso0) + D*. (036, Tad) + D*.(To0s, Tood) »  (2)
j=1,3

car I'opérateur D!.() est lindaire et que, par définition, A1y étant le barycentre, U300 + Vo306 +
003 = 0. On exprime ce méme développement pour les nceuds des arétes. par exemple :

q(As10) = q(A111) + D' (v210) + D*.(0216, U210) -

et on somme, il vient :

Z q(noeudarete;) = 6q(A111) + D' .(v215) + D'.(0125) + ... + D*.(v207)
j=1,6
+D?. (218, 7216) + D*.(V120, 7126) + .. + D*.(V0i, U201
dont ne reste que (les termes relatifs & D'.() s’annulent deux & deux) :

> q(noeudarete;) = 6g(Arn1)+D?. (0315, 210) + D> (0736, U120) + .. + D> (U201, U207, (3)
j=1,6

comme Asjg = 72‘4300;‘4030

, etc, on peut exprimer les différents vecteurs ¥;;; uniquement

—
— 2V3001%030 (Op

en fonctions des trois vecteurs liés aux sommets. Soit, par exemple, U314 S

calcule maintenant D?.(0314, 214) + D?.(0126, U124), on trouve :
4 2 (i —— 4 2 (i > 1 2 (i ——
§D (U300, U300) + §D (U306, Tos0) + §D (9036, T030)
1 2 (7 > 4 2 (i ——> 4 2 (> ——
+350 (U300, U300) + gD (U300, V036) + gD (U030, T030) ,
soit, au total :

5 3 5
o D503, 75i0) + 5 D™ (7503, 7t) + 5 D (s, )

En sommant sur les trois arétes, il vient :

10 10 10

8
+5 (D?(T508, 7036) + D* (¥, To03) + D*(003, 300)) -

On va exprimer les termes croisés en fonction des termes liés aux seuls sommets, comme
e | | i e | | -
D? (0306 + U036 + D003, U300 + V036 + oos) = 0, il vient :

0 = D?.(t308, 7300)+D>. (0030, T033 )+ D> (7603, 1003 ) +2(D>. (7306, T038)+ D2 (T033, D003 )+ D> (7003, 7303)) »

RR n° 8571



6 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

ou, dit autrement :
D? (U300, D036 )+ D* . (D036, U003 )+ D (0603, Tso0) = —%(D2-(M,M)+D2.(M7M)+D2.(W7W§)),
donc, la somme ci-dessus se réduit & :
2 0 s oy 22 s oy 22—
gD (300, U300) + §D (V036, D030) + §D (003, o03) »
et la Relation (3) s’écrit :

2
Y alnocudarete;) = 6g(A1) + 3 (D*. (w508, 508) + D*. (730, Toa0) + D2.(Tos Towi))
j=1,6

pour finir, on identifie cette derniére somme (les dérivées secondes) dans les deux relations
ce qui donne la combinaison suivante :

Z q(sommet;) — 3q(Ai111) = g( Z g(noeudarete;) — 6¢(A111)) ,

j=13 j=1,6

ou encore :

2 Z g(sommet;) — 6q(A111) =3 Z g(noeudarete;) — 18¢(A111),
j=1,3 j=1,6

et, au final, on a trouvé la propriété P,.3 de la définition initiale :

12¢(A111) + 2 Z q(sommet;) — 3 Z q(noeudarete;) = 0. (4)
j=1.3 j=1,6

’ La relation de serendipité pour le triangle de degré 3 & 9 nceuds ‘

A partir de cette définition liant les g, on peut construire effectivement les ¢;. Par raison
de symeétrie, ou (¢f désignent les fonctions de forme du triangle complet), on pose :

g = ¢ + aqfy; pour les fonctions aux sommets, et

g = ¢ + Bqf;; pour les fonctions aux aretés,
d’ou le résultat :
1 1

a=-—g et 524

En effet, pour ¢ = 1, 3, on a, successivement :
12(]2‘(14111) =+ 2 = O
12¢5(A111) + 120511 (A111) + 2 =120+ 2 =0,

d’ou «a, et, de méme, pour les fonctions liées aux noeuds des arétes,

12q7;(A111) - 3 = 0

12¢5 (A111) + 128¢711(A111) =3 =128 -3 =0,

d’ou S.

Inria
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Sur I’'unicité de la solution. La Relation nous a permis de fixer les deux paramétres
nécessaires a la construction des fonctions de forme. Par suite, la solution est entiérement
trouvée a ce stade (cf. le cas du triangle de degré 4 ou cela ne sera pas vrai).

A titre de remarque, on vérifie que l'espace P! se trouve automatiquement dans cette
solution. Soit ¢ une fonction P! générique, alors on a :

> q(sommet;) = 3q(A111) + D' .(306) + D" .(v5z6) + D" .(v03)
j=1,3

et
Z q(noeudarete;) = 6q(A111) + D' .(v216) + D'.(0125) + ... + D .(v207),
j=1,6

qui se réduisent a :

Z g(sommet;) = 3q(A111)

j=1,3
et

Z q(noeudarete;) = 6q(A111) ,
J=1.6

donc la relation

2 Z g(sommet;) — Z g(noeudarete;) =0,
Jj=13 j=1,6

est la condition pour que P! soit dans I’espace. Comme q est linéaire, ceci est assuré auto-
matiquement (et ne fait pas intervenir la valeur centrale).

Pour poursuivre, on note que les quatre propriétés souhaitées au départ sont vérifiées,
la troisiéme et la quatriéme (car les fonctions complétes sont symétriques) par définition,
les deux autres par construction car les ¢f les vérifient et que 3o + 48 = 1. Connaissant,
Relation , les fonctions du triangle complet et connaissant les valeurs de « et de (3, on
trouve facilement les fonctions de forme du triangle réduit Serendip de par leurs expressions,
soit (comme posé au départ) :

¢i = q; + g, pour les fonctions aux sommets, et

¢i = q; + Bqi;; pour les fonctions aux arétes.

2.2 Les fonctions de formes via la relation de serendipité

On va en premier utiliser la relation de serendipité et prendre la forme définie pour les
fonctions réduites en fonction des fonctions complétes. Ensuite, on va trouver directement,
via I’écriture en Bézier, I’expression des fonctions réduites.

Pour la premiére fonction, g, alias g3gp on a :
a1 = q300 = Q500 — gfﬁn
1 1
= 63u(3u —1)(Bu—2) — 627uvw

= %u((2u —v—w)(u—2v—2w) — Yw),

1
= §u(2u2 + 20% + 2w? — Buv — Svw — Suw),

et il suffit de remplacer u, v et w par leurs expressions en = et y. Comme u =1—x—y, v ==z
et w =y, il vient :

9 2
Q1=(Z300=5(1—33—11)(@—x—y+$y+$2+y2)~

RR n° 8571



8 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

Pour la quatriéme fonction qq4, alias ¢o19, il vient :
44 = @210 = Go10 + qull
1 1
= §3u(3u —1)3v+ 127uvw

= guv(6u —2+43w) = guv(4u —2v4w),

soit, en x et y :

9
g4 = G210 = Zz(lfx*y)(ll—(i:z:f?;y).

Par symeétries et rotations on obtient toutes les fonctions, soit ce qui suit.

Les fonctions de forme, in extenso. En résumé, on donnons la liste des fonctions de
forme :

L @ =goo(z,y) =501 —2—y)(3 —z—y+ay+a®+y°)
2 || g2 = qoso(z,y) = J2(2 —x —y+ay + 2% + )

3| @3 =qoos(z,y) = 3y(5 —z —y +ay+2* +y°)

4|l qa = qaro(z,y) = J2(1 — 2 — y)(4 — 62 — 3y)

51 a5 = qizo(z,y) = J2(1 — 2 — y)(—2 + 6z + 3y)

6 || g6 = qon (z,y) = Jey(1 + 3z — 3y)

7 g7 = qoi2(z,y) = %xy(l — 3z 4+ 3y)

8 || a5 = qro2(z,y) = Jy(1 — 2 — y)(—2 + 3z + 6y)

9 || g9 = qo1(z,y) = Jy(1 — 2 — y)(4 — 3z — 6y)

Fonctions de forme du triangle de degré 3 & 9 nceuds ‘

Notons que les deux propriétés ¢;(A4;) = J;; et Zi:m q; = 1 sont assurées par construc-
tion. On peut néanmoins les vérifier explicitement, par exemple, le dernier résultat est évident
en u,v et w, il suffit de faire apparaitre (u+v+w)?, (u+v+w)? et (u+v+w), et se vérifie
aisément en x et y.

L’élément s’écrit, (indices séquentiels) :

Z qi(u,v)A; . (5)

i=1,9

2.3 Comparaison entre les espaces du triangle complet et du triangle
réduit.

On exprime ¢f et ¢f du triangle complet, on a :

. . 9 2
6i(7,y) = goo (@, y) = 5 (L -z —y)(5 — —y+ 22y +2? +y?)

a rapprocher de :

9 2
a0 (,9) = goo(z,9) = 5 (L -z = y)(5 —z—y+ay+2>+y°)

et
. 9
41(7,y) = g10(2,y) = Zw(l -z —y)(4 — 6z — 6y)

Inria
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a rapprocher de :

qa(z,y) = qio0(w,y) = %37(1 —z—y)(4 -6z —3y)

et, ainsi, on retrouve exactement les mémes mon()mesﬂ!

L’espace des polynémes du triangle complet. Par définition, cet espace contient les
monomes suivants :

1

Ty

l‘Q Ty y2

IS .sz Iy2 y3

L’espace des polynémes du triangle réduit. Par construction, cet espace contient P2,
soit les mondmes suivants :

1
Ty
22 zy P

et la question est de voir plus en détails quels autres mondmes sont dans cet espace. On part
de l'espace complet dans lequel on sait qu’il existe des coefficients tels que :

§ : Im _c
wzgquﬂc T, y)
ijk

pour [ = 0,3, m = 0,3 et sous la contrainte [ + m < 3. Ceci se décline en la liste suivante :

1= ngjok‘q’fjk('r7y) )

ijk
_ 10 ¢
T = E wijkqijlc(xvy)a
ijk
_ 01 c
Yy = E wijk‘]ijk(xay) )
ijk

LY = szgquﬂc T y)
ijk

’= waﬁkquk(x, y) )

ijk

= Z w?jquicjk(xa Y),

ijk

$2y = Zw?jlkqicjk(xa y) )

ijk

ijk

Z wz]kqu €z y)

ijk

Z wz]qu]k r y)

ijk

3Contrairement au cas des quadrilatéres.

RR n° 8571
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Les coefficients sont trouvés par instanciations aux noeuds. Pour la constante, il est immédiat
00 S . : , _ c

de voir que w;y. = 1 pour tous les indices car, par construction, 21’9 qi(z,y) = 21710 ¢ (z,y)

donc 1 .

Pour les autres monomes, les coefﬁcients sont nuls sauf ceux indiqués explicitement.
10 110 2 10 _ 2,10 _ 1,10 _ 1

POUIﬂ Z, W%lo —13»05120 23a¢g?30 1 ‘JJ021 —23a°0‘1012 137"‘0)111 3:

Pour y, wyy; = 37”102 = 3:W003 = 1 W012 = 37‘4‘)021 = 37‘*’111 =3

Pour zy, W(%%l = ? u}012 = § WH1 = §

Pour z?, W%?O = 9’ yWizp = ango =1 W021 =3 Wg?Q %aw%?l = %
Pour 927 w%l =9 W?O2 = 97W003 =1 Wo%z gaW821 §,w?f1 =9
Pour 22y, wii, = %7(*18%2 = 227,w%}1 = 217

Pour ny, wé%l 277"‘)3%2 2473 w%%l 217'

Pour z3, w3}, = 217,w§80 2wl =1 w§81 87,w§?2 217,w§§1 = %

3 _ _ _
Pour y°, wsy; = 37, Wig2 = 37> Woo3 = 1,WoTa = 37, Woa1 = 27»“)111 = 27-

Ensuite, on explicite x, il vient :

1 C 2 C C 2 C 1 C 1 C
T = §Q210(9573J) + g‘hm(ffay) + qos0(z,y) + §QO21($7y) + §QO12($»y) + gqlll(%y) ;

mais comme :

C 1 C
q210(7,y) = q510(2,y) + 1%11(50,9)

1
qozo(z,y) = qégo(fv,y) - 6‘1511(%9);

et des relations analogues pour les autres fonctions, alors, en sens inverse :

C 1 C
%10(@", Y) = q210(x,y) — 1@!111(%?9)

1 C
4111 (z,9)

96302, y) = qozo(z,y) + 6

et, en remplagant dans z, il vient :

1 2 2 1 1
T = §Q210(l‘, y) + glhzo(l‘, y) + qoso(x,y) + g%m(%y) + g%m(%y) + §Qf11($7y)

11 21 . 1. 21 . 11,
34Q111( Z/) - gifhn(x,y) + gfhn(x,y) - gzqnl(%y) - gzqnl(ﬂ%y),

soit en ¢§14(x,y) :
1 11 21 1 21 11
3734 3476 34 34
et, ainsi, x s’écrit comme une combinaison linéaire des fonctions réduites. Par symétrie, on a
la méme propriété pour y.

On explicite maintenant z2, on a :

1 C 4 C C 4 C 1 C 1 C
2= 5‘1210(%?” + 5‘1120(%@ + qo30(z,y) + §Q021(1177y) + §Q012(377y) + §Q111($>y),

puis, en remplagant :

1 4 4 1 1
= §Q210($7y) + §Q120($7y) + qoso(z,y) + §q021(x,y) + §q01z(x,y) + §q511(x,y)

L[ 11 411 41 1 (o0
94 94 6 94 94 [D\HY:

et le coefficient sur ¢{;;(z,y) est encore nul. Et, ainsi, 2% s’écrit comme une combinaison

linéaire des fonctions réduites. Par symétrie, on a la méme propriété pour 2.

40n écrit « = Zijk w}]pkquk(x,y), alors pour z = %, seul g5, (x,y) est non nul, donc "-’%(1)0 = %, ete.
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On explicite maintenant zy, on a :

2 C 2 C 1 C
Q601 (7,Y) + =q612(7, y) + =qi11 (7, y),

puis, en remplagant :
Ty = §(J021($,y) + §(J012($,y) + 5(1511(@,?!) 9 461111( Y) — 9 4q111(3;‘ OF

et le coefficient sur ¢§,, (x, y) est encore nul. Donc, xy s’écrit comme une combinaison linéaire
des fonctions réduites. On vient donc de vérifier que le P3 réduit contient le P2.

On explicite maintenant 22, on a :

1, 8 8 . 1, 1
b= 2*7‘1210($ay) 27%20(1 Y) + Q630 (, y) + 2—7q021(z,y) + 2*7‘1012(%?4) 27‘1111(39 v),
puis, en remplacant :
) 1 8 8 1 1
2 = 2*7(1210(93’9) + 2*7Q120(I73/) + qoso(z,y) + 2*711021( y) + 27Q012(~T y) + 27%11(1 Y)

pyo st b8l 1. oy
274 274 "6 274 o274 [ Dul®Y)

et 23 se réduit a :

1 8 8 1 1
a? = 2*7%10(%3/) + 2—7q120(:c,y) + qozo(,y) + 2*7¢Z021(5E y) + 2*761012(1 y) + 2*7(1%1(39’9) )
donc 22 ne s’exprime pas comme une combinaison linéaire des fonctions réduites.

Pour conclure, on explicte x2y, il vient :

4 c 2 c 1, c
a?y = E%m(ﬂ% y) + *27%12(95’9) + 27q111(x,y),
puis, en remplagant :

4 2 1, 14 12
xzy 2*761021(95 y) + ?7QO12($ y) + EQin(%y) 427f1111( Y) — 427(1111(30’9),

qui se réduit a :
4 2

1
z?y = ﬁ%zl(ﬂﬁ y) + ﬁ%lz(w y) — 54q111($ Y),

donc 2%y ne s’exprime pas comme une combinaison linéaire des fonctions réduites.

Par contre, z3 + 222y s’écrit comme :

1 8 8 1 8 4
2?4222y = —qo10(2, Y)+ 520120 (T, Y) + 0030 (T, Y) + 52 G021 (T, )+ =2 G012(T, Y) + 5= G021 (T, )+ == go12(2, )

27 27 27 27 27 27
soit, au final :
2?4+ 227y = tiw(ﬂf y) + 5 S=q120(7, y) + qozo (2, y) + 1611021($ y) + L —qo12(x, ) .
27 27 27 27

Par symétrie, on a le méme résultat pour y> et zy?. Ainsi le triangle réduit a pour espace
de polynomes le P? enrichi par les 2 polynémes x? + 222y et y> + 22y? et, de plus, par la
combinaison 2y — zy? qui est également dans ’espace qui, de ce fait, contient 9 monomes
ou combinaisons, ce que I'on schématise comme :

1

.’L‘2 Ty y2

23+ 2% 2Py —axy? P+ 2xy?
en notant la parfaite symétrie de ces expressions. Ceci rappelle la définition liée aux

quadrilatéres, par exemple, pour le degré 2, on avait comme polynomes le P2 enrichi des
deux monémes 2%y et xy?.
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12 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

2.4 Validation d’un triangle courant

A des fins de validation d’un triangle courant d’un maillage donné, il faut construire le
point Pj1; du triangle complet équivalent a ce triangle.

On a vu que le carreau réduit s’écrit

M(u,v,w) = Z Gijk(w, v, W) Ak
ijk

pour tous les triplets d’indices bord ou encore comme :

M(u, v, w) = Z(Qicjk(ua v, w) + O‘ijktﬁll(uv v, ”LU))Aka s
ijk

avec Qg i = —% ou % selon l'indice (sommet ou aréte), quk(u,v,w) les fonctions du triangle

complet et Ajjy, ici, les noeuds de 1'élément courant. On sait par ailleurs que

M(ua v, w) = Z ngk(uv v, ’(U)Pijk ’
ijk

et on va chercher dans ces deux expressions de M (u, v, w) ce qui vient au regard de B3, (u, v, w)
en rappelant que B3, (u,v,w) = 6uvw. En Bézier il vient seulement Pji1, en trouvant les
contributions dans ’autre expression, on va pouvoir, en identifiant, trouver ce que vaut Pjq7.

On rappelle que

@S0 (U, v, w) = %(3u)(3u - 1)Bu—-2) = %u(?)u —1)(3u—2),

o, v,w) = 3 (3u) (Bu— 1)(30) = Suv(3u—1),

1 9
quo(U7U,IU) = 5(3’&)(3’1})(3%‘ — 1) = 5'[“](31) — 1) ,
tandis que ¢f;; = 2Tuvw .

En ouvrant 1 = u 4+ v 4+ w, il vient :

1
500 (u; vw) = 5“(21& —v—w)(u—2v—2w),

9
4510 = 5“”(2u —v—w),

9
Qi20 = 5“”(*’“ +2v —w),

dont on ne regarde que les termes en uvw, on trouve respectivement :

9
uvw, ——uvw et — —uwvw,
2 2

et des contributions analogues pour les autres fonctions, par rapport & 6uvw, on trouve :

pour les sommets et pour les arétes respectivement, sans oublier % pour le centre. Dans
C (6]
E (%‘jk(uv v, w) + aijkqlll(ua v, w))Aijk
ijk
les facteurs de 6uvw sont donc :

1 19 )
2 (gmgghhoe= 2~

sommet sommet
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car a;jp = o = —% ici et

3 19 3
> (_Z + ii)Aijk =Y gAijkw

arete arete

car a;jp = 3 = % ici. Ainsi, les termes en Asgg viennent de Asgg lui-méme et via Asig, A129

et Azg1, Aggoe, comme :

8As00 + 12Ps10 + 6P12o + Aoso
27

Agig =

— A300 + 6P210 + 12P120 + 8A030
27 ’

et idem pour l'autre aréte incidente en Asgg, il vient donc 5 termes pour Az :

A120

5 31 1
fﬁ+§2—7(8+1+1+8)f—6,

et on a la méme contribution pour les deux autres sommets. On examine maintenant les
termes en Asqg et Aio9 qui vont donner la contribution en P19 et Piog. Il vient 2 termes en
Pog : - )

——(124+6) = -,

8 27( +6) 4

et la méme contribution pour les autres P;;j, ceci établit la Relation @ qui fixe P17 en
fonction des sommets et des points de controle des arétes, a savoir :

Py = *%(Pwo + Pozo + Poos) + i(Pmo + Po12 + Peo1 + Po21 + Pro2 + Pi2o),  (6)
que 'on peut écrire sous la forme :
12P111 + 2(Pso0 + Pozo + Poos) — 3(Pa10 + Po12 + Pao1 + Po21 + Pio2 + Pi20) = 0,
qui est analogue a la Relation . La question de savoir si cette analogie est propre au degré 3
reste posée.

2.5 Construction directe des fonctions de forme via les Bézier

Le triangle de Bézier complet de degré 3 a pour expression :

Z Bl (u, v, w) Py, (7)
i+j+k=n
avec n = 3, P;j;, les points de controle, les paramétres u, v et w tels que u+v+w = 1 (coor-

données barycentriques) et les polynomes de Bernstein écrits en coordonnées barycentriques :

uolwh

B (u, v,w) = Z‘ljl.kl

par ailleurs, les indices i, j et k varient de 0 & n = 3 et somment a 3. Le schéma correspondant
a la numérotation des points de controle est le suivant :

Pyos3

Pio2  FPoiz
Pyy1 Pii1 Py
P3oo P10 P20 Poso
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14 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

Selon la méme organisation, les polynémes de Bernstein s’écrivent :

w3

3uw?  3vw?

3ulw Guvw 30w

u® 3uv 3uv? v3

Les nceuds du triangle courant, A;ji, sont les images par des nceuds du triangle unité,
ainsi A;jx est 'image du triplet (3, %, %) Le lien entre les noeuds et les points de controle des
arétes sont de la forme, par exemple pour I'aréte 1 — 2, alias P3g9 — Poso :

8P300 4+ 12P510 + 6P120 + Poso

Az10 = o
Ao — P30 + 610 + 12P129 + 8Po30
120 = ;
27
et, en sens inverse :
P —5A300 + 18A210 — 9A120 + 24030
210 = 5
Pro 2A300 — 9A210 + 18 A120 — 5A030
120 = 5 ;

et des expressions analogues pour les deux autres arétes. Le seul point de controle restant,
Pi11, est fixé & la position trouvée ci-dessus, a savoir, Relation @ et schéma ci-dessous :

1 1
Py = —E(Pfsoo + Poso + Poos) + Z(sz + Po12 + Pao1 + Po21 + Pioz2 + Pi2o) -

Il suffit maintenant d’exprimer dans le carreau complet les points de contréle par leurs ex-
pressions en fonction des A;j;, pour, aprés regroupement, trouver les fonctions de forme de
I’élément réduit associé & ce choix.

-1/6
1/4 1/4
1/4 (111) 1/4

-1/6 1/4 1/4  -1/6

Remarque en aparté. Le carreau s’écrit, avec n =3 :

Z B%k(uavaw)Pijk’

i+j+k=n
et les fonctions réduites sont : .
Béoo = B3 — 63111
1

Bl = Baio + 13111

1
Bizo = B + 13111
1

Bjzo = Bozo — 63111
, 1

Bgyy = Bo21 + 13111
1

B1o = Boi2 + 13111
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1
B(/)(Jg = B()03 - 6B111
, 1
3102 = BlO2 + 13111
1

By, = Bao1 + 13111 :
On cherche 4?2, soit :

1 1
u? =P (u+v+w) =u’+ v+ uPw = By + 53210 + 53201 )

en Bii1, ca fait :
11 11

1
6 34 34
ca baigne pour u? donc pour v? et w?. On cherche uv, soit :

0,

1 1 1
w = w(u+ v +w) = v’ +w? + ww = 53210 + §3120 + 63111 ;

en B111, ca fait :

¢a baigne pour uv donc aussi pour uw et vw. On cherche u, soit :

uw=ulutv+w)? = u(u? +v° +w? +2uv 4 2uw+2vw) = ud +uv® + uw? + 2uv + 2uw + 2uvw

1 1 2 2 1
= Bsoo + = Biao + =B102 + = Ba1o + = Bag1 + - B
300+3 120+3 102+3 210+3 201+3 111,

en Biq1, ca fait :
1 11 11 21 21+1_0
6 34 34 34 34 3

¢a baigne pour u donc pour v et w. On vérifie la constante, soit :

1 = (utv+w)? = (utv+w)(u?+v? +w? L 2uv+-2uw+2vw) = u® +uv? +uw? +2u?v+-2uwH2uvw

+u?v + 03 4+ vw? 4 2uv? 4 2uvw + 203w + vPw + V*w + WP + 2uvw + 2uw? + 2vw?
= u® 4+ v® + w? + 3uv + 3uw + 3uv® + 302w + Juw? + 3vw? + Guvw
= Z By évidemment
en Biq1, ca fait :

3 1 6 1 +1=0
6 4 ’
ca baigne pour 1. En écriture Bézier, on vient de vérifier que le "B3" réduit contient le "B2"
complet. La question est donc de savoir si cette propriété reste vraie pour des degrés autres.

La premiére fonction de forme. On cherche toutes les contributions sur Azgy dans @
11 vient :
— le terme direct en Psgo = Aggp soit Biyo(u, v, w) = u?,
— le terme issu de P soit, avec son poids : f%(3u2fu) = fguzv,
— le terme issu de Pjoq soit, avec son poids : %(3uv2) = uv?,
— par symétrie, pour Payy et Pige, il vient —%qu et ww?,
— les termes issu de P11, via Psgg, P10, P12, Poo1 et Pig2, donc au nombre de 5, soient
) ) b ) ? ) ?
avec les poids, 6uvw(—%+ — 12 — 412 4 114 11y 54
) poids, 6 46 46 " 431 43 2 UV,
soit, au total :
2

5
fiuvfiuw+02+wzf§vw),

et, commeu=1—x—y,v=xet w=uy,il vient :

u(u

9 2
111:(]300:5(1*I*y)(§*I*ZJ+IZ/+I2+1/2)-
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La seconde fonction de forme. On cherche toutes les contributions sur Agzg dans .
Par rotation de ¢, on remplace u par v et v par w, soit :

5 5 5
2 Sow — Sovu+w? 4+ u? - Swu),

G 2 2

donc :
9 2 9 9
QQZ(]O30=§~T(§—5U—Z/+$ZJ+$ +y°).

La troisiéme fonction de forme. Par rotation de ¢o, il vient :

5 5 5
Q—fwu—iwv—l—uz—kvz—iuv),

w(w 5

donc :

9 2 9 9
Q3=(I003=§y(§—9€—y+$y+x +y°).

La quatriéme fonction de forme. Elle vient de Ps19, Piog et P11, soit, avec les poids :

9 1 3 9
u?v — §uv2 + 1(3 - 5)6uvw = Zuv(élu — 20+ w)

et il vient

9
g4 = G210 = Zm(l —x—y)(4—6x—3y).
La cinquiéme fonction de forme. Elle vient de Ps1g, Piog et P11, soit, avec les poids :

%uv(—Qu +4v +w),

9
g5 = q120 = Zfﬁ(l —z—y)(—2+6x+3y).

Notons que par symétrie (sur ’expression en u, v), on obtient g5 directement a partir de
q4 en changeant v en v et v en u.

Les autres fonctions de forme. Les fonctions gg et g7 se déduisent, en u,v et w, de g4
et gs. Les fonctions gg et g9 se déduisent, & leur tour, de gg et g7.

Les fonctions de forme, in extenso. Voir le tableau ci-dessus, on retrouve évidemment
les mémes fonctions.
2.6 Construction de I’espace réduit directement dans les Bézier

Par symétrie, on pose a priori :
!
B300 = Bsoo + aB111 5

Bélo = B9 + 8B111,

et des relations identiques pour les autres fonctions réduites (notées B ; x)- Il n’y a donc que

2 paramétres. Pour u? :

1 1
u? = u?(u+v+w) = u® 4+ uv + v w = Bsgo + §B210 + 53201

1
3

1

u® = Big + 3

2
By + 5 Baor — (0 + 55)3111 )

donc 5
— :O
a+ 35 )
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ce qui donne le systéme :

2
Z8=0
at26=0,
3a+60=1.
soit )
521
1 6 1
a=30=7=-5
Pour wv :

1 1 1
w =w(u+v+w)= w2 4+ w? + wow = §B210 + gBlgo + 68111 ,

1 1 1 2
uv = 53510 + gBizo + (6 - 35)3111 )

donc (6 = i donne la solution. En écriture Bézier, quelques lignes donnent la réponse et
permettent de construire les fonctions réduites en imposant la présence des Bernstein de
degré 2. A noter que 'on n’utilise pas de développements de Taylor.

Obtenir les fonctions réduites en Lagrange est un jeu d’écriture en exprimant les points
de controéle en fonctions des noeuds et en regroupant les Bernstein en accord.
3 Construction du triangle Serendip de degré 4

On cherche ici un triangle de degré 4 avec 12 nceuds (au lieu de 15 pour le triangle
complet).

3.1 Caractérisation de ’espace des polyndémes

On va raisonner sur le carreau de degré 4 dont l'organisation est la suivante :

004 3

103 013 10 9

202 112 022 11 8

301 211 121 031 12 7

400 310 220 130 040 1 4 5 6 2

I s’agit donc de trouver les 12 fonctions g;j, de P*, l'espace des polynoémes de degré 4,
ayant les quatre propriétés suivantes :

(Prl) Qijk(Almn) == 57’,jk,lmn

(PT.Z) Zqijk(u,v,w) =1

ijk
(P.3) EV {qjx} contient P?
(Py4) symeétrie compléte,

ou EV {qi;} est 'espace polynomial engendré par des fonctions g; contenant P3 (larelation
de serendipité), et A;;; est le noeud ijk (de coordonnées (u,v,w) = (4,4, %)) du triangle de

référence.

L’idée est de partir d’'un développement de Taylor d’une fonction ¢ en les sommets et en
les nceuds d’un sous-motif du treillis complet exprimé en s’appuyant sur le nceud central de ce
sous-motif, on introduit le vecteur v3;;; = A2114;;x pour le motif centré en Asqq et les dérivées
successives des ¢, vues de maniére abstraite comme des opérateurs linéaires, bilinéaires, etc,
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et notées D'.(W),D?.(W, W), etc., le coefficient étant compris dans opérateur. Alors, le
développement s’arrete a la dérivée troisiéme et s’écrit, en A4qg :

q(As00) = q(A211) + D*.(va00) + D? (106, Da00) + D*. (200, 106, V100 »
on a également :
q(A130) = q(A211) + D' .(v130) + D*.(v136, v136) + D*.(V138, V1360, V130 »

q4(A103) = q(A211) + D*'.(v103) + D* (0103, U103) + D°.(0703, U103, U103) -
En sommant, il vient la relation (avec des notations évidentes) :
D a(s) =3q(Asn) + Y _DL(W) + > DLW, 7))+ Y DT, 2,7
S$211 211 S211 S211
qui, comme As1; est le barycentre de son sous-motif, se réduit a
> a(s) =3q(Aann) + Y DA(T, W) + Y DT, T2, 7%),
S211 S211 S211

On exprime ce méme développement pour les nceuds des arétes du sous-motif. par exemple :
et par suite :

4(Az10) = q(A211) + D'.(T318) + D*.(513, U316) + D°. (0316, U316, U310) -
et on somme, il vient :

> " q(a) = 6g(Aan1) + D*.(T318) + D'.(v320) + ... + D" .(¥307)

a211

+D? (0316, Us16) + D*. (0230, 7220) + - + D*.(Ts01, U301
+D*. (316, 316, U316) + D® (0338, U320, U336) + .. + D*.(Ta01, Taol , Taod ),
dont ne reste que (les termes relatifs a D'.() s’annulent deux & deux) :
ZQ( ) = 6q(A211) + ZDZ )+ZD3-(U_a>7U_a>7”_a>)a
az11 azi1 a211
mais la somme des dérivées troisiémes s’annule donc il reste uniquement :
> qla) =6q(A211) + Y D(W, 72) -
as11 az11

Le raisonnement vu au degré 3 pour les dérivées secondes s’applique de la méme facon, en
effet, par exemple, A31g = % et, par suite, on a :

2
2 (7 2 (74
E D= .(0,,7q) = 3 E D= .(vg,73) .
a211 S211
En résumé, les deux relations s’écrivent :

Z (s) = 3q(As11) +ZD2 (03, 75) +ZD3 (03,75, 05)

S211 S§211 S211

> gla) = 6q(Asn) + ZD2 5, 05)

a211 3211

Par simple combinaison, on chasse les dérivées secondes et il vient :

QZq(s) -3 Z q(a) = —12q(As11) + QZD?’.(U_S), Ve, Vs),

S$211 a211 S$211
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mais la derniére somme de la ligne précédente est une constante que 1’on note Cs17. Ainsi,
on a :

Conn = 12q(A211) +2) qls) =3 _qla). (8)

S$211 a211

En considérant les deux autres sous-motifs, on obtient les deux relations :

Ci21 = 12q(A121) + QZQ(S) -3 Z q(a),

S121 a121
Cri2 = 12¢(A112) + QZQ(S) -3 Z q(a) .
S112 a112

Comme Cy11 = Ch21 = Ch12, on obtient les liaisons entre les valeurs centrales et les valeurs
aux bords qui permettront de définir la propriété de serendipité.

En premier, on explicite les 3 constantes. Soit :
Co11 = 12¢q(A211) + 2¢(Aaoo) + 29(Ai130) + 2¢(A103)
—3¢(A3z10) — 3q(A220) — 3¢(A121) — 3¢(A112) — 39(A202) — 3¢(As01), 9)
Ci21 = 12q(A121) + 2q(A3z10) + 2q(Aoso) + 2q(Ao13)
—3q(A220) — 3q(A130) — 3q(Aoz1) — 3q(Ao22) — 3q(A112) — 3q(A211),
Cri2 = 12q(A112) + 2q(Asz01) + 2q(Aoz1) + 2q(Agoa)
—3q(A211) — 3q(Ai21) — 3q(Ao22) — 3¢(Ao13) — 3q(A103) — 3q(A202) -

On exprime que Cy11 = Cia1, il vient :
15q(Az211) — 15¢(A21) =

—2q(A400)—5¢(A130)—2¢(A103)+5¢(As310)+3q(A202)+3q(As01)+2¢(Aoa0)+2¢(Ao13) —3¢(Ao31) —3q(Apa2) -

On exprime maintenant que Cs11; = Cy12, il vient :
15q(Az211) — 15¢(A112) =

—2q(A400)—2¢(A130)—5q(A103)+3¢(As310)+3q(A220)+5q(As01)+2¢(Aos1)+2¢(Aooa) —3¢(Ao22)—3q(Ap13) -
(10)

’ Les deux relations de serendipité pour le triangle de degré 4 a 12 noeuds ‘

3.2 Les fonctions de formes via la relation de serendipité

On cherche les fonctions réduites sous la forme :
qi (’LL, v, w) = ch(uv v, U}) + O‘iqgll ('LL, v, w) + ﬁiqf21 (’LL, v, 'U}) + ’Yiqf12(u7 v, ’U)) 9

ot les ¢f (u, v, w) sont les fonctions de forme de I’élément complet. Pour trouver les fonctions
de forme du triangle réduit, il suffit de regarder ce que donne les deux relations ci-dessus
ci-dessus en remplacant la fonction ¢ générique par les fonctions cherchées, les ¢; pour les
différentes valeurs de i. On fixe i = 1, alors les deux relations donnent :

150 — 158 = —2

1501 — 157, = —2,

doncy; =B et By =a1 + 1% Par rotation, on déduit as = 2 et ag = G2 + % avec (3o = o,
tout comme ag = (3 et B3 = v3 + % avec v3 = ay.
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On fixe ¢ = 4, alors on trouve :
15a4 — 1504 =5

150&4 — 15’)/4 = 3,

on fixe ¢ = 6, alors on trouve :
15a6 — 1505 = =5

150&6 - 15’}/6 = 727

soit, par symétrie :
1564 — 154 = =5 et 1584 — 15y, = =2,

comme attendu. Donc 84 = a4 — % et 74 = ayg — % Par rotation on a les coefficients des
autres fonctions liées aux nceuds des arétes autres que le milieu.
On fixe ¢ = 5, alors on trouve :

15a5 — 1505 =0

15055 — 15’)/5 = 3,

donc a5 = O et 75 = a5 — 51,), soit le tableau suivant :

’ i H ijk ‘ Qijik ‘ Bijik ‘ Yijk ‘
1 [ 400 [ oy ar+2/15 | ay +2/15
2 || 040 | a1 +2/15 | a1 +2/15
3 |l 004 | ay+2/15 | a1 +2/15 | ou
4 [ 310 | ay as—1/3 | as—1/5
7 031 | s —1/5 | ay ay —1/3
10 103 | aw—1/3 | as—1/5 | as
6 130 | as —1/3 | o ag—1/5

013 | ay —1/5 | as—1/3 | ag
12 || 301 | au as—1/5 | as—1/3
220 | as Qs as —1/5
8 022 | a5 —1/5 | a5 os
11 || 202 | as as—1/5 | as

Par ailleurs, on doit avoir ), o; = 1, cette somme vaut :
3aq + 6ay + 3as +4/15—3/5 — 2/3 = 3a; + 6y + 35 — 1,
donc, comme on attend 1, on a la relation :
3a1 + 6ay + 3as = 2. (11)

A ce stade, on est en train de définir une famille de solutions possibles dépendant de 2 pa-
rameétres (i.e., on n’a pas I'unicité comme pour le cas précédent). Le seul moyen de pouvoir
proposer un choix précis va étre d’exhiber d’autres relations liant les paramétres. L’idée est
de s’assurer que le P? est contenu dans l’espace.

3.3 Recherche du P? dans ’espace

Pour fixer les deux paramétres restants, on va regarder I’expression des mondmes en
fonction de ces paramétres, Dans un premier temps, on cherche simplement z. On part donc
de l'espace complet dans lequel on sait qu’il existe des coefficients tels que :

lm ¢
E wz]sz]k £ y
ijk
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pour [ = 0,4, m = 0,4 et sous la contrainte [ + m < 4. Pour chercher x, on fixe [ = 1 et
m = 0 et par instanciations, on a :

1 C 2 C 3 C C 3 C 2 C 1 C
T = ZQ310($, y)+ EQ220(377 y)+ 1(1130(377 Y) +q5a0(T,y) + ZQo:n(x, y)+ 1%22(1‘7 y)+ 1%13(337 Y)

2 C 1 C
—qio1(7,y) + ZQUQ(I'?:’J) )

1 C
+=511 (7, y) + 1

4

mais comme :

4310(7,y) = q310(7, Y) + 3104211 (7, y) + B3104721 (7, Y) + V3104112(Z, )

et des relations analogues pour les autres fonctions, alors, en sens inverse :

4310(7,y) = @310(2,Y) — 3104511 (%, y) — B3104721 (7, y) — V31041 12(2, Y)
et, en remplagant dans x, il vient :

1 2 3 3 2 1

T = ZQ310($, y)+ EQQQO(% y)+ ZQ130($7 y)+qoao(z,y)+ ZCIO31($, y)+ 1%22(1‘, y)+ 1%13(%‘7 Y)

2 C 1 C
—qi21(2,y) + 1‘1112(% Y)

1 C
+=q511 (7, y) + 1

4
1 c
—Z(asm + 2a990 + 3130 + 4o + 331 + 222 + @o13)d511 (2, Y)

1
—1(5310 + 23220 + 36130 + 46040 + 3Fo31 + 26022 + Fo13)q521 (2, y)

1
—— (7310 + 27220 + 37130 + 47040 + 37031 + 27022 + Y013)4112(%, Y)

4
soit o1 gy (2,9) -
1 1
1 1(04310 + 2920 + 3130 + 4dagao + 3wz + 2022 + ao13) ,

et on remplace les o selon le tableau précédent, il vient :

1
1(1—0&4—2@5—30&44-1—40&1—8/15—30&44—3/5—2&5+2/5—O&4+1/5)

= 1(74041 —8ay —4as5+8/3), = —aq — 204 — a5 +2/3,
et, d’aprés la Relation , ceci est nul. Il en est de méme pour les 3; et les ;.

On cherche maintenant 22, il vient :

1. 4 9 4 1
z? = T6q310( y)+ 16Q220(9C y)+ 16q130($ Y)+ 640 (, y)+ 16Q031($ y)+ 16‘1022(95 y)+ 16‘1013(55 Y)

1 4 1
16@211(1’ y) + 16Q121($ y) + 16Q112($ Y),
et, comme ci-dessus, en ¢5;;(z,y), on trouve :
1 1 32 9 4 1
— - — 4 9ay — 3+ 16 9oy — = +4das — = - =
16 16(044-1- as + 9ay + Oé1+15+ ay 5+ as 5—|—a4 5),
11 14
1-— 160[1 — 200[4 — 80[5 + ? = *160[1 — 200[4 - 80&5 + ? ,
donc la relation : Y
—160&1 — 20044 — 8045 == —?
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doit étre satisfaite pour trouver z2. On regarde xy, soit :

3 4 3 1 2 2
xy = qum(%y) + RQS%(%y) + T6q813(x’y) + Tqull(x’ y) + 176(]?21(%’ y) + Efﬁm(ﬂ?vy) )

et donc en ¢5;(x,y), on trouve :

1 1 3 4 3 3 4 3
— — —(Bou——+das——+3a4— =) = 1 —3as+ > —das+ - — 34+ > = 3—6ay—4das,
16 16 5 Tl g Hda—g) Yttty odauty R
donc la relation :

6ay + 4as = 3,

doit étre vérifiée pour trouver zy. On a donc le systéme :

3a1 + 6ay + 3as = 2,

7
8aq + 10ay + 4das = 3

6y +4as = 3.

Ce systéme n’a pas de solution donc il n’existe pas triangle P* réduit contenant le P3
puisque méme le P? n’est pas obtenu.

3.4 Recherche du seul P? dans I’espace

On regarde ici s’il est possible de trouver le seul espace P2. Pour ce faire, il suffit de
considérer les trois Relations @, & savoir :

Co11 = 12¢(A211) + 2q(Aao0) + 2¢(A130) + 2q(A103)
—3q(Asz10) — 3¢(A220) — 3¢(A121) — 3q(A112) — 3q(A202) — 3¢(Az01)
Ci21 = 12q(A121) + 2q(Asz10) + 29(Aoa0) + 29(Ao13)
—3q(A220) — 3q(A130) — 3q(Aoz1) — 3q(Ao22) — 3q(Ar12) — 3¢(A211)
Cri2 = 12q(A112) + 2q(As01) + 2q(Ao31) + 2q(Aooa)

—3q(A211) — 3q(Ai21) — 3q(Ao22) — 3¢(Ao13) — 3¢(Ai03) — 3q(A202) ,

et de fixer Co11 = C1o1 = Ci112 = 0. Il vient alors le systéme :
12q(A211) — 3q(A121) — 3q(A112) = —2q(As00) — 2q(A130) — 29(A103)
+3q(As10) + 3¢(A220) + 3¢(A202) + 3¢(As01) ,
—3q(A211) + 12q(A121) — 3q(A112) = —2q(A3z10) — 2¢(Ao40) — 2q(Ao13)
+3¢(A220) + 3q(A130) + 3q(Aosz1) + 3q(Aoz22)
—3q(A211) — 3¢(A121) + 12¢(A112) = —2q(As01) — 2q(Aoz1) — 29(Ago4)

+3q(Ao22) + 3q(Ao13) + 3¢(Ai03) + 3q(A202) -
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Les fonctions de forme pour ce choix. Il y a trois types de fonctions de forme. On
explicite donc les trois fonctions modéles, i.e., pour ¢ = 1,7 = 4 et ¢ = 5. En premier, on
explite les fonctions complétes utiles pour ces indices, Formule .

1
qi (u, v, w) = gfoo (u, v, w) = Eu(4u — 1)(4u — 2)(4u — 3),

G40, v,0) = g0, v,0) = Sl — 1)(du — 2)o,
g5 (U, v, w) = gooo(u, v, w) = du(du — 1)v(dv — 1),
qis(u, v, w) = g51 (u, v, w) = 2uvw(4u — 1),
474 (u, v, w) = ¢5oy (u, v, w) = 32uvw(dv — 1),
qis(u, v, w) = qf19(u, v, w) = 2uvw(dw — 1).

Pour ¢ = 1, alias indice ijk = 400, le systéme se réduit a :
120400 — 3B100 — 37400 = —2,

=300 + 128400 — 37100 = 0,
=300 — 38400 + 127400 = 0,

dont la solution est :

R
Q400 = 5 » Y400 = P400 = 15’
donc 39
01,0, w) = g (0, v,0) = uvw(3(u — 1) + (4o~ 1) + (dw - 1))
1 32
= 6u(4u —1)(4u —2)(4u — 3) — 1—5uvw(3(4u -1+ (4v—-1)+ (4w —1))
soit, Maple :

(32/3)u — 160> + (22/3)u? —u — (128/5)uvw + (32/3)uvw — (128/15)uv?w — (128 /15)uvw?

et, en z et en y (toujours Maple) :

1
1—5(1—x—y)

(15 — 110z — 110y + 24022 + 240y + 2562y — 160x> — 160y° + 2242y + 224xy?) .

q1(7,y) = qaoo(z,y) =
En changeant x en 1 — x, on obtient g2, en changeant y en 1 — y, on obtient ¢s.

Pour ¢ = 4, alias indice ijk = 310, on a le systéme :
12310 — 38310 — 37310 = 3,
—3az10 4+ 128310 — 37310 = —2,

—3as10 — 308310 + 127310 =0,

dont la solution est
7 1 1

Q310 = 30 Bs10 = _TO’ Y310 = 30"

donc

qa(u,v,w) = gu(élu —1)(4u—2)v+ %uvw(?(llu —1)—=3(4v—1) + (4w —1)),

et, avec Maple, on trouve

(128/3)uv — 32uv + (16/3)uv + (448/15)uvw — (16/3)uvw — (64/5)uv?w + (64/15)uvw?)
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qui, en x et y, s’écrit :
—(16/15)z(x — 1 + y)(402% — 50z + 40zy — 27y + 16y + 15)
donc :

16
01(x,9) = gsio(r,y) = ze(l = —y)(15 — 50z — 27y + 402° + 16y” + 40zy) .

En changeant z en 1 — x, on obtient gg. Sur ’expression en (u,v,w), en changeant (u,v,w)
par (v, w,u), on obtient ¢g7. De la, (w,u) changé en (u,w) donne gg. En permutant x et y, on
obtient q2, etc.
Pour i = 5, alias ijk = 220, on a le systéme :

120990 — 33220 — 37220 = 3,

—3aa20 + 123220 — 37220 = 3,

—3a220 — 30220 + 12v220 =0,

dont la solution est

1

2 3 2
o = — = — = =
220 5 220 5’ Y220 5’

donc
32
gs(u,v,w) = 4u(du — Nv(dv — 1) + guvw(2(4u —1)+2(4v—-1)) + (4w —1)),
soit, avec Maple :
64u’v? — 16uv — 16uv? + duv + (256 /5)u’vw — 32uvw + (256/5)uv’w + (128/5)uvw?
et, en x et y, cela donne
4 2 2
(e = 14)(802% — 80z + 802y — 4dy +32y” +15).
donc
4
a5(x,y) = qooo(x,y) = 53:(1 — 1 —y)(—15 + 80z + 44y — 802 — 32y* — 80zy) .

Sur Pexpression en (u, v, w), en changeant (u,v,w) par (v, w,u), on obtient gg, en changeant
(u,v,w) par (w,u,v), on obtient gi1.

1|l ¢1 = qaoo(z,y) = 15(1 =z —y)

(15 — 1102 — 110y + 24022 + 256xy + 240y% — 1602 + 22422y + 2242y — 160y°)
qs = q310(z,y) = }—g:c(l —x —y)(15 — 50z — 27y + 4022 + 16y? + 40zy)
g5 = qa20(x,y) = %x(l — 2 —y) (=15 + 80z + 44y — 802 — 32y* — 80xy)

’ Fonctions de forme type du triangle de degré 4 a 12 nceuds ‘
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L’espace polynomial. FEn premier, on rappele les coefficients de répartition :

|

.

H ijk ‘ Qijik ‘ Bijk ‘ Yijk ‘
400 | —1/5 | —1/15 | —1/15
040 | —1/15 | —1/5 | —1/15
004 | —1/15 | —1/15 | —1/5
310 | 7/30 | —1/10 | 1/30
031 | 1/30 | 7/30 | —1/10
10 || 103 | —1/10 [ 1/30 | 7/30
130 | —1/10 | 7/30 | 1/30
013 | 1/30 | —1/10 | 7/30
12 || 301 | 7/30 1/30 —1/10
5 |[220]2/5 |2/5 |1/5
8 o215 |2/5 |25
120225 |15 |25

N W N =

ce qui correspond aux schémas suivants :

-1/15
-1/10 1/30
2/5 1/5
7/30 [211] 1/30

-1/6 7/30 2/5 -1/10 -1/15

-1/15 -1/5

1/30 -1/10 7/30  7/30

1/5 2/5 et 2/5  [112] 2/5

1/30 [121]1 7/30 -1/10 -1/10

-1/15 -1/10 2/5 7/30 -1/5 -1/15  1/30 1/5 1/30 -1/15

Pour mémoire, on a le P2. On a la constante et z par construction, tout comme 2% et zy,
on vérifie ces deux derniers mondmes.

1 9 1
z? = 1661310(93 y)+ 16(1220(95 y)+ 16@130(3j Y)+a640(2, y)+ 16%31(35 y)+ 16%22(33 y)+ 16‘1013(55 Y)

1 4 1
‘*‘quu(%y) + TGQTQl(J?a y) + E(ﬁm(%y) ;
et, en ¢51(z,y), on trouve :
1/16(1 — 7/30 — 4% 2/5+9/10 + 16/15 — 9/30 — 4/5 — 1/30) = 0,
en qfy (7,y), on a :

1/16(4 +1/10 — 8/5 — 63/30 + 16/5 — 63/30 — 8/5 + 1/10) = 0,
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finalement en ¢§,5(z,y), on trouve :
1/16(1 — 1/30 — 4/5 — 9/30 + 16/15 + 9/10 — 8/5 — 7/30) = 0.

De méme, pour zy. En effet :

2
—di12(7,y)

2
— i (7, y) + 16

3 4 3 . 1
fy:ﬁ‘]o;n( y) + 16%22@ y) + T6Q013(xvy) 16‘1211(x v)+ 16

et, en ¢5;,(z,y), on trouve :
1/16(1 — 3/30 — 4/5 — 3/30) = 0,

en ¢iy (z,y), on a:
1/16(2 —21/30 - 8/5+3/10) =0,

finalement en ¢§,5(z,y), on trouve :
1/16(2+3/10 —8/5—21/30) = 0.
On cherche alors d’autres monémes au degré 3. On a

3 1 c 8 c 27 c c 27 c 8 c 1 c
- = 6*4‘131()@’y)+@Q220(xvy)"‘@%so(%i‘/)"‘%w(%y)"‘@%m@ﬂ)"‘@%m(x»y)"’@%w@ﬂ)

1
—qi12(7,Y)

8
— 121 (2, y) + 64

1
— 511 (7, y) + 64

64
et, en ¢51(z,y), on trouve :
1/64(1 — 7/30 — 16/5 + 27/10 + 64/15 — 27/30 — 8/5 — 1/30) = 1/32,
en ¢f;(z,y), on a:
1/64(8 +1/10 — 16/5 — 27 % 7/30 + 64/5 — 27+ 7/30 — 16/5 + 1/10) = 1/32 ,
finalement en ¢§,5(x,y), on trouve :
1/64(1 — 1/30 — 8/5 — 27/30 + 64/15 + 27/10 — 16/5 — 7/30) = 1/32,

donc :

1
a? = 32(Q211($ Y) + qia1 (7, y) + qi12(7,y) ) -

On regarde 33, on a immédiatement :

1 8 27 . , 1, 8 27 .
y? = 671Q§01(%y)‘*’&qgoz(ﬂ%y)+6*4(ﬁ03(957y)+Q604(33ay)+6*4%31($a y)‘*‘@‘lﬁzz(%y)"’@%m(xay)

+6i4q§11(w,y) + 6%1(1?21( y) + 684q112(55 Y,

et, en ¢5;1(z,y), on trouve :

1/64(1 — 7/30 — 16/5 + 27/10 + 64/15 — 1/30 — 8/5 — 27/30) = 1/32,
en ¢y (z,y), on a :

1/64(1 — 1/30 — 8/5 — 27/30 + 64/15 — 7/30 — 16/5 + 27/10) = 1/32,
finalement en ¢§,5(x,y), on trouve :

1/64(8+1/10 —16/5 — 27 % 7/30 4+ 64/5+ 1/10 — 16/5 — 27 7/30) = 1/32,

et ainsi :

1
Y=+ @(qgu@%y) +q121 (2, y) + ¢f12(2,9) ) -

Inria



Eléments finis simpliciauz réduits 27

3

On en déduit que ni 2% ni ¥ ne sont dans I’espace, par contre x> — 3 y est.

On regarde 2y, on a :

w?y = 694%31(53 y)+ 68461022(17 y)+ 634%13(3C y)+ 614QQ11(3U y)+ 644%21(55 y)+ 624(1112(33 Y),
et, en ¢511(z,y), on trouve :
1/64(1 —9/30 — 8/5 — 3/30) = —1/64,
en ¢§y (x,y), on a :
1/64(4 — 9% 7/30 — 16/5 + 3/10) = —1/64,

finalement en ¢§,5(x,y), on trouve :
1/64(2 +9/10 — 16/5 — 21/30) = —1/64..

Pour zy2, on a :

3 8 9 1 2 4
xy’ = 62%%31( y)+ 6461022(95 y)+ 62‘]813( y)+ 64QQ11(3C y)+ 6@‘1?21( y)+ 64(1112(33 y),
et, en ¢511(z,y), on trouve :
1/64(1 — 3/30 — 8/5 — 9/30) = —1/64,

en ¢§y; (x,y), on a :
1/64(2 — 21/30 — 16/5 + 9/10) = —1/64,

finalement en ¢§,5(z,y), on trouve :
1/64(4 +3/10 — 16/5 — 9+ 7/30) = —1/64.

On en déduit que ni 2%y ni zy? ne sont dans I'espace, par contre 2%y — xy? y est.

De méme les combinaisons 3 + 222y, 23 + 2xy?, 3> + 222y, y> + 2xy? sont dans I’espace
(certaines en redondance!).

On cherche encore d’autres mondémes, maintenant au degré 4. On a

., 1. 16 81 . 81 16 1,
T = ooa (Ly)Jrﬁ%zo(%Z/)Jrﬁfhrao(l’,y)+‘1040($7@/)Jrﬁ%sl(%ywrﬁ%zz(l’vZ/)Jrﬁ%w(ﬂy)

256 4310

(z,9),

1 C
(w,y) + 5567112

16
(w,y) + 5567121

+ﬁq§11
et, en ¢51(z,y), on trouve :
1/256(1—7/30—32/5+81/10-4256,/15—81/30—16/5—1/30) = 408/(30+256) = 17/320 = 34/640 ,
en ¢fy(z,y), on a:
1/256(16 +1/10 — 32/5 — 7 81/30 + 256/5 — 7% 81/30 — 32/5 + 1/10) = 21/320 = 42/640

finalement en ¢{,,(z,y), on trouve :

1/256(1 — 1/30 — 16/5 — 81/30 4 256/15 + 81/10 — 32/5 — 7/30) = 17/320 = 34/640 .

donc : 17 921 17
at = 32011211(13 y) + ﬁqul( y) + 320‘1112(13 y)-
Pour 3%, on a :
4 1 16 81 1 16 81

Y Z%qgm(%y)‘F%qgoz( y)+ 256Q103<33 Y)+4604 (2, y)+ %qgsl(may)‘f‘%%ﬁzz( y)+ 256%13(33 Y)
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1, 1, 16
+%Q211(%y) + %(Jul(%y) + %%12@#)7
et, en ¢511(z,y), on trouve :

1/256(1 — 7/30 — 32/5 + 81/10 + 256/15 — 1/30 — 16/5 — 81/30) = 17/320 = 34/640 ,
en ¢$yq (z,y), on a :

1/256(1 — 1/30 — 16/5 — 81/30 + 256/15 — 7/30 — 32/5 + 81/10) = 17/320 = 34/640
finalement en ¢§;5(z,y), on trouve :

1/256(16 + 1/10 — 32/5 — 81 % 7/30 4 256/5 + 1/10 — 32/5 — 7% 81/30) = 21/320 = 42/640 .

donc :

y 17 17 . 21
Yy =..+ ﬁ%ll(ﬂ%y) + %fhm(ﬂ%y) + ﬁfhm(ﬂ% y) -

Peu d’espoir. On regarde x3y, on a :

s 27, 16 3 . 1, 8 2
Ty = ﬁ%:ﬂ (x,yH‘ﬁ%m(ﬂ%y)"‘ﬁ%m(x,ZU)"‘ﬁle(l“’?J)'i‘ﬁ%m(%y)‘*‘ﬁ%m(%y)7

et, en ¢5;1(z,y), on trouve :
1/256(1 —27/30 — 16/5 — 3/30) = —96/(30 * 256) = —1/80 = —8/640,
en ¢y (z,y), on a :
1/256 % (8 — 7% 27/30 — 32/5+ 3/10) = —132/(30 % 256) = 11/640,
finalement en ¢§,5(x,y), on trouve :
1/256(2 +27/10 — 32/5 — 21/30) = —72/(30 * 256) = —3/320 = —6/640.
Bof. On regarde néanmoins xy3.

s 3 . 16 . 27 . 1, 2 . s .
xy” = ﬁ%m(%y)+%%22($7y)+ﬁ%13(x;y)+%(bn(%y)‘f‘%%m(%y)*‘@%u(%!/)»

et, en ¢51(z,y), on trouve :
1/256 % (1 — 3/30 — 16/5 — 27/30) = —16/(256 * 5) = —1/80 = —8/640,
en ¢5o;(x,y), on a :
1/256 * (2 — 21/30 — 32/5 + 27/10) = —72/(30 * 256) = —6/640 ,
finalement en ¢§,5(x,y), on trouve :
1/256 % (8 + 3/10 — 32/5 — 7% 27/30) = —132/(30 * 256) = 11/640.

Bof.
Le seul monoéme encore raisonable est z2y%. On a :

2, 2 9 c 16 c 9 c 1 c 4 c 4 c
YT = ﬁqogl(z,y)+ﬁq022(z,y)+ﬁq013(:r,y)+ﬁq211(x,y)+ﬁqlzl(x,y)+ﬁq112(x,y),

et, en ¢511(z,y), on trouve :
1/256 % (1 —9/30 — 16/5 — 9/30) = —84/(30 % 256) = —7/640,
en ¢5o;(x,y), on a :

1/256 % (4 — 63/30 — 32/5 + 9/10) = —108/(30 % 256) = —9/640 ,
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finalement en ¢§,,(z,y), on trouve :
1/256 % (4 +9/10 — 32/5 — 63/30) = —9/640.

En conclusion, aucune combinaison n’est possible.
Pour conclure, on n’a pas trouvé de triangle réduit de degré 4 incluant le P2 et le moyen

d’en extraire un a été d’imposer uniquement le P2. Ce triangle a pour espace de polynomes
au moins ce qui suit :
1
z? Ty e
22 —yd 234+ 22% 2P 422 2Py —ay® P+ 22%y P+ 220
et rien au degré 4. Ceci semble comprendre 12 mondmes (ou combinaisons), en fait, il y en a
3

moins car il y a des redondances, par exemple 2% + 222y — (y3 + 22%y) = 2% —y

3.5 Validation d’un triangle courant
A des fins de validation d’un triangle courant d’un maillage donné, il faut construire les
points de contréle des arétes et les trois points de contréle internes Psq1, P12 et Piio du

triangle complet correspondant & ce triangle.
Les points de contréle des arétes sont donnés ou, sinon, sont obtenus via les relations

classiques, ici, pour la premiére aréte :
—39A400 + 144 A310 — 108 Agag + 48 A130 — 9A040

P. =
310 36
26 A400 — 128 A310 + 240A550 — 128 A139 + 26 Agao
Paop = )
36
—9A400 + 48A310 — 108 A0 + 144 A130 — 39 Ag40
36 ’

P30 =

Les points de contréle centraux sont obtenus a partir des noeuds centraux équivalents
(que l'on invente en les définissant comme les images des triplets voulus). Par exemple on a :

Aoy = Z a;Aq,

ou les A; sont, en indices séquentiels, les noeuds du bord du triangle. Ayant évalué les trois

nceuds en question, on obtient les points de contréle en posant le systéme :

Aije = Zijk(%%w)Pijk,

ijk

pour les trois points centraux (voir plus bas, on ne sait pas faire autrement).

Au degré 3, la relation liant Pyi; aux Pjjr du bord est la méme que celle liant Aj1;
aux A;jr du bord. On regarde si cette propriété est vraie ici. On suppose alors que les P;jp

centraux vérifient les relations
Py = E ik Pije, P21 = E BijnPijr, Pri2 = § YiikPijk s
ijk ik ijk
21 1 -
(5,7,7) en écrivant Asqy

ensuite on évalue Asy; soit le point du triplet (u,v,w)
Dk ijk(u7 v, w) P,k , pour ce triplet. Il vient :

1
A = —1{16P, P, P,
211 = 5 {16 Paoo + Poao + Poos
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+32P310 + 24 P22 + 8P130 + 32P301 + 24 P02 + 8Pio3 + 4FPo31 + 6FPp22 + 4Fo13
48Pp11 + 24P121 + 24P112}

puis on exprime les P;;;, en fonction des A;j;, via les relations données ci-dessus, soit :
Pioo = Asoo, Poso = Aoso,  Poos = Aoos

36P310 = —39A400 + 144A310 — 10814220 + 48A130 — 9A040 s
36P220 = 26A400 — 128A310 + 240A220 — 12814130 + 26A040 s
36P130 = —9A400 + 48A310 — 108 A9 + 144 A130 — 39A040 -

pour la premiére aréte et des relations similaires pour les deux autres.
Au regard de A400, il vient les coefficients liés & P400, Pglo, P220, P1307P301,P202, P103 ce
qui fait 28 termes (1 pour Pygo, ..., Pios et 7 pour P11, ..., P112). Prenant notre courage a

deux mains, on trouve, au facteur ﬁ pres :

16 + 2 {32(—39/36) + 24(26/36) + 8(—9/36)}
+ 48 {aa0 + @310(—39/36) + 220(26/36) + a130(—9/36) + 301 (—39/36) + @202(26/36) + a103(—9/36)}
+ 24 {B100 + B310(—39/36) + B220(26/36) + S130(—9/36) + B301(—39/36) + [202(26/36) + B103(—9/36)}
+ 24 {y400 + Y310(—39/36) + Y220(26/36) + y130(—9/36) + v301(—39/36) + Y202(26/36) + Y103(—9/36)} ,
onmet 1/36 en facteur, il reste : 16 x 36 4+ 2 {32(—39) + 24(26) + 8(—9)}

+ 48 {36cv400 + @310(—39) + @220(26) + a130(—9) + @301(—39) + @202(26) + @103(—9)}

+ 24 {36400 + B310(—39) + B220(26) + B130(—9) + B301(—39) + B202(26) + Br03(—9)}

+ 24 {367400 + Y310(—39) + 7220(26) + y130(—9) + 7301 (—39) + 7202(26) + v103(—9)} -

Pour continuer le calcul, on donne ici les valeurs des coefficients, c’est le tableau précédent

que nous remettons ici (avec le facteur commun %) :

’ i H ijk ‘ Qijk ‘ Bijk ‘ Yijk ‘
1 [ 400 [ —6/30 [ —2/30 [ —2/30
2 || 040 | —2/30 | —6/30 | —2/30
3 || 004 | —2/30 | —2/30 | —6/30
4 310 ]7/30 | —3/30]1/30
7 |os1|1/30 |7/3 | —3/30

10 || 103 | —3/30 | 1/30 | 7/30
6 || 130 | —3/30 | 7/30 | 1/30
013 | 1/30 | —3/30 | 7/30
12 || 301 | 7/30 | 1/30 | —3/30
220 | 12/30 | 12/30 | 6/30
022 | 6/30 | 12/30 | 12/30
11 | 202 | 12/30 | 6/30 | 12/30

soit avec les valeurs de ce tableau :

—816 + % {36(—6) + (7)(—39) + (12)(26) 4+ (—3)(—9) + (7)(—39) + (12)(26) + (—3)(—9)}

+ % {36(=2) + (=3)(=39) + (12)(26) + (7)(=9) + (1)(=39) + (6)(26) + (1)(-9)}
+ 20 (36(-2) + (1)(=89) + (6)(26) + (1)(~9) + (~3)(~39) + (12)(26) + (T)(-9)} ,
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soit :
—816 + g {36(—6) + (7)(—39) + (12)(26) + (—=3)(—=9) + (7)(—39) + (12)(26) + (—-3)(—9)}
+ % {36(—2) + (—3)(—39) + (12)(26) + (7)(—9) 4+ (—39) + (6)(26) + (—9)}
+ % {36(—2) 4+ (—39) + (6)(26) + (—=9) + (—3)(=39) + (12)(26) + (7)(-9)} ,

T 110 iffe -5
singe ! donc une valeur farfelue et différente de 30

on trouve —

Pour confirmer ce résultat, on regarde ce qui vient au regard de As1g. On trouve les coeffi-
cients liés & P31, Pa2o, P13o ce qui fait 12 termes (1 pour Py, ..., Pio3 €t 3 pour P21, ..., P112)
et donne (au facteur 51z prés) :

{32(144/36) + 24(—128/36) + 8(48/36)} + 48 {a310(144/36) + ca00(—128/36) + a130(48/36)}
+24{B3510(144/36) + B220(—128/36) + B130(48/36) } + 24 {310(144/36) + 7220 (—128/36) + v130(48/36))} ,

on met 55 en facteur, il reste :
(32(144) + 24(—128) + 8(48)} + 48 {cv10(144) + cvas0(—128) + arz0(48)}
+ 24 {B310(144) + B220(—128) + F130(48)} + 24 {7310(144) + y220(—128) + 7130(48))} ,
soit 1920 + % {(7)(144) 4+ (12)(—128) 4+ (—3)(48)}
24

+ 30 (—3)(144) + (12)(—128) + (7)(48)} + % {(1)(144) + (6)(—128) + (1)(48))} ,

on trouve —% donc, encore, une valeur différente de %. On en déduit que les relations liant
les points de controle internes et les noeuds internes ne sont pas les mémes, contrairement au
cas du triangle de degré 3.

En Annexe, on explicite la relation liant les points de controle et on confirme ce résultat.

3.6 Construction directe des fonctions de forme a partir des Bézier

La méthode est la méme qu’au degré 3. On prend la forme de Bézier d’un élément courant :

M(u,v,w) = Z B, (u, v, w) Py, ,
ijk

et on remplace les P;j;, en fonction des A;jy, il suffit alors de trouver ce qui vient en regard,
par exemple, de A4q0, pour trouver qaoo(u, v, w), en notant que Aypo est présent en temps que
tel, Asoo = Paoo, et se cache dans les points de controle de ses deux arétes incidentes et dans
les points centraux. Les points de controle des arétes sont connus via les formules explicites
vues ci-dessus, par contre, les points de controle internes sont obtenus via un systéme 3 x 3 &
partir des nceuds internes et de la relation liant ces nceuds aux nceuds du bord (voir également
Pannexe).

3.7 Construction de ’espace réduit directement dans les Bézier

Par symeétrie, les coefficients pour la répartition de la contribution en As; sont ceux
donnés sur le diagramme suivant (lire ai comme «;) :

a2

ab a6

ad a7

a3 [211] a6

al a3 a4 ab a2
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et on en déduit ces mémes coefficeints pour les autres contributions centrales, soit :

a2 al

a6 ab a3 a3

a7 ad ad [112] a4

aé [121] a3 ab ab

a2 ab a4 a3 al a2 a6 a7 a6 a2

On pose a priori la forme des fonctions réduites, soit :
/
ik = Bijk + qijrBai1 + Bijr Bi21 + vijr Biiz2,

ou les coeflicients «, 0 et v prennent les valeurs indiquées dans les diagrammes ci-dessus.
Ainsi,
!
Bioo = Baoo + a1B211 + aaBi21 + as Bz,
!
B39 = Bsio + a3 Ba11 + a5 Bia1 + ag Bz,

etc.

On impose les polyndémes de degré 3. Considérons alors le mondéme wvw. On a

1
wow = wow(u + v+ w) = E(lel + Bi21 + B1i2),

et la conclusion est immeédiate, aucune combinaison n’est possible pour se débarasser des
fonctions centrales : I’élément réduit, s’il existe, ne peut pas contenir les Bernstein de degré
3. A noter que l'on n’utilise pas de développements (fastidieux) de Taylor et que le résultat
négatif de non existence est obtenu en quelques lignes.

On cherche alors une solution en n’imposant que le degré 2. On regarde donc u, u? et uv,
la présence de la constante étant trivialement assurée. On a successivement :

u=u(utv+w)® = u +uv® +uw? +3udv 4 3udw + 3u*v? + 3uv*w + 3uw? 4 Juvw? 4+ 6uvw

u? = u?(u+ v +w)? =ut +u?o? + uPw? + 203 + 20w + 20w,

w = w(u 4+ v + w)? = udv + uv® + wvw? + 2uv? + 2utvw + 2uvw,

ce qui donne :

1 1 3 3 3 3 6 3 3
=B -B -B -B -B - B —-B —B —B —B
U 400 + 1 130 + 1 103+ 1 310+4 301 1 6 220 + 6 202 + 2 211 + 12 121+ 1212

1 1 2 2 2
2
=B —-B —-B -B -B —B
U 400 T g 0220 + g D202 + 17310 + 17301 + 1o 02115

1 1 1 2 2 2
= -B -B —B —-B —B —DBj91 .
uv 7810 + 1 D180 + 1212 + 6 220 + 19721 + o

On remplace alors les B en fonction des B’, par exemple, de

Bfmo = Bygo + a1 Bo11 + aaBi21 + a2 B2,
on déduit

Buyoo = Blgg — @1B211 — aaB121 — a2 By12.

On exprime alors u, u? et uv en indiquant les contributions sur Bai1, Bi21 et Bi1s. Pour w, il

vient
B L (o1 + L + L + 5 + 3 + 5 + 5 )=0
n D= = — — - - = = =
en Ho11 D) (051 4045 4Oés 4a3 4043 6a4 6a4 )
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1 1 3 3 3 3
az+ —az+ —ag + —as + g+ —ag + —ar) =0,

By 1 — —

enbBuay 2 3 = (02 goa + goe + Jos a0+ gt

en B '1—(a —|—1a +1a —|—§a —|—§a +§a —|—§a)—0
2 g 2t 7% T g3+ 706+ a5 +par+ pas) =0,

dont on déduit un premier jeu de deux équations (les deux derniéres relations sont redon-
dantes) :
2000 +3a3 + 204+ a5 =1,

dag + az + 2a4 + 3as + dag + 2a7 = 1.

Pour uw, il vient :

1 1 1 2

en Bayy : 6 (Zag + 795 + 6044) =0,
1 1 1 2

en3121 : 6 — (10[5 + 10[3 + 6&4) = 0,
1 1 1 2

en3112 . E — (ZOé(; + 10[6 + 60[7) = O,

dont on déduit un second jeu de deux équations (les deux premiéres relations sont redon-
dantes) :
3a3+4a4+3a5 = 2,

6046—|-40é7:1.

Pour w2, il vient :

1 1
—ad + —

1+ 203+ 2a3) =0
6 T W T g T

1
en Byyg : 6 (al +

1 1 2 2
enBio : a2+ 6@4—1— 6047—1— Za5—|— Zaﬁ =0,

1 1 2 2
enBiio 1 a2+ 6047—1— 6@4—1— ZaG—i— Za5 =0,

dont on déduit un troisiéme jeu de deux équations (les deux derniéres relations sont redon-
dantes) :
6al +6a3+2a4 =1,

12a2 + 2a4 + 6ab + 606 + 2a7 = 0.
Pour finir, la somme des coefficients vaut 1, donc on a également :
a1 + 200 + 2a3 + 204 4+ 205 + 205 + a7 = 1.
En résumé, on a 7 paramétres et 7 équations que nous rappelons ici :

201 + 3a3 + 204 + a5 =1,

dag 4+ ag + 204 4+ 35 +4ag + 207 =1,
3as + 4ay + 3as = 2,
6ag +4a7 =1,
6al +6a3 + 204 =1,
1202 4 204 + 6ab + 606 + 2a7 =0,
a1 + 2a0 4+ 2a3 + 204 + 205 + 20 + a7 = 1.

Ce systéme admet une solution qui est représentée sur le diagramme suivant :
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-13/120
-2/120 14/120
33/120 9/120
38/120 [P211] 14/120

-29/120 38/120 33/120 -2/120 -13/120

Pour conclure, en écriture Bézier, quelques lignes donnent la réponse, pas de solution
contenant les Bernstein de degré 3 et une solution en imposant seulement la présence des
Bernstein de degré 2.

Obtenir les fonctions réduites en Lagrange est un jeu d’écriture en exprimant les points
de controle en fonctions des nceuds et en regroupant les Bernstein en accord.

4 Triangles Serendip ou réduits de degré supérieur ?

On se place au degré n, alors on a :
— #nbor = 3n noeuds sur le bord du triangle,
— F#ntot = (n“)?ﬂ neceuds pour I’élément complet,
— #nint = w nceuds internes pour I’élément complet,
— #type = Z, en entier, types de nceuds sur le bord.
#t 5 tier, t d d le bord

Les fonctions réduites sont cherchées sous la méme forme qu’aux degrés 3 et 4, soit :

l=#nint
_ C l c
Qijk (U, v, w) = i (u, v, w) + E Qi
=1

avec ¢¢ la 1"*™¢ fonction de forme interne du triangle complet. Les coefficients aéjk sont,
obtenus en résolvant #nbor systémes de dimension #nint X #nint dont on va donner la
forme générique.

Indices des noeuds centraux. Pour avoir ces nceuds numérotés séquentiellement comme :

3
1 2

= O

5
2 3 etc.

au degré 4, au degré 5, etc., on fixe index = 0 et il faut retenir les noeuds d’indice ijk définis
par la boucle suivante :
pour k=1,n-—2

pour j=1,n-—2
pour i=n-—21

si i+ j+k=mn,alors: index =index + 1, Aingex = Aijk

fin pour i
fin pour j
fin pour k
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Motif associé au noeud interne d’indice ijk. On part du nceud A;;; et on considére
dans le treillis le motif formé par le sous-triangle dont il serait 'unique nceud central, le
schéma est le suivant :

i-1,j-1,k+2

i,j-1,k+1 ... iil,_],k+1

i+1,j-1,k ...... i,j,k ...... i-i,j+1,k

i+2,j-1,k-1 ...... i+i,j,k-1 ...... i;j+1,k-1 ...... i-1,j+2,k-1
Les bords de ce sous-triangle correspondent aux droites u = ’;1, v = % et w = % Les

sommets sont les nceuds avec deux indices bord, les nceuds d’aréte sont les nceuds avec un
seul indice bord.

Le systéme définissant la serendipité. Il ne semble pas possible (facile) de trouver
les relations de serendipité. A cela deux raisons, la premiére découle déja de la difficulté
rencontrée au degré 4 oil seul P? a été trouvé, la seconde est simplement lié au fait que le
développement de Taylor ne conduit & rien d’utilisable. Par ailleurs, le raisonnement direct
en les Bernstein montre 'impossibilité de trouver plus que le degré 2. Il est néanmoins
vraissemblable qu’au degré n, la présence de certains mondémes ou combinaisons de monoémes
d’un espace P | avec k < n mais aussi grand que possible, soit une possibilité, avec, si
nécéssaire, quelques nceuds internes & garder. Une solution avec k = 2, quel que soit n, est
une possibilité mais nous pensons que cette solution n’est pas intéressante (trop pauvre).

5 Validation d’un élément triangulaire Serendip

Pour les deux cas ou nous avons exhibé une solution, une fois les points de controle
reconstruits et selon [4], le carreau est décrit par la Relation (7)) et son jacobien est le polynome

T (u,v,w) = Z B2 (w, v, w) Ny
I+J+K=2(n—1)

dont les coefficients Ny i valent :

n—1 n—1
.2 i1j1k1 Ti2j2k2 100 010
Nijk = n E 2(n—1) |Ai1+1,j1k1 Ai2+1,j2k2| ’ (12)

i1+j1+ki=n—1i2+ja+ke=n—1 Ci1+i27j1+j27k1+7€2

avec i1 + 19 = I, 51 + jo = J, k1 + ko = K et avec

100 010
Ajjk = PijkPio1jrie et Ay = PijePia jktr -

La condition suffisante de validité de I’élément consiste & avoir les coefficients "coins" stric-
tement positifs et les autres non négatifs.

6 Le cas de la trois dimensions
Le nombre de noeuds internes aux faces est celui trouvé pour la deux dimensions, par

contre, il faut monter en degré pour avoir, dans le tétraédre complet, quelques nceuds internes
dans le volume. Au degré 4, on a un seul nceud interne dans le volume, au degré 5, on en a
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(n72)2(n73) + (”73)2(”74) + ... + 0. Néanmoins, au

seulement 4, au degré n on en a la somme
degré 4, on gagnerait 13 noeuds sur 35.

La relation définissante de la serendipité reste a préciser.

Les fonctions de forme d’un tétraédre de Lagrange complet. Avant de poursuivre
on rappele ce que sont les fonctions complétes, dont ’expression générique des fonctions de
forme est la méme qu’en deux dimensions, pour le quadrulet de coordonnées barycentriques
(u, v, w,t), soit :

I . _ _
Qijkt (U, v, W, t) = WHZZ(I] (nu — l)H{:(} (nv — D= (nw — DILZE (nt — 1) . (13)

Puis, en posant la forme générique des fonctions réduites en fonctions des complétes, on
obtiendra leurs expressions. On va donc donner les seules fonctions complétes utiles aux
degré 3 et 4. Soit, au degré 3, les fonctions des indices 3000, 2100 (les deux fonctions type)
et 1110,1101,1011,0111. Il vient successivement :

1 1
d5000 = 63u(3u - 1)(Bu—2) = §u(2u —v—w—1t)(u—2v—2w—2t),

1 9
42100 = §3U(3U —1)3v = §uv(2u —v—w—t),
¢5110 = 3udv3dw = 2Tuwvw,
qflol = 27UUt,

dio11 = 2Tuwt,

q6111 = 2Tvwt .

Et, au degré 4, les fonctions aux indices 4000, 3100, 2200 (les trois fonctions type) et
1120, 2110, 1210, 2101, 1201, 1102, 2011, 1021,1012,1111. Soit :

iooo = 2*144“(4“‘ 1)(4u—2)(du—3) = %“(?W—U—w—t)(u—v—w—t)(u—Sv—3w—3t),
1 16
5100 = 64u(4u —1)(4u — 2)4v = Euv(fiu —v—w—t)(u—v—w-—1),
oo = 34u(hu — D04 — 1) = wo(Bu — v —w = 0)(—u+ 30— w 1),
qi120 = %4u4v4w(4w —1) = 2uvw(—u — v + 3w — t),
5110 = %4u(4u — 1)dvdw = 2uvw(Bu —v —w —t),
di210 = %4104@(41) — 14w = 2uvw(—u + 3v —w — t),
do101 = %4u(4u — 1)4vdt = 32uvt(3u —v —w — 1),
1201 = %4’“4?}(41) —1)4t = 32uvt(—u+3v —w — t),
1
dii02 = §4u4v4t(4t —1) = 32uvt(—u —v —w+ 3t),
43011 = %4u(4u — Ddwdt = 2uwt(3u —v —w — 1),
dio21 = %4u4w(4w —1)4t = 2uwt(—u — v + 3w — t),
G012 = %4u4w4t(4t —1) = 2uwt(—u —v —w+ 3t),

q5111 = 256uvwt .
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6.1 Le tétraédre de degré 3

Nous proposons de raisonner sur le schéma suivant qui montre, en les plans en ¢, une
coupe du tétraedre de degré 3 :

0003 (t=1)

0012

1002 0102 (t=2/3)

0021
1011 0111

2001 1101 0201 (t=1/3)

0030
1020 0120
2010 1110 0210
3000 2100 1200 0300 (t=0)
et de prendre les relations de serendipité du triangle de degré 3 pour chacune des quatre faces
u=0,v=0,w=0et t=0. Pour le triangle, on avait la Relation :

12¢(A111) + 2 Z q(sommet;) — 3 Z g(noeudarete;) =0,

j=13 j=1,6
que l'on décline sur les 4 faces. Pour ¢t = 0, on obtient (voir le schéma ci-dessus) :
12q(A1110) + 2 {q(A3000) + q(Ao300) + q(Aoo30)}

—3{q(A2100) + q(A1200) + q(Ao210) + ¢(Ao120) + ¢(A1020) + ¢(A2010)} =0,

pour w = 0, il vient :
12q(A1101) + 2 {q(As000) + ¢(Ao300) + ¢(Aooo3) }

—3{q(A2100) + q(A1200) + q(Ao201) + ¢(Ao102) + ¢(A2001) + ¢(A1002)} =0,

pour v = 0, il vient :
12q(A1011) + 2 {q(As000) + ¢(Aoos0) + ¢(Aooo3) }

—3{q(A2010) + q(A1020) + q(A2001) + ¢(A1002) + ¢(Aoo21) + ¢(Aoo12)} =0,

pour v = 0, il vient :
12q(Ao111) + 2 {q(Ao300) + a(Aooso) + q(Aooo3) }

—3{q(Ao210) + q(Ao120) + ¢(Ao201) + ¢(Ao102) + q(Ago21) + q(Aoo12)} = 0.
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Ce systéme est découplé et s’écrit comme :
12¢(A1110) = —2{q(A3000) + ¢(Ao300) + q(Aoo30) }

+3{q(Az2100) + q¢(A1200) + q(Ao210) + q(Ao120) + q(A1020) + q(A2010)} »
12¢(A1101) = —2{q(As000) + q(Ao300) + q(Aooo3) }
+3{q(A2100) + q(A1200) + q(Ao201) + q(Ao102) + q(A2001) + q(A1002)} ,
12¢(A1011) = —2{q(As000) + q(Aoo30) + q(Aooos) }
+3{q(A2010) + q¢(A1020) + q(A2001) + q(A1002) + q(Aoo21) + q(Aoo12)}
12¢(Ao111) = —2{q(Ao300) + ¢(Aoo30) + q(Aooos) }
+3{q(Ao210) + q(Ao120) + q(Ao201) + q(Ao102) + q(Aoo21) + q(Aoo12)} -

Les fonctions de forme. On les cherche sous la forme :
Qijr (U, v, W, 1) = (U, v, w, t)+aqiy(u, v, w, 1) +8q5101 (U, v, w, 1) +7q5011 (U, v, W, 1) +0G51 11 (U, v, w, ) -
Pour trouver gsggp, on instancie le systéme ci-dessus en remplagant g par gsogo, il vient :
1
04:6:7:—6 et 6 =0,

donc gs000 (u, v, w,t) dépend de ¢5p0(u, v, w,t) et des fonctions internes des trois faces inci-
dentes, soit :

1 1 1
q3000 (U, v, W, t) = G000 (U, v, W, t) — 6@5110(%% w,t) — 69?101(% v,w,t) — 6‘]?011(% v, w,t)

= %u{(2u—v—w—t)(u—2v—2w—2t)—9(vw+vt+u)t)}

= %u(2u2 — Buv — Suw — Sut + 2v* — Svw — vt + 2w? — 5wt + 2t?)
et,enz, yet z:
43000(7, Y, 2) = %(1 —r—y-—2z)
(2 =9z — 9y — 92 + 92 4 9zy + 9z + 9y* + Iyz + 92%).
Pour trouver ¢s199, on fait de méme et on trouve :

1
a:ﬁ217’y:5:07

donc g2100(u, v, w,t) dépend de ¢5140(u, v, w,t) et des fonctions internes des deux faces inci-
dentes, soit :

C 1 C 1 C
q2100(u’vvwvt) = q2100(u’vvwvt) + qullo(uvvvw’t) + qulol(uvvvw’t)
9 1 9
= 5uv(2u —v—w—t)+ Z(??uvw + 2Tuvt) = i {2Qu—-—v—w—1t)+3(w+1t)}
9
= Zuv(4u—2v+w+t),

9
eten z, y et z: qzloo(x,y,z):Z(l—x—y—z)x(4—6x—3y—3z),

expression particuliérement simple.

1|l ¢1 =qso000(®,y,2) =5(1—x—y—2z)
(2 - 92 — 9y — 92z + 922 + 92y + 9wz + 9y? + yz + 92?)
5| ¢5 = q2100(x, 9, 2) = 2a(1 —x —y — 2)(4 — 6z — 3y — 3z)

’ Fonctions de forme type du tétraédre de degré 3 a 16 noeuds ‘

Les autres fonctions de base s’en déduisent par symeétries et rotations(en u, .. puis passage
en z,... ou, directement en z, ... selon le cas).
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Validation d’un élément courant. Comme en deux dimensions, il suffit de reconstruire
les nceuds internes (aux faces) de ’élément complet équivalent puis de reconstruire ses points
de controéle afin de pouvoir utiliser la condition habituelle de validité.

6.2 Le tétraédre de degré 4

Nous proposons de raisonner sur le schéma suivant qui montre, en les plans en t, une
coupe du tétraédre complet de degré 4 qui posséde 35 nceuds (3 par faces et un dans le
volume) :

0004 (t=1)
0013

1003 0103 (t=3/4)
0022

1012 0112

2002 1102 0202 (t=1/2)

0031

1021 0121

2011 1111 0211

3001 2101 1201 0301 (t=1/4)
0040
1030 0130

2020 1120 0220
3010 2110 1210 0310

4000 3100 2200 1300 0400 (t=0)

et de prendre les relations de serendipité du triangle de degré 4 pour chacune des quatre faces

u=0,v=0,w=0ett=0 puis d’ajouter ces mémes relations pour les peudo-faces liées

aux coupes pour t = i puis w, v et u en i pour lier le noeud central (volumique) Aj111 aux

autres.

Définition englobant le P3. On part de la relation du triangle en deux dimensions, &
savoir les Formules :

15Q(A211) - 15Q(A121) =
—2q(A400)—5q(A130)—2q(A103)+5¢(A310)+3q(A202)+3q(As01)+2q(Aoa0)+29(Ao13) —3q(Ap31) —3q(Ap22) ,
et 15¢(Az11) — 15q(A112) =
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—2q(A400)—2G(A130)—5¢(A103)+3q(A310)+3¢(A220)+5¢(As01)+2¢(Aos1)+2q(Ao0a) —3q(Ap22)—3q(Ao13) -
Donc, pour la face t =0, on a :

(R1) 15q(A2110) — 15g(A1210) =

—2q(A4000) —5q(A1300) —2q(A1030) +5q(Az100)+3q(A2020) +3q(A3010)+2q(Ao400) +2q(Ao130) —3q(Ao310) —3q(Ao220) -
(R2) 15q(Az2110) — 15q(A1120) =

—2q(A4000)—29(A1300) —5G(A1030) +3¢(Az100) +3¢(A2200) +5¢(A3010) +2¢(A0310)+2(A0040) —3q(Ao220) —3q(Ao130) -

Pour obtenir I’équivalent pour la face w = 0, il suffit de plaquer le motif

0040
1030 0130
2020 1120 0220
3010 2110 1210 0310

4000 3100 2200 1300 0400 (t=0)
sur le motif :

0004
1003 0103
2002 1102 0202
3001 2101 1201 0301

4000 3100 2200 1300 0400 (w=0)

ce qui donne les 2 relations :

(R3) 15q(A2101) — 15¢(Ai201) =
—2q(A4000)—5¢(A1300) —2q(A1003)+5¢(A3100)+39(A2002) +3¢(A3001) +2q(A0s00)+2q(Ao103) —3q(Aoz01) —3q(Ao202) -
(R4) 15q(A2101) — 15q(A1102) =

—2q(A4000)—2¢(A1300) —5¢(A1003) +3¢(As100)+3¢(A2200)+59(A3001)+2q(Ao301)+2¢(Aoo04) —3¢(Ao202) —3¢(Ao103) -

Pour obtenir ’équivalent pour la face v = 0, il suffit de plaquer le motif

0004
1003 0013
2002 1012 0022
3001 2011 1021 0031

4000 3010 2020 1030 0040 (v=0)

sur le motif initial, ce qui donne les 2 relations :

(R5) 15q(A2011) — 15q(A1021) =
—2q(A4000) —5q(A1030) —2q(A1003)+5¢(A3010)+3q(A2002) +3q(A3001)+2q(Ao040)+2q(Aco13) —3q(Aooz1) —3q(Aoo22) -
(R6) 15q(A2011) — 15¢(Ai012) =

—2q(A4000)—2q(A1030) —5q(A1003)+3q(A3010)+3q(A2020) +5¢(A3001) +2q(Ao031)+2¢(Aooos) —3q(Aoo22) —3¢(Aoo13) -

Pour obtenir ’équivalent pour la face v = 0, il suffit de plaquer le motif
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0004
0103 0013
0202 0112 0022
0301 0211 0121 0031

0400 0310 0220 0130 0040 (u=0)
sur le motif initial, ce qui donne les 2 relations :
(R7) 15g(Ao211) — 15g(Ao121) =
—2q(A0400)—5q(Ao130) —2q(Ao103)+59(A0310)+3q(Ao202)+3¢(Aoz01)+2q(Ao040) +2q(Ao013) —3q(Aoo31) —3¢(Aooz2) -
(R8) 15g(Ao211) — 15q(Ao112) =
—2q(Aoa00)—2q(Ao130) —5¢(Ao103) +3¢(Ao310) +3¢(Ao220) +5¢(A0301) +24(Ao031)+2q(Aoooa) —3q(Aoo22) —3q(Aoo13) -

On déduit pour la pseudo-face du plan t = i la relation cherchée en utilisant le motif :

0031

1021 0121
(t=1/4)
2011 1111 0211

3001 2101 1201 0301

et d’apres la Formule (8) :

Conn = 12q(A211) +2) q(s) =3 q(a),

S$211 a211

il vient la relation
Crini—+ = 12q(A1111) + 2q(As001) + 29(Aozo1) + 2¢(Aoos1)

—3¢(A2101) — 3¢(A1201) — 3¢(Ao211) — 3¢(Ao121) — 3¢(Ar021) — 3¢(A2011) -

Pour les trois autres pseudo-faces, les motifs examinés sont les trois suivants :

0013
1012 0112
(w=1/4)
2011 1111 0211
3010 2110 1210 0310
puis
0103
1102 0112
(v=1/4)
2101 1111 0121
3100 2110 1120 0130
et enfin
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1003

1102 1012
(u=1/4)
1201 1111 1021

1300 1210 1120 1030

d’ou les quatre relations :
Cri11—¢ = 12q(A1111) + 29(Aszo01) + 2¢(Aoz01) + 2¢(Aoos1)

—3q(Az101) — 3q(A1201) — 3q(Ao211) — 3¢(Ao121) — 3q(A1021) — 3q(A2011) ,
Ci111-w = 12¢(A1111) + 2¢(Az010) + 29(Ao310) + 2q(Ao013)
—3q(Az110) — 3q(A1210) — 3q¢(Ao211) — 3¢(Ao112) — 3¢(A1012) — 3q(A2011) ,
Ci111—v = 12q(A1111) + 29(A3z100) + 2¢(Ao130) + 2¢(Ao103)
—3q(A2110) — 3q(A1120) — 3q(Ao121) — 3¢(Ao112) — 3¢(A1102) — 3¢(A2101),
Cr111—u = 12q(A1111) + 29(A1300) + 29(A1030) + 2q(A1003)
—3q(A1210) — 3q(A1120) — 3q(A1021) — 3¢(A1012) — 39(A1102) — 3q(A1201) -

Compte tenu de la similitude des motifs impliqués dans ces expressions et celle des faces, on
a l’égalité suivante :
Ci111-t = Ca110,

ot Ca119 est la constante pour la face t = 0 (Relation @[)) pour le sous-motifs centré en Asq19,
soit :
Ca110 = 12q(A2110) + 2q(As000) + 2q(A1300) + 2¢(A1030)

—3q(Az100) — 3q(A2200) — 3¢(A1210) — 3¢(A1120) — 3q(A2020) — 3q(A3010)
en exprimant que C1111_¢ = Ca119, SOit encore :

12q(A1111) + 2q(A3z001) + 2q(Ao301) + 2¢(Aoos1)

—3¢(A2101) — 3¢(A1201) — 3q(Ao211) — 3¢(Ao121) — 3¢(A1021) — 3¢(As2011)
= 12¢(A2110)+2¢(A1000)+2q(A1300)+2q(A1030) —3q(As100) —3¢(A2200) —3¢(A1210) —3q(A1120) —3q(A2020) —3¢(A3010) ,
on obtient la relation :

(R9) —3¢(A2101)—3q(A1201) —3¢(Ao211)—3¢(Ao121)—3¢(A1021) —3¢(A2011)+3¢(A1210)+3¢(A1120)—12¢(A2110) ,

= —12q(A1111) — 2q(A3001) — 2¢(Aoz01) — 2q(Aoo31) + 2¢(As000)
+2q(A1300) + 2¢(A1030) — 39(As100) — 3¢(A2200) — 3q(A2020) — 3¢(As010) -

De la méme fagon, on dérive trois autres relations qui correspondent, avec des notations
évidentes, & :

Ci111—w = C2101,  Ci111—0 = Co011 €t Cr111—4 = Co211 -
Pour ce faire, on évalue les trois constantes de face, soit :
Ca101 = 12¢(Az2101) + 2q(As000) + 2q(A1300) + 2¢(A1003)

—3q(Az100) — 3q(A2200) — 3q(A1201) — 3¢(A1102) — 3q(A2002) — 3q(Asz001)
Ca011 = 12q(A2011) + 2¢(As000) + 29(A1030) + 2q(A1003)
—3q(Asz010) — 3q(A2020) — 3q(A1021) — 3¢(A1012) — 3q(A2002) — 3¢(Asz001) ,
Coz211 = 12q(Ao211) + 2¢(Aoa00) + 29(Ao130) + 2q(Ao103)
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—3q(Ao310) — 3¢(Ao220) — 3q(Ao121) — 3¢(Ao112) — 3¢(Ao202) — 3¢(Aos01) ,

et les trois relations s’en déduisent. De
12¢(A1111) + 29(As010) + 2¢(Aos10) + 2¢(Aoo13)

—3¢(A2110) — 3¢(Ai1210) — 3¢(Ao211) — 3¢(Ao112) — 3¢(A1012) — 3¢(A2011)
= 12q(A2101)+2¢(A4000)+2q(A1300)+2q(A1003) —3¢(A3100) —3q(A2200) —3q(A1201) —3q(A1102) —3¢(A2002) —3q(A3001) ,

on tire :
(R10) —3q(A2110)—3q(A1210) —3q(Ao211) —3q(Ao112) —3q(A1012) —3q(A2011)+3q(A1201) +3¢(A1102) —12¢(A2101)

= —12¢(A1111) — 2q(A3010) — 29(Ao310) — 2¢(Aoo13) + 2¢(As000)
+2q(A1300) + 2¢(A1003) — 3q(As100) — 3¢(A2200) — 3¢(A2002) — 3q(Asz001) -

12q(A1111) + 2q(As100) + 29(Ao130) + 2¢(Ao103)
—3¢(A2110) — 3¢(A1120) — 3¢(Ao121) — 3¢(Ao112) — 3¢(A1102) — 3¢(A2101)
= 12q(A2011)+2¢(A4000)+2q(A1030)+2q(A1003) —3¢(A3010) —3q(A2020) —3q(A1021) —3q(A1012) —3¢(A2002) —3q(A3001) ,

on tire :
(R11) —3q(A2110)—3¢(A1120) —3¢(Ao121) —3¢(Ao112) —3¢(A1102) —3¢(A2101)+39(A1021)+3¢(A1012) —12¢(A2011)

= —12¢(A1111) — 2¢(A3100) — 29(Ao130) — 2¢(Ao103) + 2¢(As000)
+2q(A1030) + 2¢(A1003) — 39(As010) — 3¢(A2020) — 3¢(A2002) — 3q(Asz001) -

12q(A1111) + 2q(Ai1300) + 29(A1030) + 2¢(A1003)
—3Q(A1210) - 3Q(A1120) - 3Q(A1021) - 3Q(A1012) - 3Q(A1102) - 3Q(A1201)
= 12q(Ao211)+2¢(Aoa00)+2q(Ao130)+2q(Ao103) —3¢(Ao310) —3¢(Ao220) —3¢(Ao121) —3q(Ao112) —3¢(Ao202) —3q(Ao301)

on tire :
(R12) —3q(A1210)—3¢(A1120) —3¢(A1021) —3¢(A1012) —3¢(A1102) —3¢(A1201)+39(Ao121)+3¢(Ao112) —12¢(Ap211)

= —12q(A1111) — 29(A1300) — 2¢(A1030) — 2q(A1003) + 2¢(Aoa00)
+2q(Ao130) + 2¢(Ao103) — 3¢(Ao310) — 3¢(Ao220) — 3¢(Ao202) — 3q(Aos01) -

L’ensemble des 12 équations trouvées (de (R1) a (R12)) est rappelé ci-dessous :

(R1) 15q(Az2110) — 15q(A1210) =

—2q(A4000)—5¢(A1300) —2q(A1030)+5¢(As100)+3¢(A2020)+3¢(A3010)+29(A0400) +2¢(Ao130) —3¢(Ap310) —3¢(Ap220) -

(R2) 15g(A2110) — 15¢(

—2q(A1000) —2q(A1300) —5q(A1030)+3q(A3100)+3¢(A2200) +5q(A3010)+2¢(Ao310) +2q(Aoo10) —3¢(Ao220) —3q(Ao130) -
(R3) 15¢(Az101) — 15¢(Ai201) =

—2q(A4000) —5q(A1300) —2¢(A1003) +5¢(A3z100)+3¢(A2002) +3q(Az001)+2¢(Aoa00) +2q(Ao103) —3¢(Aozo1) —3q(Ao202) -
(R4) 15g(A2101) — 15q(A1102) =

—2q(A4000)—2q(A1300) —5q(A1003)+39(A3100) +3q(A2200)+5¢(Az001)+2q(Ao301)+2q(Ao004) —3¢(Ao202) —3¢(Ao103) -

(R5) 15¢(A2011) — 15¢(Ai021) =
—2q(A4000)—5¢(A1030) —2¢(A1003)+5¢(As010)+3¢(A2002)+3¢(A3001)+29(Ao040) +2¢(Aoo13) —3¢(Aoo31) —3q(Aoo22) -
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(R6) 15¢(A2011) — 15¢(Ai012) =
—2q(A4000)—2¢(A1030) —5¢(A1003)+3q(As010)+3¢(A2020) +59(A3001)+2¢(Ao031)+2q(Ao004) —3¢(Aoo22) —3¢(Aoo13) -

(R7) 15q(Aop211) — 15g(Ao121) =

—2q(A0400)—5q(Ao130) —2q(Ao103)+5¢(A0310)+3q(A0202) +3q(Ao301)+2¢(Aooa0) +2q(Ao013) —3q(Aoo31) —3¢(Aoo22) -
(18) 15¢(Ao211) — 15g(Ao112) =

—2q(Ao400) —2q(A0130) —5q(A0103)+3q(A0310)+3q(Ao220) +5q(Ao301)+2q(Ao031) +2q(Aooos) —3q(Aoo22) —3q(Aoo13) -

(R9) —3¢(A2101)—3q(A1201) —3q(Ao211)—3¢(Ao121)—3q(A1021) —39(A2011)+3¢(A1210)+3¢(A1120) —12¢(A2110)

= —12¢(A1111) — 29(A3001) — 2¢(Aoz01) — 2q(Aoo31) + 2¢(As000)
+2q(A1300) + 2q(A1030) — 39(As100) — 3¢(A2200) — 39(A2020) — 3¢(As010) -

(R10) —3q(A2110)—3q(A1210) —3¢(Ao211)—3q(Ao112) —3q(A1012) —3q(A2011) +3q(A1201) +3¢(A1102) —12¢(A2101)

= —12¢q(A1111) — 2¢(A3010) — 29(Aoz10) — 2¢(Aoo13) + 2¢(As000)
+2q(A1300) + 2¢(A1003) — 39(As100) — 3¢(A2200) — 39(A2002) — 3q(As001) -

(R11) —3q(A2110)—3¢(A1120) —3¢(Ao121)—3¢(Ao112)—39(A1102) —3¢(A2101)+3¢(A1021)+3¢(A1012) —12¢(A2011)

= —12¢q(A1111) — 2¢(A3100) — 29(Ao130) — 2¢(Ao103) + 29(As000)
+2q(A1030) + 2¢(A1003) — 39(As010) — 3¢(A2020) — 39(A2002) — 3¢(As001) -

(R12) —3q(A1210)—3q(A1120) —3¢(A1021)—3¢(A1012) —3q(A1102) —3¢(A1201) +3¢(Ao121)+3¢(Ao112) —12¢(Ao211)

= —12¢(A1111) — 2q(A1300) — 2¢(A1030) — 2q(A1003) + 2¢(Aoa00)
+2q(Ao130) + 2¢(Ao103) — 39(Ao310) — 3¢(Ao220) — 3q(Ao202) — 3¢(Aoz01) -

Soit la matrice pour le vecteur des inconnues indiqué :

t1 t2 t3 wl w2 w3 vl v2 v3 ul u2 u3
2110 1210 1120 2101 1201 1102 2011 1021 1012 0211 0121 0112

15 -15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
15 0 -15 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 15 -15 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 15 0 -15 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 15 -15 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 15 0 -15 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 -15 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 -15
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-12 3 3 -3 -3 0 -3 -3 0 -3 -3

-3 -3 0o -12 3 3 -3 0 -3 -3 0

-3 0 -3 -3 0 -3 -12 3 3 0 -3
0 -3 -3 0 -3 -3 0 -3 -3 -12 3

2110 1210 1120 2101 1201 1102 2011 1021 1012 0211 0121

0112

Le déterminant de cette matrice est nul! Le systéme est indéterminé. Pour en savoir
plus, on va regarder la nature de ce systéme dans une instanciation particuliére, en posant,
g = @ijrt pour I'indice 4000 et en cherchant comme fonction, la forme habituelle :

qijkl(u7vvwat) = Qz'cjkl(uvvvwat) + Z aintface%cntface(uavaw; t) .

intface

On réécrit donc les douze équations qui, avec ce choix, se réduisent & :

(R1) 15119 — 151219 = —2
(R2) 15a2110 — 151120 = —2
(R3) 15ai9101 — 15001901 = —2
(R4) 152101 — 1501102 = —2
(R5) 1505011 — 15a1021 = —2
(R6) 1502011 — 151010 = —2
(R7) 159211 — 1509121 = 0
(R8) 15cp211 — 159112 = 0

— 32101 — 31201 — 3211 — 3p121 — 31021 — 32011 + 31210 + 31120 — 12002110 = 2

—3az110 — 31210 — 3211 — 30112 — 31012 — 32011 + 31201 + 31102 — 12002101 = 2

—3an110 — 31120 — 3121 — 30112 — 31102 — 32101 + 31021 + 31012 — 1202011 = 2

— 31210 — 31120 — 31021 — 3Q1012 — 3Q1102 — 3Q1201 + 30121 + 3112 — 1200211 = 0.

De (R1) et (R2), on déduit :

2

Q1210 = 1120, €t Q2110 = Q1120 — T5 ,

et des relations analogues pour les 2 autres couples suivants, soit :

Q1201 = @1102, €t 2101 = 102 — % )
Q021 = Qio12, €t Qoo11 = o1z — % )
tandis que (R7) et (R8) indiquent que :
Qo211 = Q121 = Q0112 -
Avec ces informations reportées dans (R9), il vient, pas a pas :
(R9) — 6a1102 + % — 6ap112 — 61012 + % —6a120 + % =2,

(R9) — 6a1102 — 6112 — 6012 — G120 = TR
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(R9) Q1102 + Qo112 + Q1012 + Q1120 = 5
Les relations (R10) et (R11) conduisent exactement a la méme relation entre les a.. La relation
(R12) devient, pas a pas :

(R12) — Q1210 — Q1120 — 1021 — Q1012 — Q1102 — 1201 + Qo121 + o112 — 4aga1r = 0.
(R12) — 2a1120 — 201012 — 201102 — 200112 = 0.
(R12) Q1120 + 1012 + 1102 + o112 = 0.

Il en ressort que (R9), (R10), (R11) et (R12) sont incompatibles. Ce qui conduit au résultat
suivant :

Théoréme 1. Il n’y a pas de tétraédre Serendip (ou réduit) de degré 4 englobant le P3. [J

Remarquons que ce résultat négatif corrobore le fait qu’en deux dimensions nous n’avons
pas trouvé de triangle réduit contenant le P3.

Définition englobant le P2. On reprend ce qui a été fait en deux dimensions. Il faut
donc reprendre ’ensemble de ce qui précéde sans utiliser les Relations mais, & la place,
repartir des Formules @D, A savoir :

Co11 = 12q(A211) + 2q(As00) + 2q(A130) + 2q(A103)

—3q(Asz10) — 3¢(A220) — 3¢(A121) — 3q(A112) — 3q(A202) — 3¢(Az01) s
Ci21 = 12q(A121) + 2q(Asz10) + 2q(Aoa0) + 29(Ao13)
—3q(A220) — 3¢(A130) — 3¢(Aoz1) — 3q(Ao22) — 3q(A112) — 3¢(A211) ,
Cr12 = 12q(An12) + 2q(As01) + 2q(Aos1) + 2q(Aoos)
—3q(A211) — 3q(A121) — 3q(Ao22) — 3q(Ao13) — 3q(A103) — 3q(Az202) .
en imposant la nullité de toutes les constantes, ce qui implique la présence du P? seulement.

Donc, pour la face t =0, on a :
0 = 12¢(A2110) + 2¢(As000) + 29(A1300) + 2q(A1030)

—3q(Asz100) — 3q(A2200) — 3¢(A1210) — 3¢(A1120) — 39(A2020) — 39(A3010) »
0 = 12¢(A1210) + 2q(A3z100) + 2q(Aoao0) + 2¢(Ao130)
—3q(A2200) — 3q(A1300) — 3¢(Ao310) — 3¢(Ao220) — 3q(A1120) — 3¢(A2110)
0 = 12q(A1120) + 2q(Asz010) + 2q(Aoz10) + 2¢(Aooo)
—3q(A2110) — 3q(A1210) — 3¢(Ao220) — 3¢(Ao130) — 39(A1030) — 39(A2020) -

Pour les autres faces, on obtient (par permutations des indices) les relations qui suivent. Pour
la face w =0 :
0 = 12¢(A2101) + 2¢(Aa000) + 29(A1300) + 2q(A1003)

—3q(Az100) — 3q(A2200) — 3q(A1201) — 3¢(A1102) — 3q(A2002) — 3q(Asz001)
0 = 12q(A1201) + 2q(Asz100) + 2q(Aoaoo) + 2¢(Ao103)
—3q(A2200) — 3q(A1300) — 3q(Aoz01) — 3¢(Ao202) — 3q(A1102) — 3q(Az2101)
0 = 12q(A1102) + 2q(Asz001) + 2q(Aozo1) + 2¢(Aoooa)
—3q(A2101) — 3q(A1201) — 3¢(Ao202) — 3¢(Ao103) — 3¢(A1003) — 3q(A2002) -

Pour la face v =0, on a :

0 = 12¢g(A2011) + 2¢(Aa000) + 2¢(A1003) + 2¢(A1003)
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—3q(Asz010) — 3q(A2020) — 3q(A1021) — 3¢(A1012) — 3¢(A2002) — 39(Asz001)
0 = 12q(A1021) + 2q(Asz010) + 2¢(Aoo10) + 2¢(Aoo13)
—3q(A2020) — 3q(A1030) — 3q(Aoo31) — 3¢(Aoo22) — 3¢(A1012) — 3¢(A2011),
0 = 12q(A1012) + 2q(Asz001) + 2q(Aoo31) + 2¢(Aooo4)
—3q(A2011) — 3q(A1021) — 3q(Aoo22) — 3¢(Aoo13) — 3¢(A1003) — 3q(A2002) -

Pour la face u =0, on a :

0 = 12¢q(Ao211) + 2q(Aoa00) + 2q(Ao130) + 2¢(Ao103)

—3q(Aoz10) — 3q(Ao220) — 3q(Ao121) — 3¢(Ao112) — 3¢(Ao202) — 3¢(Ao301)
0 = 12¢(Ao121) + 2q(Aos10) + 2q(Aoo10) + 2¢(Aoo13)
—3q(Ao220) — 3q(Ao130) — 3q(Aooz1) — 3q(Aoo22) — 3¢(Ao112) — 3q(Ao211),
0 = 12q(Ao112) + 2q(Aoszo1) + 2q(Aoo31) + 2¢(Aooo4)
—3q(Ao211) — 3q(Ao121) — 3q(Aoo22) — 3¢(Aoo13) — 3¢(Ao103) — 3q(Ao202) -

On compléte ces relations par celles des pseudo-faces (avec des constantes nulles), soient :

0 = 12¢q(A1111) + 2q(Asz001) + 29(Ao301) + 2¢(Aoo31)

—3q(Az2101) — 3q(A1201) — 3q(Ao211) — 3¢( ) — 34q( )
0 = 12¢(A1111) + 2¢(As010) + 2¢(Aoz10) + 24( )

—3q(Az2110) — 3q(A1210) — 3q(Ao211) — 3¢(Ao112) — 3¢( )
0 = 12¢(A1111) + 2¢(As100) + 2¢(Ao130) + 2¢(Ao103)

—3q(A2110) — 3q(A1120) — 3q(Ao121) — 3¢(Ao112) — 39(A1102) — 39(A2101)
0 = 12¢(A1111) + 2¢(A1300) + 2¢(A1030) + 24( )

—3q(A1210) — 3q(A1120) — 3q(A1021) — 3¢(A1012) — 3¢( ) — 3q(A1201) -

Ceci donne 16 relations pour 13 inconnues! On prend les 12 premiéres inconnues et les 12
premiéres relations puis on regarde les quatre relations ci-dessus.

On pose la forme habituelle des fonctions réduites, a savoir :

_ C mnop c
Qijkl(uav7w7t) - Qijkl(uﬂv7w7t) + E aijkl qmnop(u,v,w,t) 5
mnopeF

ou F désigne ’ensemble des indices des noeuds des faces et celui du nceud central.

Les 12 premiéres relations ont comme solutions celles obtenues pour le triangle en deux
dimensions, ce que 'on résume par le tableau suivant (pour les trois fonctions type) :

2011 | 1021 | 1012
2101 | 1201 | 1102
2110 | 1210 | 1120
i || ikl | aujr Bijri Vijkl
| 1] 4000 | —6/30 | —2/30 | —2/30 |
2011 | 1021 | 1012
RR n° 8571 2110 | 1210 1120
51 3100 | 7/30 | —3/30 | 1/30
2200 | 12/30 | 12/30 | 6/30
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en notant que l'indice 1111 n’intervient pas dans ces répartitions. A partir de ces relations,
on regarde si les 4 derniéres relations sont satisfaite. On fixe ¢ = qq000, la premiére de ces
relations donne (lire a"? comme ;7" avec ijkl = 4000) :

0 = 1201111 _ 342101 _ 3,1201 _ g,0211 _ g, 0121 _ g,1021 _ 32011

)

donc, en reportant les valeurs des coefficients, il vient successivement :

4a1111 _ Oé2101 4 a1201 + a0211 +a0121 +a1021 4 a2011,

41l = (2101 4 (1201 | (1021 4 (2011 _ 62 2 6 _ _E.

La derniére des 4 relations donne :
4ot = 1210 4 (1120 | (1021 | (1012 4 (1102 | (1201

donc 6
gttt — _ 0
@ 15

On arrive & une impossibilié, d’ou le résultat :

Théoréme 2. Il n’y a pas de tétraédre Serendip (ou réduit) de degré 4 englobant le P2. [J

Ce qui termine notre étude des tétraédres. On peut en effet légitimement penser que ce
résultat négatif s’étend aux degrés plus élevés.

7 Validation d’un élément tétraédrique Serendip

1l s’agit donc de vérifier que les tétracdres (de degré 3 puisque c’est le seul cas ol nous
avons trouvé une solution) d’un maillage donné sont valides au sens o leurs jacobiens sont
positifs. Parmi les deux cas vus ci-dessus, seul le degré 3 donne une solution. Il suffit de
reconstruire les points de controle d’un élément complet équivalent puis d’utiliser la méthode
habituelle qui donne les conditions de validité. Le polynéme jacobien a la forme suivante,
n=3:

J(u,v,w,t) = Z B?STZE)(u,v,w,t)NIJKL,
I+J+K+L=(n—1)
et les coefficients Ny i valent :

Cﬂ"L—l O‘n—l Cn—l

3 i1j1k1ls Tiogakala Tizgzksls
Nijgkr =n E 3l
i1+j1+tki+li=n—1ia+ja+ke+lo=n—1is+js+ks+lz=n—1 “iy+is+i3,j1+j2+73,k1+ka+ks,l1+l2+13
1000 0100 0010
|Ai1+1,j1’f17l1 ia+1,j2ka,l2 Ai3+17j3k37l3 ) (14)
avec i1 + 19 +i3=1,j1 +jo+j3s=J, k1 + ko + ks =K,l1 + 1o+ 13 =L et avec
1000 NS 5 0100 5 P . 0010 5 P
ikt = PigriPici e et Dggg = PijrPic1 ki et Agyy = PijuiPio1 ki1

La condition suffisante de validité de I’élément consiste & avoir les coefficients "coins" stric-
tement positifs et les autres non négatifs.

8 Conclusion

On a montré comment construire des triangles Serendip (ou plutot réduits) aux degrés 3
et 4 (mais en n’imposant que le P? méme dans ce cas) et, de plus, qu’il n’y a pas de solution
aux degrés plus élevés sauf en restreignant ’espace cherché a P? ce qui présente peu d’intéret.
Pour la trois dimensions, on a construit le tétraédre Serendip de degré 3 et on a établi qu’il
n’y avait pas de tels éléments au degré 4 et, a fortiori, aux degrés plus élevés sauf avec la
méme restriction que ci-dessus.

On a également indiqué comment valider les éléments d’un maillage donné de ce type en
montrant qu’il suffit de reconstruire les points de controle d’un élément complet équivalent
avant d’appliquer la méthode habituelle d’analyse du signe de son jacobien.
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Annexe

Dans cette annexe, dans un premier temps, on établit la relation liant les points de controle
centraux & ceux du bord pour le triangle de degré 4. Ensuite, en remarque, on regarde, en
Bézier, ce que contient I’espace réduit. Pour finir, on vérifie explicitement que les coefficients
trouvés liant les P;;, redonnent bien, & partir des Bernstein "réduits" les fonctions de forme
trouvées auparavant.

Expression des points de contréle centraux. On sait que les A;j;, centraux vérifient
les relations

Agn = ZaijkAijk ;Ao = ZBijkAijk , Anp = Z’YijkAijka
ijk ijk ijk
ensuite on évalue Ay; soit le point du triplet (u,v,w) = (3,1, 1) en écrivant Az =
Dijk ijk(u,v,w)Pijk , pour ce triplet. Il vient :
256 Ag11 = {16 P00 + Poso + Poos

+32P310 + 24 Paog + 8P130 + 32P301 + 24 Pogo + 8P1o3 + 4FPp31 + 6FPp22 + 4013

48Ps11 + 24P1o1 + 24P112}
de méme : 256 Aj21 = {Psoo + 16 Poso + Pooa

+8P310 + 24 Pago + 32P130 + 4P301 + 6P202 + 4P103 + 32P031 + 24 P22 + 8FP013

24Py11 + 48Py91 + 24P12}
et 256 A11s = {Pio + Poso + 16Pooa

+4P310 + 6Pa20 + 4P130 + 8P301 + 24202 + 32P103 + 8Fo31 + 24 Po22 + 32013

24Py11 +24P191 + 48P 12} -
On en déduit le systéme :

{48P511 + 24P121 + 24Py12} = 2564211 — {16Ps00 + Poso + Poos
+32P310 + 24 Pa20 + 8 P30 + 32301 + 24202 + 8Pro3 + 4P031 + 6Po22 + 4 P03}
{24P211 +48P191 + 24P112} = 256A121 — {Paoo + 16 Poso + Poos
+8P510 + 24 P22 + 32P130 + 4P301 + 6Pago + 4P1o3 + 32Py31 + 24Pyes + 8FPp13}
{24P511 +24P121 +48P112} = 256A112 — {Paoo + Poso + 16 Poos
+4P310 + 6Pago + 4P130 + 8P301 + 24 Pag2 + 32Py1o3 + 8Po31 + 24 Pyas + 32Pp13} -

La matrice du systéme (au facteur 24) est :
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3/4 -1/4 -1/4
qui s’inverse a la main, soit -1/4 3/4 -1/4
-1/4 -1/4 3/4

== N
SN RN
N =

Par suite :  96P517 = 3 x 2564211 — 3{16Pyso0 + Poao + Pooa
+32P310 + 24P520 + 8Pi30 + 32P301 + 24 P2 + 8Pio3 + 4Po31 + 622 + 4Po13}
—256A121 + {Paoo + 16 Poao + FPoos
+8P310 + 24 P20 + 32P30 + 4P301 + 6Pao2 + 4 P13 + 32Po31 + 24P20 + 8FPoi13}
—256A112 + {Paoo + Poso + 16 Poos
+4P310 + 6Pagg + 4P130 + 8P301 + 24 Pag2 + 32P103 + 8FPo31 + 24 Po22 + 32FPo13} -
Donc: 96P>11 = 3 X 2564217 — 256A197 — 256A112
—3{16P400 + Poao + Poos
+32P510 + 24 Paap + 8P130 + 32P301 + 24 Psg2 + 8 P13 + 4Po31 + 6Py2e + 4Pp13}
+ {Paoo + 16 Pogo + Poos
+8P310 + 24 Payg + 32P130 + 4P301 + 6 Pag2 + 4P1o3 4 32Po31 + 24Po22 + 8Po13}
+ {Paoo + Poao + 16 P04
+4P310 + 6Pagg + 4P130 + 8P301 + 24 Pag2 + 32P103 + 8FPo31 + 24 Po22 + 32FPo13}
soit simplement : 96P11 = 3 X 2564511 — 256 A101 — 256 A112 — 46 Pyop + 14 P40 + 14 P04
—84P3190 — 42 P50 + 12P1390 — 84 P301 — 42P500 + 12 P13 + 28 Py31 + 30Pg22 + 28 P13 .

Il suffit (!) alors de remplacer Aa11, Ai21 et A112 par leurs expressions en fonctions des A;jx
puis de remplacer ces A;ji, en fonction des P;j;, avant de regrouper. On redonne le tableau
des coefficients

’ i H ijk ‘ Qijik ‘ Bijk ‘ Yijk ‘
1 [[ 400 [ —6/30 | —2/30 | —2/30
2 | 040 | —2/30 | —6/30 | —2/30
3 | 004 | —2/30 | —2/30 | —6/30
4 | 310]7/30 | —3/30] 1/30
7 |l 031]1/30 |7/30 | —3/30

10 || 103 | —3/30 | 1/30 | 7/30
6 || 130 | —3/30 | 7/30 | 1/30
013 | 1/30 | —3/30 | 7/30
12 || 301 | 7/30 | 1/30 | —3/30
220 | 12/30 | 12/30 | 6/30
022 | 6/30 | 12/30 | 12/30
11 | 202 | 12/30 | 6/30 | 12/30

et on explicite les A;;, centraux. Soit

Ao11 = —6/30Py00 — 2/30P40 — 2/30Pp04

+7/30A310+12/30A220*3/30141304’7/3014301+12/30A20273/30A103+1/30A031 +6/30A022+1/30A013 ,

Aj21 = —2/30Py00 — 6/30FPp40 — 2/30Pyo4

—3/30A310+12/3014220+7/30A130+1/30A301+6/30A202+1/30A103+7/30A031+12/30A022—3/30A013 s

A112 = —2/30P400 — 2/30P040 — 6/30P0()4

+1/30A310+6/30A220+1/30A130—3/30A301 +12/30A202+7/30A103—3/30A031+12/30A022+7/30A013 .
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On exprime maintenant, premiére aréte, les A;;; par rapport aux F;jx, soit les 3 relations :

81 P40 + 108P319 + 54 Paag +

12Py30 + Poao

)

A =
310 956
A  Pygo + 4P310 + 6Pz + 4P130 + Poao
220 = )
16
Paoo + 12P510 + 54 Pagp + 108 P39 + 81 FPp40
A0 = :
256
Sur Pjgp, il vient (& diviser par 96) :
400-direct 400 310+301 220+202 130+103

-46 + 3*256 * (-6/30 + 14/30 * 81/256 + 24/30 *
- 256 * (-2/30 - 2/30 * 81/256 + 18/30 *
- 256 * (-2/30 - 2/30 * 81/256 + 18/30 *

soit

- 232/10

donc

-232/96 * 1/10 = -29/120

Sur P19, c’est plus court, il vient

-84 + 3*%256 * ( 7/30 * 108/256 + 12/30 * 4/16
- 256 * ( -3/30 * 108/256 + 12/30 * 4/16
- 256 * ( 1/30 * 108/256 + 6/30 * 4/16

soit

304/10

donc

304/96 * 1/10 = 38/120

Sur Paog, il vient

-42 + 3%256 * ( 7/30 * 54/256 + 12/30 * 6/16 -
- 266 % ( -3/30 * 54/256 + 12/30 * 6/16 +
- 266 * ( 1/30 * 54/256 + 6/30 * 6/16 +

soit 264/10

donc 264/96 * 1/10 = 33/120

Sur Pi3g, il vient

12 + 3%256 * ( 7/30 * 12/256 + 12/30 * 4/16 -
- 266 * ( -3/30 * 12/256 + 12/30 * 4/16 +
- 256 % ( 1/30 * 12/256 + 6/30 * 4/16 +

soit -16/10

donc -16/96 *1/10 = -2/120

Sur Pys1, il vient

28 + 3%256 * ( 1/30 * 12/256 + 6/30 * 4/16
- 256 * ( 7/30 * 12/256 + 12/30 * 4/16
- 256 * ( -3/30 * 12/256 + 12/30 * 4/16

soit 112/10

donc 112/96 * 1/10 = 14/120

Sur Ppao, il vient

30 + 3%256 x ( 1/30 * 54/256 + 6/30 * 6/16 +
- 256 * ( 7/30 * 54/256 + 12/30 * 6/16 -
- 256 * ( -3/30 * 54/256 + 12/30 * 6/16 +

soit 72/10

donc 72/96 * 1/10 = 9/120

RR n° 8571

1/16 - 6/30 * 1/256
1/16 + 8/30 * 1/256
1/16 + 8/30 * 1/256

- 3/30 * 12/256
+ 7/30 * 12/256
+ 1/30 * 12/256

3/30 * 54/256
7/30 * 54/256
1/30 * 54/256

3/30 * 108/256
7/30 * 108/256
1/30 * 108/256

+ 1/30 * 108/256
- 3/30 * 108/256
+ 7/30 * 108/256

1/30 * 54/256
3/30 * 54/256
7/30 * 54/256

)
)
)

)
)
)

)
)
)

)
)
)

)
)
)

)
)
)
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Sur Pyag, il vient

14 + 3%256 * ( -2/30 + 7/30 * 1/256 + 12/30 * 1/16 - 3/30 * 81/256 )
+ 3*256 * ( + 1/30 * 81/256 + 6/30 * 1/16 + 1/30 * 1/256 )
- 256 * ( -6/30 - 3/30 * 1/256 + 12/30 * 1/16 + 7/30 * 81/256 )
- 256 * ( 7/30 * 81/256 + 12/30 * 1/16 - 3/30 * 1/256 )
- 266 * ( -2/30 + 1/30 * 1/256 + 6/30 * 1/16 + 1/30 * 81/256 )
- 256 * ( - 3/30 * 81/256 + 12/30 * 1/16 + 7/30 * 1/256 )

soit -104/10

donc -104/96 * 1/10 = - 13/120

soit le diagramme de poids (et les 2 autres par symétries) :

-13/120
-2/120 14/120
33/120 9/120
38/120 [P211] 14/120

-29/120 38/120 33/120 -2/120 -13/120

et les poids somment & 1, magnifique. Pour mémoire, pour As;1, on avait (remis en 1,/120) :

-8/120
-12/120 4/120
48/120 24/120
28/120 [A211] 4/120

-24/120  28/120 48/120 -12/120 -8/120

La conclusion est que la relation liant les noeuds internes aux nceuds bord est différente
de celle liant les points de controle internes aux points de controle bord. Seul au degré 3, il
y a identité.
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Remarque en aparté. Le carreau s’écrit, avec n = 4, comme :

n
E By (u,v,w) Py ,
i+j+k=n

et les fonctions réduites sont définies par :

Bioo = Baoo — % 211 — % 121 — %3112
Bi1 = Bsio + %3211 - %03121 + %3112
Bijgo = Baso + %3211 + 137?:)3121 + %3112
Bl = Bizo — %3211 + 137803121 + %3112
By, = Baor + %3211 + %403121 - %an
By = Baogz + %3211 + %03121 + %3112
Bz = Bioz — %3211 + %3121 + %3112
Boos = Boos — %3211 - %3121 - 127903112
B3 = Bois + %3211 - %03121 + %3112
Bigy = Bogz + %3211 + %3121 + %an
Bz, = Bos1 + %3211 + 137803121 - %03112
By = Boao — %303211 - %903121 - %303112 .

A partir de ces expressions, on regarde les monémes contenus dans l’espace réduit. Comme
E B?jk(u,v,w) =1 et que les coefficients somment a 1, 1 est dans ’espace.
i+j+k=n

u=u(ut+v+w)® = ut +uv® +uw® + 3uPv 4 3uPw + 3uv? + 3uv?w + 3utw? + 3uvw? + 6utvw
1 1 3 3 3 3 6 3 3
=B -B -B -B -B -B -B —B —B —B
400 + 77130 + 12108 + 17310 + 7 2301 + g D220 + g D202 + 19021 + o712 + 1o P12
en Baiy, il vient (au facteur 1/120 pres) :

2 2 3%x38 3x%38 3%x33 3x%33 6

etc., et, comme attendu, u est dans I’espace donc v et w également.

Pour confirmer cet état, on regarde u?. On a :

u? = u?(u+ v +w)? =ut +u? + wPw? + 2030 4 203w + 20w

1 1 2 2 2
=B -B - B -B -B —B
400 + g D220 + g D202 + 17310 + 1301 + o2
en Bojy, il vient (au facteur 1/120 pres) :

33 33 2438 2438 2
29— 22 20 ZTR . 2T 190 = =
9% 7% 1 g PR =0,
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donc, u? est dans 'espace, tout comme v? et w?.

On regarde également uv.

wv = uv(u + v + w)? = wv + w® + wvw? + 2u2v? + 2utvw + 2uvw
1 1 1 2 2 2
— “Byio+ ~Bigo + —Bia + = Baso + — Bo11 + —B
17310 + 12130 + 1o o1 + g B220 + TRt + 19121
en Bsyy, il vient :
38 2 2x33 2
S 2R 190k — =0

1t1iT e Y

donc, uv est dans ’espace, tout comme uw et vw.

Pour finir, on regarde uvw.

2

1
ww = wow(u + v+ w) = v?ow + wiw + uww? = E(Bgu + Bi21 + Bi12),

et il est impossible de se débarasser de ces fonctions centrales.

En conclusion, ’espace polynomial de I’élément réduit, du point de vue Bézier, contient
'espace engendré par les B? (et pas plus, c’est d’ailleurs ce que nous avons montré en rai-
sonnant directement sur les Bézier).

Vérification pour ¢319. A titre de vérification, on montre que, par combinaisons, les Bézier
redonnent les fonctions ¢ trouvées via les relations de Serendipité. On écrit :

4
o(u,v,w) = E Bijr,(u, v, w) Py,
ijk
pour tous les indices et
o(u,v,w) EBl]kuvak

ijk

uniquement pour les indices bord. On cherche ce qui vient au regard de Asig, il y a la

contribution de P310 sur Asqg soit 13‘%4, la contribution de Pssg sur Asig soit 7@ et celle de
P130 sur A310 SOlt
Par ailleurs, on exprime les B’ intervenant ici en fonction des B :
38 2 4
/ — PR [ — PR
B3 = B3io + 120521 1203121 + 130 B2,
33 33 9
Blog = Bagg + ﬁBﬂl + ﬁBlzl + ﬁBuz )
2 38 14
B!., = Bi3g — —B —B —Bj19.
130 130 ~ 75211 + 1202121 + 1207112
Donc : 144 28 48
S B0 — —2 Baso + —B
36 310 36 D220 + 36130
SIS 12833 482 1442 1833 4838 U414 125 0 414
36 120 36 120 361207 " 36 120 36 120 ' 361207 "'"V'36 120 36 120 ' 361207 ''*’
soit (au facteur 1/36) :
144B310 — 1283220 + 483130
38 33 2 2 33 38 14 9 14
+(144———128——48—) B —144——128—+48 B 144———128—+48 B
455 120 *8130) P21+ 120 120 H487g9) Brar (144455 ERRTTIAIER
soit
144 B319 — 128 By + 48 B39
38 11 2 2 38 14 3 14
2— —-32— —4—)B —-12— — 32— 4 B — 32— +4 B
+(1275 10~ A1g)P + (71245 1o T 479 B + (1295 07" 10) 1z
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Eléments finis simpliciauz réduits 55

soit
144 B319 — 128 Boog + 48B30
19 11 1 1 11 19 7 3 7
12— — 16— —4-)B —-12- —-16— +4—)B 12— —16=- +4-)B
+( 7 3 5) 211 + ( 7 5+ 5) 121 + ( E 5—1— 5) 12,
soit 48 112 64
144B310 — 128 Baag + 48B30 + 33211 - ?3121 + 33112 ;
donc :

. 5 48 112 64
144 * 4uv — 128 % 6u’v? + 48 % duv® + = * 1200w — = s« 12uv?w + = * 12uvw?
et ceci (Maple) redonne bien ¢z10().

Vérification pour go59. On suit exactement la méme méthode.
Contribution de P31g sur Asgg : — 5~

Contribution de Paog sur Asgg : %.
Contribution de Pj3g sur Asgg : —%.
Par ailleurs, on sait que :
38 2 14
B..,=DB ——B911 — —B —B
310 310 T 1907211 ~ 199 P12 + 1207112
33 33 9
B, =B —B —B —2B
220 220 + 190211 + 1207121 + 12012
2 38 14
B!, = Bisp — —B —B ——Bj1s.
130 130 ~ 150021 + 120121 + 120112
Ponc : 108 240 108
——2B ——Byyg — —B
36 0310 + 36 D220 — 3 P10
108 38 240 33 108 2 108 2 240 33 108 38 108 14 240 9

(— 36 120" 36 120 " 36 12072 (36 20 36 120 36 120’ P2 (" 36 120 T 36 120

soit (au facteur 1/36) :
—1083310 + 2403220 - 1083130
38 33 33 38

9 9 14
108" 4240—"1+108—)B 108—— 42402 _108—-)B —108— 4240
+ 120 720" 120) 211+ ( 120 “*% 120 120) 1214 120 7" 120

9

soit
—1083310 + 2403220 - 1083130

38 33 2 2 33 38 14 9 14
922 1920 1 9B 9= 12022 — 9B 9 4120~ —9)B
+ 10 70" 10) 211+ ( 10 770 10) 121+ 10 10 10) 12>

soit
—1083310 + 2403220 - 1083130
19 33 1 1 33 19 7 9 7
—9— +10— +9-)B 9-+10— —9—)B —9- +10- —9-)B
+( 5+ 5+5) 211+(5+ 5 5)121+( 5-1- 5 5) 112,
soit 168 168 36
—108B310 + 240B220 — 108B30 + ?3211 + ?3121 - 33112 ,
donc :

3

—108 * 4uv + 240 * 6uv? — 108 * duv> + 12—8 * 1200w + ? * 12uvw — 1—6 * 12uvw?

et ceci (Maple) redonne bien goo0().
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