N
N

N

HAL

open science

Construction et validation des éléments Serendip
associés a4 un carreau de degré arbitraire

Paul-Louis George, Houman Borouchaki, Nicolas Barral

» To cite this version:

Paul-Louis George, Houman Borouchaki, Nicolas Barral.
Serendip associés 4 un carreau de degré arbitraire. [Rapport de recherche] RR-8572, INRIA. 2014,

pp.107. hal-01052913

HAL Id: hal-01052913
https://inria.hal.science/hal-01052913
Submitted on 29 Jul 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Construction et validation des éléments


https://inria.hal.science/hal-01052913
https://hal.archives-ouvertes.fr

Construction et
validation des éléments

Serendip associés a un
carreau de degré
arbitraire.

Paul Louis George, Houman Borouchaki, Nicolas Barral

RESEARCH
REPORT

N° 8572

Juillet 2014

Project-Team Gamma3

ISSN 0249-6399 ISRN INRIA/RR--8572--FR+ENG







V4

: in]armu!ics,mathemutics

Construction et validation des éléments
Serendip associés & un carreau de degré
arbitraire.

Paul Louis Georg, Houman Borouchakiﬂ Nicolas Barra]ﬂ
Equipe-Projet Gamma3

Rapport de recherche n° 8572 — Juillet 2014 — [I07] pages

Résumé : On montre comment construire des éléments Serendip complétement symétriques basés
sur un produit tensoriel (quadrilatéres et hexaédres) et on donne Iexpression de leurs fonctions de
forme. On indique que dés le degré 5, les éléments Serendip classiques ne sont plus symétriques
mais que l'on peut construire des éléments (de Lagrange) complétement symétriques en ajoutant
judicieusement des nceuds supplémentaires.

Par ailleurs, on indique comment valider géométriquement un élément courbe (vu comme un car-
reau) d’un maillage donné défini de cette fagon. Cette validation se fait en raisonnant sur l’écriture
des carreaux dans le formalisme Bézier (polyndéme de Bernstein et points de contrdle). On discute
ensuite des carreaux définis par interpolation transfinie et on montre que certains d’entre eux sont
les mémes que ceux obtenus précédemment et, ainsi, ont la propriété de Serendipité.
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Construction and validation of Serendipity elements of
arbitrary degree.

Abstract: We give a method to constructing Serendipity elements for quads and hexes
with full symmetry properties and indicate the reading of their shape functions. We show
that, since the degree 5, the Serendipity elements are no longer symmetric but we propose
a method resulting in a Lagrange element of degree 5 with full symmetry properties after
adding an adequate number of additional nodes.

On the other hand, we show how to guarantee the geometric validity of a given curved
element (seen as a patch) of a mesh. This is achieved after writing the patch in a Bézier setting
(Bernstein polynomials and control points). In addition, we discuss the case of patch derived
from a transfinite interpolation and it is proved that only some of them are Serendipity
elements indeed, we return to the same elements as above.

Key-words: Lagrangian Serendipity Finite Element. Quadrilateral. Hexahedron. Transfinite
interpolation. High order element
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F1G. 1 — Les trois princes de Serendip.

1 Introduction

On indique comment construire des éléments quadrilatéraux et hexaédriques Serendiﬂ
complétement symétriques et on donne l’expression de leurs fonctions de forme. Notre ap-
proche consiste a trouver une relation entre le(s) nceud(s) central(traux) et les nceuds frontiére
puis & utiliser cette relation pour répartir des fonctions de base classiques de I’élément complet
et obtenir ainsi les fonctions de I’élément réduit. Néanmoins cette construction, au moyen de
développements de Taylor pour garantir la présence de monoémes donnés, ne suffit pas pour
traiter tous les degrés (en fait dés le degré 5), aussi nous proposons également une solution a
ce probléme, on perd la Serendipité classique mais 1’élément est valable (et méme plus riche
que ce que prévoit la théorie des éléments Serendip) en tant qu’élément fini de Lagrange.

On présente également une méthode, originale & notre connaissance, qui construit ces
mémes éléments en raisonnant directement dans le monde des courbes et surfaces de Bézier,
autrement dit, sans recourir & des développements de Taylor.

Par souci d’hexaustivité, on rappele que tous ces résultats peuvent étre obtenus directe-
ment en résolvant un systéme basé sur des instanciations aprés avoir écrit la forme générique
des fonctions cherchées.

Par ailleurs, on indique comment valider géométriquement un élément courbe (vu comme
un carreau) d’un maillage donné défini de cette fagon. Cette validation se fait en raisonnant
sur écriture des carreaux dans le formalisme Bézier (polynome de Bernstein et points de
controle).

On montre, pour finir, que l'interpolation transfinie est un moyen de construire des élé-
ments finis de Lagrange dont certains sont des éléments Serendip et que leur analyse est
rendue simple si on en trouve I’élément complet associé. On montre, pour tout ordre, com-
ment définir les points de controle de 1’élément complet équivalent. Le point de vue adopté
consiste a raisonner sur I'écriture de ces carreaux dans le formalisme Bézier (polynome de
Bernstein et points de controle), monde dans lequel tout se simplifie, ce qui permet facilement
d’énnoncer des conditions suffisantes de validité.

Notre approche est clairement basée sur le fait que 'on voit les éléments finis comme
des carreaux et réciproquement, ce qui est peu habituel dans la littérature classique sur les
éléments finis et exclut, de fait, les éléments dont les degrés de liberté ne sont pas les valeurs
d’une fonction aux nceuds mais comprennent des dérivées, ..., donc se cantonne aux éléments
dont la géomeétrie est définie par des polyndémes de Lagrange.

2 Deéfinitions relatives a la Serendipité

Les éléments Serendip de bas degré sont bien connus bien qu’il ne soit pas si clair que cela
de trouver quelle est leur définition et, en particulier si elle est unique ou s’il y a plusieurs

Lces éléments sont, dans la littérature, souvent appelés éléments de serendipité.

Inria
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moyens de les caractériser, moyens résultant en la méme solution de toute fagon, voir [2] ou [I]
en notant que ce dernier papier considére tous les degrés et, de plus, contient de nombreuses
autres références.

La définition usuelle du quadrilatére a 8 noeuds de degré 2, 2, se trouve dans beaucoup
de références qui indiquent que les fonctions de formes sont engendrées par l’espace P? et
sont reliées par une relation liant leur valeur au centre & leurs valeurs aux bords ce qui permet
de les trouver a partir des fonctions de 1’élément complet. Une autre forme de définition se
présente de la maniére suivante : on donne les monémes de P? et on les enrichit par les deux
monémes u2v et uv?, ce qui correspond au schéma :

enrichi de

u?v uv?
et cette derniére définition est valable pour tous les degrés, cf. [1] ot on montre quelle est la
dimension de 'espace et quels sont les noeuds de ’élément de référence tels que ’espace ainsi
engendré ait les bonnes propriétés, unicité ou unisolvence et, en particulier, si g; désigne la
i*“m¢ fonction de forme, on a g;(A;) = d;; oit A; est un nceud de 'élément de référence (le
carré unité en général, en deux dimensions).

La question de trouver, en pratique, les fonctions de forme est résolue de deux maniéres

différentes, selon la définition que I'on choisit :

-1- on trouve une relation liant les valeurs nodales (internes) avec les valeurs nodales au
bord et on en déduit les fonctions de forme, voir par exemple la Relation plus bas,
en partant des fonctions complétes et en répartissant les fonctions complétes centrales
sur celles associées aux bords. En conséquence, par cette approche, on peut reconstruire
relativement facilement, pour chaque élément d’un maillage donné son élément complet
associé rendant possible sa validation,

-2- on pose le systéme & résoudre, & savoir ¢;(A;) = §;;, pour tout ¢ et tout j en donnant la
forme générique des polynomes (1, u, v, ..., u?, u?v, uv?, pour le degré 2), et un systéme
de calcul formel (comme Maple) donne la solution. Par cette approche, il ne semble pas
évident de trouver la relation liant les valeurs centrales aux valeurs "bords" et il est
plus délicat, a des fins de validation, de reconstruire un élément complet correspondant
a un élément courant d’un maillage donné.

Nous avons observé que, pour des degrés élevés, les fonctions trouvées par la deuxiéme
méthode n’étaient pas complétement géométriquement symétriquesﬂ (quand on change u
en (1 — u), par exemple, la fonction obtenue n’est pas égale & une autre que l'on aurait
aimé trouver, voir le dessin ci-dessous et la définition que nous donnons de cette notion de
compléte symétrie) donc indépendantes de la numérotation locale des noeuds. Cette non-
symétrie se voit également dans le nombre de noeuds internes, 3 au degré 5 qui, par suite, ne
peuvent pas former un motif géométrique symétrique vis-a-vis des arétes. Cette non-symétrie
a pour conséquence que la numérotation locale d’un élément courant d’un maillage influe sur
I’expression des fonctions de forme, ce qui semble indésirable pour un élément de Lagrange,
a tout le moins en trois dimensions. Par suite, nous proposons de considérer la définition
suivante :

Définition : Fonctions de forme complétement symétriques. Deux fonctions de
forme, g;(u, v) et g;(u,v), sont complétement symétriques par symétrie en u si :

q?(l - ’U,,U) = Qj(uav)a

2Dans cette étude, 1’élément de référence est le carré ou le cube unité.

RR n° 8572
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etenwvsi:
qi(uv 1- U) = QJ(U»U) )
et par rotation si :
gi(v,u) = gj(u,v).
Cette notion s’étend sans peine a la trois dimensions.

Pour illustrer cette notion de symétrie, nous donnons le schéma qui suit :

4 10 3
n 7
1 5 .... 6 2

et la symétrie s’exprime, par exemple, entre g5 et gg, en u, entre g5 et g9, en v et entre g5 et
@n (avec, ici, une symétrie par rotation, u et v permutent), etc.

Et, notre étude se place uniquement dans ce cas. Remarquons néanmoins que les deux
définitions sont équivalentes pour les éléments @2, @3 et Q4 dont les fonctions de forme sont
symétriques (on le vérifiera plus tard, pour le Q4 parce que le nceud central est complétement
symétrique vis-a-vis des noeuds des arétes). Pour monter en ordre, il est tentant de penser
que le seul moyen possible est de rajouter un ou plusieurs monoémes et autant de nceuds
supplémentaires en accord. Par exemple, au degré 5, on peut songer a ajouter a P°, z%y et
a zy° le monome z3y avec, donc, quatre nceuds internes qu'il est trivial de positionner de
fagcon symétrique par rapport aux arétes, mais, en revenant sur ce point plus tard, on verra
si cette idée est bonne ou non.

Pour conclure sur cette notion de compléte symétrie, on note comme conséquence qu’il
suffit de trouver uniquement quelques fonctions de forme (les fonctions type) pour les avoir
toutes (2 pour le quadrilatére et 'hexaédre de degré 2, 2 encore pour ces mémes éléments au
degré 3, 3 pour le quadrilatére de degré 4, etc.).

3 Construction du quadrilatére Serendip de degré 2

11 s’agit de trouver les 8 fonctions ¢;; de Q?, Tespace des polyndmes de degré 2 en chaque
variable, ayant les quatre propriétés suivantes :

(Pr1)  qij(Aim) = 6ijum

(P2) Zqij(u,v) =1

(P.3) EV{qj;} -contient P? + u*v + wv?
(Pr4) symeétrie compléte,

ot EV {g;;} est l'espace polynomial engendré par les fonctions g;;, P? est espace des poly-
nomes de degré 2 en toutes les variables et A;; est le noeud 45 (de coordonnées (u,v) = (3, %))
du carré de référence. Les deux premiéres propriétés sont classiques, la troisiéme définit ce

qu’est un élément Serendip.

Pour simplifier les notations, on utilise la notation a deux indices ou la notation séquen-
tielle avec la correspondance montrée sur le schéma suivant :

Inria



Eléments finis Serendip 7

02 12 22 4 7 3
01 11 21 8 6
00 10 20 1 5 2

Ainsi, par exemple, ggo sera vu comme ¢; ou l'inverse.

On va traiter ce probléme de deux maniéres différentes, soit en utilisant un dévelopement
de Taylor, soit en raisonnant directement sur les Bézier.

3.1 Caractérisation de ’espace des polyndémes via Taylor

L’idée est de considérer un polyndéme ¢ et de voir quelles propriétés il doit vérifier pour
étre dans un espace polynomial contenant P2. Pour ce faire, on part d’un développement de
Taylor de ¢ en les sommets et en les nceuds, développement exprimé en s’appuyant sur le
nceud central, afin de trouver une liaison entre la valeur "centrale" et les valeurs aux "bords".
On introduit le vecteur 7;; = Aj14;; et les dérivées successives des ¢, vues de maniére
abstraite comme des opérateurs linéaires, bilinéaires, etc., et notées D'.(@), D%.(w, @), etc.,
ot 'opérateur D'(.,.,...) contient le coefficient 117 Alors, comme on cherche une solution dans
P2, le développement s’arréte a la dérivée seconde et s’écrit, en Agg :

q(Aoo) = q(A11) + D*.(68) + D*.(vo8, Dod) -
On exprime de la méme fagon ¢ en Agg, Agg et Agz et en sommant il vient :

> a(sommety,) = 4q(Anr) + D'.(556) + D'.(v3) + D".(v23) + D' .(053)
k=1,4

+D? (o8, Tog) + D?.(036, 126) + D?.(033, 033) + D*.(V03, V03 ,
qui se réduit & :
> a(sommety) = 4q(An) + D* (968, 968) + D*.(v28, 33) + D*.(v23,53) + D*.(063, 063) ,

k=14

(1)
car 'opérateur D'.() est lindaire et que, par définition, Tog + 26 + 23 + Ugs = 0. On exprime
ce méme développement pour les noeuds des arétes. par exemple :

q(A1o) = q(An1) + D'.(v13) + D*.(v15, 1) -
et on somme, il vient :

> q(noeudaretey) = 4g(An) + D'.(v35) + D'.(v3) + D'.(v33) + D".(vo1)
k=14
+D?.(v16, 016) + D*.(v21, Uat) + D*.(v13, 013) + D*.(vo1, Ut )

dont ne reste que (les termes relatifs & D'.() s’annulent deux & deux) :
> q(noeudaretey) = 4g(A11) + D?.(v3, 716) + D*. (21, U3 ) + D*.(013, 513) + D (Vo1 , 70 )

k=1,4
(2)

, etc., on peut exprimer les différents vecteurs ¥;; uniquement en

comme Ay = w

—
fonction des quatre vecteurs liés aux sommets. Soit, par exemple, 01§ = w. On calcule
maintenant D2.(713,714), on trouve :

1 1 1
D2.(v35, 736) = 7 D(06, 78) + 3 D730, 730) + 5 D (0%, 730)

RR n° 8572
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et des expressions analogues pour les autres termes. En sommant sur les quatre arétes, il
vient :

1
§(D2-(W5,m) + D?.(038, 725) + D*.(033, 523) + D (103, U63)) -
1
2

On va exprimer les termes croisés en fonction des termes liés aux seuls sommets, comme
D2 (w0 + U6 + V23 + Vo3, Voo + Va6 + Va3 + To3) = 0, il vient :

+5 (D?.(T03, 723) + D?.(v25, U23) + D*.(v23, 53) + D*.(T03, 7o) -

0 = D2 (3, 78) + D2 (730, 728) + D273, 733) + D53, 73)
+2(D. (553, 538) + D2.(533, 73) + D2.(v3, 153) + D (153, 7))

+2(D*. (000, U23) + D*.(025, U63)) ,

mais
2(D? (w00, 123)+D* (026, 103)) = —(D*.(006, U06)+ D> (06, U20)+D? (123, 123) +D* (003, 003)) ,
en effet, par exemple D?2.(Uog, Ua3) = D?.(Vog, —Vog) = —D?.(%04, Voo

et, par suite, la somme ci-dessus se réduit a :

1
5 (D2 (3%, T5%) + D*.(739, 70) + D27, 7) + D*.(763,73)

et, au passage, on a démontré le résultat formulé par le lemme suivant :

Lemme 1 (sur les dérivées secondes). La somme des dérivées secondes appliquées aux
neeuds des arétes est reliéeﬂ a la somme de ces dérivées appliquées aux sommets par la
relation :

D2 .(v16,v70) + D?.(v21, 0a1) + D*.(v13, 913) + D*.(vo1, Vo1)

1
= 5 (D*.(76, Tot) + D*.(7ad, T0) + D.(023, 723) + D*.(763, 7o) ,
ceci étant indépendant du degré des fonctions considérées. |

Par suite, la Relation s’écrit :
1
> q(nocudaretey,) = 4q(AH)+§(D2.(m7m)+p2.(m@)+p2.(@, 533)+D%. (753, 763)) »
k=1,4

pour finir, on identifie cette derniére somme dans les deux relations ce qui donne la combi-
naison suivante :

Z q(sommety) — 4q(A11) = 2( Z q(noeudaretey,) — 4q(A11)),
k=1,4 k=1,4

et, au final, la relation :

4q(An) + Z q(sommety) — 2 Z q(noeudareter) = 0. (3)
k=1,4 k=1,

3Une autre maniére de trouver ce résultat est de voir que
D? (w56, 728) + D*.(v36, 733) + D*.(v33,703) + D*.(¥03, 706) =
En effet, pour les deux premiers termes, on a :
D? (w56, 936) + D*.(v36, 733) = D*.(v66, 926) + D*.(v33, 938) = D*.(v60 + 033, v38) = D*.(0,730) ,
et, pour les deux autres, on a :
D?.(v33,%03) + D*.(v3, ¥68) = D*.(v33, 763) + D*.(¥3, ¥o3) = D*.(v33 + w6, 563) = D*.(T, 753) ,
donc la somme vaut :

D2.(T,533) + D%.(0,w03) = D2.(T, 935 + 963) = D2.(0,0) = 0.

<
o

Inria
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’ La relation de serendipité pour le quadrilatére de degré 2 a 8 noeuds ‘

définit la Serendipité.

On a également vu que la somme, sur le motif, des dérivées premiéres est nulle. Plus
généralement, on a le lemme suivant :

Lemme 2 (sur les dérivées impaires). La somme des dérivées impaires appliquées aux
sous-motifs est nulle quel que soit le degré. O

La démonstration est immédiate, c’est la méme que ci-dessus pour le degré 2.

L’espace de Serendipité. Les mondémes de cet espace sont représentés dans le schéma
suivant :

uzv U’U2

ott I'on retrouve ’espace P? enrichi par les monémes u2v et uv?. Notons que P? est trouvé
par construction tandis que u2v et uv? arrivent car ces deux fonctions vérifient la Relation .

3.2 Les fonctions de forme a partir de I’espace trouvé via Taylor

Pour obtenir les fonctions réduites, les g; ou g;; selon 'indicage, on utilise le fait que ces
fonctions doivent vérifier la Relation et, par symétrie, on les cherche sous la forme :

¢ = ¢q; +aqf;, pour =14

qi = ¢ + Bqf;, pour i=25,8,

ott ¢f désigne la fonction ¢ de ’élément complet. Par symétrie, en effet, le diagramme de
répartition s’écrit simplement (lire @ come « et b comme () comme :

a b a
b b
a b a

Ainsi, on doit avoir, par exemple pour ¢ =1 :

4q1(A11) + Z q1(sommety) — 2 Z q1(noeudarete) =0,
k=1,4 k=1,4

donc :
4g5(An) +4agf, (An) + Y (g5 (sommety) + agf, (sommety))
k=14

-2 Z (¢f (noeudaretey) + aqi; (noeudaretey)) =0,
k=1,
qui se réduit a :
da+1=0,

d’ou la valeur de o, @ = —i dont on déduit g1, la premiére fonction de forme de 1’élément
réduit. De méme on trouve § = % et la cinquiéme fonction de forme.

A noter que les quatre propriétés demandées sont vérifiées. La troisiéme et la quatriéme
par construction (les fonctions complétes étant symétriques) et les autres de maniére évidente,
ainsi, pour un nceud sommet :

@i (Aim) = q;;(Aim) + g1 (Aim) = Gijim + ad11im = 0ijim +0 = 8ijim ,
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10 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

et de méme pour un nceud aréte :
Qi (Aim) = qi;(Aim) + Ba11(Aim) = 0ijim + B11,1m = Sijim +0 = 0ijim

et, finalement, les fonctions somment & 1 car :

D ai(w0) = w0+ D agh(uo)+ Y Bafi(u0) =Y af(uv)+af (u0) = 1,
ij ij

sommet arete (%)
puisque 4o + 43 = 1.

Plus en détail, les fonctions de forme du quadrilatére a 9 noeuds sont les suivantes (voir
la Relation (9)), donnée plus tard) :

41 = qoo(u,v) = (1 —u)(1 = 2u)(1 —v)(1 - 2v)
g5 = q50(u,v) = —u(l — 2u)(1 —v)(1 — 2v)
45 = g59(u,v) = u(l — 2u)v(1 — 2v)
g5 = qho(u,v) = —=(1 — u)(1 — 2u)v(1l — 20)
a5 = qio(u,v) = 4u(l —u)(1 —v)(1 — 20)
q6 = ¢51(u,v) = —du(l — uw)v(1 —v)
47 = q52(u,v) = —4du(l — u)v(1 — 20)
qs = q61(u,v) = 4(1 — u)(1 — 2u)v(1 — v)
g5 = g7 (u,v) = 16u(l —u)v(l —v),
et, on obtient ¢; comme ¢; = ¢f — iqg, soit :
@1 = qoo(u,v) = (1 —u)(l —v)(1 —2u — 2v),
et g5 comme g5 = g5 + %qg, soit :
a5 = qro(u,v) = 4u(l —u)(1 —v).

II est alors aisé d’en déduire toutes les autres fonctions dont la liste est la suivante :

O O T W N+
ES
ot
|
[
=
()

’ Fonctions de forme du quadrilatére de degré 2 a 8 noeuds ‘

3.3 Construction directe des fonctions de forme dans les Bézier

Par symétrie, il suffit d’examiner les deux fonctions type qui correspondent aux indices 00
et 10. Toujours par symétrie, on pose a priori :

B (u,v) = Bj(u) B (v) + aB (u) B} (v),

Bio(u,v) = B} (u)Bj(v) + B} (u) B} (v),

et des relations identiques pour les autres fonctions réduites (notées Bj;(u,v)). Il n’y a donc
que 2 paramétres.

Inria



Eléments finis Serendip 11

La définition de l'espace réduit implique en premier la présence de u2v. Comme on a :

w20 = wo(1 — v+ v) = Bi(u) {iB%w) +B%<v>} — LBu)BH) + () B

1 1
= 5 Bha(u,0) + Bia(u,v) = BB W)B3() — aBY (W) B (v)

qui donne I’équation :
1

Supposons que u?v existe, alors, par symétrie, u?(1 — v) existe et, par suite u? existe aussi
dans I’espace réduit. Pour couvrir P2, il reste & imposer uv, puis u, puis la constante. Comme

ww = (2B2(u) + B3(w) x (5 B3(v) + B3(v)),

2 2
et que la contribution de B?(u)B?(v) vaut
1 1 1 1
I L I

on obtient une seconde équation :
1

Supposons, comme ci-dessus, que uv existe, alors, par symétrie, u(1 — v) existe et, par suite
u existe aussi dans ’espace réduit. Comme u existe, 1 — u existe et la constante est trouvée.

Par suite, en imposant simplement u?v et uv dans le monde Bézier, on a défini complé-
tement et rapidement les parameétres permettant de construire les fonctions de formes de
I’espace réduit.

Le systéme & résoudre est rappelé, a savoir :

(E1) %ﬁ—i—a:O,

(E2) oH—ﬂ:i.

et la solution est

Pour poursuivre, on va trouver explicitement les fonctions de forme de I’élément réduit.
On écrit :
o(u,v) = Z Bi;(u,v)Pij,
igeF
ou F désigne les indices des points de controle de la frontiére, soit tous les indices sauf 'indice
"central" (i = j = 1). Ensuite, on remplace les B’ en fonction des B2. Soit

O'(U, U) = Z Biz(U)B?(U)Hj+(aP00+6P10+C¥P20+ﬂP21+OZP22+5P12+(1P02+§P01)B%(’LL)B%(’U) s
ijEF

et il suffit de poser :
Pyy = aPyg + BP1o + aPs + BPe1 + aP + P12 + aPoz + 8P,

pour retrouver le carreau complet, ainsi inventé, a savoir :
= BZ(u)B3(v) Py
o(u,v) = 7 (u) j(U) ij -
i=0,2 j=0,2
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12 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

Trouver les fonctions se fait en exprimant les P;; en fonction des A;; ce qui va permettre
de regrouper les B7(u)Bj(v). Par exemple, pour avoir goo(u,v), on traque Ago qui se cache
dans Poo, Plg, P01 et P11 dont on ne retient que la partie = OéPOQ + ﬁPlo + ﬂPOL On utilise
les relations classiques comme Py = W pour trouver la solution. Il vient :

en Ago = Poo = Bj(u)Bj(v),
1
en Ajpvia Pyg : —§Bf(u)Bg(v),
1
enAm viaPm . —iBg(u)B%(v),

1
enA11 ViaP11 donc Viap()o, PlO; P01 : (71 _ = — Z)B%(U)B%(’l}) y

soit :
qoo(u,v) = (1 —u)?(1 —v)? — %211(1 —u)(1—v)? - %(1 —u)*2u(1 —v) — Z4u(1 —u)v(l—v)

= (1—u)(1—v)(1—2u—2v),

qui est 'expression trouvée auparavant. Pour trouver gio(u,v), c’est plus court, on a direc-
tement :

4
en Ajpvia Py : 5312(7033(“) )

14
en Aqq via Py : 553%(1‘)3%(1’),

soit :
q10(u,v) = 2u(1 — u)(2(1 — v)? + 20(1 — v)) = 4u(l —u)(1 —v),

comme attendu.

3.4 Construction directe des fonctions de forme via un systéme

On part du fait que l’espace de polynoémes cherché contient P? enrichi de u?v et uv?,
cf. [1]. Alors on cherche les fonctions sous la forme :

2 2 2 2
q(u,v) = apo + a1ou + a1V + a1 + aspu” + @av® + asiu’v + agauv” .

Il y a 8 inconnues, il faut donc construire un systéme de 8 équations et ainsi on a besoin de
définir 8 noeuds donc il y a 8 fonctions de base. Soit ¢; la premiére, on a :

71(A;) = bij
soit :
Q1(070) =1
1 1
ql(ivo) - Oa ~~~,(I1(07 5) - 0

On en déduit les valeurs des coeflicients o;; pour cette fonction, on trouve :
_ 2 2 2 2
q1(u,v) =1 —3u — 3v + 2u” + 2v° + Suv — 2u v — 2uv”,

qui se factorise simplement. En effet, 1 — u et 1 — v (en effet, ¢1(1,v) = ¢1(u,1) = 0) se
factorisent et il vient :

a1 (u,0) = (1= u)(1 = v) (@ + Bu+ ),
dont on déduit a« = 1,3 =y = —2 et, ainsi, on a :

q1(u,v) = (1 —uw)(1 —v)(1 — 2u — 20).

Inria



Eléments finis Serendip 13

On procéde de méme pour les 7 autres fonctions de base et on retrouve les expressions du
tableau précédent. Il est clair, par définition, que ¢;(A;) = d0;; et que q(u,v) = >, ¢i(u,v) =1,
en effet cette fonction prend la valeur 1 en 8 instanciations.

Par contre, avec cette méthode de construction, on ne voit pas directement la symétrieﬂ
et on ne voit pas la relation liant le point central aux noeuds du bord et, pour la validation
géométrique d’un élément donné d’un maillage, on ne peut pas déduire immédiatement le
point de contréle central du quadrilatére complet correspondant.

Liaison entre le centre et le bord. On évalue les g;(u, v) pour le couple (%, %), il vient :

1

Q1=(12=CI3=(J4=—1,

1

%Z%ZCNZfIs:ia

donc, pour tout %, on a :

11
4q7;(§, 5) + k;4 q;(sommety,) — 2 k;4 g;(noeudaretey) =0,

ce qui veut dire que les fonctions solutions vérifient la relation connue et également que le
point central vaut :

4A11 + Z sommet; — 2 Z noeudarete; = 0,
i i
donc, c’est ici que 'on voit la symétrie du résultat.

Points de controle du quadrilatére complet correspondant. Les points de controle
des arétes sont connus (ou calculables via la relation liant noeuds et points de controle sur
chaque aréte). Pour obtenir le point central, il suffit de résoudre I’équation :

An = Z Z B?(U)B?(”)Pij )

pour le couple (u,v) = (%, %) et pour Ay construit via la relation ci-dessus puis en exprimant

les nceuds des arétes en fonction des points de controle de ces arétes (sommet initial, point
de controle, sommet final). Il reste alors une seule inconnue, Pi;.

Une autre fagon de trouver Pj; est de décomposer les fonctions de forme en Bézier et de
voir ce qui vient au regard de B} (u)Bj(v). Mais cela impose de résoudre 8 systémes (un par

fonction) & 9 inconnues chacun (toutes les combinaisons B} (u) B3 (v)).

Remarque 1. L’apparente simplicité de cette construction directe, ici au degré 2, s’étend-
t-elle aux degrés supérieurs? Sur le papier oui, mais la dimension des systémes a résoudre
est égale au nombre de noeuds, ici 8 équations a 8 inconnues (soit au total 64 inconnues
a trouver, 8 par fonction) alors que dans l’approche par développement de Taylor, on a
simplement résolu deux équations & une inconnue chacune (« puis ) et dans l’approche
Bézier on a simplement résolu un systéme de deux équations a deux inconnues (« et 3).

Remarque 2. L’équivalence entre les deux modes de construction, par développement de
Taylor donnant une relation liant le centre aux bords ou en posant, a priori, ’expression
générique des fonctions cherchées est tout sauf évidente. Elle est néanmoins garantie par
I'unicité de la solution trouvée.

4qui est immeédiate avec la précédente méthode de construction puisque les fonctions réduites sont des
combinaisons linéaires de fonctions symétriques.
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14 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

3.5 Validation d’un quadrilatére courant d’un maillage donné

Etant donné un élément quelconque d’un maillage, noté comme le carreau :

o(u,v) = Z qi(u,v)A;,

i=1,8

ou les A; désignent les nceuds de I'élément observé, on cherche les conditions assurant sa
validité géométrique. On a :

o) = 3 ailw)di= 3 (a5 v) — 2ol A+ Y (g5, 0) + Ja5(u, ) A;

i=1,8 i=1,4 i=5,8
= Z g5 (u,v)A; + q§(u,v)Ag
i=1,8
en définissant ) )

autrement dit le carreau réduit :
o(u,v) = Z q;(u,v)A; est équivalent au carreau Z g (u,v)A; ,
i=1,8 i=1,9
pour le noeud central ainsi construit. On note ce carreau complet, plus simplement, comme :

o(u,v) =Y Y gu,v)A;;.

i=0,2 j=0,2

L’analyse de la validité géométrique d’un carreau complet, cf. [9], se fait en regardant sa
forme de Bézier, en effet

o(u,v) = Z Z 45 (u,v)Agj = Z Z Bf(u)B?(v)Pij,
i=0,2 j=0,2 i=0,2 j=0,2

avec P;; les points de controle de I'élément et BZ(u) les polynomes de Bernstein de degré 2.
Sous ce formalisme il est facile d’analyser le signe du jacobien, voir plus bas. Le seul point a
effectuer est le calcul des points de controle, en particulier le point central. La relation liant le
point de contréle d’une aréte aux nceuds de celle-ci est la suivante, par exemple pour 'aréte
image de v =0, on a :

o(u,0) = Z io(u,0)Aig = Z BE(U)BS(O)R‘O = Z B} (u) Py,

i=0,2 i=0,2 i=0,2

et u= % donne :
1 1 1 1 1 1
Ay = ZPOO + §P10 + szo = ZAOO + §P10 + ZAQOa

soit la relation classique :

et ainsi, on détermine les points de controle des arétes. Py, le dernier point inconnu, s’obtient
via Ag, alias A1y par la relation :

An = Z B (u) B} (v) Py ,

§=0,2
pour la valeur (u,v) = (%, %), relation dans laquelle seul P;; est inconnu, on trouve :

1 1
Py = —E(Poo + Pyg + Pay + Po2) + §(P10 + Po1 + Pia+ Po1) s (4)
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qui est identique & la relation liant A;; aux nceuds du bord. En effet, on écrit :

1 1 1
All:1—6(P00+...+P02)+§(P10+...+P01)+Zpllv (5)

soit,

1
Pi = 4411 — {(Poo+ ) = 5(Pio + ) (6)

1
2

et on remplace A1, par sa valeur, il vient :

1 1
Py1=—(Ag0+...) +2(A10+ ...) — Z(POO +..)— §(P10 +...),

puis on exprime les A;; en fonction des F;;, donc :

POO +P20 +2P10

Py ==—(Poo+...) +2( 1

+..)- i(POO +..) - %(Plo + ...,

d’ou le résultat.

Remarque 3. Il est remarquable que la relation de Serendipité s’applique entre les valeurs
de la fonction ¢, au nceud interne "manquant” et au point de controle "manquant" inventés
pour reconstruire I’élément complet équivalent a un élément courant d’un maillage donné, la
démonstration de cet état de fait, vue ici au degré 2, sera tentée plus tard pour des degrés

autres, elle est déja non évidente ici. Pour le degré deux, on pose Aj; = —i(Aoo +..)+
%(Alo +...), on trouve pour Pj1, par la Relation @, le méme lien. En sens inverse, si on pose
Py = —1(Pyo +...) + 2(Pig + ...) et que T'on évalue le point pour (u,v) = (3, 3), soit Ay,

on trouve (par la Relation ) Ay = —i(Aoo + ..+ %(Alo + ...), soit la méme relation.
Par contre, si on pose a priori Py = Zij Bi; Pij et si on cherche les coefficients 3;;, on

arrive a une curiosité. En effet, on écrit la Relation

1 1
P11 = 4A11 — Z(POO + ) — i(Plo + ),

comme ci-dessus et on remplace Aj; par A;; = Zij o A;; puis on exprime ces A;; en fonction

des P;;, il vient alors :
1 1
Boo = 4ago + a1 + o1 — 1 B10 = 20110 — 3
et des relations analogues pour les autres 5. On constate alors effectivement que Gpg = —i
et B9 = % en portant les valeurs des o mais on ne le voit pas formellement dans les deux

relations ci-dessus sauf a écrire, par exemple :

1
Boo = oo + 3o + @10 + Qo1 — 1

et & établir (et non pas simplement vérifier) que 3agg + a9 + Qo1 — i =0.

En pratique. A partir des A;; de I’élément, on calcule les P;; correspondants puis P;; par
la formule (|4)).

4 Construction du quadrilatére Serendip de degré 3

Comme ci-dessus, il s’agit de trouver les 12 fonctions ¢;; de @3, Pespace des polynomes
de degré 3 en chaque variable, ayant les quatre propriétés suivantes :

(Pr1)  qij(Aim) = 0ijim
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Zqij(u,v) =1
ij

(P.3) EV{qj;} -contient P* + v’v + w?
(Pr4) symeétrie compléte.

ou EV {g;;} est 'espace polynomial engendré par les fonctions g;;, P3 est I'espace des poly-
nomes de degré 3 en toutes les variables et A;; est le noeud 45 (de coordonnées (u,v) = (3, %))
du carré de référence. Les deux premiéres propriétés sont classiques, la troisiéme définit ce

qu’est un élément Serendip.

Pour simplifier les notations, on utilise la notation a deux indices ou la notation séquen-
tielle avec la correspondance montrée sur le schéma suivant :

03 13 23 33 4 10 9 3
02 12 22 32 11 8
01 11 21 31 12 7
00 10 20 30 1 5 6 2

Ainsi, par exemple, gop sera vu comme ¢ ou l'inverse.

4.1 Caractérisation de I’espace des polynémes via Taylor

On reprend la méme démarche et on considére un polynoéme ¢ afin de voir quelles proprié-
tés il doit vérifier pour étre dans un espace polynomial contenant P3. Pour ce faire, on part
d’un développement de Taylor de ¢ en les sommets et en les noeuds, développement exprimé
en s’appuyant sur les quatre nceuds centraux. Pour Ay; on introduit le vecteur o;; = A11 A
et les dérivées successives des ¢, vues de maniére abstraite comme des opérateurs linéaires,
bilinéaires, etc., et notées D'.(@), D?.(w, W), D®.(W, 7w, W )etc., ot Vopérateur D¥(., ., ...)
contient le coefﬁment L. Les vecteurs 1mphques ici pour Ajp, sont ceux du sous-motif du
treillis complet (schema c1—dessus) centré en A;; dont la forme est la suivante :

02 12 22
01 11 21
00 10 20

Alors, comme on cherche une solution dans P3, le développement s’arréte a la dérivée
troisiéme et s’écrit, en Agg, vis-a-vis de Aqq :

q(Aoo) = q(A11) + D'.(v68) + D? (%06, voo) + D>.(06, D06, Vog) -

On exprime de la méme fagon ¢ en Asg, Aoy et Ago, les sommets du sous-motif, puis on
somme, il vient :

q(Aoo) + a(A20) + a(Az22) + q(Ao2) = 4g(Anr) + D*.(T03) + D*.(75) + D' .(723) + D" .(73)

—

+D?.(006, To0) + D*.(v20, 726) + D*.(023, 23) + D*.(003, U3)
+D3(170T)>7170_(;7170_6) + D3.(’U2(],'U207U20) + D3 (@7@, 172—5) + D3(170—2>7r170—2>7170_2)) )

qui se réduit a :
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qui se réduit encore A (cette propriété étant vérifiée pour toutes les dérivées impaires, Lemme 2) :
q(Aoo) + q(Az0) + q(A22) + q(Ao2) = 4q(A1

)
+D2. (00, Too) + D?.(0a6, 930) + D*.(v33, 023 ) + D*.(To3, Uo3) -

De méme, on a (avec les mémes vecteurs!) :

q(A10) + q(Aso) + q(As2) + q(A12) = 4q(A2

~—

+D? (008, 068) + D?.(028, 28) + D*.(v23, 523) + D*.(v63, 003) »
q(Ao1) + q(A21) + q(A23) + q(Aoz) = 4q(A12)

+D? (056, Vog) + D?.(038, U38) + D>.(023, 23) + D*.(003, U3 ,
q(A11) + q(Az1) + q(Asz) + q(A13) = 4g(Az)

+D? (056, Vo) + D?.(v38, U38) + D*.(033, 123) + D*.(003, Uo3) -

Pour les arétes on a :

q(Alo) = q(All) + Dl(v—lo)) + D2(v—10)av—10)) + DB(U—H))7W7U—>O) )

=

et des expressions analogues pour Aoy, Ao et Agy. En sommant, il vient :

=N
s
5/
4
=
N
8

+

q(A12) + q(Aor) = 4q(Anr)
+D?.(v14,016) + D*.(v21, v21) + D*.(013,913) + D (o1, Toi)

3 (772 7 — e 3 (7> —
+D3.(T16, 016, 016) + D3.(Ta1, a1, U1 ) + D3 .(013, 713

<
iy
DN
~
+
<
—~
<
o
=
<
o
=
<
o
=
~—

qui se réduit encore & (cette propriété étant vérifiée pour toutes les dérivées impaires, Lemme 2) :
q(A10) +q(A21) + q(A12) + q(Ao1) = 4q(A11)

+D? (16, 16) + D?.(v21, 721) + D*.(v13, 013) + D*.(T01, Uot) ,

, . . - V064026
mais les vecteurs s’expriment en fonction des sommets, ainsi, 715 = 20720 et on peut
calculer, par exemple D2.(v15, U14), soit :
D2 — _1D2 — 1D2 — 1D2 _—
(v10,10) = 1 V06, Do) + 1 (26, U26) + 5 (V00 U20)

et des expressions analogues pour les autres termes. En sommant, on va trouver la méme
relation qu’au degré 2 (en particulier, le Lemme 1 s’applique pour les dérivées secondes) et
le résultat final sera le méme, & savoir :

4q(A11) + q(Aoo) + q(Az0) + q(Az2) + q(Ao2) — 2(q(A10) + q(A21) + q(A12) + q(Ao1)) =0

et aussi, pour les autres nocuds centraux, des expressions analogues exprimées sur le sous-
motif centré en le noeud examiné, soit :

4q(Az1) + q(A10) + q(As0) + q(Asz2) + q(A12) — 2(q(Az0) + q(Asz1) + q(A22) + (A1) =

4q(Ai2) + q(Ao1) + q(A21) + q(A23) + q(Aoz) — 2(q(A11) + q(A22) + q(A13) + q(Ao2))
4q(Az2) + q(A11) + q(As1) + q(Ass) + q(A13) — 2(q(A21) + q(As2) + q(A23) + q(A12))

)

0
0
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Ces 4 relations s’écrivent comme le systéme
4q(A11) — 2q(A21) — 2q(A12) + q(A22) = —q(Aoo) — ¢(A20) — q(Ao2) + 2q(A10) + 2¢(Ao1)

—2q(A11) +4q(A21) + q(A12) — 2q(A22) = —q(A10) — q(As0) — ¢(As2) + 2q(A20) + 2q(A3z1)
—2q(A11) + q(A21) +4q(A12) — 2q(A22) = —q(Ao1) — q(A23) — q(Aos) + 2¢(A13) + 2q(Ao2),

q(A11) —2q(A21) —2q(A12) +4q(Az) = —q(Asz1) —q(As3) —q(A13) +2q(Aszz) +2q(A23), (7)

qui sont les relations définissantes d’un quadrilatére de degré 3 Serendip et permettent d’en
déduire les fonctions de forme & partir de celles, notées avec 'exposant €, de I’élément complet.
Il suffit de résoudre le systéme issu des relations précédentes qui donnent le lien entre les
fonctions cherchées puis de poser la forme générique des fonctions de forme, soit :

g =af + Y algf,
l

ot [ est l'indice des fonctions complétes centrales (4 telles fonctions ici).

Le systéme s’écrit :

4 -2 -2 1 q(Ai1) —q(Aoo) — q(A20) — q(Ao2) + 2q(A10) + 2q(Ao1)
-2 4 1 =2 q(Az21) —q(A10) — q(Asz0) — q(Aszz) + 2q(Az0) + 2q(As1)
-2 1 4 =2 q(A12) —q(Ao1) — q(A23) — q(Aoz) + 2q(A13) + 2q(Ao2)

I -2 -2 4 q(A2z) —q(As1) — q(Asz) — q(A13) + 2¢(As2) + 2¢(Aszs3)

On en déduit que les 4 fonctions centrales sont définies par les relations qui suivent, on établit
la premiére via le systéme (par élimination de Gauss) et on en déduit les autres. On trouve :

q(Ag) = %(—Q(Aoo) —2q(As0) —4q(As3) —2q(Aos) +3q(A2) +6¢(As2) +6¢(A23) +3q(Ao2))

soit le schéma :

-2/9 . 2/3 -4/9
1/3 . (2.2) 2/3
-1/9 . 1/3 -2/9

Autrement dit, la relation de Serendipité, pour Ass, s’exprime par :

9q(A22) +q(Aoo) +2q(Asz0) +4q(Aszz) +2q(Aos) — 3q(Az0) — 6q(Az2) — 6q(A23) —3q(Ao2) = 0.
Et, par déduction, on a aussi les relations suivantes :

9g(A11) +4q(Ago) +2q(Asz0) +q(Asz) +2q(Aoz) — 6¢(A10) — 3q(As1) —3q(A13) —6¢(Ao1) =0,
9g(A21) +2q(Aogo) +4q(Asz0) +2q(Aszs) +q(Aos) —6¢(A20) — 6q(Asz1) —3q(A23) —3¢(Ao1) =0,

9q(A12) +2q(Aoo) +q(Aszo) +2q(Aszz) +4q(Aoz) — 3q(A10) — 3q(Aszz) —6q(A13) —6q(Ap2) = (0 ,)
8

’ Les relations de serendipité pour le quadrilatére de degré 3 a 12 nceuds ‘

en notant que ces quatre relations sont pour le degré 3 ce qu’est la Relation pour le
degré 2.
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L’espace de Serendipité. Les mondmes de cet espace sont représentés dans le schéma
suivant :

u uv (%

u-v uv

otl I'on retrouve ’espace P? enrichi par les monoémes u3v et uv®. Notons que P? est
trouvé par construction tandis que u3v et wv3 arrivent car ces deux fonctions vérifient les

Relations (8).

4.2 Les fonctions de forme a partir de ’espace trouvé via Taylor

A partir de ces relations on peut déduire les fonctions de forme en exhibant les coefficients
de la répartition. On repart de la forme des fonctions, a savoir :

!
G =qf+ > o,
1
que 'on note comme :

¢ = ¢ + oiqfy + Bigsy + YiqTe + 0ig5, -

Pour ¢ = 1, on remplace q par ¢; dans le systéme ci-dessus et il se réduit a :

96, +1=0,

9a1 +4 =0,

961 +2=0,

9 +2=0,
donc : 4 9 9 1
o 2—5,51 =—gm 2—5,51 =9

Pour ¢ = 5, on remplace ¢ par ¢; dans le systéme ci-dessus qui se réduit a :

9a5 —6 =0,
955 = Oa
95 —-3=0,
donc :
2 1
as = g,ﬂ5 =0,7 = 5755 =0.
On peut alors donner l’expression de ¢, alias qgo, et de g5, alias g9 qui, par symétries,

rotations et permutations, permettront de trouver facilement toutes les autres fonctions.
Pour ce faire, il faut d’abord donner la forme des fonctions complétes g, 459, 451, 451, 452 €t
¢55- On applique la formule générique qui, utilisant les fonctions :

~1 =n -1/ =n
mﬂf;o,z;&iﬂ —nu) et ¢;(v) = mnfzo,l;&j(l —nv),

Seerit s qf;(u,0) = 91()5(v) )

¢i(u) =
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Il vient :
dho=: i S(1-3u)(2 ~ 3u)(3 ~ 3u)(1 — 30)(2 ~ 30)(3 ~ 30)
= i(l —3u)(2 = 3u)(1 —u)(1 —3v)(2—3v)(1 —v),
¢y = %(—3@(2 — 3u)(3 — 3u)(1 — 30)(2 — 30)(3 — 3v)

= zu(Q —3u)(1 —u)(1—3v)(2—-3v)(1—v),

¢ = i(—3u)(2 ~ 3u)(3 — 3u)(—30)(2 — 30)(3 — 30)
= 2Lu2 — 30)(1 — upp(2 ~ B0)(1 —v),
65, = %(-3@(1 — 3u)(3 — 3u)(—30)(2 — 30)(3 — 30)
_ —%u(l —3u)(1 = w)o(2 = 30)(1 — ),
¢y = —%u(? 31— w)o(1 — 30)(1 — 1),
05y = 3(73@(1 — 3u)(3 — 3u)(—30)(1 — 30)(3 — 30)
81

= Zu(l —3u)(1 —uw)v(l —3v)(1—v).
On en déduit g1 = qoo et g5 = q10. En effet, comme

Qoo = qoo + 1971 + B1G51 + V1452 + 01050

q10 = qio + as5qiy + B5451 + 15452 + 05059
on a, avec les coefficients «aq, etc. :

, 4 2 2 1 1
qo0 :‘ISO_§(1§1 _§Q§1 _§Qf2_§q;2 = 1(1—3u)(2—3u)(1—u)(1—3v)(2—3v)(1—v)—

9u(2 — 3u)(1 — u)o(2 — 30)(1 —v) + Ju(l ~ Bu)(1 —u)o(2 —3)(1 —v) +
Su(2 — 3u)(1 w1~ 30)(1 —v) — Ju(l — 3u)(1 —u)u(1 ~ B0)(1 ~v)
= D01 - )1~ ) (55 (1~ 3u)(2 — Bu)(1 - B)(2 — 30) —
2u(2 — 3u)v(2 — 3v) + u(l — 3u)v(2 — 3v) +
w(2 = 3u)o(1 — 3v) — %u(l — 3u)u(1 — 30)

:g(l—u)(l—v)(g—u—v+u2+v2),

et on a, avec les coefficients as, etc. :

C 2 C 1 C 9
410:‘]10+§Q11+§Q12 = 1“(2_3@(1_“)(1_311)(2_3”)(1_”)"‘

%U(Q ~ 30 (1 — wu(2 — 30)(1— v) — %u@ ~3u)(1 — w1 — 30)(1 — )
= gu(l —u)(2 = 3u)(1 —v)((1 —3v)(2 —3v) + 6v(2 —3v) — 3v(l — 3v))
= gu(l —u)(2 —3u)(1 —v).

Par permutations, symétries, ..., on trouve les autres fonctions dont la liste est :
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1 qlzg(l—u)(l V)(2 —u—v+u?+0?)
2 qQZgu(l—v)(Q—u—v—&—u +v?)
3 quguv(%— v+ u? —l—v)

4 || qu= g(l—u)v(% u—v+u?+0?)
5 g5 = gu(l—u)(Q 3u)(l —v)

6 | g6 = gu(l —u)(3u—1)(1 —v)

7T | g7 = gv(l —v)(2 - 3v)u

8 || ¢s= gv(l —v)(3v—1)u

9 | g =35u(l—u)(Bu—1)v

10 || qio = %u(l u)(2 — 3u)v

11 || g1 = gv( v)(3v — 1)(1 — u)

12 || 12 = 50(1 —v)(2 = 3v)(1 — u)

’ Fonctions de forme du quadrilatére de degré 3 & 12 nceuds ‘

4.3 Construction directe des fonctions de forme dans les Bézier

On suit la méme méthode que pour le quadrilatére de degré 2. Par symétrie, il suffit
d’examiner les deux fonctions type qui correspondent aux indices 00 et 10. On pose a priori :

Bi(u,v) = By (u) Bg (v)+0a00 BY (u) BY (v)+ 800 B3 (w) BY (v)+700 Bt (u)

Bio(u,v) = B?(U)BS(U)‘FOHOB% (“)Bf(v)+51033(u)3§(U)+7103f(u)

B3 (v)+600 B3 (u) B3 (v)

B3 (v)+610B5 (u) B3 (v)

et des relations identiques pour les autres fonctions réduites (notées B;;). Par symétrie les

coefficients de répartition, les aqg, ...
qui correspondent aux schémas qui suivent (lire ai comme a;) :

a4 ab a6 a7 a7 ab ab a4 al a2 a3 a4 a4 a3
a3 a6 a6 a3 a2 [12] ab ab
a2 [11] ab ab [21] a2 a3 a6 a6

al a2 a3 a4 a4 a3 a2 al ad ab a6 a7 a7 ab

L’espace cherché doit contenir P2, u?v et uv®. On impose en premier u3v. On a :

o = w1 — v 4 v)? = Bi(u) {gB%w) + 2830 + Bs‘?’(v)} ,

= S BB + - BYwBY() + B Bi(0),

et, en B3 (u)B3(v), il vient :

1 2 1 0
——Q3] — —Qi3p — Q33 = ——a5 — —0g — A7 =
381~ 382 33 395~ 396 7 )

donc une premiére équation :
(El) as + 2a¢ + 3a7 = 0.

Les contributions aux indices 21,12 et 22 donnent les trois équations qui suivent :

(EQ) as + 2(13 + 3(14 = 0,
(ES) 3ay + 2a5 +ag =0,
(E4) 3a1 + 2as +a3 =0.
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L’existence de u?v impliquant celle de u®(1 — v) donne celle de u®. On impose maintenant
2
u“v. On a :

v =u*1-u+uwv(l—v+0v)®={u*1—u)+u’} {v(l —v)>+20°(1 —v)+°},

= {3880+ B30 {3580 + 38300 + B0 }

1 1 2 1
"9 3 3 3

expression dans laquelle on remplace les Bernstein en fonction des B’ en exprimant les coef-
ficients des fonctions centrales, soit :

B3 (u) B (v)+ Bg(u)Bi”(v)JrgBS’(u)BS(v)Jr B3 (u) B3 (v)+ B3 (u) B3 (v)+B3 (u) B3 (v)

1 2 1
en B (u)B3 (v) : —305 306~ 306 ~ a7,
. 1 1 2 1
en B3 (u) B3 (v) : g~ 3% ~ 39~ 305 —as,
1 2 1
en B3 (u)B3(v) : —306 ~ 305~ 303 — a4,
. 2 2 1
en B3 (u)B3(v) : —zaz — cas + = — cas —ar,

3 3 9 3
donc un jeu de quatre équations :

(E5) as+3ag+3a7 =0,
(FE6) 3ag + 6as+9a4 +3a5 =1,
(E7) a3+ 3a4+2a5+as=0,
(E8) 9ai + 9az + 3as = 2.

L’existence de u?v impliquant celle de u?(1 — v) donne celle de u%. A ce stade, on a u?, (1 —
u)3, u?, (1—u)? qui forment une base donc on a aussi 1, u, u?, u3. De plus comme u?v implique
(1 —u)?v = v — 2uv + u?v, uv tombe aussi.

Le systéme précédent est rappelé ici, soit :

(E]. (Z5+2(L6+3(L7:0,

)

E2) as+2a3+3a,=0,
3) 3as+2a5+as=0,
)

)

(
(
(E4
(
)

&

3a1 4+ 2a2 +a3 =0,
E5

(FE6) 3ag + 6az +9a4 +3a5 =1,
(E7) a3+ 3a4+2a5+as=0,
(E8) 9a; +9as + 3a3 = 2.

Ce systéme admet une solution qui est représentée sur le diagramme suivant :

a5+3a6+3a7:0,

ad a5 a6 a7 -2/9 1/3 0 -1/9
a3 a6 0 0

a2 [11] ab ) 2/3 [11] 1/3
al a2 a3 a4 -4/9 2/3 0 -2/9

Il reste & expliquer pourquoi on a 8 équations (et non 7) donc une redondance.

Pour obtenir I'expression des deux fonctions de base réduites type, on suit la méme
méthode que pour I’élément précédent par regroupement des Bernstein.
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4.4 Construction directe des fonctions via un systéme

On suit la méme méthode que pour le degré 2. On écrit la forme générique d’une fonction
et on instancie. Il y a 12 inconnues et donc un systéme 12 x 12 pour chacune des fonctions.

4.5 Validation d’un quadrilatére courant d’un maillage donné

La méthode est la méme, on considére un élément d’un maillage et on va reconstruire
un quadrilatére complet et 1’écrire sous sa forme de Bézier avant d’effectuer I’analyse de son
jacobien. La reconstruction consiste & définir les noeuds centraux puis les points de controle
des arétes et enfin les points de controle centraux.

Etant donné un élément quelconque d’un maillage, noté comme le carreau :

o(u,v) = Z q;(u,v)A;,

i=1,12

ou les A; désignent les noeuds de 1’élément observé, on cherche les conditions assurant sa
validité géométrique. On a :

o(u,v) = Y ailu,0)Ai= Y (g5 (u,v)Faigfy (u, 0) 48,05 (u, 0) 471455 (u, 0) 46565 (1, v)) Aq

i=1,12 i=1,12
= > ai(wv)Ai + iy (u,0)An + g5 (u,v) Ao + gfa(u,v) Az + g55(u,v) Az
i=1,12

en définissant

An = Z a;Aq,

i=1,12

A= > B,

i=1,12

A = Z Vi s

i=1.12
Agp = E 0;A;,
=112

autrement dit le carreau :

noté, au final :

o(u,v) = Z Z qi;(u, v) Az

i=0,3j=0,3
est un carreau complet pour les noeuds centraux ainsi construits.

L’analyse de la validité géométrique d’un carreau complet, cf. [9], se fait en regardant sa
forme de Bézier, en effet

o(u,v) = Y S gGw)A; = YT B w)Bi )Py,

i=0,3=0,3 i=0,3j=0,3

avec P;; les points de controle de 'élément et By (u) les polynomes de Bernstein de degré 3.
Sous ce formalisme il est facile d’analyser le signe du jacobien, voir plus bas. Le seul point
a effectuer est le calcul des points de controle, en particulier les points centraux. Il y a, a
priori, deux méthodes pour obtenir ces points.
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Meéthode 1. La relation liant les points de contréle d’une aréte aux noeuds de celle-ci est
la suivante, par exemple pour I'aréte image de v =0 :

—5Agg + 18419 — 9As0 + 2430
6

Py =

B 2A00 — 9A10 + 18A20 — 51430

Ceci permet de déterminer facilement les points de controle des arétes puis Py1, Pa1, Pio, Pao,
les derniers points inconnus, s’obtiennent via A1y, Asq1, A12, Asg, par les relations :

Py

A = Z Z B} (u)Bj(v)P;; pour (u,v) = (%,%),

i=0,3 j=0,3

Ao = Z Z B?(U)B?(’U)-Pij pour (u,v) = (; é)’

i=0,3 j=0,3

Agp = Z Z B?(U)B?(’U)Hj pour (u,v) = (%’ %)’

1=0,3 j=0,3
[ ( 5
A=Y Y Bl(w)B}(v)P; pour (u,v)= (§ 2y,
1=0,3 j=0,3

qui est un systéme 4 x 4 dont la solution donne les 4 points de contréle centraux.

Meéthode 2. Pour éviter de résoudre le systéme précédent, nous préférons utiliser la forme
en Bézier du carreau. On part de :

oluv) =Y Y g (wv)Ay = Y Y Bw)B}(v)P;, (10)

i=0,3=0,3 i=0,3j=0,3
et on cherche ce qui vient au regard de chaque paire Bf’(u)B?(v), en fait, il suffit de regarder
3 cas seulement, B§(u)Bi(v), B} (u)Bj(v), et B} (u)B;(v) et d’établir les contributions des
différents gf;(u,v) dans chacune de ces paires. Ceci revient a exprimer ces fonctions dans la

base de Bernstein.

Prenons ¢§y(u, v), on a :
g0 (u,v) = i(l —3u)(2 - 3u)(1 —u)(1 —3v)(2—-3v)(1 —v),

et un simple calcul’| montre que :

diot0) = 3 {28800 - 5530 + 3530 | 5 {28800 - B0+ SBE0) |
—{ Bt - §Btw + gm0} {0 - §B0 + 38w )

Avant de poursuivre, rappelons le résultat suivant :

50n écrit
1-3uw)2-3u)(l—-—u) = (1—-u—2u)(2—2u—u)(l—u)

en mettant en évidence u et (1 —u) et on développe.
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Lemme 4 (sur la symétrie des Bernstein). On a:
B} (1 —u) = B3_;(u),

et cette propriété est, en fait, vraie pour tout degré. O

Avec cette propriété, on déduit (on change, selon la fonction, u en 1 —u et v en 1 — v),
par exemple on a ¢5y(u, v) = ¢§o(1 — u,v) et ainsi :

o) = {B3(0) - £B3) + 382w } {B30) - 2880 + g8}

{
diat0) = { B(0) - S8t + 383} {B30) - 230 + g8t}
{

dat0) = {B3(0) - $B3() + 38t } {B200) - 300 + 3Bt}

3 6

Prenons ¢§,(u,v), on a (il suffit de regarder en v pour i = 1) :
. 9
q5o(u,v) = ZU(Q —3u)(1 —u)(1—30)(2—-3v)(1—v),
et un simple calcul montre que :

o= {38t - B} {2850 - JB + 3B}

_ {Bm) _ ;Bg(u)} {333(@ 2B + BS(v)} ,

on en déduit (on change, selon la fonction, w en 1 —w et ven 1 —v) :

dio = { B0 - 35200 | {3530 - JB00) + B0}
dis = {80 - S5 | {ami - Imio) + st}

_ {B _ 733 u)} {3B§(v) — 2B3(v) +Bi”(v)} ,

i1 = {3830 - 2880 + B | {B2) - 3530}

52 = {38300 - 38300 + B} { B30 - 150}

i1 = {35300 - 3520 + B } { Bt - 3330}

d52 = {38300~ 38200 + 83w } { B30 - 180}

Prenons gy (u,v), on a (il sufft de prendre en 1 ot en v ce que 'on a pour u et i — 1 dans

dio) 81
a7 = IUQ —3u)(1 —u)w(2 —3v)(1 —v),

et un simple calcul montre que :

i =5 {380 - 3w} {38t - gpt0) ] = § Bt - B} 2810) - BW)
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on en déduit (on change, selon la fonction, uen 1 —u et ven1l—v):
i = 5 {2B3(w) — Biw)} {2B}(v) - BY()}
o = § (2830 — Bw)} {2B30) - BY)}
52 = 5 {2B3() — Biw)} {2B3(0) - BY(w)}

Au final on a seulement eu besoin de décomposer 3 fonctions (les fonctions type) pour les
avoir toutes.

) C
En regroupant, pour Py, on ne trouve qu’un seul terme provenant de ¢, avec le facteur 1,
ouf! Pour Pig, on a les termes suivants :

—5Ag0 + 18A19 — 9450 + 2430

5 1 3
Po=—-A —A Aig— =4y =
10 g Aoo + 3430 +3A10 5420 5

qui est la valeur attendue. Tous les points de contrdle des arétes sont, en fait, facilement
calculables via les formules classiques.

Plus intéressant, en P;1, on trouve

25 5 1 5
P = —Apn — —A- —Ag3 — — Ap:
1= 50 00 18 30 + 9 33 13 03

1 ) ) 5 5
Aoz — S Az + Ase — §A01 + iAoz

5 5
—-A -A Az —
5 10+ 1 20 + A13 5 5 1

9 9 9
+9A411 — *A21 - 51412 + ZAzz,

et on remplace les A;; en fonction des F;; avec la relation, pour les arétes, ici la premiére :

8Fyo + 12P1g + 6 P29 + P3g A = Poo + 6P1g + 125 + 8P3

Ao = 27 : 27 :

et les relations définissant les A,; internes (en ¢, ...) données ci-dessus et que nous explicitons
maintenant, on a :

4 2 1 2 2 1 2 1
An = Z a;Arip = —=Ago — s Aso — 5 Ass — cAos + ;A0 + ;A3 + Ao + 5431,
e 9 9 9 9 3 3 3 3

et, par analogie :

2 4 2 1 2 1 1 2
Aol = —=—Agg — =A3g — =Asz3 — - A A A A A
21 g“loo = gdso — gdas — 03+3 2o+3 23+3 01+3 31,
2 1 2 4 1 2 2 1
A =—-A —A —A —A A A A A
12 g“loo = gdso — gdaz — 03+3 10+3 13+3 02+3 32,
1 2 4 2 1 2 1 2
Agy = —*Aoo 9A30 - 9A3 A03 + Azo + A23 + A02 + 3A32

Ces relations sont analogues aux Relations comme le prouve le lemme donné plus bas.

Auregard de Pyy = Ago, il vient les contributions cachées dans Agg, A19, A0, Ag1, Ap2 puis
Aq1, Aoy, A1, Asg, qui, elles-mémes contiennent également des termes en Agg, A19, A20, Ao1, Ag2,
ce qui donne :

26 58 51 58 51 14 _,+92§+9%§_92i_91§_91§_92 1,911,911
36 227 427 227 427 327 "327 2327 2327 2327 2327 4327 4327
25 58 51 58 51 1 8 8 1 38 38 _1 31 31

,,,,,,, 2 416— _t-_ =2 o4
T 36 227+427 227+427 4+627+627 327 227 227 327+427+427
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_2_ 58 51 58 51 , 1 ,8 1 .8 31
36 227 427 227 ' 427 4 21 21 a1 " 297
_ 75-80+5-80+5—216—-27+384-24-96+6 48 4
- 108 T 108 9°

Au regard de Pjg, il vient les contributions au travers de Ajg et Aoy directement ou via
les noeuds centraux. On trouve comme résultat la simple valeur :

2

3"
On vérifie alors qu’au regard de Pi3, on a le coefficient % et que pour la contribution de Py
on trouve 0, etc. Le schéma complet des contributions est donc le suivant :

-2/9 1/3 . -1/9
2/3 (1.1 . 1/3
-4/9 2/3 . -2/9

le méme que celui trouvé via le systéme issu de Taylor ou encore celui associé aux A;; ci-
dessus. Notons que cette relation (et leurs analogues) donnant les quatre points de controle
internes a, ici, une expression d’interprétation géométrique particuliérement simple :

Pij = a;jP + B;Pis + a;jPoj + B P3j — aijaj Poo — i3 Po3 — a8 Pso — i3 Psz, (11)

pour i = 1,2 et 7 = 1,2 et les coefficients suivants :
— a; est le poids de A;; (sur ’élément de référence) par rapport & A;o sur la "ligne" v = %,
— «  est le poids de A;; par rapport a Ap; sur la "ligne" v = %,
- Bi=1-aq
- Bi=1-q;

En pratique. A partir des A;j de I'élément, on calcule les P;; correspondants puis les
quatre P;; internes par la formule ci-dessus.

On revient sur les Relations (8) qui indiquent comment les valeurs centrales de la fonction
sont liées aux valeurs de cette méme fonction aux bords avec les deux lemmes qui suivent.

Lemme 5 (sur la relation pour inventer les nceuds internes). Pour A;q, on a la
relation :

9A11 +4Ag0 + 2430 + A3z + 2403 — 6A19 — 3A31 — 3413 — 6491 = 0,

et des relations similaires pour définir les autres noeuds internes. O

Preuve : Les Relations indiquent comment les valeurs centrales de la fonction sont liées
aux valeurs de cette méme fonction aux bords. Elles donnent aussi le moyen de construire les
neeuds internes de ’élément complet équivalent. En effet, on a, par définition :

M(u,v) = Zqij(u,v)Aij )
j

mais comme :

gij(u,0) = g (w,0) + D affgi(u,v),
klecentre

il vient :
M(u,v) = Z {qu(u,v) + Z af}q,ﬁl(u, v)} Aij,
i klEcentre
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posons, par exemple (u,v) = (%, %), alors :

M( ) Z{O+ Zamqkluv} ij *Zamqlluv ij 720[1114”,

ij kl=11

mais, pour ce couple, on a M(u,v) = Ay, donc :
1
1= g Q5 Aij
ij
ce qui confirme que l'on a (les A;; étant des instanciations sur I’élément de référence) :

9q(A11) +4q(Aoo) +2q(As0) +q(Aszz) +2q(Aoz) — 6q(A10) — 3q(Az1) — 3q(A13) — 6g(Ao1) =0,
et, de fagon similaire, que I'on a (les A;;, hormis A;q, étant les noeuds d’un élément courant) :
9A11 + 4A00 + 2A30 + A3z +2A03 — 6410 — 3A31 — 3413 — 6401 =0.
Ce qui est indépendant du degré et termine la preuve.

Dans la foulée, on va montrer que cette relation s’applique aussi sur les points de controle.

Lemme 6 (sur la relation pour inventer les points de contréle internes). Pour
Pi1, on a la relation :

9Py + 4Py + 2P30 + P33 +2Py3 — 6P1g — 3P31 —3P13 — 6Py =0,

et des relations similaires pour définir les autres points de controle. O

Preuve : On va poser la relation sur les F;; centraux et on va montrer qu’elle se retrouve
pour les A;; centraux. On regarde donc le cas de A;; en fixant les relations sur Piq, Por, Pio
et Py, soit :

9Py, = —4Py — 2P39 — P33 — 2Py3 + 6P1o + 3P13 + 6P + 3P3¢,

9Py1 = —2Pyg — 4P39 — 2P33 — Py3 + 6 P> + 3Py3 + 3Py + 6P31
9Py = —2Pyg — P3g — 2P33 — 4Py3 + 3P1o + 6 P13 + 6Py + 3P32,
9P22 = 7P00 - 2P30 — 4P33 - 2P03 + 3P20 + 6P23 + 3P02 + 6P32 .

Ensuite, on évalue Aj; soit le point du couple (u,v) = (%7 %) par la Relation l) 11 vient :

1
A = ——— {64P, 8P P 8F
= o o {64Pyo + 8P30 + P33 + 8F3

+ 96Pg + 12P51 + 12P13 4+ 96 Py1 4+ 48 Py + 6 P32 + 6 Po3 + 48 Pys
+ 144Py1 + 72P15 + 72P5; + 36P22} ,

puis on exprime les P;; en fonction des A;; via la relation
Pij = Aij
pour un point de contréle sommet et les relations

—5A00 + 18A10 — 9420 + 2430
6

2400 — 94 184459 — HA
Py = 00 10 +6 20 30 soit 6P = 2A00 - 9A10 + 18A20 - 5A30 R

pour les points de controle autres (ici pour aréte AgoAsg).

P10 = soit 6P10 = —5A00 + 18A10 — 9A20 + 2A30
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Au regard de Ay, il vient les coefficients liés & Pyg, Pio, Peo, Po1, Po2, ce qui donne (au
facteur 53z pres) les 17 termes suivants (1 pour Py, ..., Poz et 3 pour Pyy, ..., Pa) :

5) ) 2 5 2 ) 2 2
64—80—1—16—804—16—64—696— 696_16+ 648_ 624_16+ 648_ 624_4+612+612 = —324,

324 _ 4
9

soit le coefficient — 52752 = —3.

*

Au regard de Ajp, il vient les coefficients liés & Psg, Pio, Poo, P31, P32, ce qui donne (au
facteur 5z prés) :

8+32—10—40+2—32+32—%48—32—40—40—84—8-1—8—8—10+8=—162,

162 __

_162  _ _ 2
27x27 — 9"

soit le coefficient —
Et ainsi de suite pour les autres coeflicients.
Question. Est ce que cette analogie s’étend a tout degré ? Nous le supposons mais nous ne

savons pas le prouver en trouvant une démonstration plus abstraite pour établir que le degré
n’intervient pas. La seule méthode semble étre de répéter ce qui vient d’étre fait ici.

5 Construction du quadrilatére Serendip de degré 4

Il s’agit de trouver les fonctions ¢;; de Q*, lespace des polynémes de degré 4 en chaque
variable, ayant les quatre propriétés suivantes :

(Pr1)  qij(Aim) = 0ijim

(P,2) Zqij(u,v) =1

(P.3) EV{qj} -contient P*+ u*v + w*
(Py4) symeétrie compléte .

ol EV {¢;;} est l'espace polynomial engendré par les fonctions g;;, P* est U'espace des poly-
nomes de degré 4 en toutes les variables et A;; est le noeud ij (de coordonnées (u,v) = (£, %))
du carré de référence. Les deux premiéres propriétés sont classiques, la troisiéme définit ce
qu’est un élément Serendip.

Pour simplifier les notations, on utilise la notation & deux indices ou la notation séquen-
tielle avec la correspondance montrée sur le schéma suivant :

04 14 24 34 44 4 13 12 11 3
03 13 23 33 43 14 10
02 12 22 32 42 15 17 9
01 11 21 31 41 16 8
00 10 20 30 40 1 5 6 7 2

Ainsi, par exemple, qopo sera vu comme ¢; ou l'inverse. La présence de I'indice 17 dans ce
schéma sera justifiée plus tard.
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5.1 Caractérisation de ’espace des polynémes via Taylor

On va suivre la méme approche qu’aux degrés inférieurs en utilisant un développement
de Taylor sur les sous-motifs centrés en les nceuds centraux. En développant Agg et les autres
sommets par rapport a Aj; et pour son sous-motif, on va trouver, aprés sommation :

q(Ago) + q(A20) + q(A22) + q(Ao2) = 4q(A11)
+D?.(v56, Dog) + D (028, 028) + D*.(v23, v23) + D*.(03, U3)
—_— 4

4 (= = o 4 (= o o 4 (= —— v al TP dl Trvdl TPy 4
+ D" (990, D06, D00, Voo) + D" . (025, V20, U206, V20) + D .(V23, V23, V23, U23) + D" .(To3, Vo3, Uos, Uo3) -

On note cette relation comme :

> a(s) = 4q(A1) +ZD2 (02, 7) + Y D (3,72, 7%, 73)

s11

avec des notations évidentes, la premiére somme invoque les sommets du sous-motif centré
en All-

Pour les nceuds non-sommet, on va avoir, par rapport & A1 et pour son sous-motif, aprés
sommation :

q(Awo) + Q(A21) + q(A12) + q(Ao1) = 4q(An

~—

+D? (76, 916) + D*.(Va1, Ua1) + D*.(v13, 013) + D?.(To1, To1)
+D*.(v13, 916, V16, 910) + D* . (U2, V2t , Ui, V2t )+ D (013, 013, V13, U13) + D (Vo1 , Dot , Vi » Dot

que ’on note comme ci-dessus de la fagon suivante :

> qla) =4q(An) + Y D>.(,7) + > D*.(va, 12,02, 02

all

la premiére somme invoquant les nocuds des arétes du sous-motif centré en A;;. Comme on
a vu que (Lemme 1) :
1
§ : 2 —> —> _ 2 : 2 (> =
D a» a —5 D -<v57vs)7
S

il vient successivement (on multiplie par —2 la relation sur les arétes puis on somme), soit :

> als) = 49(An) +ZD2 (2, 7) + > DL(W, 7, 5,72

s11 s
“2a() = ~Sa(An) ~ 23S DI ) ~ 23 DL L L T).
all a

que l'on ajoute pour trouver la relation :
> () =2 qla) = —4q(An) + ZD“ (02,72, 05, 72) — 2> D.(W2, 70, U, T) »
sl1 all a
comme la dérivée quatriéme est constante, on a :
011 :Z —22 +4q All) (14)
s11 all
en notant C1y = Y, D*.(03, 02,02, 02) — 23, D*.(va, U2, Ua, Ua).

Pour les huit autres valeurs centrales, on va trouver des relations analogues correspondant
aux nceuds des sous-motifs impliqués. Le sous-motif précédent était :

02 12 22

01 11 21
00 10 20
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le suivant, pour Aoy est le suivant :

12 22 32
11 21 31
10 20 30
., le dernier, pour Ags est :
13 23 33
12 22 32
11 21 31

A chaque sous-motif correspond une relation comme ci-dessus, soit :

Cllzz *22 ) +4q(An),

s11 all
02122 —22 +4q A21)
s21 a2l

02222 —QZ )+ 4q(As2) ,

522 a22

ces 9 relations donnent 8 équations car on a :
Cin=0Cy =...=Ch,

il faut donc considérer la fonction centrale comme connue, indice 22 ou 17 en séquentiel. Ceci
fait, on trouve un systéme 8 x 8 & résoudre.

La premiére équation, C1; = Caq, est :
4q(A11) + q(Aoo) + q(Az0) + q(A22) + q(Ao2) — 2(q(A10) + q(A21) + q(A12) + q(Ao1)) =

4q(A21) + q(Aro) + q(Aso) + q(As2) + q(A12) — 2(q(A20) + q(Asz1) + q(A22) + q(A11)) ,

soit
6q(A11) — 6q(A21) +2q(Az1) — 3q(A12) + 3¢(A22) — q(A3z2) =

—q(Aoo) + 3¢(A10) — 3¢(Az0) + q(Aso) + 2¢(Ao1) — q(Ao2) -
La seconde équation, Co; = C3q, est :
4q(A21) + q(A10) + q(As0) + q(Asz2) + q(A12) — 2(q(A20) + q(Asz1) + q(Az2) + q(A11)) =

4q(As1) + q(A20) + q(Aso) + q(As2) + q(A22) — 2(q(Asz0) + q(Aa1) + q(As2) + q(A21)) ,

soit :
—2q(A11) + 6q(A21) — 6¢(As1) + q(A12) — 3q(Aaz) + 3¢(As2) =

—q(A1o) + 3q(A20) — 3q(Asz0) + q(Aao) — 2q(Aa1) + q(As2) .
La troisiéme équation, C3; = Cjss, est :
4q(As1) + q(A20) + q(As0) + q(As2) + q(A22) — 2(q(Asz0) + (A1) + q(Asz2) + q(A21)) =
4q(Asz) + q(A21) + q(As1) + q(Asz) + q(A23) — 2(q(Asz1) + q(As2) + q(As3) + q(A22)),

soit :
—3q(A21) + 6q(Az1) + 3q(Aa2) — 6q(Az2) — q(A2s) +2q(As3) =
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—q(A20) + 2q(Aso0) — q(As0) + 3q(Aa1) — 3q(As2) + q(Asz) .
La quatriéme équation, C3o = Cs3, est :
4q(Asz) 4+ q(A21) + q(Aa1) + q(Ass) + q(A23) — 2(q(Asz1) + q(As2) + q(As3) + ¢(Az)) =

4q(As3) + q(A22) + q(As2) + q(Asa) + q(A24) — 2(q(As2) + q(Asz) + q(Ass) + q(A23)) ,
soit :
q(A21) — 2q(Asz1) — 3q(A22) + 6q(Asz) + 3q(A23) — 6g(Asz) =

q(A24) — 2q(Ass) — q(As1) + 3q(As2) — 3q(Asz) + q(Ass) .
La cinquiéme équation, C33 = Cas, est :
4q(As3) + q(A22) + q(As2) + q(Asa) + q(A2s4) — 2(q(Asz2) + q(Asz) + q(Aszs) + q(A23)) =

4q(A23) + q(A12) + q(As2) + q(Ass) + q(A1s) — 2(q(A22) + q(As3) + q(A24) + q(A13)) ,
soit :
3q(Az2) — 3q(Aszz) — 6q(Aas) + 6q(Aszz) — q(A12) +2q(A13) =

—3q(A24) + 3q(Asa) + q(A14) — q(As2) + 2¢(Asz) — q(Aaa) .
La sixiéme équation, Cy3 = C13, est :
4q(Ass) + q(A12) + q(As2) + q(Asq) + q(A14) — 2(q(Az2) + ¢(Ass) + q(Aa4) + g(A13)) =

4q(Ai13) + q(Ao2) + q(A22) + q(A24) + q(Aos) — 2(q(A12) + q(A23) + q(A14) + q(Aos)) ,
soit :
3q(A12) — 3q(Aaz) — 6g(A13) + 6g(A2s) + q(As2) — 2¢(As3) =

—3q(A14) + 3q(A24) — q(Aszs) + q(Ao2) — 2q(Ao3) + q(Aos) -
La septiéme équation, C3 = Ca, est :
4q(Ais) + q(Ao2) + q(A22) + q(Azs) + q(Aoa) — 2(q(Ai2) + q(A2s) + ¢(Ar1a) + q(Ap3)) =

4q(A12) + q(Ao1) + q(A21) + q(A23) + q(Aoz) — 2(q(A11) + q(A22) + q(A13) + q(Ao2)) ,
soit :
—6q(A12) + 3q(As2) 4+ 6¢(A13) — 3q(Azs) — q(A21) + 2q(A11) =

—3¢(Ao2) — q(A24) — q(Aoa) + 2¢(A14) + 3¢(Ao3) + q(Ao1) -

La huitiéme et derniére équation, Co = Cos, est :
4q(A12) + q(Ao1) + q(Az21) + q(A23) + q(Aosz) — 2(q(A11) + q(A22) + q(A13) + q(An2)) =

4q(Az2) + q(A11) + q(As1) + q(Ass) + q(A13) — 2(q(A21) + q(As2) + q(A23) + q(A12)),

soit :
—3q(A11) +3q(A21) — q(As1) +6q(A12) — 69(A22) +2q(As2) — 3q(A13) +3q(A23) — q(As3) =
—q(Ao1) +2q¢(Ao2) — q(Aos) -
Le systéme a résoudre a comme inconnues le vecteur :

q(A11),q(A21),9(A31),q(As2),q(As3),q(A23),9(A13), ¢(A12) ,

avec la matrice :

6 -6 2 -1 0 0 0 -3

-2 6 -6 3 0 0 0 1

o -3 6 -6 2 -1 0 0

0 1 -2 6 -6 3 0 0

0 0 0o -3 6 -6 2 -1 ’

0 0 0 1 -2 6 -6 3

2 -1 0 0 0 -3 6 —6 Inria
-3 3 -1 2 -1 3 -3 6
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et pour le second membre, les données sont :
q(Aoo), q(A10),q(A20), q(A30), ¢(A10), ¢(Ao1), ¢(Aar),

Q(Aoz), Q(Azz)a CI(A42)7 Q(Aos), Q(A43)7 Q(A04), (I(A14)7 Q(A24)7 Q(A34)7 Q(A44)

et ses lignes sont :
—q(Aoo) + 3q(A10) — 3¢(A20) + q(Asz0) + 2q(Ao1) — ¢(Ao2) — 3¢(A22) .

—q(A10) + 3q(A20) — 3¢(As0) + q(As0) — 2¢(Aa1) + q(As2) + 3q(Asz2) .
—q(A20) + 2q(Asz0) — q(As0) + 3q(Aa1) — 3¢(As2) + q(Ass) — 3q(Asz2) .
q(A24) — 2q(Ass) — q(Aa1) + 3q(As2) — 3q(Aaz) + q(Aaa) + 3q(As2) .
—3q(A24) + 3q(Asz4) + q(A14) — q(As2) + 2q(Asz) — q(Aas) — 3q(As2).
—3q(A14) + 3¢(A24) — q(Asa) + q(Ao2) — 2¢(Aos) + q(Aos) + 3q(Az2) .
—3q(Aoz2) — q(A24) — q(Aos) +2q(A14) + 3q(Aoz) + q(Ao1) — 3q(As2).
—q(Ao1) +2q(Aoz2) — q(Aoz) + 6q(Az2) -
La solution (Maple) est, in extenso, la suivante :

q(All) = —27/64(](A00)+3/4Q(A10)+3/4Q(A01)—3/64Q(A40)+1/4Q(A41)+1/4q(A14)+5/64q(A44)—3/64q(A04)

—9/32q(Asp) — 9/32q(Ag2) + 9/16¢(A22) — 9/32q(As2) — 9/32q(Ass) .
q(A21) = —3/16q(A00)+3/8q(A20)+1/2q(Ao1)—3/8q(Ao2)+3/4q(A22)—3/16¢(A10)+1/2q(A41)—3/8¢(As2)
—1/8¢(A24) +1/16¢(A44) + 1/16¢(Apa) -
q(Az1) = —3/64q(Ago)—9/32q(A20)+3/4q(As30)+1/4q(A01)—9/32q(Ap2)+9/16q(Aa2)—27/64G(As0)+3/4q(A41)
—9/32q(A42) — 9/32q(Az4) + 1/4q(Aszs) — 3/64q(Asq) + 5/649(Apys) -
q(Asz2) = 1/16q(Ago)—3/8q(Az20)+1/2q(Asz0)—1/8q(Ao2)+3/4q(A22)—3/16q(As0)+3/8q(A42)—3/8q(Az24)
+1/2q(As4) — 3/16q(Asa) + 1/16¢(Aos) .
q(Ass) = 5/64q(Ao0)—9/32q(A20)+1/4q(A30)—9/32q(Ag2)+9/16q(A22) —3/64q(A0)—9/32q(As2)+3/4q(Ass)
—9/32q(Asq) + 3/4q(Az4) — 27/64q(Asq) + 1/4q(Ag3) — 3/64¢(Aps) -
q(Azs) = 1/16q(Ao0)—1/8q(A20)—3/8q(Ao2)+3/4q(A22)+1/16¢(As0)—3/8¢(As2)+1/2q(Ass)
+3/8q(As4) — 3/16¢g(A4q) + 1/2q(Ao3) — 3/16¢(Ao4) -
q(A13) = —3/64q(Apo)+1/4q(A10)—9/32q(A20)—9/32q(Ag2)+9/16g(As2)+5/64G(As0)—9/32¢(As2)
+1/4q(Asz) + 3/4q(A14) — 9/32q(A24) — 3/64q(Aaa) + 3/4q(Ags) — 27/64q(Aos) -
q(A12) = —3/16q(Ago)+1/2q(A10)—3/8q(A20)+3/8q(Ao2)+3/4q(A22)+1/16¢(As0) —1/8q(As2)+1/2¢(A14)
—3/8q(Aa4) + 1/16¢q(A4s) — 3/16¢(Ao4) . (15)

’ Les relations de serendipité pour le quadrilatére de degré 4 & 17 nceuds ‘

Soit, au facteur 64 pres :
q(A11) = —27q(Aoo)+48q(A10)+48q(Ao1)—3q(As0)+16q(As1)+16¢(A14)+5q(Asa)—3¢(Aoa)
—18q(A2()) — 18(](1402) + 36(](1422) — 18q(A42) — 18(](1424) N

ce qui correspond au schéma suivant :
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-3 16 -18 0 5
0 0
-18 36 -18
48 (1.1) 16
=27 48 -18 0 -3

On vérifie que la répartition pour Asy, Azs et Agsz est analogue & une rotation prés et on
trouve les répartitions suivantes :

5

et

-27

48

-18

-3

0 -18

36

0 -18

0 -18

36

0 -18

48  -18
(1.3)

36

16 -18

16 -3
0

-18

(3.1) 48
48  -27
48  -27
(3.3) 48
-18

0

16 -3
0 -3
16

-18

0

0 5

11 reste donc a regarder g(As1), pour couvrir tous les cas, on a :

Q(A21) =

soit le schéma, au facteur 16 prés :

12

—3q(Aoo) +6g(A20) +8q(Ap1) —6q(Ao2) +12q(A22) — 3q(Aao) +8q( A1) — 6q(As2)

—2q(A24) + 1q(Ass) + 1q(Aos) ,
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8 (2.1) 8
-3 0 6 0 -3

et les 3 derniers s’en déduisent par rotation, soit :

1 0 -6 8 -3
0 0
-2 12 (3.2) 6
0 0
1 0 -6 8 -3
puis
-3 0 6 0 -3
8 (2.3) 8
-6 12 -6
0 0
1 0 -2 0 1
et
-3 8 -6 0 1
0 0
6 (1.2) 12 -2
0 0
-3 8 -6 0 1

L’espace de Serendipté. Les monomes de cet espace sont représentés dans le schéma
suivant :

1
u v
u2 uv ’U2
u3 ’LLZU ’LL’U2 ’U3
U4 ’LL3U u2v2 ’U/U3 ’U4
u4v ’U/U4

otl I'on retrouve 'espace P* enrichi par les monoémes u*v et uv®. Notons que P?* est
trouvé par construction tandis que uv et uv? arrivent car ces deux fonctions vérifient les
Relations ([15]).

RR n° 8572



36 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

5.2 Les fonctions de forme a partir de ’espace trouvé via Taylor

Comme pour les cas précédents, on cherche les fonctions réduites sous la forme :
_ C l c
4 =q; + E o qr
l

que 'on note comme :

g = qf + o' qfy + ol q5y + ' qSy + afPqf, + a5, + P ¢fs + afPaSs + oS,

et il suffit de trouver les coefficients a ! pour avoir la solution.
Pour i = 1, on remplace g par g; dans le systéme ci-dessus et il donne les coefficients :
27 3 5 3
n_ 4l 31 _ 9 33 _ 9 3_ 9
CWTTe UM T e M Ter M T T
3. 12 45, 1 4 o 1 4, 3 12
T T e M T16 64 M T16 64 M 16 647

et, via des symétries, on a ces mémes coeflicients pour ¢ = 2, 3, 4.
Pour ¢ = 5, on trouve :

48 3
aé1—6421, aglzo, o5” =0, a5—6—4=4

8 1
32 23 2

a2t =0, a¥?=0, oF=0, aézl—Gzi,
et par des combinaisons de symétries et de rotations on a ces mémes coefficients pour i =
8,11, 14 et pour ¢ = 7,10, 13, 16.
Pour i = 6, on trouve :
18 9 9 9 9
11 __°__ 7 31 _ _ 7 33 _ _ 7 13 _
6 T T T3 M T T3y YT T3y %7 T

21 6 3 32 3 23 _ 2 _ 1 12 6 3

0 =—=<, Qg =—=, Qg =——"=—-, « ,
6716 8 °F g F 16 g ° 16 8
et par symétries et rotations on a ces mémes coefficients pour i = 9,12, 15.

Pour finir, le dernier, i = 17, soit :

36 9 9 9 9
11 a3l — 33 13
Q7 = 64 16 Q7 = =16 a17_T6’ 0417-%
12 3 3 3 3
21 _ 32 _ 23 _ 12 _
o — =, Qj7=-, Qjp=—, Q7= —.
17776 1 177 177 177
Avant de poursuivre, nous avons vérifié explicitement que ), all =1, ce qui est encou-
rageant puis que Zz > ik = = 8, ce qui est réconfortant.

On peut alors donner l’expression de g1, alias qgo, de g5, alias g1, de gg, alias gop, et de
q17, alias go2, qui, par symeétries, rotations et permutations, permettront de trouver facile-
ment toutes les autres fonctions. Pour ce faire, il faut d’abord donner la forme des fonctions
completes ¢y, ¢5o, g50 et les fonctions centrales, gf;, 5,451, ---» ¢55. On applique la formule
générique de la Relation @ et il vient :

1

a5 = YR 24(1 —4u)(2 — 4u)(3 — 4u)(4 — 4u) (1 — 4v)(2 — 4v)(3 — 4v) (4 — 4v)

= é(l —4u)(1 —2u)(3 — 4u)(1 —u)(1 —4v)(1 — 20)(3 — 4v)(1 — v),

G0 = 5y (~40)(2 — 4u)(3 — 4u)(4 — du)(1 — 40)(2 — 40)(3 ~ 4v)(4 — 40)
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— %Gu(l —2u)(3 — 4u)(1 — u)(1 — 4v)(1 — 20)(3 — 4v)(1 —v),

G0 = gy (—40) (1 — 4u)(3 — 4u)(4 — 4u)(1 — 40)(2 — 40)(3 — du)(4 — 40)

= —%u(l —4u)(3 —4u)(1 —u)(1 — 4v)(1 — 2v)(3 — 4v)(1 —v),

qi1 = %(—4&)(2 —4u)(3 — 4u) (4 — 4u)(—4v)(2 — 4v)(3 — 4v)(4 — 4v)

= Z22u(1— 20)(3 — 4u)(1 ~ wu(1 - 20)(3 ~ 40)(1 ~v)

g51 = %(—411)(1 —4u)(3 — 4u)(4 — 4u)(—4v)(2 — 4v)(3 — 4v)(4 — 4v)

- —%u(l —u)(3 — 4u)(1 — u)o(1 — 20)(3 — 40)(1 — v),

g5 = %(74@(1 —4u)(2 — 4u) (4 — 4u)(—4v)(2 — 4v)(3 — 4v)(4 — 4v)

- ?U(l —4u) (1 = 2u)(1 — u)v(1 — 2v)(3 — 4v)(1 - v),

qis = —%u(l —2u)(3 —4u)(1 —u)v(l — 4v)(3 — 4v)(1 —v),

Q59 = %(—411)(1 —4u)(3 — 4u) (4 — 4u)(—4v)(1 — 4v)(3 — 4v)(4 — 4v)
= 16u(l — 4u)(3 — 4u)(1 — u)v(l — 4v)(3 — 4v)(1 — v).

Q50 = —i(—llu)(l —4u)(2 — 4u)(4 — 4u)(—4v) (1 — 4v)(3 — 4v)(4 — 4v)

= —%u(l —4u)(1 —2u)(1 —u)v(l —4v)(3 —4v)(1 —v),

qis = %(74@(2 —4u)(3 — 4u)(4 — 4u)(—4v)(1 — 4v)(2 — 4v)(4 — 4v)

- ?U(l —2u)(3 — 4u)(1 — wv(l — 4v)(1 - 20)(1 - v),

s = — gy (~4u) (1 — u)(3 — 4u)(4 — 4u) (—40) (1 — 40)(2 — 40) (4 — 40)

_ —%u(l — 4u)(3 — 4u)(1 — wo(l — 4v)(1 — 20)(1 - v) ,

Q55 = %(—411)(1 —4u)(2 — 4u)(4 — 4u)(—4v) (1 — 40)(2 — 4v) (4 — 4v)
256

= ?u(l —4u)(1 —2u)(1 — u)v(l — 4v)(1 — 20)(1 — v).
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La premiére fonction de forme réduite. On a vu que :

C 1 C C C C C C C C
g1 =q + 674(_27(‘]11 —12q3; — 3q31 — 12475 + 4435 — 3q15 + 4q53 + 5453)

soit (avec un éditeur de texte) :
o = %(1 ) (1 — 20) (3 — ) (1 — w)(1 — 40)(1 — 20)(3 — 40)(1 — v)+
(—12u(1 — 2u)(3 — 4u)(1 — w)v(l — 20)(3 — 40)(1 — v))+
(du(l — 4u)(3 — 4u)(1 — wyo(1 — 20)(3 — dv)(1 — v))+
(—%u(l — ) (1 = 2u)(1 — wo(1 — 20)(3 — 40)(1 — )+
(4u(l — 20)(3 — 4u)(1 — wyo(1 — 40)(3 — 4v)(1 — v))+

(—%u(l — )1 — 20) (1 — w)o(1 — 40)(3 — 4v)(1 — v))+
(f%u(l —2u)(3 —4u)(1 —u)v(l — 4v)(1 —20)(1 —v))+

(—%u(l —4u)(3 —4u)(1 —u)v(l —4v)(1 —2v)(1 —v))+

(%u(l — 4u)(1 = 20)(1 — u)o(1 — 4v)(1 — 20)(1 — v)),

et (1 —u)(1 —v) se factorise et reste a considérer :
éa ) (1 — 2u)(3 — du) (1 — 40)(1 — 20)(3 — 40)+
(—12u(1 — 2u)(3 — 4u)v(1 — 2v)(3 — 4v)) + (du(1l — 4u)(3 — du)v(1 — 2v)(3 — 4v))+

(—gu(l —4u)(1 — 2u)v(1 — 2v)(3 — 4v)) + (4du(l — 2u)(3 — du)v(1 — 4v)(3 — 4v))+

(—gu(l a1 — 2u)o(1 — 40)(3 — 4v)) + (—%u(l — 2u)(3 — du)o(1 — 4v)(1 — 20))+

(—%u(l ) (3 — du)o(1 — 4v)(1 — 20)) + (%u(l —aw)(1 — 2u)p(1 — 4v)(1 — 20)),

qui se développe en (Maple) :

22 22 32 32
1— U~ §U+16u2+4uv—|—16112— gug - §U37

et la fonction de forme a pour expression :

1 ,
q1 = qoo = 5(1 —u)(1 —v)(3 — 22u — 22v + 48u? 4 12uv + 48v? — 32u> — 320°) ,

et on a bien ¢1(A;) = d1;. il est alors facile de trouver go,qs et g4, voir la liste exhaustive
ci-dessous.
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La cinquiéme fonction de forme réduite. On a vu que :

5 = a5 + 3 (3af + 245 + a5a)

o 5 = a1~ 2u)(3 ~ 4u) (1~ w)(1 — 0)(1 ~ 20)(3  40)(1 — )+
%(3?1;(1 —2u) (3 — du) (1 — w)u(1 — 20)(3 — 4v)(1 — v))+
i(—Q%u(l — 2u)(3 — du)(1 — w)o(1 — 4v)(3 — 4v)(1 — v))+

i(?u(l — 2u)(3 — 4u)(1 — wu(1 — 4v)(1 — 20)(1 — ),

et comme u(1 — u)(1 — 2u)(3 — 4u)(1 — v) se factorise, il reste a considérer :
16

qui se développe en simplement % , et la fonction de forme a pour expression :
16
45 = quo0 = Eu(l —u)(1 —2u)(3 —4u)(1 —v).
On trouve alors la fonction g7 par symétrie :
16
g7 = q30 = —u(l —u)(1 — 2u)(1 — 4u)(1 —v),

3
et 6 autres par symétrie ou rotation, voir la liste.

La sixiéme fonction de forme réduite. On a vu que :

6 = 0§ + 5 (~9a5s + 1245, — 965, — 1245 — 12055 — 9455 — 445, — 945
soit :
g6 = —gu(l —4u)(3 —4u)(1 —u)(1 —4v)(1 — 2v)(3 — 4v)(1 — v)—
Su(l —2u)(3 —4u)(1 —w)v(l —20)(3 — 4v)(1 —v)—
8u(l —4u)(3 — 4u)(1 — w)v(l —20)(3 — 4v)(1 — v)—
8u(l —4u)(1 — 2u)(1 —w)v(1 — 20)(3 — 4v)(1 —v)+
8u(l —2u)(3 —4u)(1 —w)v(l — 4v)(3 — 4v)(1 —v)+
Su(l —4u)(1 — 2u)(1 —w)v(l — 4v)(3 — 4v)(1 —v)—
8u(l —2u)(3 —4u)(1 —u)v(1 — 4v)(1 — 2v)(1 —v)+
%u(l —4u)(3 —4u)(1 —w)v(l —4v)(1 —20)(1 —v)—
8u(l —4u)(1 —2u)(1 —w)v(l — 4v)(1 — 2v)(1 —v),

et comme u(1 — u)(1 — v) se factorise, il reste a consideérer :
4
g(l —4u)(3 —4u)(1 — 4v)(1 — 20)(3 — 4v)—

( (

8(1 — 2u)(3 — 4u)v(l — 2v)(3 — 4v) — 8(1 — 4u)(3 — du)v(1 — 2v)(3 — 4v)—

8(1 —4u)(1 — 2u)v(l — 2v)(3 — 4v) + 8(1 — 2u)(3 — du)v(1 — 4v)(3 — 4v)+

8(1 — 4u)(1 — 2u)v(l — 4v)(3 — 4v) — 8(1 — 2u)(3 — du)v(1 — 4v)(1 — 2v)+
) ) ) )

2(17411 (3 —4u)v(1 — 4v)(1 — 2v) — 8(1 — 4u)(1 — 2u)v(1 — 4v)(1 — 2v),

qui se simplifie en —12 — 8v + 64u — 64u?, et la fonction de forme a pour expression :

g6 = q20 = 4u(1 — u)(1 — v) (=3 + 16u — 2v — 16u?).

On trouve alors 3 autres fonctions par symétrie ou rotation, voir la liste.
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La derniére fonction de forme réduite. On a vu que :

Q17 = g5 + 9911 + 1245, +9q5, + 12475 + 12¢5, + 9q75 + 12¢55 + 9(133)

6(
soit :
q17 = 16u(1 — 4u)(3 — 4u)(1 — w)v(1 — 4v)(3 — 4v)(1 — v)+

16u(1 — 4u)(1 — 2u)(1 — u)v(l — 4v)(1 — 2v)(1 — v),
et 16u(1 — u)v(1 — v) se factorise, donc il reste a considérer :
(1 —4u)(3 —4u)(1 —4v)(3 —4v) + (1 — 2u)(3 — 4u)(1 — 2v)(3 — 4v)—
(1 —4u)(3 — 4u)(1 — 2v)(3 — 4v)
(1 —2u)(3 —4u)(1 —4v)(3 — 4v) —
(1 —2u)(3 —4u)(1 —4v)(1 —2v) —
(1 —4u)(1 — 2u)(1 — 4v)(
qui se simplifie tout simplement (!) en 1, et la fonction de forme a pour simple expression :

q17 = 16u(1 — u)v(l —v).

Ces quatre exemples de fonctions de base permettent d’établir, par symétries et rotations,
la liste compléte donnée ci-dessous :

1 =11 —w)(1 —v)(3 — 22u — 22v + 48u? + 12uv + 48v% — 32u3 — 3209)
2 q2 _ 1 u(l —v) (=3 4 22u — 10v — 48u? — 12uv + 48v% + 32u3 — 320v3)
3 | g35= i v(3 4+ 10u + 10v — 48u? + 12uv — 48v? + 32u3 + 320v3)

4 | qa= i(1 —u)v(—3 — 10u + 220 + 48u? — 12uv — 48v% — 32u3 + 320v3)
5 || 5= %6 u(l —u)(1 — 2u)(3 — 4u)(1 — v)

6 | g6 = 4u(1—u)(l—v)(—3—|—16u—2v—16u2)

7 | g7 = 2wl —u)(1 = 2u)(1 —4u)(1 —v)

8 | gs = Fuv(l—v)(1—2v)(3 —4v)

9 | go=4v(l —v)u(=3+ 16v — 2u — 16v?)

10 || qi0 = 1—361;11(1 —v)(1 —2v)(1 — 4v)

11 || @11 = Fu(l —u)(1 — 2u)(1 — 4u)v

12 || 12 = 4u(1 —u)v(—3 + 16u — 2v — 16u?)

13 || q13 = 3 u(l —u)(1 —2u)(3 — 4u)v

14 | qua = 21 —wv(l —v)(1 —20)(1 — 4v)

15 q15=4v 1—v)(1 —u)(=3+16v — 2u — 16v?)

16 || g6 = F (1 —u)v(l —v)(1 —20)(3 — 4v)

17 || q17 = 16u(l — w)v(l —v)

’ Fonctions de forme du quadrilatére de degré 4 a 17 nceuds ‘
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5.3 Construction directe des fonctions de forme dans les Bézier

Par symeétrie, il suffira d’examiner les quatre fonctions type qui correspondent aux indices
00, 10,20 et 22. On pose a priori :

B;(u,v) = B} (u) B} (v) + ) _ aff Bi(u) B (v),
ki

ot Bj; désigne une fonction réduite et les kl sont les indices des fonctions "centrales".

Par symétrie les coefficients de répartition, les af}, prennent leurs valeurs dans deux

ensembles (indépendants) de 10 paramétres qui correspondent aux schémas qui suivent (lire
ai comme a; et bi comme b;) :

ab a6 a7 a8 a9 b7 b8 b9 b8 b7
a4 a8 b6 b6
a3 alo0 a7 b5 b10 b5
a2 [11] a6 b4 [21] b4
al a2 a3 a4 ab bl b2 b3 b2 bl

Les a; indiquent (avec les symétries voulues) la répartition pour les contributions en 11,31, 13
et 33, les b; donnent (idem) la répartition pour les contributions en 21,23,12 et 32,

Détermination des coefficients a;. Les premiéres relations sur les a; sont obtenues en

imposant u*v. Comme on a :

u'v = utv(1 — v+ )3 = Bi(u) {leBil(v) + %Bé(v) + ng(v) + Bff(v)}

= {Bl@)BL) + 3 BHW)BL) + 2 BiwBi) + BiwBi(),

il vient quatre relations, dont la premére est :

L6+ 2ar + Sas +ag = 0
4&6 2a7 4@8 ag =

dont on déduit les quatre équations :
(E1) ag+ 2a7+ 3ag +4ag =0,
(E2) ag+2a3+ 3ag +4a5 =0,
(E3) 4as +3as +2a7 +as =0,
(F4) 4aj +3ag +2a3 +aq4 =0.

L’existence de u*v implique successivement celles de u*(1 —v),u* et (1 —u)*. Pour continuer
a trouver des relations entre les parameétres, on impose u3v. On a :

uw?v = v (1—utu)v(1—v+v)® = {v*(1 —u) + u'} {v(1 = v)® + 30*(1 — v)* + 30*(1 — v) + v*}

_ {iBg(m + ij(u)} {iBﬁv) + 2 BiW) + S Biw) + Bff(v)}

_1
~ 16

1
8

Biw)BI(o) + £ B BY(w) + 1 B Bi() + 1 B Bi()
+ 1B BLW) + S BiwBL(w) + S BYw)BIw) + Biw)Bi(v),
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d’oul on va déduire quatre relations.

1 1 1 3
en Bi(u)Bi(v) : ——ag —

4 106 - 507 - 108 ag ,
1 1 1 1
en Bj(u)Bi(v) : T6 ~ 7%~ 792 593~ Za4 —as,
1 1 1 3
en Bj(u)B3(v) : —7%4 = 708 — 507~ 746 — s,
1 1 1
en Bj(u)B3(v) : _3 —ay— —a4— —az — —as — ay ,

soit quatre équations :
(EE)) ag + 2a7 + 4ag + 4ag =0,

(E6) 4dag + 8as + 12a4 + 16as + 4ag = 1,
(E7) a4+ 4as + 3ag +2a7 +ag =0,
(E8) 16ay + 16as + 8as +4as = 3.
L’existence de u3v implique successivement celles de u®(1 —v),u? et (1 —w)3. Pour continuer

a trouver des relations, on impose u%v? dans l’espace. Comme on a :

u?v? = u?(1—utu)?v?(1—v+0)? = (W (1—u)? +u* +2u® (1—u)) (v* (1 —v)? +o* +20* (1 -0))

_ {éBg(u) B w) + ;B{fj(u)} {éBé(v) + Bi(v) + 2iB:if(v)}

1

= B BAW) + 5 BYw)BY) + 55 BiW)BY() + 5 B BI) + B Bi()

6 12 6

45 BAW)BLw) + 15 BIW)BI) + 5 Biw)Bi(w) + | BiwBi(),

ce qui donne quatre autres relations :

1 1 1 1 1
%a10+6a7+6a7+a9+§a8+§a8=0,
1 1 1 1 1
%a10+6a3+6a7+a5+§a6+§a4=0,
1 1 1 1 1

3g00 T gar+ cas+as + jas+ as =0,
1

+ta3+ =03+ ar+ mas+ o .
—a —a3+ ~az3+a + sazx+ -ax = —
36 10 6 3 6 3 1 2 2 2 2 4 )

soit les trois (deux lignes sont redondantes) équations :
(Eg) 12a7 + 36ag + 36ag + a19 = 0,

(ElO) 6&3 + 18(14 + 36@5 + 18&6 + 6(17 +ayp = 0,
(Ell) 36a1 + 36as + 12a3 + a9 = 9.

L’existence de u?v? implique successivement celles de u?(1 — v)?2, (1 — u)?v?, (1 — u)?(1 —v)?

donc il manque un élément dans la base, logiquement on devrait imposer u?v mais comme
c’est plus simple on impose la relation :

a1 +2 Z a; +ag+ag=1.
i=2,8

Par suite, on a 10 paramétres et les 12 équations :

(El) ag + 2a7 + 3ag + 4ag =0,
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(E2) as+2a3+ 3aq +4a5 =0,
(E3) 4as +3as +2a7 +as =0,
(F4) 4a; +3az+2a3+aq4 =0,
(E5) ag+ 2a7 + 4ag +4ag =0,

(E6) 4das + 8az + 12a4 + 16a5 + 4ag = 1,
(E7) a4+ 4as + 3ag + 2a7 +ag =0,
(E8) 16ay + 16as + 8az + 4aq = 3,
(E9) 12a7 + 36ag + 36ag + a19 =0,

(E10) 6as + 18ay4 + 36as + 18ag + 6ay + a0 =0,
(F11) 36aq + 36az + 12a5 + a0 =9,
(E12) al—i—ZZai—i—ag—l—am:l.

i=2,8

Ce systéme admet une solution (Maple) qui est représentée sur le diagramme suivant (au
facteur g; prés) :

ab a6 a7 a8 a9 -3 16 -18 0 5
a4 a8 0 0
a3 alo a7 = -18 36 -18
a2 [11] a6 48 [11] 16
al a2 a3 a4 ab -27 48 -18 O -3

et le mystére s’épaissit, on retrouve les mémes coeflicients que pour les A;;.

Détermination des coefficients b;. Pour poursuivre, on va calculer la valeur des para-
meétres b;. Imposer u*v donnent les 4 équations :

(El) by + 2b5 4+ 3bg + 4b7; =0,
(E2) 4by +3by + 2bs + b =0,
(ES) 2b7 + 2bs +bg =0,
(F4) 2by +2by +b3=0.

Imposer u3v revient & considérer & nouveau l’expression
1 1 3 1
5 BAWBL(0) + S BW)BL(0) + 1 Bi(w)Bi(v) + { Bi(u) Bi(v)

+ 1BHBI) + 5B BAW) + S BYw)BY() + Biw)BLw)

ce qui donnent les 4 relations aux indices 21,23,12 et 32 :

1 1 1 3
“bg+ —bg+ =bs + —bg +b; =0
48+44+25+46+7 )

1.1, 1, 3
Jb2t Jbe + b5 + Thid b =0,

1

1 1 3
b, -b —b -b by =
46+48+29+48+7 0,

1 1 1 3 1
Zb4+1b2+§b3+1b2+b1—§7
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donc les 4 équations :
(E5) bg + by + 2bs + 3bg + 4b7 =0,

(EG) ba + bg + 2b5 + 3bg + 461 =0,
(E7) b + bs + 2bg + 3bg + 4b7 =0,
(ES)  2by + 2by + 4by + Gby + 8by = 1.

2

Imposer u2v? revient a considérer & nouveau l’expression

S PAWBA(0) + SBIBI) + 15 B BAW) + £ BAWBL) + Bi(wBi()

1 1 1 1
+5 Bi(w)Bi(0) + 5 B BL(v) + 5 B B(0) + 1 Bi(w) Bi(v),
ce qui donne quatre autres relations aux indices 21,23,12 et 32 :

1 1 1 1 1
—b —bs + =bg + by + =bg + =bg =0
3610+65+69+ 7+28+26 )

1 1 1 1 1 1
%b10+6b5+6b3+b1+§b2+§b4_E7
1 1 1 1 1

—b —b -b b —b —bg =
3610+69+65+ 7+26+28 0,
1 1 1 1 1 1
—b =b =b b —b —by = —
3610+63+65+ 1+24+22 2’

donc les 2 équations :
(E9) by + 6bs + 6bg + 36b7 + 18bg + 18bg = 0,

(E10)  byg + 6bs + 6bs + 36by + 18by + 18b, = 3.

Comme ci-dessus, il faut rajouter la relation
2b1 + 2bo + by + 2by + 2bs + 2bg + 2b7 + 2bg + bg + b1g = 1.
On a donc le systéme suivant (11 équations pour 10 inconnues) :
(E1) by + 2bs + 3bg +4b7 =0,

(E2) 4by + 3by +2b5 + b =0,
(E3) 2b; +2bg+bg =0,
(E4) 2by +2by +b3 =0,
(E5) bg+ by +2b5 + 3bg +4b7 =0,
(E6) by + bg + 2b5 + 3by +4b; =0,
(ET) bg+ bs +2bg + 3bs +4b7 =0,
(E'8) 2by + 2by + 4bs + 6by +8by =1,
(E9)  byo + 6bs + 6bg + 36b7 + 18bg 4 18bs = 0,
(E10)  big + 6bs + 6b3 + 36b1 + 18by + 18by = 3,
(E11)  2by + 2bg + b3 + 2by + 2b5 + 2bg + 2b7 + 2bg +bg + b1g = 1.
Ce systéme admet une solution (Maple) qui est représentée sur le diagramme suivant (au

facteur - pres) :
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b7 b8 b9 b8 b7 1 0 -2 0 1
b6 b6 0 0
b5 b10 b5 = -6 12 -6
b4 [21] b4 8 (2.1) 8
bl b2 b3 b2 bl -3 0 6 0 -3

ce qui est troublant car ce sont exactement les valeurs trouvées par la méthode classique (par
Taylor) mais pour les A;;.

Pour obtenir I'expression des quatre fonctions de base réduites type, on suit la méme
méthode que pour I’élément précédent par regroupement des Bernstein.

5.4 Construction directe des fonctions via un systéme

On suit la méme méthode que pour le degré 2. On écrit la forme générique d’une fonction
et on instancie. Il y a 17 inconnues et donc un systéme 17 x 17 pour chacune des fonctions.

5.5 Validation d’un quadrilatére courant d’un maillage donné

On reprend la méthode utilisée pour les éléments précédents, a savoir on considére un
élément d’un maillage et on va reconstruire un quadrilatére complet et ’écrire sous sa forme
de Bézier avant d’effectuer I'analyse de son jacobien. La reconstruction consiste & définir les
neeuds centraux puis les points de controle des arétes et enfin les points de controéle centraux.

Etant donné un élément quelconque d’un maillage, noté comme le carreau :
o(u,v) = Z qi(u,v)A4;,
i=1,17

ou les A; désignent les nceuds de I'élément observé, on cherche les conditions assurant sa
validité géométrique. On a :

o(u,v) = Z qi(u,v)A; = Z {qic(u,v) + Zaiqlc(u,v)} A;,
1

i=1,17 i=1,17

en définissant

11
An = E a; A,
=117

et des expressions analogues pour les autres nceuds manquants, le carreau :
— i C
o(u,v) = g qi(u,v)A; = E ¢5 (U, 0) As |
i=1,17 "7 =1,25

que 'on note, au final :

o(u,v) = Z Z qi;(u, v) Ay

est un carreau complet pour les noeuds centraux ainsi construits.

L’analyse de la validité géométrique d’un carreau complet, cf. [9], se fait en regardant sa
forme de Bézier, en effet

o(u,v) = Z Z a5 (u,v)Aij = Z Z Bf(u)B;l(v)Pij,
i=0,4 j=0,4 i=0,4 j=0,4
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avec P;; les points de controle de I'élément et By (u) les polynomes de Bernstein de degré 4.
Sous ce formalisme il est facile d’analyser le signe du jacobien, voir plus bas. Le seul point
a effectuer est le calcul des points de contréle, en particulier les points centraux. Il y a, a
priori, deux méthodes pour obtenir ces points.

Selon les cas précédents, on pourrait penser que la relation liant les F;; internes manquants
est la méme que celle liant les A;; que 'on a construit, ainsi, par exemple :

11
P = g a; Py,
=117

mais nous ne savons pas le prouver et, cf. [I0], ceci est faux dans le cas du triangle de degré 4,
donc on devra résoudre le systéme 8 x 8 correspondant.

Par contre, les points de controle des arétes sont trouvés simplement en inversant la
relation liant les noeuds & ces mémes points. En effet, aréte AggAaso, on a les trois relations :

81 Agg + 108Pyg + 54 Py + 12P30 + Ayo

Ao 256
A Ao + 4Py + 6P + 4P30 + Ay
20 = 16
Ao + 12P1g + 54Pog + 108 P3¢ + 81 A4
Agp = )
256
ce qui donne :
—13Ap0 + 48410 — 3645y + 16A39 — 3440
Py = 1
131400 — 64A10 + 1201420 — 64A30 + 131440
Py = 13
P —31400 + 16A10 - 36A20 + 48A30 — 131440
30 = ’
12

et des relations analogues pour les autres arétes.

6 Quadrilatére Serendip de degré supérieur ?

Utilisation d’un développement de Taylor. On prend le degré 5 et on suit la méme mé-
thode en utilisant les sous-motifs du treillis centrés en les noeuds internes, comme, Lemme 2,
la somme des dérivées impaires est nulle (ici la cinquiéme en particulier), le développement
est identique & celui du degré 4, a savoir les deux relations et (13)), soit, vis-a-vis de Ay :

q(Aoo) + q(A20) + q(Az2) + q(Aoz) = 4q(A11)

+D?.(v5, Too) + D?.(v26, v26) + D?.(023, 723) + D*. (o3, To3)
4

4 (= 7 o 4 (o= = o 4 (=— ~— P
+D*.(T06, oo, V0o, oo ) + D . (024, 020, V20, V20) + D (023, U23, D" (03,

+

|
|
&

<
S
]

!
3l

<

]
<

2 22) 02, V02,

)

et
q(A10) + q(A21) + q(A12) + q(Ao1) = 4q(A11)
+D2 (015, v10) + D?.(21, Ua1) + D*.(v13, v13) + D*.(¥o1, Uo1)
+D* (16, 516, 916, U16) + D*.(T21, T2t , U2t , U2 ) + DA (013, 013, 013, 013) + D (T, Tot , Dot , Vot )

et des relations analogues pour les autres nceuds internes.

Au degré 4, les dérivées quatriémes sont des constantes et, par suite, on avait trouvé le
systéme liant les polynémes cherchés. Ici, ces dérivées ne sont pas constantes et trouver un lien
entre les fonctions pour que I'on puisse, entre les deux relations précédentes, se débarrasser
a la fois des dérivées secondes et quatriémes est hautement improbable, il faudrait que la
relation liant les dérivées secondes (Lemme 1) soit vraie pour les dérivées quatriémes.
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Regardons alors le terme :
4 (— — — —
D*.(v16, 916, 910, 910) »

To0+U30
sachant que o1 = —203=20 Tl vient la somme

1
4 (== —— > > 4 (5= = > > 4
6 {D*.(v03, Vo6, D06, Vag) + 4D (Vo6 Vo6, Vad, V20) + 6D*.(008, Vod, V20, V20)

+4D4(U_00>3m7v—20>7(u_20)) D4.(’U_20),’U20,'l?0>,’0—20>)} 9

et, par exemple, le terme croisé D*.(¥og, Dog, V20, U2G) est impossible & exprimer comme une

combinaison de D*.(%od, Uod, Tod, Tog) avec D*.(0ag, U2, U2, U20)-

Par ailleurs, on trouve dans la littérature des éléments Serendip a tout ordre mais, dés le
degré 5, ils ne sont pas complétement symétriques comme le montre le tableau suivant qui
indique la dimension de 'espace P*, soit w, la dimension de I’espace de serendipité,
le nombre de nceuds internes associés a cet espace et le nombre de nceuds & ajouter pour créer
un élément avec des fonctions de forme symétriques et des noeuds, sur ’élément de référence,
complétement symétriques.

k| dim(PF) | dim(PF) + zFy + xyF | #noeuds | +
2 6 8 0 0
3 10 12 0 0
4 15 17 1 0
5 21 23 3 1
6 28 30 6 2
7 36 38 10 2

’ Dimension des espaces polynomiaux et nombre de nceuds internes et manquants

Ce que l'on résume par le théoréme suivant :

Théoréme 1. Les quadrilatéres de Lagrange Serendip de degré k égal ou plus grand que 5
ne sont, a priori, pas symétriques. O

En effet, cf. [1] entre autres, un quadrilatére de degré 5 existe avec 3 noeuds internes, mais
il est non symétrique et n’est pas de Lagrange. Cet élément posséde 23 noeuds (4 x 5+ 3). De
maniére générale, on trouve aussi les éléments d’ordre supérieur mais ils sont non symétriques.
Notons également 'existence de tels éléments qui ne sont pas de Lagrange.

Une construction possible. Nous pensons qu’il est possible de trouver des éléments, que
nous pourrions continuer a appeler, peut étre par abus de language, Serendip, complétement
symétriques a tous les degrés. Par exemple, au degré 5, I'idée est d’ajouter un nceud interne
supplémentaire. Par suite, on passe de 3 & 4 noeuds internes qu’il est immédiat de positionner
pour avoir une symétrie géométrique parfaite. La symétrie des nceuds devrait alors permettre
de construire les fonctions de forme désirées en posant le systéme d’équations correspondant.
Ainsi, cet élément aura 24 nceuds (4 x 5+ 4). On peut, dans ce cas précis, définir deux
éléments ayant les bonnes propriétés géométriques car il y a deux fagons de choisir les noeuds
internes comme l'indique le schéma suivant :

X X X X X X X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X
ou

X X X X X X
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X X X X X X X X X X X X

La section suivante discute en détail du cas du quadrilatére de degré 5 afin de vérifier s’il
est possible de lui ajouter un noeud interne supplémentaire (passant ainsi de 23 a 24 nceuds)
et de voir quelle incidence cela a au niveau de ’espace polynomial engendré.

7 Sur un quadrilatére Serendip de degré 5

On considére le choix de droite qui est illustré par les diagrammes suivants qui indiquent
également la correspondance entre la numérotation séquentielle et la numérotation naturelle
& deux indices.

X X X X X X X X X X X X 05 15 25 35 45 &5
X X x 1314 15 16 x 04 14 24 34 44 54
X X X X x 9 10 11 12 x 03 13 23 33 43 53
X X X X x b5 6 7 8 x 02 12 22 32 42 52
X X x 1 2 3 4 x 01 11 21 31 41 51
X X X X X X X X X X X X 00 10 20 30 40 50

7.1 Caractérisation de ’espace des polynémes via Taylor

On reprend la méthode déja vue en écrivant, via des développements de Taylor sur chaque
sous-motif du treillis, les liens entre les valeurs "centrales" et les valeurs aux bords d’une
fonction générique gq.

Les expressions trouvées au degré 4 restent vraies et, pour les sous-motifs, on a des
relations comme (ici pour Aj7) :

4Q(A11) + ZCI(S) - qu(a) = Z D4-(U_s>7 U_S)7 U_S)7 17;) - 2ZD4(U_(;7 Wla U_()la U_)a) )

sl11 all

écrit comme :
Cl = 011 = 4q(A11) + Z q(s) - QZ(](&) , (16)
sll all
en notant Cy = Cyy = >, D*.(v3,03,03,03) — 2> .11 D*.(vg,0q,7,,0q) qui, ici n’est plus
une constante mais un polynome de degré 1 par rapport aux coordonnées de Aj; pour la
configuration des vecteurs v et v, spécifiés ci-dessus.

Examinons plus en détail ce qu’est C;. En fait, la dérivée de la fonction ¢ est prise en Aqq
et donc I’écriture compléte de son premier terme est :

C, = Cl(un,vn) = ZD4(U117011)~(U_§,U_§7”_§7U_§) + ..,
sll

ou u11 et v11 sont les coordonnées de A11. On note alors par vy, et vos les composantes du
vecteur U, puis on calcule cette dérivée. Il vient :

64q(u11,1)11) 3

4
_ 0*q(u11,v11) 4 3 v

- 2
Ou3dv Ls72s

D*(ur1,v11)-(03, 03,03, 05) = —————v, + 4

out

64q(u11,1)11) 4

O*q(urr,v11)
Towt gor

Oudv3

I*q(urr,vi1) o

+6 D22 Ulsvgs + 4 Ulsvg’s +
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que lon note comme (avec C} les coefficients du binéme) :

4 — = = — 24: ia4Q(u117U11) i, 4—i

D (ullav11)~(vsavs;vsavs) = CVz,L i A4 V1sV2s -
e Outdv

i=

Comme q est de degré 5, les dérivées quatriémes s’écrivent :

34Q(U117U11)

Suigpi—i it T Bivi1 + i

avec les coefficients «;, 3; et ;. Considérons alors Cy = Cs; et regardons Co — C1, on a :
D*(u21,v21).(03, 03,03, 05) — D*(ur1,v11).(v3, 03, 03, 03)
=Y Ci{(aiug + Bz +v) — (awuar + Bivn + i)} vlgvgs "
i

= E 04% U21 — U U1svzs E C4€U157 2s

qui est donc indépendant de la position. Dans 'autre direction on a le méme résultat. Par
suite, la différence entre deux C; consécutifs est constante dans les deux directions, ce qui
conduit s’exprime par les relations :

Cy—C1=C3—-0Cq,
C3—Cy=0C4—Cs,

Cs —C1=Cy—Cs.

On impose, dans la direction des u, ’égalité entre deux différences de C; consécutives, soit
8 relations, 2 par lignes v = cste. On impose ensuite ’égalité entre les 4 lignes v = cste. ce
qui donne 3 autres relations. Au total on a 11 relations pour la direction u. Dans la direction
v, on a également 11 relations analogues. Cependant une fois la relation sur les lignes (en w)
imposée, les 2 relations relatives a la premiére colonne (en v) entrainent les 9 autres a cause
de la symétrie de la relation liant 2 lignes et 2 colonnes. Par suite, on dispose de 13 relations
pour 12 inconnues. Il existe donc une relation dans les lignes redondante qui donne ainsi la
dépendance d’un nceud central aux noeuds libres.

On considére alors les 11 relations en ligne. La décomposition LU de la matrice augmentée
(par le second membre) va permettre d’exhiber une ligne avec 12 zéros et de trouver ainsi la
relation de dépendance cherchée, voir plus bas.

Les 11 relations (notées (RI)) en ligne s’écrivent comme :
12=23 soit Cy—C;=C3—0Csy,
(R1)  12q(21) + 4¢(10) + 4q(30) + 4¢(32) + 4q(12) — 6¢(20) — 8¢(31) — 6¢(22) — 8¢(11)
—q(00) — q(02) + 2¢(01) — q(40) — q(42) +2¢(41) = 0.
Les autres relations s’obtiennent simplement en jouant sur les indices :
pour 23 =34 onprend (R1) etonfait +1 en i,
(R2) 12¢(31) 4 4¢(20) + 4¢(40) + 4¢(42) 4+ 49(22) — 6¢(30) — 8¢(41) — 6¢(32) — 8¢(21)
—q(10) — q(12) +2¢(11) — q(50) — ¢(52) + 2¢(51) = 0.
56 =67 (R1)+1 en j,
(R3) 12¢(22) 4+ 4g(11) + 4¢q(31) + 4¢(33) 4+ 4¢(13) — 6¢(21) — 8¢(32) — 6¢(23) — 8¢(12)
—q(01) — q(03) + 2¢(02) — q(41) — q(43) +2¢(42) = 0.
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67=78 (R3)+1 en i,
(R4)  12q(32) + 4¢(21) + 4q(41) + 4g(43) + 4¢(23) — 6q(31) — 8¢(42) — 64(33) — 8¢(22)
~q(11) — q(13) + 20(12) — g(51) — g(53) + 24(52) = 0.
610 = 1011 (R1) +2 en j,
(R5)  12q(23) + 4¢(12) + 4q(32) + 4¢(34) + 4¢(14) — 6q(22) — 8¢(33) — 6(24) — 8¢(13)
~(02) — q(04) + 20(03) — (42) — g(44) + 29(43) = 0.
1011 = 1112 (R5) +1 en i,
(R6) 12¢(33) + 4q(22) + 4q(42) + 4q(44) + 4q(24) — 6¢(32) — 8¢(43) — 6¢(34) — 8¢(23)
~q(12) — q(14) + 2(13) — (52) — g(54) + 24(53) = 0.
1314 = 1415 (R1) +3 en j,
(RT) 12¢(24) 4 4¢(13) + 4¢(33) + 4¢(35) + 4¢(15) — 6¢(23) — 8¢(34) — 6¢(25) — 8¢(14)
~4(03) — q(05) + 2q(04) — g(43) — g(45) + 2q(44) = 0.
1415 =1516 (R7) +1 en 1,
(R8) 12¢(34) + 4q(23) + 4q(43) + 4¢(45) + 4¢(25) — 6¢(33) — 8¢(44) — 6¢(35) — 8¢(24)
~4(13) — q(15) + 2q(14) — (53) — g(55) + 2q(54) = 0.
pour (R9) soit 23 =67 ouencore C3—Cy=Cr—Cg,
donc pour C3—Co—Cr;+Cs=0,
4q(31) + q(20) + q(40) + q(42) + q(22) — 2¢(30) — 2q(41) — 2¢(32) — 2¢(21)
—4q(21) — q(10) — ¢(30) — q(32) — q(12) + 2¢(20) + 2¢(31) + 2¢(22) + 2¢(11)
—4q(32) — q(21) — q(41) — q(43) — q(23) + 2¢(31) + 2q(42) + 2¢(33) + 2¢(22)
+49(22) + q(11) + q(31) + a(33) + a(13) — 2q(21) — 29(32) — 24(23) — 24(12) =0,
soit :
(R9) 9¢(31) + 3¢(20) + q(40) + 3¢(42) + 9¢(22) — 3¢(30) — 3q(41) — 9¢(32) — 9¢(21)
—q(10) — 3¢(12) + 3¢(11) — q(43) — 3¢(23) + 3¢(33) + ¢(13) =0,
1011 = 1415 (R9)+2 en j,
(R10)  9¢(33) + 3q(22) + q(42) + 3q(44) + 9g(24) — 3q(32) — 3q(43) — 9q(34) — 9¢(23)
—q(12) — 3q(14) + 3¢(13) — q(45) — 3¢(25) + 3¢(35) + ¢q(15) = 0,
67=1011 (R9)+1 en j,
(R10))  9q(32) + 3¢(21) + q(41) + 3q(43) + 9¢(23) — 3q(31) — 3¢(42) — 9¢(33) — 94(22)
—q(11) — 3¢(13) + 3¢(12) — q(44) — 3q(24) + 3¢(34) + ¢(14) = 0.

On obtient ainsi le systéme dont la matrice (11 x 12) est :

11 21 31 41 42 43 44 34 24 14 13
-8 12 -8 2 -1 0 0 0 0 0 0
2 -8 12 -8 4 0 0 0 0 0 0
4 -6 4 -1 2 -1 0 0 0 0 4
-1 4 -6 4 -8 4 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 -1 2 -1 4 -6 4 -8
0 0 0 0 4 -8 4 -6 4 -1 2
0 0 0 0 0 -1 2 -8 12 -8 4
0 0 0 0 0 4 -8 12 -8 2 -1
3 -9 9 -3 3 -1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 -3 3 -9 9 -3 3
-1 3 -3 1 -3 3 -1 3 -3 1 -3

-
—_
N
—=
w
urd
N
—_
N
N
I
w
o
S
w
Ny
N
=
-
N
-
w
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avec la colonne augmenté (c’est-a-dire le second membre) :

q(00) — 4¢(10) + 6¢(20) — 4¢(30) + q(40) + 6¢(22) — 4¢(32) — 2¢(01) + ¢(02),

q(10) — 4¢(20) + 64(30) — 4¢(40) + ¢(50) — 4¢(22) + 64(32) — 2¢(51) + ¢(52) ,
—12¢(22) + 8¢(32) + 6¢(23) — 4¢(33) + q(01) — 2¢(02) + ¢(03),
8q(22) — 12¢(32) — 4¢(23) + 6¢(33) + q(51) — 2¢(52) + ¢(53),
6(22) — 4¢(32) — 12¢(23) + 8¢(33) + q(02) — 2¢(03) + ¢(04)
—4q(22) + 6¢(32) + 8¢(23) — 12¢(33) + q(52) — 2¢(53) + ¢(54)
6q(23) — 4¢(33) + q(05) — 4¢(15) + 64(25) — 4q(35) + ¢(45) + q(03) — 2¢(04) ,
—4q(23) 4 6¢(33) + q(15) — 4¢(25) + 6¢(35) — 4¢(45) + ¢(55) + q(53) — 2¢(54)
q(10) — 3¢(20) + 3¢(30) — q(40) — 9¢(22) + 9¢(32) + 3¢(23) — 3¢(33),
—q(15) + 3q(25) — 3¢(35) + q(45) — 3¢(22) + 3¢(32) + 9¢(23) — 9¢(33),
—9¢(32) — 9¢(23) 4+ 9¢(33) + 9¢(22) .

La décomposition LU de cette matrice donne pour U la matrice donnée en Annexe sur
la Figure [3] On observe, comme prévu, que la derniére ligne de U est nulle et ainsi la der-
niére composante de la colonne augmentée doit étre nulle, ce qui conduit & la relation de
dépendance :

1/15¢(00) — 1/3¢(20) + 1/3¢(30) — 1/15¢(50)

—1/15q(05) + 1/15¢(55) + 1/3¢(25) — 1/3¢(35)
—5/3q(32) +5/3q(22) — 1/3q(02) +1/3¢(52) +5/3q(33) — 5/3¢(23) +1/3¢(03) — 1/3¢(53) = 0,

soit simplement :

£4(00) — 4(20) +4(30) — q(50) — Zq(05) + 2a(55) + ¢(25) — 4(35)

—5¢(32) 4+ 5¢(22) — ¢(02) + ¢(52) + 5¢(33) — 5¢(23) + ¢(03) — ¢(53) = 0. (17)

On considére maintenant le systéme 12 x 12 composé des 10 premiéres relations en ligne
complété des 2 relations de la premiére colonne définies par :

15=59 (Rl) i en j et j en i,

(R11)  12¢(12) + 4¢(01) + 4¢(03) + 4¢(23) + 4¢(21) — 6¢(02) — 8¢(13) — 6¢(22) — 8¢(11)
—q(00) — q(20) +2¢(10) — q(04) — g(24) + 2¢(14) = 0,
59=1913 (RI11)+1 en j,
(R12)  12q(13) + 4¢(02) 4 4¢(04) + 4q(24) + 4¢(22) — 6¢(03) — 8¢(14) — 6¢(23) — 8¢(12)
—q(01) — q(21) + 2¢(11) — q(05) — q(25) + 2¢(15) = 0.
Soit le systéme (inconnues : 11,21, 31,41,42,43, 44, 34,24, 14,13, 12) :
(R1)  —8q(11) 4 12¢(21) — 8¢(31) + 2q(41) — q(42) + 4¢(12)

= —4q(10) — 4¢(30) — 4¢(32) + 6¢(20) + 6¢(22) 4+ ¢(00) + ¢(02) — 2¢(01) + ¢(40),
(R2) +2q(11) — 8¢(21) + 12¢(31) — 8¢(41) + 4q(42) — ¢(12)

= —4q(20) — 4¢q(40) — 4¢(22) + 6¢(30) + 6¢(32) + ¢(10) + ¢(50) + ¢(52) — 2¢(51),

(R3) +4q(11) — 6¢(21) + 4q(31) — q(41) + 2q(42) — q(43) + 4q(13) — 8¢(12)
= —12¢(22) — 4¢(33) 4 84(32) + 6¢(23) + q(01) + q(03) — 2¢(02)
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(R4)  —q(11) + 4q(21) — 6g(31) + 4q(41) — 8¢(42) + 4(43) — q(13) + 2¢(12)

= —12¢(32) — 4¢(23) + 6¢(33) + 8¢(22) + q(51) + q(53) — 2¢(52)

(R5)

(R6)

(RT)  — q(43) + 2q(44)
—4q(33) — 4q(35) — 4¢(15) + 6¢(23) + 6¢(25) + ¢(45) +
4 4g(43) — 8q(44) + 12¢(34) — 8¢(24) + 2q(14) — ¢(13)
—4q(23) — 4g(45) — 4q(25) + 6¢(33) + 6¢(35) + q(15) +

(128)

(R9)

(R10)

(R11)

(R12)
—4q(02) — 4q(04) — 4¢(22) + 64¢(03) +

— q(42) + 2q(43) — q(44) + 4q(34) — 6q(24) + 4q(14) — 8¢(13) + 4¢(12)
= —12¢(23) — 4¢(32) + 64(22) + 8¢(33) + ¢(02) + g(04) — 2¢(03)

+ 4q(42) — 8q(43) + 4q(44) — 6¢(34) + 4¢(24
= —12¢(33) —

+3q(11) — 9¢(21) + 9¢(31) — 3q(41) + 3q(42
= —3¢(20) — q(40) — 9¢(22) 4+ 3¢(30) + 9¢(32) + ¢(10) + 3¢q(23) — 3¢(33),
+ q(42) — 3q(43) + 3q(44) — )

D’ou la matrice :
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et le second membre :

q(00)

q(10)

6q(23)

— 44¢(10) 4 6¢(20)

— 4¢(20) + 6¢(30)
—12¢(22) + 8¢(32) + 6¢(23)

—4q(33) + q(05)

8¢(22) — 12¢(32)

42

O O kFr WO o

42

14) + 2¢(13

) +q(53
) —q(43) +q(13) — 3¢(1

9¢(34) +9q(24) — 3q(14) + 3¢(13) — ¢(1
= —9¢(33) — 3¢(22) + 3q(32) + 9¢(23) + q(45) + 3q(25) — 3¢q(35) — ¢(15),

43

43

— 4q(40) + ¢(50)

—8q(11) +4q(21) — q(24) 4 2q(14) — 8¢(13) + 12¢(12)
—4q(01) — 4¢(03) — 4¢(23) + 6¢(02) + 64(22) + ¢(00) + ¢(20) — 2¢(10) + ¢(04) ,
+2¢(11) — ¢(21) + 4q(24) — 8¢(14) + 12¢(13) — 8¢(12)
64(23) + ¢(01) + ¢(05) + q(25) — 2¢(15) .

44 34 24 14
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

-1 4 -6 4
4 -6 4 -1
2 -8 12 -8

-8 12 -8 2
0 0 0 0
3 -9 9 -3
0 0 -1 2
0 0 4 -8

44 34 24 14

—4q(30) + q(40) + 6¢(22) — 4¢(32) — 24(01) + ¢(02),,
— 4q(22) + 6q(32) — 2q(51) + (52) ,
—4q(33) + q(01) — 2¢(02) + ¢(03)

— 4q(23) + 64(33) + q(51) — 2¢(52) + ¢(53)

6¢(22) — 4¢(32) — 12¢(23) + 8¢(33) + ¢(02) — 2¢(03) + ¢(04) ,
—4q(22) + 6¢(32) + 8¢(23) — 12¢(33) + q(52) — 2¢(53) + q(54) ,

— 4q(15) + 6¢(25)

—4q(35) + q(45) + q(03) — 2¢(04),

)
) —a(14) ) —q(12
4q(22) + 64(32) + 8¢(23) + q(52) + q(54) — 2¢(53),
— 8q(34) + 12¢(24) — 8q(14) + 4¢(13)
q(03) )

)

03) + q(05) — 2¢(04)

)+ q(55) — 2¢(54)

2)

2)

—
w

|
WrEr =, PdNOHRPS»OO

=
N 00

-
w
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—4q(23) + 64(33) + q(15) — 4¢(25) + 64(35) — 4¢(45) + ¢(55) + q(53) — 2q(54) ,
q(10) — 3¢(20) + 3¢(30) — ¢(40) — 9¢(22) + 9¢(32) + 3¢(23) — 3¢(33),
—q(15) + 3q(25) — 3q(35) + q(45) — 3q(22) + 3¢(32) + 9¢(23) — 9¢(33)
q(00) — 4¢(01) + 64(02) — 4¢(03) + ¢(04) + 6¢(22) — 4¢(23) — 2¢(10) + ¢(20) ,
q(01) — 4¢(02) + 64(03) — 4¢(04) 4 ¢(05) — 4¢(22) 4 6¢(23) — 2¢(15) + q(25) .

Ce systéme donne (Maple) la solution suivante (lire aij comme g(A4;;)) :
all = 4/5a10+422/45a30—14/9a32—38 /45020422 /9a22—74/225a00—38 /45a02+4 /5a01—26 /225050

—2/45a52+1/5a51+10/9a33—14/9a23+22/45a03—2/45a53—2/45a35+1/5a15—2/45a25—26 /225a05+1 /225a55
a21 = 4/15a30—4/3a32+8/3a22—8/75a00—16,/15a02+3/5a01—4/25a50—4 /1505242 /505144 /3a33—2a23
+2/3a03 — 4/15a35 + 1/3a25 — 7/75a05 + 2/75a55
a31 = 3/5a30—1/3a32—1/3a20+5/3a22—1/25a00—13/15a02+2/5a01—17/75a50—7/15a52+3 /5a51+a33
—5/3a23 + 3/5a03 + 1/15a53 — 4/15a35 + 1/3a25 — 7/75a05 + 2/75a55
adl = —4/9a30+4/9a32+4/45a20+4/9a22—8 /225a00—4/9a02+1/5a01+4/5a40—92/225a50—4/9a52+4/5a51
+4/9a33—8/9a23+16/45a03+4/45a53—4/9a35+16/45a25+1/5a45 — 17 /225a05—8 /225455
ad2 = —4/5a30+4/3a32+2/5a20—2/3a22—1/25a00+1/15a02+3 /5a40—4/25a50+4,/15a52—8 /15a35-+4/15a25
+2/5a45 — 2/75a05 — 8/75a55
a43 = —8/15a30+4/15a20—2/75a00+2/5a40—8 /75a50+4/3a33—2/3a23+1/15a03+4/15a53—4/5a35+2/5a25
+3/5a45 — 1/25a05 — 4/25a55
add = —4/9a30+4/9a32+16/45a20—8 /9a22—17/225a00+16 /45a02+1/5a40—8/225a50-+4 /45a52+4/9a33
+4/9a23—4/9a03+1/5a04—4/9a53+4/5a54—4/9a35+4/45a25+4/5a45—8 /225005 —92 /225055
a34 = —4/15a30+a32+1/3a20—5/3a22—7/75a00+3/5a02+2/75a50+1/15a52—1/3a33+5 /3023 —13/15a03
+2/5a04 — 7/15a53 + 3/5a54 + 3/5a35 — 1/3a25 — 1/25a05 — 17/75a55
a24 = —4/15a30+4/3a32+1/3a20—2a22—7/75a00+2/3a02+2/75a50—4/3a33+8,/3a23—16 /15a03+3/5a04
—4/15a53 + 2/5a54 + 4/15a35 — 8/75a05 — 4/25a55
ald = 1/5a10—2/45a30+10/9a32—2/45a20—14/9a22—26 /225000422 /45a02+1/225a50—2 /45052
—14/9a33+22/9a23—38 /4500344 /5a04—2/45a53+1/5a54+22 /A5a35-+4 /5015 —38 /45025 — 74 /225a05—26 /22555
al3 = 2/5a10 + 4/15a30 — 8/15a20 — 8/75a00 — 2/75a50 — 2/3a33 + 4/3a23 + 4/15
a03 + 1/15a53 + 2/5a35 + 3/5a15 — 4/5a25 — 4/25a05 — 1/25a55
al2 = 3/5a10+2/5a30—2/3a32—4/5a20+4/3a22—4/25a00+4/15a02—1/25a50+1/15a52+4/15a35+2/5a15
—8/15a25 — 8/75a05 — 2/75a55 .

A partir de cette solution et de la relation de dépendance, on va reconstruire une solution
complétement symétrique. Rappelons cette relation, cf. Relation :

£(00) — 4(20) +4(30) ~ 2q(50) ~ q(05) + 3a(55) + a(25) — a(35)

—5¢(32) 4+ 5¢(22) — ¢(02) + ¢(52) + 5¢(33) — 5¢(23) + ¢(03) — ¢(53) =0,

par ailleurs, ceci s’écrit :

1 1 1 1 1 1 1 1
- - — 2q(30) + —q(50) + —q(05) — —q(55) — =q(25) + =q(35
0 25q(00)+5q(20) 561(3)+25q( )+25q( ) 2561( ) 5<1( )+5q( )

+a(32) — 0(22) + 2a(02) — £a(52) + 4(23) — a(33) — £a(03) + 1a(53).

soit le diagramme suivant :
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/25 o -1/5 1/5 0 -1/25

0 0
-1/5 1 -1 1/5
Relation de dependance
1/5 -1 1 -1/5
0 0

-1/25 0 1/5 -1/5 0 1/25
On considére les distributions liées aux indices 11 et 41, soit, pour 11, le diagramme

-26/225 1/5 -2/45 -2/45 0 1/225

0 0
22/45 -14/9  10/9 -2/45
Distribution pour [11]
-38/45 22/9 -14/9 -2/45
4/5 [11] 1/5

-74/225 4/5 -38/45 22/45 0 -26/225
et, pour 41, le diagramme

-17/225 1/5 16/45 -4/9 1/5 -8/225

0 0
16/45 -8/9 4/9 4/45
Distribution pour [41]
-4/9 4/9 4/9 -4/9
1/5 [41] 4/5

-8/225 4/5 4/45 -4/9 4/5 -92/225

L’idée est de répartir les coefficients de la relation de dépendance dans les deux distributions
indiquées de facon a les rendre symétriques. En effet, la relation de dépendance, étant une
combinaison linéaire & somme nulle, bien que modifiant les coefficients des distributions, ne
change pas les relations donnant les distributions. Pour ce faire, on se donne deux paramétres,
a et 3, 'un relatif & I'indice 11, 'autre a l'indice 41.

On impose que [11] voit 00 comme [41] voit 50. Ceci donne la contrainte :

LN D I O
225  25° 7 225 " 2577
soit la relation
a+pB=2.

On en déduit, par symétrie, la méme relation pour tous les autres coefficients de ces deux
configurations.

Ainsi, on obtient pour la distribution en 11, une solution avec un parameétre () qui s’écrit
comme indiqué sur le diagramme qui suit :
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-26/226 1/5 -2/45 -2/45 0 1/225 i/26 0 -1/5 1/5 0 -1/25
0 0 0 0
22/45 -14/9  10/9 -2/45 -1/5 1 -1 1/5

+ alpha
-38/45 22/9 -14/9 -2/45 1/5 -1 1 -1/5
4/5 1/5 0 0
-74/225 4/5 -38/45 22/45 0 -26/225 -1/26 0 1/5 -1/6 0 1/25

qui se lit comme, par exemple pour le coefficient en 00, —% — 2—15oz.

Notons que par symétrie il est inutile de regarder les cas liés aux indices 14 et 44. Il
reste donc a regarder les autres indices, soit 21,31,24,34 et 12,13,42,43. On considére les
distributions liées aux indices 21,12 et 13, soit, pour 21, le diagramme

-7/75 0 1/3 -4/15 0 2/75

0 0
2/3 -2 4/3 0
Distribution pour [21]
-16/15 8/3 -4/3 -4/15
3/5 [21] 2/5
-8/75 0 0 4/15 0 -4/25

puis, pour 12, le diagramme

-8/75 2/5 -8/156 4/15 0 -2/75

0 0
0 0 0 0
Distribution pour [12]
4/15 [12] 4/3 -2/3 1/15
0 0
-4/25 3/5 -4/5 2/5 0 -1/25
et, pour 13, le diagramme
-4/25 3/5 -4/5 2/5 0 -1/25
0 0
4/15 [13] 4/3 -2/3 -1/15
Distribution pour [13]
0 0 0 0
0 0

-8/75 2/5 -8/156 4/15 0 -2/75

Comme ci-dessus, on impose les symétries avec les coefficients 3 pour 21, v pour 12 et § pour
13. On impose que [21] voit 00 comme [12] voit 00. Ceci donne la contrainte :
8 4 1

LR

75 257 Ta25 257
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S()it la rela‘i( n
[} — ’)/ = —.

On impose que [12] voit 02 comme [13] voit 03. Ceci donne la contrainte :

4 n 1 4 1 5
55 15 5
soit la relation
¥+4=0,
en fait, ceci confirme que les coeflicients de 12 et ceux de 13 forment deux diagrammes déja

complétement symétriques.

On fixe vy = § = 0 donc B = % et on garde le paramétre a. La symétrisation des dia-
grammes est effectuée avec ses valeurs. Donc

-26/226 1/5 -2/45 -2/45 0 1/225 /26 0 -1/5 1/5 0 -1/25
0 0 0 0
22/45 -14/9  10/9 -2/45 -1/5 1 -1 1/5

+ alpha
-38/45 22/9 -14/9 -2/45 1/5 -1 1 -1/5
4/5 1/5 0 0
-74/225 4/5 -38/45 22/45 0 -26/225 -1/25 0 1/5 -1/5 0 1/25
donne, pour les coefficients «a;, au facteur ﬁ pres :
-26 45 -10 -10 O 1 9 0 -45 45 0 -9
0 0 0 0
110 -350 250 -10 -45 225  -225 45
+ alpha
-190 550  -350 -10 45 -225 225 -45
180 45 0 0
-74 180 -190 110 O -26 -9 0 45 -45 0 9
soit (« étant noté a) :
-26+9a 45 -10-45a -10+45a 0 1-9a a6 a7 a8 a9 all0 all
0 0 ab alo
110-45a -350+225a 250-225a -10+45a ad al3 al4 a9
-190+45a 550-225a  -350+22ba -10-45a a3 al2 al3 a8
180 [11] 45 a2 a7
-74-9a 180 -190+4ba 110-45a O -26+9a al a2 a3 a4 ab ab

Diagramme des

ai (ici pour 1’indice 11)

et. pour les b;, on effectue le calcul
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o7

-7/75 0 1/3 0 2/75
0 0
2/3 -2 0
+ beta du meme
-16/15 8/3 -4/15
3/5 [21] 2/5
-8/75 0 0 0 -4/25
avec 3 = %, ce qui donne, au facteur % preés :
-3 0 5 0 0 -2 b16 bls bl4d b13 bl2 bil
0 0 b17 b10
30 -50 0 20 b18 b24 b23 b9
-60 100 O -40 b19 b21  Db22 b8
45 [21] 30 b20 [21] b7
-12 0 20 0 0 -8 b1 b2 b3 b4 b5 b6

Diagramme des bi (ici pour 1’indice 21)

A partir de ces valeurs des coefficients de répartition, on peut trouver les fonctions de
formes en fonction du paramétre « puis, en observant, par exemple, la premiére, définir un
choix particulier du paramétre pour simplifier ’expression du résultat.

7.2 Les fonctions de formes a partir de ’espace trouvé via Taylor

On pose alors
G =df + Y widh,
k

et on regarde I’expression des 24 fonctions.

La premiére fonction, ¢; alias ¢g9. Des diagrammes ci-dessus, on tire successivement
(on ne note pas l'indice 7 dans le coefficient w) :

74 9 12 8 26 9
w11:—ﬁ—%0& w21=—%, w31=—%a w41:_ﬁ+ﬁa
3 2
w42——%, w43——%
1 9 2 3 26 9
w44:ﬁ*ﬁa’ w34:7%, w24:*%, w14:*ﬁ+ﬁa
8 12
WIBZ—%, W12=—%.
La solution (Maple) est la suivante :
1
“Trasv T DT

(—1728 + 18000u + 18000v — 6300012 — 75000uv + 675000uv — 630000
+90000u> + 307500u2v — 4162500u’v + 307500uv? — 416250auv? + 9000003
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—45000u* —562500u3v+8437500u3v—1741250u%v% +2566875au*v? —562500uv® +8437500uv® —450000?
+375000u*v—5625000u* v—+3468750u>v% —5203125au>v? 4346875012 v —5203125uv3 +375000uv* —562500auv?
—2312500u*v24-3468750au*v? — 7031250603 41054687513 — 2312500120 +3468750cu vt
+4687500u*v® — 7031250autv® 4 4687500uv? — 7031250au3v?
—3125000u*v* + 4687500au’v?) .

Il semble judicieux de choisir la solution la plus simple possible en prenant un « particulier.

Les termes en u4v47 soit
—3125000u*v* + 468750001’ v*

s’annule pour o = % et le miracle s’accomplit.
En fixant le paramétre a la valeur % Le résultat est étonnamment simplifié, on trouve
en effet : )

E(U — 1) (u — 1)(72 — 750u — 7500 + 2625u? + 1250uv + 26250>

—3750u> — 1250u?v — 1250uv? — 37500° + 1875u* + 1250u%v? + 18750%).

Nous retenons donc ce choix, a = %, dans ce qui suit et, auparavant, nous mettons a jour
les coefficients, soit :

16 12 8 4
w = - w [ w = - ) = -
11 45 ’ 21 75 ’ 31 75 ’ 41 45
3 2
w = —— w = ——
42 757 43 75
1 2 3 4
w. = —— w = —— w = — w = —
44 45 ) 34 75 ) 24 75 ) 14 45
8 12
w = —— = ——,
13 757 12 75

La cinquiéme fonction, ¢5 alias ¢1g9. Les coefficients ne dépendent pas du paramétre et
sont les suivants :

36
w11 = 7 wo1=0, ws1=0, wu=0
wiz =0, wyz3=0
wye =0, w3y =0, wyu=0, wy= g
4 — Y, 34 — Y, 24 — U, 14 — 45
30 45
Wi3 = —, Wig = —
13= oo 125 e
soit, plus simplement, pour les seuls coefficients non nuls :
4 3 2 1
wip=—-, Wie2=-, Wg=—, W4=_.
n=g 2= 5 3= 5 1=z

ca donne §u(2 —5u)(3 —5u)(4 —5u)(1 —u)(1—v).

24
La sixiéme fonction, ¢4 alias ¢o9. Les coefficients, pour la valeur du paramétre, sont les
suivants :
32 20 ~0 _ 16
w11 = 45 ) w21 = 75 ) w31 =U, w41 = 45
30 20
Wi = ——, W43 = —
42 75 ) 43 75
4 0 5 8
Wy = —, W3g = Wy ===, Wi4=—-7
4= e 34 ) 24 = oo 14 5
40 60
w = ——= w = ——.
13 75 12 75

et la solution est :
25
%u(5u —3)(u —1)(v —1)(12 — 75u + 25v + T5u* — 250?).

Inria



Eléments finis Serendip 59

La 17%™¢ fonction, ¢;7 alias ¢23. Les coefficients, pour la valeur du paramétre, sont les

suivants :
w —E w —@ w3 =0 Wy = ——
11_97 21_753 31 — Y, 41 — 9
50
N 0
w *é w 0 w @ w ——
4= g 34 =0, 24 = Tops U=y
w 0 w @
13 — ) 12 — 75
et la solution est :
625
%uv(fw -3)(v-1)0Bu—-3)(u—-1).

Afin de rechercher les mondémes de ’espace, nous dressons les tableaux de ’ensemble des

contributions.

Tableau des contributions pour les fonctions type.

qoo(u; v) | qio(w,v) | gao(u,v) | goa(u,v)
w11 -16/45 4/5 -32/45 16/9
wa1 -12/75 0 20/75 100/75
w31 -8/75 0 0 0
w41 -4/45 0 16/45 -8/9
W42 -3/75 0 30/75 -50/75
W43 -2/75 0 20/75 0
W44 -1/45 0 4/45 4/9
W34 -2/75 0 0 0
w24 -3/75 0 5/75 -50/75
w14 -4/45 1/5 -8/45 -8/9
w13 -8/75 2/5 -40/75 0
w12 -12/75 3/5 -60/75 100/75

’ Coefficients pour les fonctions de forme type du quadrilatére de degré 5 & 24 noeuds ‘

Tableau des contributions pour les fonctions coin. On peut alors exprimer les coef-
ficients des fonctions coin par rapport aux coefficients de la premiére, goo(u,v).

QOO(U7 U) Q50(U7 U) %5(% U) QO5(U7 U)
w11 W41 W44 W14
w21 w31 W34 w24
w31 w21 W24 w34
W41 Wil Wig W44
W42 w12 w13 W43
W43 w13 w12 W42
W44 W14 w11 w41
W34 W24 w21 w31
W4 W34 w31 w21
W14 W44 wi1 w11
w13 W43 W42 w12
W12 W42 W43 w13

’ Coefficients pour les fonctions de forme coin du quadrilatére de degré 5 a 24 nceuds ‘
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Tableau des contributions pour les fonctions adjacentes & un coin .

On peut

facilement exprimer les coefficients des fonctions analogues a ¢;¢ par rapport aux coefficients

de cette fonction qqq.

qio(u,v) | qao(u,v) | qis(u,v) | qas(u,v) | qo1(u,v) | gs1(w,v) | qoa(u,v) | gsalu,v)
Wit 4/5 0 1/5 0 4/5 1/5 0 0
wa1 0 0 0 0 3/5 2/5 0 0
wa1 0 0 0 0 2/5 3/5 0 0
w1 0 4/5 0 1/5 1/5 4/5 0 0
Wiz 0 3/5 0 2/5 0 0 0 0
was 0 2/5 0 3/5 0 0 0 0
Wi 0 1/5 0 4/5 0 0 1/5 4/5
Wi 0 0 0 0 0 0 2/5 3/5
Was 0 0 0 0 0 0 3/5 2/5
wia 1/5 0 4/5 0 0 0 4/5 1/5
w13 2/5 0 3/5 0 0 0 0 0
w12 3/5 0 2/5 0 0 0 0 0

’ Coefficients pour les fonctions de forme adjacentes & un coin du quadrilatére de degré 5 ‘

Tableau des contributions pour les fonctions centrales des arétes.

On peut facile-

ment exprimer les coefficients des fonctions analogues a ¢o9 par rapport aux coefficients de
cette fonction ¢oq.

QQO(U, U) Q30(U, U) QQS(U7 U) Q35(U, U) (Joz(% U) QO3(U, U) %2(% U) CI53(U7 U)
w11 w41 W14 W44 w11 Wig w41 W44
w21 w31 W24 W34 w12 w13 W42 W43
w31 w21 W34 W24 w13 w12 W43 W42
w41 w11 W44 Wi4 Wi4 w11 W44 W41
W42 w12 W43 w13 W24 w21 W34 w31
W43 w13 W42 w12 W34 W31 W24 w21
W44 W14 w41 w11 W44 w1 W14 w11
W34 W24 w31 w21 W43 W42 w13 w12
W24 W34 w21 w31 W42 W43 w12 w13
W14 W44 w11 W41 W41 W44 w11 W14
w13 w43 w12 W42 w31 W34 w21 W24
w12 W42 w13 W43 w21 W24 w31 W34

’ Coefficients pour les fonctions de forme centrales des arétes du quadrilatére de degré 5

Tableau des contributions pour les fonctions centrales.

On peut facilement exprimer

les coefficients des fonctions analogues & ¢o0 par rapport aux coefficients de cette fonction.

g22(u,v) || g32(u,v) | qas(u,v) | g33(u,v)
w11 w41 W14 W44
w21 w31 W24 W34
w31 w21 W34 W24
W41 w11 W44 W14
W42 w12 W43 w13
W43 w13 W42 w12
W44 Wi4 w41 w11
W34 w24 w31 w21
W24 W34 w21 w31
Wi4 Wa4 w11 W41
w13 W43 w12 W42
w12 W42 w13 W43

’ Coefficients pour les fonctions de forme centrales du quadrilatére de degré 5 & 24 noceuds ‘
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Expression explicite des fonctions type On part de la Relation @]} qui donne l'ex-
pression des fonctions de forme complétes et de la forme choisie des fonctions réduites pour
expliciter ces derniéres. Pour le choix fixé ci-dessus pour le paramétre, les quatre fonctions
type sont les suivantes :

1 qo0(u,v) = 5 (v —1)(u—1)
(72 — 750u — 7500 + 2625u? + 1250uv + 262502
—3750u® — 1250u?v — 1250uv? — 375003 + 1875u* + 1250u?v? + 1875v%)
2 q10(u,v) = Zu(2 - 5u)(3 — 5u)(4 — 5u)(1 — u)(1 — v)
3| q20(u,v) = Bu(5u - 3)(u—1)(v — 1)(12 = 75u + 250 + 75u* — 2507)

21 || go2(u,v) = %uv(fw -3)(v—=1)(bu —3)(u—1)

’ Fonctions de forme type du quadrilatére de degré 5 a 24 nceuds

A partie de ces quatre fonctions type, on peut retrouver toutes les autres, par exemple :
q30(u,v) = qao(1 — u,v),

%1(%”) = CJ10(U7U)7
¢s1(u,v) = qo1 (1 — u,v),

Q15(U7 U) = Q10(U, 1- U) 5

etc. A titre de vérification, nous avons calculé explicitement certaines fonctions pour s’assurer
des symétries, nous avons également vu que Zij gij(u,v) = 1.

Remarque 4. L’autre choix pour les nceuds "centraux" (en position 11,41,44,04) permet
la construction d’un autre élément de degré 5 mais nous preférons celui-la pour lequel les
neeuds "centraux" sont au plus prés du barycentre.

7.3 Recherche de monémes dans ’espace des fonctions de forme

On a

gi(u,v) = ¢f (u,0) + Y wigi(u,v),
k

avec les coefficients wi trouvés ci-dessus.

Recherche du monéme u. Ils’agit ici d’une simple vérification. On cherche les coefficients
A tels que uw =), Aigf(u,v), par instanciations, on va obtenir ces A (dont on sait l'existence
puisque l'on considére les fonctions complétes).

Par le couple (0,0), on obtient Ago = 0 et de méme A\o; =0 pour j=0,5.

Par le couple (%, 0), on obtient g = % et de méme \;; = % pour j=0,5,
Par le couple (%, 0), on obtient Aoy = % et de méme Ag; = % pour j=0,5,
Par le couple (%, 0), on obtient A3g = % et de méme Az; = g pour j=0,5,
Par le couple (%, 0), on obtient Ayg = % et de méme Ay; = % pour j=0,5,
Par le couple (1,0), on obtient A5p = 1 et de méme A5; =1 pour j=0,5.

Ainsi, tous les A sont connus et on a :

5 5 5 5 5
1 2 3 4
RSN EED S AR SEATRIEE) SUHCROES S CAs)
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
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On écrit la relation :

qi(u,v) = g; (u,v) + Z wlicqg (u,v),
k

pour les indices "bord" mais en sens inverse :

q; (u,v) = qi(u,v) Zwqu u,v)

et on remplace dans u = Y. \iqf(u,v), il vient :

Z Ai § 4i(u,v) — Z wlicqli(qhv) + Z Aig; (u, v)

i€bord kEcentre i€centre
E Aigi(u,v) — E Ai E wiqf (u, v) E Aig; (u, v)
i€bord i€bord kecentre i€centre
g Xigi(u,v) — E A g wi gk (u,v) E Mg (u,v)
i€bord ic€bord  k€E€centre k€centre
> Nigi(u ) + D Me— Y Aiwh o qi(u,v).
i€bord k€Ecentre i€bord

On note :

coefp = A\ — Z )\Zw};.

i€bord

Il y a deux fagons de vérifier le résultat. On doit avoir coef, = 0 et par suite, soit on calcule
explicitement cette valeur, soit on s’assure (via Maple) simplement que » ;. . Aigi(u,v) =
u. On calcule ici explicitement la valeur de coefy, soit :

=4
coefk = )\k — )\00&)00 — )\10&)10 — )\20&)20 — )\30&)30 — )\40&)40 — )\50&)00

_ )\05&)05 _ )\150}15 _ )\25&)25 _ )\35&]35 _ )\45(4)45 _ )\55(4)55

_ )\01&)01 _ /\O2w02 _ )\03&)03 _ )\040.)04

_ )\51&)51 _ /\52(,052 _ /\53w53 _ )\54&)54

_ )\22(.4)22 _ /\32w32 _ )\230}23 _ )\33&)33

soit, encore :
5coef = b —w'® — 2020 — 3w30 — 40w*0 — 5,50

_ w1 925 3,35 _ 4,45 _ 5,55

_ 5w51 _ 5w52 _ 5w53 _ 5w54

—2w?% — 3w3? — 2w — 3w33

)

on fixe I'indice k et on reporte les valeurs des wﬁ Nous avons calculés explicitement quelques
uns de ces coefficients, ainsi coefi; = coefa; = 0, etc. Les autres coefficients coefy sont
également nuls et ainsi u est dans 1’espace polynomial des fonctions réduites, on a donc :

= > Ngiwv) = Y Nigi(u,v).

1=1,36 1=1,24

60n cherche dans la colonne de la fonction considérée I'indice examiné et on prend la valeur correspondante
dans la premiére colonne, par exemple, pour gs2(u,v) et la contribution de 21, on prend la contribution de
la fonction type, ici g20(u,v), & I'indice 13.
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Recherche du monéme u’v.  On cherche donc les coefficients \; tels que u5v = . X\;igf(u, v),

par instanciations, on va obtenir ces A (dont on sait I'existence puisque ’on considére les fonc-
tions complétes).

On a immédiatement :
>\0j:0 et )\1'0:0,

il reste a déterminer les A;; pour i = 1,5 et j = 1,5. Il est facile de voir que :

\ iy i
Y6 125 x 125

On écrit alors :

Bo= 3 Naitwo) = Y = > A pai(u,v).

i€bord k€Ecentre ic€bord

On note, comme ci-dessus :

coefr, = A\ — E )\iw,ic,
i€bord

soit :

CO@fk = )\k — )\Qowoo — )\10(4)10 — /\20&)20 — )\30&)30 — )\40(4)40 — )\50&)50

_ )\05&)05 _ )\15(4)15 _ )\25(.(}25 _ )\350.)35 _ )\45&)45 _ )\550)55

_ )\Olwm _ )\O2w02 _ )\03&)03 _ /\04w04

o )\51&)51 o )\520{]52 _ )\53&)53 _ )\54&154

2 32 23 33
— A22w™ — A32w"” — Agaw™” — Azzw””,

soit, encore :

5 5 5
coefk = )\k — )\15&)10 — )\25&)25 — )\35&)35 — )\45&)40 — )\55&)05

= X510 = A52w"? — Ag30™ — Asgw® — Aaaw?? — A30w™? — Agzw® — Mg
qui donne (au facteur 125 x 125 prés) :

CO€J| = 125 x 125 x /\k — /\15(4)15 — /\25w25 — )\35&)35 — /\45(,4)45 — )\55&)55

— A51w”t — A52w% — X530 — Asaw® — Aaaw®® — Agow®® — Agzw® — Agzw®?
qui se réduit a :
coefr, =125 X 125 x A\, — bw'® — 5 x 2°w?® — 5 x 3%w3® — 5 x 45w% — 5 x 55wW5

— 52w — 2 x 5%wP? — 3 x 5°%w"3 — 4 x 52w — 2 x 22w — 2 x 3%w3? — 3 x 2%w? — 3 x PP,

on fixe k = 11 et on remplace, il vient coe f11 = 0, nous avons également calculé explicitement
les coefficients pour k = 14, k = 42 et k = 34, ces valeurs sont nulles comme espéré et, ainsi,
ce mondme est dans Pespace comme attendu, par symétrie uv® a la méme propriété. A titre
de vérification ultime nous avons utilisé Maple pour tous les monoémes de ’espace.

Dans la mesure ol on a ajouté un nceud, on peut se demander si ’espace des polyndmes
n’est pas enrichi par d’autres monomes ou combinaisons linéaires de monoémes. Pour ce faire,
on regarde u3v?, u*v? et u?v?.
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Recherche du monéme u3v3.  On cherche donc les coefficients \; tels que z3y? = u3v3 =

> Aigs (u,v), par instanciations, on va obtenir ces A (dont on sait 'existence puisque ’on
considére les fonctions complétes).

Comme ci-dessus on a :
)\0]‘ =0 et >\i0 :0,

tandis que
Z'3j3 i3j3
56~ 125 x 125°

et l'expression du coefficient est identique, soit (au facteur prés) :

/\ij =

CO€ [ = 125 x 125 x )\k — )\15&)15 — )\25(4}25 — /\35w35 — )\45(.4}45 — )\55(4}55
51 52 53 54 22 32 23 33
—A51w”" — As2w’” = As3w”” — Asaw”” — Agaw™ — Azow™T — Agzw™ — Azzw™
qui se réduit a :
coefr = 125 x 125 x A\ — 53w — 5% x 230w — 53 x 33w3° — 53 x 43w*° — 53 x 53W°
- - a .
— 53001 93 5 53052 — 33 % 53w%3 43 5 53051 — 93 % 23,22 23 % 330,32 _ 33 % 23,23 _ 33 % 33,33
on fixe k & différentes valeurs et on trouve, au facteur 5° prés :
coefi1 = 0,coef14 = 0,coefsy =0, ...,
et, ainsi, ce mondme n’est pas dans lespace (ceci est confirmé directement en utilisant Maple.

4 4

v? et u2vt. Pour u?

Recherche des monoémes u v2, heureusement, on ne trouve pas.
9 )

En conclusion, le nceud ajouté donne la symétrie et, cerise sur le gateau, enrichit I’espace
polynomial par le monéme u3v3 et cet élément fini est (sans doute) original.

7.4 Construction de I’espace réduit directement dans les Bézier

Par symeétrie, on garde les contributions aux indices 22, 32,23 et 33 et on pose a priori :

Bjj(u,v) = B} (u) B} (v) + Y _ aff BY(u) B} (v),
kl

o Bj; désigne une fonction réduite et les kl sont les indices des fonctions "centrales".

Par symétrie les coefficients de répartition, les af}, prennent leurs valeurs dans deux
ensembles (indépendants) de 14 et de 24 paramétres qui correspondent aux schémas qui
suivent (lire ai comme a; et bi comme b;) :

a6 a7 a8 a9 al0 all b16 bls bl4 b13 bl2 bil
ab alo b17 b10
a4 ald3 al4 a9 b18 b23  b24 b9
a3 al2 al3 a8 b19 b21  b22 b8
a2 [11] a7 b20 [21] b7
al a2 a3 a4 ab ab bl b2 b3 b4 b5 b6

Les a; indiquent (avec les symétries voulues) la répartition pour les contributions en 11,41, 14
et 44, les b; donnent (idem) la répartition pour les contributions en 21,31, 24,34, 42,43, 12
et 13.
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Détermination des coefficients a;. On impose uv?v. On a
v =vPo(l—v+0v)' =u’ {v(l—v)' + 401 —v)> +60°(1 — v)® + W' (1 —v) +2°}

= B3 { 5BH0) + 3B30) + 2530 + § B0 + B |

2
5
Ceci donnent 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

BE(w)BY(0) + S B B3(0) + 3 B BI(v) + B(w)BY(v)

1
— Bl BY) + .

Lar+ 2as + Sag + Zaro + 0
—ar + —asg + —ag + —a ajl =
5 7 5 8 5 9 5 10 11 )

a ac (¢ a a
5 2 5 3 5 4 5 5 6 ’

Lo+ 2ag+ Sas+ 2ar + 0
5a10 5 9 5 8 5 7 ae )

Las + 204+ 2a5 + 2az +a1 = 0
—a5+ —as+ —az3+ —az +a; =0.
5 5 5 4 5 3 5 2 1

Il en découle les 4 équations :
(El) a7 + 2ag + 3ag + 4a10 + Sa11 =0,
(E2) as + 2a3 + 3ayg + 4as + bag =0,
<E3) ayo + 2a9 + 3ag + 4a7 4+ 5ag =0,
(E4) as + 2a4 + 3as + 4as + ba; = 0.

On impose u*v. On a :

v =u'(1—u+u) {o(l —v)* +40*(1 —v)® + 60°(1 — v)*> + 40* (1 —v) +0°}

= {388 + B } {35500 + 28300 + 135000 + B0 + B30 |
= S BHWBL) + o BHwBY0) + o B BR(w) + e B BY(0) + £ Bi(w) B (0)

1.5 5 2 5 5 3 5 5 4 5 5 5 5
+ 335 (u)B7(v) + 535 (u)Bs(v) + 535 (u) B3 (v) + 535 (u)Bj(v) + Bg(u)Bg (v) -

Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

1 1 2 3 4
—ajp + car + —asg + -ag + 5010 +ai;1 =0,

5 5 5 5
LS SRR SRS SN S 1
—a7+ -as+ —-az3+ —as + —as +ag = —
5T p2 g T T gt A6 T 950
LS SRR SO SRR S 4
—as + —a —ag + —ag + —ar +asg = =
5 5 5 10 5 9 5 8 5 7 6 25 )

a a a a a a .
5 2 5 5 5 4 5 3 5 2 !

Il en découle les 4 équations :
(E5) a1 + a7 + 2ag + 3ag + 4a19 + Say; =0,
(E6) bay + 5as + 10as + 15a4 + 20as + 25a6 = 1,
(E7) as + arg + 2ag9 + 3ag + 4a7 + bag = 0,
(ES) HSag + bas + 10aq + 15a3 + 20as + 25a1 = 4.
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On impose ©w?v2. On a :
w3 = w31 —u+u)?v?(1 —v +v)?

= {3 (1 —u)? +2u*(1 — u) + u®} {v*(1 — v)® + 30*(1 — v)* + 3v* (1 — v) + v°}

{11033< )+ 20+ B30 | { 5550 + B0 + B0 + B30}

3 3

B BI) + 1o B BY(0) + o B () B (0) + 16 B () B (o)

100
5OB4< W) B3(0) + £ BY()B(0) + o B Bi(0) + £ B(w) BE(v)
S B(u) BE(0) + S B Bi(0) + B w)BY(v) .

10 10 5
Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

= B3 (u) B3 (v) +

1

3 1 2 1 3 3
T—a13 + —=a14 + ——ag + za10 + —as + —ag + zaio +an =0,

100 100 10 5 10 10 5
1 3 1 2 1 3 3

Too%2 t ggts T gt 507 + Ea?, t gt 50 tas= 0,
1 3 1 2 3 3

Too™4 T oot gt 5ot 10a9 + g%t partas =0,
1 3 1 2 1 3 3

Too %13 + Too ™2 + 0% + 592 + To™ + 0% + 52 +ay = 25

Il en découle les 4 équations :
(E9) a3 + 3a14 + 10ag + 40a109 + 10ag + 30ag + 60a;19 + 100a1; =0,
(E10) a1z + 3a13 + 10ag + 40a7 + 10a3 + 30a4 4+ 60as + 100as = 0,
(E11) ay4 + 3a13 + 10a4 + 40a5 + 10ag + 30ag 4+ 60a7 + 100as = 0,

(F12) a1 + 3ai2 + 10as + 40as + 10a4 4 30as + 60as + 100a; = 24.

On impose v3v. On a :
wdv =ud(1 —u+u)?v(l —v+v)?

—{ 5300+ 28200 + B | { 5550 + 250 + 28300 + S8R0 + B}

= S BIWBI0) + B BY) + o B BI) + 2 B BI() + 1B B (o)
o BIBY0) + o BR ) B3(0) + 5 B BI(w) + o Biw)BI() + - Bi(w) BY(v)

+BB§(U)Bf(v) + ng(U)BS(v) + gBS(U)Bi(v) + 3BE(U)BZZ’(U) + B3 (u) B3 (v) -

Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

2 3 1 2 1 2 3 4

50913 + 5014 + 0% + 510 + 547 + 5a8 + 59 + 510 +an =0.
2 3 1 2 1 2 3 4

5012 T g M T s T g2t gas Tt paat 5as ds = op
2 3 1 2 1 2 3 4

%am + %013 + 1—Oa4 + gag, + galo + gag + gag + 5a7 +as=0.
2 3

b3 ot Sast Zas+ Sag+ Zas+ Sas+ 2ap +ay =
50713 T M2 T U T 52 T g T e T g T pd2 T a1 = o
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Il en découle les 4 équations :
(E13) 2a13 + 3a14 + Sag + 20a10 + 10a7 + 20ag + 30ag + 40a19 + 50a1; = 0.
(F14) 2a12 + 3ais + bag + 20a7 + 10as + 20as + 30a4 + 40as5 + 50as = 4,
(E15) 2a14 + 3a1s + bag + 20as + 10aqp + 20ag + 30as + 40a7 + 50as = 0,
(E16) 2a13 + 3a12 + bas + 20as + 10as + 20a4 + 30as + 40as + 50a; = 16.

On impose ©v?v%. On a :

u?v? = (1 — u+u)3v*(1 — v +v)?
{ B (u) + 33( )+3B5(u)+B5(u)}{ B3 (v) + + 3B 3(v )+3B5(v)+B5(v)}
107 10°° 51 ¥ 1077 10°° 571 b
= B B0) + 1o B BE() + o B BI(0) + 16 B () B (0)
105 B BE(0) + 105 BB (0) + 25 B W) BY(w) + 1 B () B (0)
s B B(0) + o5 B B(0) + 5 Bl BY(0) + S B ) BY(0)

16 B BY(w) + 1B BE() + 3 B () BY(v) + BY(w) BY(v).

Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

1 3 3 9 1 3 3 1 3 3

malz + mal?) + ﬁam + ﬁam + Eas + TOag + 5610 + 10a8 + TOag + gam +a;; =0,
1 3 1 3 3 1 3 3

Too®3 + Too %4 + Too %12 + Too1s + To% + T0% + 507 + T0% + To% + 505 +ag =0,
1 3 3 9 1 3 3 1 3 3

Too %13 + Too ™12 + Too %14 + Too ™8 + 10 + To% + 5 + To% + 109 + 507 +ag =0,
1 3 3 9 1 3 3 1 3 3

r.oam + ﬁaw + ﬁaw + malz + T0a4 + TOGS + 502 + E(M + Eas + ga2 +a1 = 25 -

Il en découle les 3 équations (deux lignes sont identiques) :
(E].?) a1 + 3&13 + 3@13 + 9&14 + 20@8 + 60&9 + 120&10 + 100&11 = O,

(F18) ais + 3ai2 + 3ais + 9a13 + 10as + 30ay + 60as + 10ag + 30as + 60az + 100ag = 0,
(E19) a14 + 3a13 + 3a13 + 9a12 + 20a4 + 60az + 120a2 + 100a; = 36.

On résoud alors le systéme obtenu, & savoir :
(El) a7 + 2ag + 3ag + 4a19 + Ha11 =0,

(E2) as+ 2a3 + 3a4 + 4as + 5ag =0,
(E3) aio + 2a9 + 3ag + 4a7 + 5ag =0,
(F4) a5+ 2a4 + 3az + 4as + 5a; =0,
(E5) ayo + a7 + 2as + 3ag + 4ajo + Sayp =0,
(E6) bar + bag + 10as + 15a4 + 20a5 + 25a¢ = 1,
(E7) a5+ aip + 2a9 + 3as + 4dar + 5ag =0,
(E8) bag + bas + 10ay + 15a3 + 20as + 25a; = 4.
(F9) a13 + 3a14 + 10ag + 40a10 + 10ag + 30ag + 60a1p + 100a;; =0,
(E10) a1z + 3a1s + 10ag + 40a7 + 10a3 + 30a4 + 60as + 100as = 0,
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(E11) a1 + 3a13 + 10a4 + 40a5 + 10ag + 30ag 4+ 60a7 + 100as = 0,
(ElQ) a13 + 3a12 + 10a3 + 40as 4+ 10a4 + 30as3 + 60as + 100a; = 24,
(E13) 2a13 + 3a14 + dag + 20a19 + 10a7 + 20ag + 30ag 4+ 40a19 + 50a11 =0,

(E14) 2(112 —|— 3(113 —|— 5&8 —|— 20(17 —|— 10(12 + 200,3 + 30(14 + 40&5 —|— 50(16 = 4,

(E15) 2CL14 + 3&13 + 5CL4 + 20@5 + 10&10 + 20@9 + 30@8 + 40&7 + 50&6 = 0,

(E].G) 2&13 + 3(112 + 5(13 + 20&2 + 10a5 + 20(14 + 30&3 + 40&2 + 50(11 = 16,

(E17) aig + 6(113 + 9a14 + 200/8 + 60&9 + 120(110 + 100(111 = 0,
(E18) ais + 3ai2 + 3ai4 + 9a13 + 10as + 30a4 + 60as + 10ag + 30as + 60az + 100as = 0,

(Elg) ai4 + 3a13 + 3ai13 + 9a12 + 20a4 + 60az + 120as + 100a; = 36 .

A ce stade, on a une solution avec un paramétre ( Maple donne la solution en exhibant a6
comme paramétre et nous notons ce paramétre «), cette solution est la suivante :

al =—-4/9—«a,a2 =4/5,a3 = —=4/15+ 5 x a,ad = —4/45 — 5 x a,ab = 0,a6 = o, a7 = 1/5,
a8 = —28/45 —5xa,a9 =8/15+ 5 *a,al0 =0,all = —1/9 — o, al2 = =25 x o« — 4/9,
al3=25%xa+4/3,al4 = —25+x o — 16/9

soit le diagramme suivant (« est noté a) :

a 9/45 -28/45-5a 24/45+ba 0  -5/45-a 6 7 8 9 10
0 0 5
-4/45-5a 60/45+25a -80/45-25a 24/45+5a 4 13 14
-12/45+ba -20/45-25a  60/45+25a -28/45-5a 3 12 13
36/45 [11] 9/45 2
-20/45-a  36/45 -12/45+5a  -4/45-5a 0 a i1 2 3 4 b

Diagramme des ai
Trouver une valeur intéressante pour le paramétre ? Voir plus bas.

Détermination des coefficients b;. On reprend les expressions obtenues pour établir les
relations liant les b;. Ainsi pour u’v, on avait

(El) a7 + 2ag + 3ag + 4aqg + Sa11 = O7

et 3 autres relations qui, par symétries, se déclinent ici, respectivement pour les indices
21,24,31,34,42,43,12 et 13 en :

(El) b7 + 2bg + 3bg + 4b1g + bb11 =0,

(E2) bio + 2bg + 3bs + by + 5bg = 0,
(E3)  boo + 2byg + 3bys + 4by7 + 5byg = 0,
(F4) by + 2bys + 3byg + 4bog + 5by =0,

(E5) by + 2bs + 3by + 4bs + 5bg = 0,

(E6)  bs + 2by -+ 3bs + 4by + 5by = 0,
(ET) by + 2b1s + 3byg + dbys + 51y = 0,
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(ES) b12 + 2b13 + 3b14 + 4b15 + 5b1g = 0.

4

Pour trouver les relations liées & u*v, on repart de I'expression

3

o BB 0) + o= B BY(0) + o BY ) Bi(0) + 5 Bl BI(v) + £ BI(w) BE(v)

+ 5 BEBI() + 2 BY(w) BY(w) + S BY)B(0) + £ B Bi(v) + B BY(v)

B} (u)BY (v) + 2B} (u) B3 (v) + 383 (u) B3 (v) + 4B (u) B} (v) + 5B} (u) B3 (v)

+5B2 (u) B} (v) 4+ 10B2 (u) B3 (v) + 15 B2 (u) B3 (v) + 20B2 (u) B (v) + 25B2 (u) B (v) ,

soit, pour les indices 21,24, 31, 34,42,43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modele
est :
c41 + 2¢49 + 343 + 4cygq + Seys + 5esy + 10c¢s2 + 15¢s3 + 20c54 + 25¢s55

ce qui donne :
(E9) 5b12 + 5b7 4+ 10bg + 15bg + 20b1g + 25b11 = 0,

(E10)  5bs + 5byg 4 10bg + 15bg + 20b7 + 25bg = 0,
(E11)  5bys + Bbag + 10b1g + 15b15 + 20b17 + 25016 = 0,
(E12)  5by + 5by7 + 10byg + 15b1g + 20byg + 25b; =0,
(E13)  5by + bby + 10b3 + 15b4 + 2005 + 250 = 2,
(E14)  5bag + 5bs + 10by + 15b3 + 20by 4 250, = 3,
(E15)  5big + 5b1s + 10b14 + 15b13 + 20b12 + 25b11 = 0,
(E16) 5by7 + 5b1g + 10b13 + 15b14 + 20015 + 25016 = 0.
31)2

Pour trouver les relations liées & u”v=, on repart de I’expression

1 3 3 1

B3 BE(0) + 1o B BI(0) + o BI(w)BY() + B3 (u) BY(v)

2 6 o o 6 2

50 %34(1‘)33 (v) + 25 5

L 3 3
10 10 5

+—Bj(u)B3(v) + B} (u) B} (v) + = Bi (u) B (v)

B (u)B3 (v) + = B3 (u) B3 (v) + - B3 (u) B3 (v) + B3 (u) B3 (v),

vue comime

B3 (u) B3 (v) + 3B3 (u) B3 (v) + 685 (u) B (v) + 1085 (u) B (v)
+4B3 (u) By (v) + 12B5 (u) B3 (v) + 24B5 (u) Bj (v) + 40B3 (u) B (v)
+10B2 (u) B (v) + 30B2 (u) B (v) + 60B2 (u) B (v) + 100B2 (u) B2 (v) ,

soit, pour les indices 21, 24, 31, 34, 42, 43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modéle
est :

c32 + 3033 + 6634 + 10035 + 4642 + 12043 + 24644 + 40645 + 10052 + 30053 + 60054 + 100055 s
ce qui donne :
(E17) Doz + 3bos + 10b13 + 40012 + 10bg + 30bg + 60b19 + 100b1; =0,

(F18)  bos + 3bay + 10by + 40b5 + 10bg + 30bs + 60b7 + 100bg = 0,
(E19)  bay + 3bas + 10b14 + 40015 + 10b1g + 30bys + 60b17 + 100b1g = 0,
(E20)  boy + 3bay + 10bs + 40by + 10bys + 30byg + 60bg + 100b; = 6,
(E21)  boy + 3bay + 10bg + 40by + 10bs + 30by + 60bs + 100bg = 4,
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(E22)  bag + 3bay + 10b1g + 40bag + 10bs + 30b3 + 60b2 + 100b; = 12,
(E23)  bag + 3bag + 10bg + 40b10 + 10b14 + 30013 + 60b12 + 100b1; =0,
(E24) b23 + 3b24 + 10b18 + 40b17 + 10b13 + 30b14 + 60b15 + 100b16 = 0 .

3

Pour trouver les relations liées a u°v, on repart de I’expression

L
10

S
50

2

2 B3B3 () + o B3 ) B(0) + o B BY() +

50 50

o BIW)BY0) + o BR ) B3() + 5 B BI(w) + o Biw)BI() + - Bi(w) BY(v)

B3 (u)BY (v) + B3 (u) B3 (v)

FEBIBI(0) + 3 B BYw) + £ BY) BY(w) + £ BY(w) B(v) + BY(w)BE(w),

vue comme
B3 (u) By (v) 4+ 2B3 (u) B3 (v) + 3B3 (u) B3 (v) + 4B3 (u) B (v) 4+ 5B3 (u) B3 (v)
+4B3 (u) B} (v) + 8B (u) B3 (v) + 12B5 (u) B3 (v) + 16 B; (u) B3 (v) 4 20Bj (u) B2 (v)
+10B2 (u) By (v) 4 2082 (u) B3 (v) + 30B2 (u) B3 (v) + 40 B2 (u) B3 (v) + 50B2 (u) BE (v) ,
soit, pour les indices 21, 24, 31, 34,42, 43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modéle
est :
c31+2c32+3c33+4c34+5c35+4c41+8caa+12¢43+16¢44420c45+10c¢51 +20¢52+30¢53+40¢54+50¢55 ,
ce qui donne :

(E25)  2bag + 3bas + 5bis + 20b12 + 10b7 + 20bg + 30bg + 40b19 + 50b11 = 0,

(E26)  2bas + 3bas + 5by + 20bs + 10byg + 20bg + 30bs + 40b7 + 50bg = 0,
(E27)  2bay + 3boy + 5byg + 2015 + 10bsg + 20b1g + 30b1s + 40b17 + 50b1s = 1,
(E28)  2boy + 3bay + 5bs + 20ba 4 10b17 + 20b1g + 30b19 + 40bag + 50b; = 4,
(E29)  2bay + 3bas + 5bg + 20b7 + 10by + 20bs + 30by + 40bs + 50bg = 8 ,
(E30)  2bas + 3bay + 5byg + 2039 + 10bs + 2054 + 30bs + 40by + 50b; = 12,
(E31)  2boy + 3bos + Bbg + 20b1g + 10bys + 20b14 + 30013 + 4015 + 50by1 = 0,
(E32)  2bas + 3boy + 5byg + 20b17 + 10by5 + 20b13 + 30b14 + 40b15 + 50b16 = 0.

Pour trouver les relations liées a u?v?, on repart de l’expression

1 3 3 1
ﬁBS(U)BS(”) + TOOBS(U)B:?(U) + %BS(U)BZ(U) + EBS(U)BS(’U)
3 15 5 9 s 5 9 s 5 3 55 5
+ﬁB3 (u) By (v) + ﬁBg (u)B;(v) + %Bs (u) By (v) + TOB?’ (u)B5(v)
3 55 5 9 s 5 9 15 5 3 15 5
+ 2 BB + 2 BIw)BYw) + - Biw)BI(w) + LB B)

16 B BY(w) + 1B BE(0) + 2 B () BY(v) + BY(w) B(v).

vue comme
B3 (u) B3 (v) + 3B3 (u) B3 (v) + 6B3 (u) B} (v) + 10B3 (u) B3 (v

+3B3(u) B3 (v) + 9B3 (u) B3 (v) + 18B5 (u) B} (v) + 3085 (u) BE (v)
+6B3 (u) B5 (v) + 18 B3 (u) B3 (v) + 36 B (u) B3 (v) + 6085 (u) BE (v)
+10B2 (u) B3 (v) 4 30B2 (u) B3 (v) + 6082 (u) B3 (v) + 10083 (u) BE (v)

)
(
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soit, pour les indices 21, 24, 31, 34, 42, 43,12 et 13, un ensemble de 8 équations dont le modéle
est :

Coa+3ca3+6co4+10co5+3c32+9c33+18c34+30c35+6¢40+18c43+36¢44+60c45+10c52+30¢c53+60c544+100¢55 ,
ce qui donne (il y a deux redondances) :
(E33) bo1 + 3bag + 10b14 + 3boo + 9bo3 + 30b13 + 60b12 + 10bg + 30bg + 60b19 + 100b1; =0,

(E34)  bag + 3bag + 10b3 + 3bas + 9b2e + 3004 + 60bs + 10bg + 30bs + 60b7 + 100bg = 6,
(E35)  bag + 3bas + 10b13 + 3ba1 + 9b24 + 30014 + 60b15 + 10b19 + 30b1s + 60b17 4+ 100016 = 0,
(E36) bas + 3bag + 10bg + 3bas + 9ba1 + 30b3 + 60bg + 1015 + 30b1g + 60bog + 100b; = 18,
(E39)  ba1 + 3bag + 10bg + 3bas + 9ba3 + 30bg + 60b1o + 10b14 + 30b13 + 60b12 + 10001, =0,
(E40)  bag + 3ba1 + 10b1g + 3b17 + 9ba4 + 30b15 + 60b17 4 10b13 + 30b14 + 60b15 + 100b16 = 0.

Soit le systéme au complet :
(E1) by + 2bg + 3bg + 4b1p + 5b11 =0,

(E2) buo + 2by + 3bs + 4by + 5bs = 0,
(E3) b + 2b1g + 3b1s + 4byy + 5byg = 0,
(E4) byy + 2b1s + 3big + 4bag + 50, = 0,
(E5) bo + 2b3 + 3by + 4bs + 5bs = 0,
(EG) by + 2by + 3bs + by + 5by = 0,
(E7)  bis + 2b14 + 3b13 + 4b12 + 5b11 =0,
(ES) bio + 2b1g + 3b1s + 4bys + 5byg = 0,
(E9) 5b1a + bby + 10bg + 15bg + 2019 + 25b11 =0,
(E10) 5bs + 5b1o + 10bg + 15bg + 2007 + 25b6 = 0,
(E11)  5bys + Bbag + 10b1g + 15b15 + 20b17 + 25b16 = 0,
(E12)  5bs + 5biz + 10b1g + 15b1g + 20bsg + 25b, = 0,
(E13)  5by + 5by + 10bs + 15by + 20bs + 25bg = 2,
(E14)  5bao + 5bs + 1004 + 15b3 + 2002 + 25b, = 3,
(E15) 5bio + 5b15 + 10b14 + 15by3 + 20b15 + 2501 = 0,
(E16) 5bi7 + 5big + 10b13 + 15b14 + 20b15 + 25b16 = 0,
(E17)  bag + 3bag + 10b13 + 40b12 + 10bg + 30bg + 60b19 + 100b1; =0,
(E18)  bas + 3baa + 10by + 4005 + 10bg + 30bg + 60b7 + 100bg = 0,
(E19) b1 + 3bag + 10b14 + 40015 + 10b19 + 30015 + 60b17 + 100b16 = 0,
(E20)  bag + 3bay + 10b3 + 40bg + 10018 + 30b19 + 60bog + 10067 = 6,
(E21)  bay + 3baa + 10bg + 40b7 + 10b3 + 30b4 + 60bs + 100bg = 4,
(E22)  bag + 3ba1 + 10b19 + 40b2g + 10by + 30b3 + 60b2 + 1006 = 12,
(E23)  bay + 3bys + 10by + 40010 + 10by4 + 30by3 + 60b12 + 1006y, = 0,
(E24)  bas + 3bag + 10b1g + 40017 + 10b135 + 30014 + 60b15 + 100616 = 0,
(E25) 2bag + 3baz + 5b13 + 20012 + 10b7 4+ 20bs + 30bg + 40b1 + 50b11 = 0,
(E26) 2bas + 3bao + 5by + 20b5 + 10b1g + 20bg + 30bg + 40b7 + 50bg = 0,
(E27)  2ba1 + 3bag + 5b14 + 20015 + 10b2g + 20b19 + 30b1s + 40b17 + 50b16 = 1,
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(E28)  2bas + 3ba1 + 5b3 + 2002 + 10b17 + 20b1g + 30b19 + 40byy + 500, = 4,
(E29)  2bgy + 3baa + 5bg + 20b7 + 10bg + 2003 + 30b4 + 40bs + 50bg = 8,
(E30)  2bag + 3ba1 + 5b1g + 20bag + 10b5 + 2004 + 3003 + 40b2 + 500, = 12,
(E31)  2bas + 3bag + bby + 20b1g + 10b15 + 20b14 + 30013 + 40b12 + 50b11 =0,
(E32)  2bas + 3bag + 5b1g + 20017 + 10b12 + 20013 + 30b14 + 40015 + 50016 = 0,

(E33)  bay + 3bay + 10014 + 3b2g + 9ba3 + 30b13 + 60b12 + 10bs + 30bg + 60b19 + 100011 = 0,
(E34) b + 3ba1 + 10b3 + 3ba3 + 9bao + 3004 + 60b5 + 10bg + 30bg + 60b7 + 100bg = 6,
(E35)  bag + 3bas + 10b13 + 3ba1 + 9bag + 30b14 + 60b15 + 10b19 + 30b15 + 60b17 + 100016 = 0,
(E36)  bag + 3bag + 10bs + 3bas + 921 + 30b3 + 60by + 10018 + 30b19 4 60b2o + 100b; = 18,
(E39) ba1 + 3bag + 10bg + 3b2g + 9ba3 + 30bg + 60b19 + 10014 + 30013 + 60b12 + 100011 = 0,
(E40)  baa + 3ba1 + 10b1g + 3b17 + 9bos + 30b1s + 60b17 + 10013 + 30014 + 60b15 + 100016 = 0.

Et la solution est (elle est sans parameétre) :

bl = —4/25,510 = 0,b11 = —2/75,b12 = 0,513 = 0,b14 = 1/15,b15 = 0,

b16 = —1/25,b17 = 0,b18 = 2/5,b19 = —4/5,b2 = 0,520 = 3/5,
b21 = 4/3,b22 = 0,523 = 0,524 = —2/3,
b3 =4/15,b4 = 0,b5 = 0,b6 = —8/75,b7 = 2/5,b8 = —8/15,b9 = 4/15 ,

soit le diagramme suivant (en 1/75) :

-3 0 5 0 0 -2 16 15 14 13 12 11
0 0 17 10
30 -50 O 20 18 24 23 9
-60 100 O -40 19 21 22 8
45 [21] 30 20 [21] 7
-12 0 20 0 O -8 1 2 3 4 5 6

Diagramme des bi

En conclusion, on a une famille de solutions avec un parameétre (o qui porte sur les ai) que
I’on va essayer de choisir judicieusement pour exhiber une solution particuliére ayant quelques
propriétés (par exemple la simplicité, voir ce que nous avons fait dans la construction basée
sur Taylor). A partir de ce choix, on pourra obtenir les fonctions de formes en suivant la
méthode déja décrite pour les éléments de degré plus faible.

Trouver une valeur intéressante pour le paramétre. Comme les b; sont parfaitement
déterminés, on se penche sur les a; pour trouver une valeur intéressante pour le paramétre a.
Pour ce faire, on impose u3v3. Soit :

wdod = {11()B§(u) + %Bi(u) + Bg(u)} {11033(1)) + %Bi(v) + Bg(v)}

_ b
100

2
50

L

Bi(w)B}(v) + "

B} (u) B3 (v) + — B3 (u) B3 (v)

42 B BY0)+ 15 B () B 0)+ 2 BE () B (0) b0 B () B3 (0) + 2 B () BY(0)+ BE () B (0)
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Ceci donne 4 relations pour les indices 11,41,14 et 44 :

L 14+ —ag + 2a10 + —=ag + 2aro + 0
—a —ag + —a —ag + —a ail =
100 14 10 9 5 10 10 9 5 10 11 )

ﬁalg—f—11—0a4+5a5+1i0a8+§a7+a6:0,
1 1 2 1 2
ﬁalg—i—Ea8+ga7+1—0a4+ga5+a6:0,
1 1 1 2
Tmau—i—ﬁag—i—gag—i—ﬁag—i—gag—i—al:%.

Ceci donne les 4 nouvelles équations :
(E20) a4 + 10ag + 40a10 + 10ag + 40a;0 + 100a;; = 0,

(E21) ay3 + 10a4 + 40as5 + 10ag + 40ar + 100ag = 0,
(E22) a1z + 10ag + 40a7 + 10ay4 4+ 40as + 100ag = 0,
(E23) aiz + 10@3 + 40@2 + 10&3 + 40(12 + 100@1 =16.

Le systéme complet (23 équations) donne comme solution :
al = —16/45,a2 = 4/5,a3 = —32/45,a4 = 16/45,a5 = 0,a6 = —4/45,a7 = 1/5,

a8 = —8/45,a9 = 4/45,a10 = 0,all = —1/45,a12 = 16/9,al3 = —8/9,ald = 4/9.

. o 4
Et ainsi a = — ;.
En fait, il suffit de ne rajouter qu’une seule équation et de résoudre le systéme résultant.

Plus subtil, on a la solution a la main, on prend la relation
a14 + 10ag + 40a19 + 10ag + 40a19 + 100a1; =0,
soit
a14 + 20ag + 80a10 + 100a1; =0,
et on remplace les coefficients en fonction de «, il vient :

80 20 x 24 100 x 5
_2 9 1 _
o5 da + 15 + 100 4+ 0 5

_4
45"

—100a =0,

et la solution est oo =

Pour finir, on reprend les coefficients trouvés via Taylor, par exemple a1, et on identifie,
on a :

74 oy 16

225 25 457
et donc :

ar = o,

3

qui est bien la valeur trouvée dans ’analyse par Taylor.

7.5 Construction directe des fonctions de forme via un systéme

On suit la méme méthode que pour le degré 2. On écrit la forme générique d’une fonction
et on instancie. L’espace continet les 23 monomes classiques des éléments Serendip mais on
a 24 noeuds, le seul moyen de construire un élément est donc de rajouter un mondéme, le seul
possible (par symétrie) est u3v®.
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7.6 Validation d’un quadrilatére courant d’un maillage donné

On reprend la méthode utilisée pour les éléments précédents, & savoir on considére un
élément d’un maillage et on va reconstruire un quadrilatére complet et ’écrire sous sa forme
de Bézier avant d’effectuer ’analyse de son jacobien. La reconstruction consiste a définir les
nceuds centraux puis les points de controle des arétes et enfin les points de contréle centraux.

Etant donné un élément quelconque d’un maillage, noté comme le carreau :
o(u,v) = Z qi(u,v)A;,
i

ol les A; désignent les (24) nceuds de I’élément observé, on cherche les conditions assurant
sa validité géométrique. On a :

CT(’U,, ’U) = Z Qi(uv U)Al = Z {Qic(uv v) + Z aiQZc(uv U)} A,
[ 7 l

en définissant

11
A= E a; Aq,
i
et des expressions analogues pour les autres nceuds manquants, le carreau :

o(u,v) = Z%‘(U,U)Ai = Z (U, 0) A |

"7 =1,36

que l'on note, au final :

o(u,v) = a5 (u, v)Aij,

i=0,5j=0,5
est un carreau complet pour les noeuds centraux ainsi construits.

L’analyse de la validité géométrique d’un carreau complet, cf. [9], se fait en regardant sa
forme de Bézier, en effet

owv)= 3 3 ghw)dy; = 3N BiwB )P,

i=0,5 j=0,5 i=0,5 j=0,5

avec P;; les points de controle de I'élément et B} (u) les polynomes de Bernstein de degré 5.
Sous ce formalisme il est facile d’analyser le signe du jacobien, voir plus bas. Le seul point
a effectuer est le calcul des points de controle, en particulier les points centraux. Il y a, a
priori, deux méthodes pour obtenir ces points.

Selon les cas précédents, on pourrait penser que la relation liant les F;; internes manquants
est la méme que celle liant les A;; que 'on a construit, ainsi, par exemple :

11
Py = E «; P,
i

mais nous ne savons pas le prouver (voir la remarque pour 1’élément précédent) donc on devra
résoudre le systéme 12 x 12 correspondant.

Par contre, les points de contrdéle des arétes sont trouvés simplement en inversant la
relation liant les nocuds & ces mémes points. En effet, aréte AggAso, on a les quatre relations :

1024 Ao + 1280P;¢ 4 640P59 + 160 P30 + 20A40 + Aso

A =
10 3125 ’
9243 A0 + 810Pyo + 1080 Pag + 720 Psg + 240 Ag0 + 32450
Aoy = ;
3125
A 32A00 + 240P1¢ + 720P;0 + 1080 P3¢ + 810A40 + 243 A5
30 — )
3125
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~ Ago + 20Pyg + 160Pag + 640 P3g + 1280 A40 + 1024450

A
10 3125
ce qui donne :
—77A00 + 300A10 - 300A20 + 200A30 — 75A40 + 12A50
PlO = 60 )
269A09 — 1450A10 + 2950A59 — 2300A30 + 925449 — 154 A5
PZO = 240 )
—154A00 + 925410 — 2300 A90 + 2950 A0 — 1450 A40 + 269 A50
Py = 510 )
p 12A00 — 75A19 + 200A9¢ — 300A30 + 300A49 — 77 A50
40 = )
60

et des relations analogues pour les autres arétes.

7.7 Degré supérieur ?

A la lumiére de cet élément de degré 5, on revient sur cette question. Ainsi, au degré
6, comme la dérivée d’ordre 5 est nulle et que celle d’ordre 6 est une constante, la Relation
(16) et les relations analogues pour les autres points "centraux" restent vraies mais, par
exemple, Cy devient : C; = Ci1 = )4 D* (03,703,703, 03) — 2> .11 D*.(vg,q,0,,0q) + cste
qui, maintenant, est un polynéme de degré 2 par rapport aux coordonnées de A;; pour la
configuration des vecteurs v et v, spécifiés. Par suite, nous pensons qu’il est possible de
trouver une combinaison entre trois C; consécutifs et de répéter la méme construction, en
particulier, en construisant quelques noeuds internes (deux ici).

Néanmoins, construire un tel élément, et, a fortiori, pour des degrés plus élevés, semble
fastidieux. Par suite, nous arrétons notre étude au degré 5.

8 Interpolation transfinie et Serendipité

Les carreaux définis par interpolation transfinie permettent de construire des éléments
finis sans noeud interne. La question est de voir si il y a un lien entre de tels éléments et les
éléments Serendip.

8.1 Rappels sur les formes de Bézier

Les formes de Bézier (polyndmes, courbes et carreaux) sont construites a partir des po-
lyndmes de Bernstein et d’un réseau de controle (respectivement des valeurs, des points).

Si on note Bl*(u) = CM(1 — u)"*u’, pour u entre 0 et 1, les polynémes de Bernstein avec
Ccr = l,(n"ilz), et N; un réseau de valeurs, alors

K3
> Bl (u)N;
1=0,n
est un polynéme de Bézier tandis que si P; est un réseau de points de controle,
> Bl(wP,
=0,n
est la courbe de Bézier de degré n engendrée par le réseau des P;. De méme,
> D Biw)B(v)Py
i=0,n 7=0,n
définit le carreau de Bézier engendré par le réseau des points F;;.

Ces formes ont des propriétés intéressantes et, en particulier, il est facile d’en calculer
diverses quantités (dérivées par exemple). Pour une utilisation ultérieure, nous donnons le
lemme suivant :

RR n° 8572



76 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

Lemme 7 (sur les sommes tronquées des Bernstein). Pour tout degré, on a :

_nfl C_nfl
(1—u) = G Bl'(u) et w= Z éfnl B (u)

K3

i=0,n—1 ¢ i=ln

ou les B'(u) sont les polynomes de Bernstein de degré n et les Cij sont les coeflicients du
binome. (]

Preuve : Evidente. En effet, pour la premiére relation, (1 —u) se factorise et les coefficients

n—

o 1 o
sont tels que comme B'(u) = CP'(1 — u)" 'u’, on a Ccn BMu) = C (1 — w)" ", qui,
aprés factorisation donne CJ" ' (1 —u)"~'~*u’ qui est le terme voulu d’un Bernstein de degré
n — 1. Par suite, on va trouver (1 —u) en facteur de la somme de ces polyndémes qui somment

a 1, ce qui établit la relation. L’autre relation se montre de la méme maniére (u se factorise).

8.2 Construction d’un élément transfini de degré quelconque

Les éléments transfinis sont définis uniquement par les courbes qui forment leurs frontiéres,
autrement dit, les noeuds de ces éléments sont positionnés sur ces frontiéres et, par suite, il
n’y a pas de noeud interne. Une construction directe du quadrilatére de degré 2 & 8 noeuds
repose sur une interpolation transfinie, voir [I3]. L’idée est donc de voir si ces éléments, en
général, sont des éléments Serendip.

8.2.1 Formalisme Bézier

On se donne un réseau de points (de controle), P;;, quatre courbes frontiéres qui corres-
pondent au bord du carreau et deux paramétres u et v variant entre 0 et 1, soient :

’Y(U’O) = Z an(u)PiO

1=0,n

v(u,1) = Z Bl (u) Pin,

1=0,n

v(0,0) = > BMv)Py;
j=0,n

Y(L,v) = > Blv)P,;,
7=0,n

alors
U<u7U) = (1- 'U)’V(ua O) + U’V(uv 1) + (1 - u)7(07 U) + U’Y(l’v>

— {1 =w)(1 = v)Pyo + (1 — u)vPon + u(l — v)Pyo + uvPpy } (18)

est un carreau transfini. L’intérét de cette écriture en Bézier et points de controle est son ca-
ractére systématique (contrairement & I’écriture classique éléments finis en fonctions de forme
et noeuds) qui permet, justement, de retrouver facilement les fonctions de forme classiques
(par regroupement des Bernstein).

On va montrer maintenant ’équivalence entre ce carreau et un carreau de Bézier complet.

cn1 » , crt ; . .
n _ Y _ n—i __ 4 n o _ Yi-1 4 __ o n
On note af = =& = =+ = 1— > et B = T on = 1 — o} puis on explicite

o(u,v) en fonctions des Bernstein en exprimant complétement les courbes et les fonctions de
mélange (blending functions). On a :

o(w,v) = > ofBlv) Y BMuPo+ > B'B}v) > Bl'(u)Pn

j=0,n—1 i=0,n j=1n i=0,n
+ Y aiBl(u) Y Bi(w)Poy+ Y BIBIu) Y B} (v)Py
i=0,n—1 7=0,n i=1n 7=0,n
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=3 D alBl(w) Y ofBj(w)Pu+ Y al'Bi(u) Y BB} (v)Fon
i=0,n—1 j=0,n—1 i=0,n—1 j=1,n
+ 2 BB Y aBi)Pu+ ) BIBI(w) Y BB ()Pn o
i=1,n j=0,n—1 i=1,n j=1ln
et, en regroupant
SN BB Po+ > > BB (v) B (u)P,
7=0,n—1:=0,n j=1,n:=0,n
+ Y D alBMWBI()Py+ Y Y B BHwB] (v) Py
1=0,n—135j=0,n i=1,n 7=0,n
=4 > D aralBrw)Bf ()Pt >, Y alBrBl(u)B](v)Po,
i=0,n—1j=0,n—1 i=0,n—1j=1,n
D D aBIBNWB )P+ > D BE B (W) B (0)Pan ¢
i=1,nj=0,n—1 i=1,nj=1,n
qui s’écrit également :
)= Y Bi)BwPo+ > Y Blv)Bu)(a}Pot+B]Pm)+ > Br(v
1=0,n j=1n—1i=0,n 1=0,n
+ 3 BYWB(W)Py+ > Y BB} ) (ol Poj + B Poj) + Y Bi(w) B} (v) Py
7=0,n i=1,n—135=0,n 7=0,n

P

1=0,n—175=0,n—1

+> . D> alBrBR(w)B](v)

i=1,nj=0,n—1

Z a;'a Bt (u) B (v

Puo+ Y > BFOBu)

)Poo + Z Z i B3 B (u)

1=0,n—175=1,n

B;L(U)Pon

B} (v) Pan

i=1,nj=1,n

On examine les coins, c’est-a-dire ce qui vient au regard de B{(u)Bj(v), B (u)Bg(v),
BI'(u)BJ'(v) et B{(u)B}(v). Par exemple pour le premier couple, il vient les contributions
du terme(1), du terme (4) et du terme (7), soit le point :

Qoo = Poo + Poo

n n
— a8y Poo = Poo ,

et, de méme pour les trois autres couples, on a respectivement P,q, P, et Po,.

On examine maintenant les "arétes", hors extrémités, c’est-a-dire, pour les indices entre
Let n—1, ce qui vient au regard de B}'(u)Bg (v), By, (u) B} (v), Bf(u) By (v) et By (u) B} (v).
Pour le premier couple, il vient les contributions des termes (1), (5), (7) et (9), soit le point :

Qio = Pio + (ai Poo + B Pro) — a3 Poo

— B Prno = Pio,

et un résultat analogue pour les trois autres couples.

Pouri=1n—-1letj=1,n—

Qij = aj Pio + B} Pin + ' Poj + B3] Prj

n.n
—O(,iOZjPQ()—

1, ce qui vient au regard de Bj'(u)Bj} (v) est :

Q?B?POn - a?ﬂznPnO - ﬁ?ﬁypnn . (19)

Alors, on trouve I'écriture classique d’un carreau complet, en posant P;; = @;;, & savoir :

Y D BiwBj(v)Py. (20)

i=0,n j=0,n

avec les P;; (internes) définis comme indiqué ci-dessus en (19).

Ceci est traduit pompeusement par le théoréme ci-dessous :

RR n° 8572

l’ﬂ



78 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

Théoréme 2. Pour tout degré, le carreau transfini est équivalent & un carreau de Bézier
complet dont les points de controle sont identiques sur les arétes du carreau (coins et arétes
courbes) et définis par la Relation pour les points de controle internes. O

Une méthode alternative pour trouver le carreau complet. Comme le carreau trans-
fini est équivalent & un carreau de Bézier complet, construire celui-ci peut se faire via la
résolution d’un systéme (n — 1) x (n — 1) pour déterminer les points de controle internes, les
autres étant déja connus (ce sont ceux du carreau transfini). On évalue par le carreau tranfini
les (n — 1) x (n — 1) noeuds internes puis on écrit leurs expressions dans le carreau complet,
d’ot le systéme & résoudre.

Quelques exemples de construction des points de contréle de I’élément complet.
Les schémas ci-dessous montrent le caractére systématique et mécanique de construction des
P;; internes en fonction des P;; bords en indiquant les valeurs des pondérations. Pour le
degré 2, un seul point interne, Py, avec af = % et 7 = % :
-1/4 1/2 -1/4
1/2 1,1 1/2
-1/4 1/2 -1/4

Pour le degré 3, 4 points internes, soit, par exemple pour P;; on a les pondérations :

-2/9 1/3 . -1/9
2/3 (1,1 1/3
-4/9 2/3 . -2/9

et pour Py, les pondérations sont :

-1/9 . 1/3 -2/9
1/3 . (2,1) 2/3
-2/9 . 2/3 -4/9

etc. Le cas général se schématise simplement comme :

2 2
-(n-1)j/n .ol j/n ... -ij/n
(n-i)/n ... ... (i,3) .... i/n
. 2 . . 2
-(n-1)(n-j)/n ..... (n-j)/n .. -i(n-j)/n
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8.2.2 Formalisme éléments finis

Dans cette écriture, classiquement, I’élément fini est défini via ses nceuds et ses fonctions
de formes, il s’écrit alors de maniére formelle comme :

Z ij(u,v)Agj (21)

ot les g;; sont les fonctions de forme et les A;; sont les noeuds de ’élément. L’indice ij
correspond & ce que serait un élément complet dont on ne considérerait que le bord, ainsi,
sij=0o0uj=mn,i=0,net de méme pour i = 0 ou ¢ = n, le nombre de nceuds (et de
fonctions) est donc 4(n + 1) — 4 = 4n.

Nous allons montrer comment trouver les fonctions de formes, les g;;, et comment valider
géométriquement un élément courant quelconque.

Expression des fonctions de forme. Trouver 'expression des g;; dépend de la nature
des données dont on dispose :
— si les données sont les fonctions de forme de 1’élément complet :
— on utilise pour trouver directement comment répartir la fonction de forme cen-
trale sur les autres, voir plus bas.
— sinon (on ne connait pas les fonctions de forme de I’élément complet) :
— on utilise en remplagant les F;; internes par leur expression, i.e., ,
— on distribue la contribution de chaque P;; interne dans le polynome B}'(u)B} (v)
voulu,
— on remplace alors les P;; restants, ceux du bord donc, en fonction de leurs expressions
en fonction des neeuds (du bord),
— on regroupe la contribution de chacun de ces nceuds pour, au final, avoir I’expression
des qij-

Validation d’un élément. La méthode de validation dépend de la nature des données
dont on dispose :
— si les données sont les points de contréle du bord :
— on utilise pour trouver les points de contréle manquants et obtenir un élément
complet.
— si les données sont les noeuds (du bord) :
— on construit les points de controle du bord,
— on est alors dans la situation précédente.

A titre d’illustration des méthodes de calcul des fonctions de forme, on va traiter explici-
tement le cas du quadrilatére & 8 nceuds et donner les fonctions du quadrilatére de degré 3..

Le cas du quadrilatére a 8 nceuds. On donne, en premier, le schéma de correspondance
entre les deux systémes d’indice utilisés :

02 12 22 4 7 3
01 21 8 6
00 10 20 1 5 2

On ne connait pas les fonctions de forme de I’élément complet. On rappelle la
relation qui lie les nceuds et les points de contréle, par exemple, pour I'aréte 00 — 20 alias
1—2,ona:

A5:A1+205+A2
4

—A 4As — A

Cs = 1+25 2
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ou Cj est le point de contréle de 'aréte donc Pyg.
Si la donnée est l’ensemble des nceuds, on calcule les points de controle des arétes,
Pyo, Pa1, P12 et Por
—Pyo + 4419 — Py

Py = 5

P — P + 4A2; — Pao
21 =

2

P —Pay +4A12 — Poo
12 = 5

P —Pyo + 4401 — Py
01 = 5 .

Alors
1 1
P = —Z(Poo + Poo + Pas + Py2) + §(P10 + Py + Pia+ Po1),

que 'on réécrit en terme de noeuds
3
Py = *Z(Poo + Pog + Pao + Po2) + (Ao + Ag1 + A1z + Aor)

Dans , on écrit tous les termes sauf celui en ¢ = j = 1 que 'on explicite, il vient :

Z Z B} (u)B}(v)P;; + B} (u)Bi(v)P1;  sauf le terme en 1,1 dans la somme.
i=0,2 j=0,2

Pour expliciter les fonctions g;;, il suffit de regrouper les contributions pertinentes. Par
exemple, la premiére fonction de forme, facteur de Agg vaut :

_ Bi(w)Bj(v) _ Bi(w)Bi(v) 3
2

qoo = B (u) B (v) 5 1B Bi(v)

ou 'on reconnait la contribution de Agg, celles de Pjg et de Py puis celle de P;. Un simple
calcul donne :

qgoo = (1 —u)(1 —v)(1 — 2u — 2v).

Pour les autres g;;, on procéde de la méme maniére. La liste obtenue est la suivante (en
indices séquentiels et en indices naturels, voir le schéma ci-dessus) :

g1 = qoo(u,v) = (1 —u)(1 —v)(1 — 2u — 2v)
q2 = q20(u,v) = u(l — v) (=1 + 2u — 2v)
@3 = gaz(u,v) = uv(—3 + 2u + 2v)
q1 = qo2(u,v) = (1 — w)v(—1 — 2u + 2v)
s = qro(u,v) = 4u(l — u)(1 — )
a6 = q21(u,v) = duv(1 — v)
47 = qoa(u,v) = du(l — w)v
s = qo1(u,v) = 4(1 —w)v(l —v).

L’élément s’écrit (indices séquentiels) :

> qi(u,v)A; . (22)
i=1,8
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On connait les fonctions de forme de 1’élément complet. On a, pour 1’élément
complet, cf. (9) :

47 = qgoo(u, v) = (1 —w)(1 = 2u)(1 = v)(1 = 2v)
45 = qao(u, v) = —u(l = 2u)(1 - v)(1 - 2v)
g5 = ¢5o(u,v) = u(l — 2u)v(1l — 2v)

45 = qo2(u,v) = = (1 = u)(1 = 2u)o(l - 2v)
45 = qio(u,v) = 4u(l = u)(1 = v)(1 = 2v)

95 = 41 (w,v) = —du(l = u)v(l - v)

45 = g5 (u,v) = —4u(l — u)v(1 — 20)

45 = go1 (v, v) = 4(1 —u)(1 = 2u)o(1 - v)
g5 = q¢51(u,v) = 16u(l —uw)v(l —v),

et, par exemple, pour g5 réduit, on a :

g5 = q§—|—%q§ = 4u(l—u)(1—v)(1-2v)+8u(l—u)v(l—v) = du(l—u)(1—v)(1—2v+2v) = 4u(l—u)(1—-v),

et pour ¢; réduit, on a :

@1 = qf—%qg = (1—u)(1-2u)(1—v)(1-2v)—4u(l—u)v(l—v) = (1—u)(1—v)((1—2u) (1—2v)—4uv)

=1—-uw)(1—-v)1—-2u—2v).

Etc.

11 1

)41 =0, calculons q5(%, %), on trouve =

Calculons ql(%, %), on trouve —%, donc 4¢1 (5, 5 5
donc 4q5(%, %) — 2 =0, et ainsi de suite. Plus généralement, pour chaque ¢;, on a la relation
4q;(centre) + Z gi(sommet;) — 2 Z gi(milieu;) =0, (23)

j=1,4 j=1,4

qui est la relation définissante d’un élément Serendip. Par suite, notre élément de degré 2
réduit construit par interpolation transfinie appartient la famille des éléments Serendip, soit :

Théoréme 3. Le quadrilatére transfini de degré 2 appartient a la famille Serendip. 0

Ce qui est rassurant, d’ailleurs on a évidemment trouvé le méme élément que par la
méthode générale.

Le cas des quadrilatéres transfinis de degré quelconque. Pour trouver les fonctions
de formes, on suit la méme méthode que ci-dessus selon que ’on connait ou pas les fonctions
de forme de I'élément complet. Pour valider un élément courant, on reconstruit un élément
complet.

L’algorithme dont les étapes sont détaillées ci-dessous permet de répondre & ces questions.
Les étapes 1 et 2 permettent de reconstruire, étant donnés les noeuds, A;;, de son bord, un
élément complet. Les étapes suivantes donnent les fonctions de forme par regroupement des
Bernstein (on est dans le cas ol on ne suppose pas connaitre les fonctions de 1’élément
complet).
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— 1- Calcul des points de controle des 4 arétes. Par exemple, pour 'aréte v =0, on a :
> > BMHwBJ(0)Py; = Y BNu)B§(0)Po = Y Bi'(u)Pao.
1=0,n 7=0,n =0,n 1=0,n

1 2 n—1

On instancie alors u aux valeurs u = =, 2, ..., == ce qui donne un systéme (n — 1) x
n’n n
(n—1) an—1 inconnues, les P,y pour ¢ = 1,n — 1. Plus précisément, le systéme s’écrit :

1
Ay = Z B?(E)Pio

1=0,n

2
Az = ) BI(>)Po

1=0,n

n—1
An10= D BH(=——)Po.
i=0,n

Et la solution donne les Pj.
— 2- Calcul des points de controle internes. On utilise la Relation , soit :

P,y = ' P+ B Py + 0] Poj + B} Poj — a'al Pog — 028 Poyy — a8} Pag — BB} Pan,

pourt=1,n—1letj=1n—1.

— 3- Expression des points de controle en fonction des nceuds. Cette étape revient a
trouver quels noeuds se cachent derriére les points de contréle. Les noeuds des arétes,
A;; pour les bonnes valeurs des indices, sont présents dans les P;; de méme indices et
dans ces mémes F;; présents dans la Relation . Les nceuds sommet (les coins), A;;
pour les bonnes valeurs des indices, sont présents en tant que tels puis dans tous les
points de controle des deux arétes incidentes et dans ces mémes points présents dans
la Relation . Chaque contribution étant identifiée avec sa pondération, on passe a
I’étape suivante :

— 4- Combinaisons linéaires des produits B;'(u)Bj'(v) avec les pondérations adéquates.

Le cas du quadrilatére 4 12 nceuds. Pour le quadrilatére de degré 3, cet algorithme
donne :

2
0= 50— w1 =0)(; ~u—v+u?+0?)

&5 = qull —u)(2 ~ 3u)(1 — )

les autres fonctions de forme s’en déduisant simplement. Par exemple pour ¢o, on remplace
u par (1 —u) dans ¢y, soit :

9 2
quiu(l—v)(g—u—v+u2+v2),

et pour gg, on remplace u par (1 —u) dans g, soit :

q6 = gu(l —uw)Bu—1)(1—-v),

etc., g4 vient de ¢; en changeant (1 —v) par v, g3 vient de g2 en changeant (1 — v) par v, qo
et g1p viennent de gg et g5 en changeant (1 — v) par v, enfin g7 se déduit de g5 en permutant
u et v et en changeant (1 — v) par u, etc. In extenso, cela donne :

9 2
q1:5(1—u)(1—v)(§—u—v+u2+v2),
9 2
q2:§u(1—v)(§—u—v+u2+v2),
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9 2
q3:§uv(§—u—v—}—uz—i—vz)7

2
Q4:§(17U)U(§7’UJ7’U+U2+’02),

5 = yu(l — w2~ 3u)(1 ),
o = gu(l —w)(3u— (1 ~v),
47 = 5o(1 —)(2— 30,

g = gv(l — )30 — )u,

o = gu(l —w)(3u— 1),
o = gu(l —w)(2 - 3u),
a = ol = v)Bo ~ 1)1 —u),

qi12 = gv(l —0)(2-3v)(1 —u).

Cet élément vérifie les relations de Serendipité donc le quadrilatére de degré 3 transfini est
un élément Serendip, soit :

Théoréme 4. Le quadrilatére transfini de degré 3 appartient a la famille Serendip. g

Ce qui est rassurant, d’ailleurs on a évidemment trouvé le méme élément que par la
méthode générale.

Quadrilatéres transfinis de degré arbitraire. On a vu que les quadrilatéres transfinis
de degré 2 et 3 sont des éléments Serendip (au sens ou les polyndomes de base contiennent
P2 u?v,uv? et P3,udv, uv® respectivement). Par contre, ceci n’est plus vrai aux degrés plus
élevés, les quadrilatéres transfinis sont des éléments sans noeuds internes mais pas plus. On a
vu, en effet, que ce résultat négatif est vrai dés le degré 4 et que ’élément Serendip de degré 4
doit avoir un (seul) nceud interne et, par suite, ce quadrilatére transfini classique (voir dans
la conclusion la remarque & ce sujet) tout comme ceux de degré supérieur ne sont pas des
carreaux Serendip (l’espace des polyndmes n’est pas assez riche ou, vu autrement, le nombre
de nceuds est insuffisant).

9 Validation d’un élément de degré quelconque

Ayant reconstruit un élément complet (cas Serendip et/ou cas transfini), on le valide
comme vu dans diverses références, par exemple [6], [9], en utilisant la condition suffisante,
jacobien strictement positif aux sommets et autres coefficients non négatifs. En effet, comme
la fonction de définition du carreau, notée o(u,v), est :

> Y BrwB ()P,
1=0,n 7=0,n
son jacobien est le polynome (de Bézier) suivant :

Jww)=n> > Y > N B Nw)Br)Brw)B T () [ A AV T,

1=0,n—1j=0,n k=0,n {=0,n—1
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avec ™ ="' (0,0, 1), Ai’;) =P P11, et Az’j = P;;P; j+1. Ceci s’écrit également :
J(u,v) =n® > > B ' w)BT(v)Ni, (24)
1=0,2n—1 J=0,2n—1
avec, pour i1 =0,n — 1,72 =0,n,51 =0,n,jo =0,n —1:
crtep cropt
_ j 1,0 0,1
NIJ - Z Z Cianlz Canl |Ai1-,]'1 Ai2,j2 W | : (25)

i1+io=1I j1+jo=J i1+1i2 Ji+J2

Iy a 4n? tels coefficients de contrdle. Chaque coefficient est une somme pondérée de différents
termes, hormis les coefficients coin qui ne posséde qu’un seul terme (qui mesure la surface du
triangle de sommets le coin et ses deux points de controle adjacents et, ainsi, controle I’angle
entre les tangentes aux deux arétes (courbes) incidentes, voir par exemple Nyg).

10 Le cas de la trois dimensions

On regarde le cas des hexaédres. En premier on utilise des développements de Taylor pour
trouver les relations définissant la Serendipité, ensuite on regarde ce que sont les hexaédres
construits par interpolation transfinie.

10.1 Construction de I’hexaédre Serendip de degré 2
Relation de Serendipité. On part de la Relation , & savoir :

4q(A11) + Z q(sommety) — 2 Z q(noeudaretey) =0,
k=14 k=1,

et on 'impose sur les six faces de 'hexaédre, ce qui donne les équations suivantes :

4q(A110)+{q(Aooo) + q(A200) + q(A220) + q(Ao20) } =2 {q(A100) + q(A210) + q(A120) + ¢(Ao10)} =0,
4q(A112)+{q(Aoo2) + q(A202) + q(A222) + q(Ao22) } =2 {q(A102) + q(A212) + q(A122) + ¢(A012)} =0,
4q(A101)+{q(Aooo) + q(A200) + q(Aooz) + q(A202) } =2 {q(A100) + q(A201) + q(A102) + q(Aoo1)} =0,
4q(A121)+{q(Ao20) + q(A220) + q(Ao22) + 4(A222)} —2{q(A120) + q(A221) + q(A122) + q(Ag21)} =0,
4q(A211)+{q(A200) + q(A220) + q(A222) + q(A202) } =2 {q(A201) + q(A210) + q(A221) + q(A212)} =0,
4q(Ao11)+{q(Aoo0) + q(Ao20) + q(Aoz22) + q(Aoo2) } =2 {q(Aoo1) + ¢(Ao10) + ¢(Ao21) + ¢(Ao12)} =0,

et on ajoute une liaison analogue dans le plarﬂ défini par Aigg, A102, A120, A220 pour lier
A111, soit :

4q(A111)+{q(A100) + q(A102) + q(A120) + q(A122) } =2 {q(A101) + q(A121) + q(A110) + q(A112)} =0,
(26)
et ’ensemble de ces 7 relations définit le caractére Serendip de 1’élément.

Dans la derniére relation, on remplace q(A191)+q(A121)+q(A110)+q(A112) par les valeurs
des 6 premiéres relations, soit :

4q(A111)+{q(A100) + q(A102) + q(A120) + q(A122) } =2 {q(A101) + ¢(A121) + ¢(A110) + ¢(A112)} =
4q(Ai11) + {q(A100) + q(A102) + q(Ai20) + q(Ai122)}
+é {a(Aooo) + q(A200) + q(Aoo2) + q(A202)}

—{q(A100) + q(A201) + q(A102) + q(Aoor) }

7On aurait pu choisir autre plan "médian".
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5 10(om) + a(Az20) + a(Aozz) + a(Azz2)}
~ {a(Ar) + (o) + a(Arz2) + a(Ao))
+5 10(Aooo) + a(Asn0) + a(Az20) + a(Aoao))}
~ {a(A100) + g(A210) + a(A1) + a(Aor0)}
5 {a(Ao2) + a(Aa0e) + a(A) + (o))
~ {a(die) + a(An) + g(Ar2) + a(Anr2)} = 0.
qui se réduit a :
1a(An) + {a(Aro) + (A1) + a(Aran) + a(A1z2))
+ {a(Aonn) + a(Aa00) + a(Aooz) + a(Aa02))
—{a(A100) + ¢(A201) + g(A102) + q(Aoo1)}
+{a(Ao20) + ¢(A220) + q(Ao22) + q(A222)}
~ {a(Ar) + a(Aom) + a(Arz2) + a(Aon))
—{a(A100) + q(A210) + q(A120) + q(Ao10)}

—{q(A102) + q(A212) + q(A122) + q(Ao12)} = 0,

qui se réduit encore & :

4q(A111) + {q(Aooo) + q(A200) + q(Aooz2) + q(A202)}

—{a(Az201) + q(Ago1)}
+{a(Ao20) + q(A220) + q(Ao22) + q(A222)}
—{a(A221) + q(A122) + q(Ao21)}
—{4(A100) + q(A210) + q(A120) + q(Ao10)}

—{q(A102) + q(Az212) + q(Ao12)} = 0,

que l'on écrit comme :
4q(A111)+{q(Aooo) + q(A200) + q(Aooz) + q(A202) + q(Ao20) + q(A220) + q(Ao22) + q(Az22)}

—{q(A201) + q(Aoo1) + q(A221) + q(A122) + q(Ao21)
+q(A100) + q(Az210) + q(A120) + ¢(Aor0) + q(Ar02) + q(A212) + q(Ao12)} = 0,

ou, simplement :

4q(A111) + Z q(sommety,) — Z g(noeudareter,) =0, (27)
k=18 k=1,12

en notant la parfaite symétrie de cette liaison.
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Les fonctions de forme. On cherche ces fonctions sous la forme :
Qijk (U, v, w) = qiix (u, v, W) + Q1104710 (U, v, W) + Q112G712 (U, v, W) + Q1014501 (U, v, W)
+ 121¢751 (U, v, w) + a211¢511 (U, v, W) + Qo11G411 (U, v, W) + Q01114711 (U, v, W)
ou les fonctions complétes sont de la forme (comme a la Relation @[)) :
ik (u, v,w) = ¢i(u) g (v)dr(w) (28)
avec :
—1¢

¢i(u) = mﬂfz&zﬂﬂ —nu),

Ainsi pour la premiére, alias ggog, on a les coefficients issus du systéme :

Q110 = 101 = Qp11 = 111 = *Z )

les autres étant nuls. Comme :
G600 = (1 = 2u)(1 — u)(1 — 20)(1 = v)(1 = 2w)(1 — w),
qi11 = 64u(l —u)o(l —v)w(l —w),
qi1o = 16u(l —u)v(l —v)(1 —w)(1 — 2w),
qio1 = 16u(l —u)(1 —v)(1 — 2v)w(1l —w),
611 = 16(1 — u)(1 = 2u)v(l —v)w(l —w),
on trouve :
qooo = (1—u)(1—v)(1—w) {(1 — 2u)(1 — 2v)(1 — 2w) — 16uwvw — 4uv(l — 2w) — 4u(l — 2v)w — 4(1 — 2u)vw} ,

qooo = (1 —u)(1 —v)(1 —w)(1 — 2u — 2v — 2w),,
qui est I'expression attendue.
Pour avoir ’ensemble des fonctions, il suffit de calculer g199, on a alors les coefficients :

1 ; 1
o = = - e « = )
110 101 2 111 4

les autres étant nuls. Comme :
G0 = 4u(l —u)(1 = 20)(1 = v)(1 = 2w)(1 — w),
il vient
g0 = (1 —uw)(1 —v)(1 — w) {4u(l — 2v)(1 — 2w) + Suv(1l — 2w) + 8u(1l — 2v)w + 16uvw} ,

qio0 = 4u(l —u)(1 —v)(1 —w),

qui est I'expression attendue.

1| ¢1 = qooo(u,v,w) =(1—u)(l—0v)(1—w)(l-2u-—2v—2w)
9 || 9 = qro0(u, v, w) = 4du(l —u)(1 —v)(1 —w)

Les 2 fonctions de forme type de 'hexaédre de degré 2 a 20 nceuds ‘

Toutes les autres fonctions s’en déduisent par symétries et rotations.

Inria
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Validation d’un élément courant. Pour pouvoir utiliser la condition de validation, il
faut construire les points de controle d’un élément complet correspondant & I’élément réduit
courant examiné. La numérotation des noeuds ou points est la suivante (de gauche a droite,
la face w = 0, le plan milieu et la face w =1) :

020 120 220 021 121 221 022 122 222
010 110 210 011 111 211 012 112 212
000 100 200 001 101 201 002 102 202

Les points de controle des arétes sont définis, a partir des noeuds par la relation classique
(pour la premiére aréte) :
4A100 — Aooo — Az00

Pigp = 5

Les points de controle des arétes étant connus, ceux des faces sont définis par la relation
déja vue, a savoir (ici pour la face w = 0) :

1 1
Piig = —Z(Pooo + Pago + Pago + Pogo) + §(P100 + P219 + Pi2o + Poio) -

Pour le dernier point & reconstruire est P11, la Relation (27) permet de construire le
nceud, noté Aqq1, suivant :

1 1
A = 1 Z sommety, + 1 Z noeudaretey,
k=18 k=1,12

mais ce point est aussi défini par :
>0 Biw)B(v) Bi(w) Py,
i J ok
pour le triplet (u,v,w) = (1, 3, %) soit I'expression (avec des notations évidentes) :
64A111 = Z Psommety, + 2 Z Paretey, + 4 Z Pfacey + 8Py11,

k=1,8 k=1,12 k=1,6

et on remplace Aq11, il vient :

—16 Z sommet; + 16 Z noeudaretey, = ...,
k=1,8 k=1,12

donc :

8Pi11 = —16 Z sommet+16 Z noeudaretey,— Z Psommet,—2 Z Parete,—4 Z Pfacey ,
k=1,8 k=1,12 k=1,8 k=1,12 k=1,6

on remplace alors les nceuds des arétes en fonction des points de controle, soit, formellement :

8Pj11 = —16 Z sommety, + 4 Z (sommetyy, + sommetay, + 2Paretey,)
k=1,8 k=1,12
— Z Psommet;, — 2 Z Paretey, — 4 Z Pfacey ,
k=1,8 k=1,12 k=1,6

et comme les sommets sont des points de controle, on regroupe et on obtient :

8Pi11 = =5 Z Psommety, + 6 Z Paretey, — 4 Z Pfacey,
k=1,8 k=1,12 k=1,6

soit, au final :

5 3 1
P = -3 Z Psommety, + 1 Z Paretey, — 3 Z Pfacey .
k=18 k=1,12 k=1,6
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En pratique. A partir des nceuds de I’élément examiné, on construit les points de controle
des arétes puis ceux des faces et pour finir le point central.

10.2 Construction de ’hexaédre Serendip de degré 3

On suit la méme méthode, pour les 6 faces on reprend les relations vues pour le quadrila-
tére de degré 3 (soit 6 x 4 équations) et on considére deux plansﬁ transversaux "milieux" (soit
2 x 4 équations) ce qui va nous donner le systéme des 32 relations définissant la Serendipité.

La numeérotation des nceuds ou points est la suivante (de gauche a droite, la face w = 0,
les plans intermédiaires et la face w =1) :

030 130 230 330 031 131 231 331 032 132 232 332 033 133 233
020 120 220 320 021 121 221 321 022 122 222 322 023 123 223
010 110 210 310 011 111 211 311 012 112 212 312 013 113 213
000 100 200 300 001 101 201 301 002 102 202 302 003 103 203

On reprend les Relations de la deux dimensions, & savoir :

9q(A11) +4q(Aoo) +2q(As0) +q(Ass) +2q(Aoz) — 6q(A10) —3q(As1) —3q(A13) —6¢(Ap1) =0,
9q(A21) +2q(Aoo) +4q(As0) +2q(As3) +q(Ae3) —6¢(A20) —6q(Az1) — 3q(A23) —3q(Ao1) =0,
9¢(A12) +2q(Aoo) + q(Aso) +2q(Ass) +4q(Aos) —3q(A10) —3q(As2) —6g(A13) —6g(Ao2) =0,
9q(A22) +q(Aoo) +2q(A30) +4q(Az3) +2q(Ap3) — 3¢(A20) —6q(As2) — 69(A23) —3q(Ao2) =0,

et, par simple substitutiorﬂ on obtient en mettant 0 en troisiéme indice, pour la face w =0 :

(Fij0)
9¢(A110)+4q(Ao00)+2¢(As00)+q(As30)+2q(Ao30) —6¢(A100)—3¢(A310) —3¢(A130)—6¢(Ag10) = 0,
9q(A210)+2q(Aooo) +4q(Az00)+2q(As30)+q(Aosz0) —6¢(A200) —6¢(Az10)—3q(A230) —3¢(Ao10) = 0,
9¢(A120)+2¢(Aooo)+q(As00)+2¢(Asz30)+4q(Ao30) —3q(A100)—3¢(Az20) —6¢(A130)—6¢(Ag20) = 0,
9q(A220)+q(Aooo)+2q(As00)+4q(Az30)+2q(Ao30) —3q(A200) —6¢(Az20) —6¢(A230) —3¢(An20) = 0,
puis, en changeant le troisiéme indice en 3, pour la face w =1 :

(Fij3)
9¢(A113)+4q(Aoo3)+2q(As03)+q(Asss)+2q(Aozs) —6¢(A103)—3¢(Az13) —3¢(A133)—6¢(Aniz) =0,
9q(A213)+2q(Aoo3)+4q(Az03)+2q(As33)+q(Ao33) —6q(A203) —6q(Az13)—3q(A233) —3¢(Ao13) =0,
9¢(Ai23)+2¢(Aoo3)+q(As03)+2q(Aszs3)+4q(Ao33)—3q(A103)—3q(Asz23) —6¢(A133)—6¢(Ag23) =0,
9q(A223)+q(Aooz)+2q(As03)+4q(Ass3)+2q(Aozz) —3q(A203) —6¢(Az23) —6q(A233)—3q(An2s3) =0,
puis, repartant du quadrilatére, la face u =0 :

(FOjk)
9Q(A011)+4(J(A000)+2(](A030)+Q(A033)+2(](A003)—6Q(A010)—3Q(A031)—3Q(A013)—GQ(A001) =0,
9q(Ao21)+2q(Aooo)+4q(Aoz0)+2q(Aos3)+q(Agoz) —6¢(Ao20) —6¢(Aoz1)—3q(Ao23) —3q(Ago1) = 0,
9q(Ao12)+2q(Aoo0)+q(Ao30)+2q(Aoss)+4q(Aooz) —3q(Ao10) —3q(Aoz2) —6¢(Ao13) —6¢(Ano2) = 0,

8¢f. infra.
9Ce qui suit peut sembler fastidieux, en fait, c’est mécanique et on passe de I'une & ’autre des équations
via de simples substitutions, et un bon éditeur de texte!
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0,

9¢(Ap22)+q(Aoo0)+2q(Aoz0)+4q(Aos3)+2q(Aoos) —3q(Ao20) —6¢(Aoz2) —6¢(Ao23) —3q(Aoo2)

et, lafaceu=1:

(F3jk)

9q(A311)+4q(As300)+2q(Az30)+q(Az33)+2q(A303) —69(A310) —3q(A331) —3q(A313) —6¢(A3z01)

0,

0,

9q(As21)+2q(As00)+4q(Az30)+2q(A333)+q(A303) —6q(Az20) —6¢(Az31)—3q(A323) —3q(A3z01)

0,

9¢(Asz12)+2q(As00)+q(As30)+2q(As33)+4q(Az03) —3q(As10) —3q(Aszz2) —6¢(A313) —6¢(As02)

0,

9¢(Asz22)+q(Asz00)+2q(As30)+4q(Ass3)+2q(Az03) —3q(As20) —6¢(Az32) —6¢(As23) —3q(As02)

enfin, repartant du quadrialtére, la face v =0 :

(Fi0k)

0,

9q(A101)+4q(Aoo0)+2q(Az00)+q(Az03)+2q(Ago3) —6¢(A100) —3q(Az01) —3¢(A103) —6¢(Ago1)

0,

9¢(A201)+2q(Aooo)+4q(Az00)+2q(As03)+q(Aoos) —6¢(A200) —6¢(Asz01)—3q(A203) —3q(Aoo1)

0,

9q(A102)+2q(Aooo)+q(Az00)+2q(As03)+4q(Aooz) —3q(A100) —3q(Az02) —6q(A103) —6q(Aoo2)

0,

9q(A202)+q(Aooo)+2q(Asz00)+4q(Az03)+2q(Ago3) —3q(A200) —6¢(Az02) —6¢(A203) —3q(Ago2)

et lafacev=1":

(Fi3k)

9¢(A131)+4q(Ao30)+2¢(Asz30)+q(As33)+2q(Aozs) —6q(A130) —3q(Aszz1)—3q(A133)—6¢(Aos1)

0,

0,

9q(A231)+2q(Ao30)+4q(As30)+2q(Asss)+q(Aosz) —6¢(Aa30)—6¢(Ass1)—3q(A233) —3¢(Ao31)

0,

9q(A132)+2q(Ao30)+q(As30)+2q(Azz3)+4q(Ao33) —3q(A130) —3q(Asz32) —6¢(A133) —6¢(Ags2)

0,

9¢(A232)+q(Aoz0)+2q(As30)+4q(As33)+2q(Aosz) —3q(A230) —6¢(Aszz2) —6q(A233)—3q(Aos2)

plus pénibles sont les 2 derniers quadruplets de relations. La premiére pseudo-face a considérer

est :

13 23 33

03

120 220 320

020

12 22 32

02

121 221 321

021

a rapprocher de

11 21 31

01

122 222 322

022

10 20 30

00

123 223 323

023

donc, par simple substitution, on trouve :

(FFF1)

0,

9¢(A122)+4q(Ao23)+2q(Asz23)+q(As20)+2q(Ao20) —6q(A123) —3q(Asz22) —3q(A120) —6¢(Ap22)

0,

9q(A222)+2q(Ao23)+4q(As23)+2q(As20)+q(Ao20) —6¢(A223)—6¢(As22)—3q(A220) —3¢(Ap22)

0,

9q(A121)+2q(Ao23)+q(Az23)+2q(As20)+4q(Ao20) —3q(A123) —3q(Az21) —6q(A120) —6¢(Ao21)

0,

9¢(A221)+q(Ao23)+2q(As23)+4q(As20)+2q(Ao20) —3q(A223) —6¢(Asz21)—6q(A220) —3q(Ao21)

La seconde pseudo-face & considérer est :

13 23 33

03

110 210 310

010

12 22 32

02

111 211 311

011

a rapprocher de

11 21 31

01

112 212 312

012

10 20 30

00

113 213 313

013
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donc, toujours par simple substitution, on trouve :
(FFF?2)

9¢(Ai12)+4q(Ao13)+2¢

A12)+2q(Ao13)+4q

9¢(A111) )+a(As13)+2q(Az10)+4q
)

(
(
( )

9¢(A211)+q(Ao13)+2g )+4q(A3z10)+2q(Ao10)—3q(A213)—6q(A311)—6q(A210)—3q(Ao11

(
(Az13
Les relations de Serendipité sont les 6 relations notées (Fijk) complétées par les 2 relations

(FFFi) dans lesquelles il faut reporter ce qui vient des relations (Fijk).
Pour la premieére ligne de (FFF1), on a :

9q(A122) + 4q(Ao23) + 2q(As23) + q(As20) + 2q(Ao20)

—6q(A123) — 3q(As22) — 3q(A120) — 6q(Ap22) =0,
soit :
9q(A122) + 4q(Ao2s) + 2q(As23) + q(As20) + 2¢(Ao20)

+6/9(29(Ao03) + q(Asz03) +2q(Asz33) +4q(Aosz) — 3q(A103) — 3q(Asz23) — 6q(A133) — 69(Ao23))
+3/9(q(Asz00) +2q(Asz0) +4q(As33) +2¢(Az03) — 3q(Az20) — 6q(As32) — 6¢(Az23) — 3q(A302))
+3/9(24(Ao0o) + q(Aso0) +2q(Ass0) +4q(Aoso) — 3q(A100) — 39(Asz20) — 6g(A130) — 69(Ao20))
+6/9(q(Aooo)+2¢(Aozo) +4q(Aoss)+2q(Aoosz) —3¢(Ao20) —6¢(Aos2) —6q(Ao23) —3q(Ago2)) =0,
soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

(FF11)

9q(A122)+4/3q(Aooo)+2/3q(Asz00)+4/3q(As30)+8/3q(Aoz0)+8/3q(Avos)+4/3q(Az03)+8/3q(Ass3)+16/3q(Aos3)
—2q(A103) — 2q(A323) — 4q(A133) — 49(Ao23)
—q(As20) — 2q(As32) — q(A3z02) — q(A100) — 2q(A130) — 2q(Ao20) — 49(Aoz2) — 2q(Ago2) =0

Pour la seconde ligne de (FFF1), on a :
9g(As22) + 2q(Ao23) + 4q(As23) + 29(As20) + q(Ao20)

—6q(Aso3) — 6q(Az22) — 3q(As220) — 3q(Apaz) =0
soit
9q(Az22) + 2q(Ao23) + 4q(As23) + 2q(Asz20) + q(Ao20)

+6/9(q(Aoos) +2q(Aszo3) +4q(As33) +2¢(Aoss) — 3q(A203) — 6q(As23) — 69(A2s3) — 3q(Ao23))
+6/9(q(As00) +2q(Asz0) +4q(As33) +2q(Az03) — 3q(As20) — 6q(Azz2) — 6q(Asz23) — 3q(Asz02))
+3/9(q(Aooo) +2q(Aso0) +4q(Aszz0) +2q(Aozo) — 3q(A200) — 6q(Az20) — 6q(A230) — 3q(Ao20))
+3/9(q(Aooo)+2q(Aoz0)+49(Ao3s) +2q(Aooz) —3q(Ao20) —64(Aozz) —6¢(Ao23) —3q(Ano2)) = 0,
soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

(FF12)

9q(Az22)+2/3q(Aooo)+4/3q(Az00)+8/3q(Az30)+4/3q(Aozo)+4/3q(Aoosz)+8/3q(Az03)+16/3¢(As33)+8/3q(Ao33)
—2q(Az03) — 4q(As23) — 4q(A233) — 2q(Ao23)
—2q(Asz20) — 4q(Asz32) — 2q(Az02) — q(A200) — 2q(A230) — q(Ao20) — 2q(Ap32) — q(Apo2) = 0
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Pour la troisiéme ligne de (FFF1), on a :
9q(A121) + 2q(Ao23) + q(As23) + 2q(Asz20) + 4q(Ao20)

—3q(A123) — 3q(Az21) — 6q(A120) — 6q(Ag21) =0,
soit
9¢(A121) + 2q(Ao2s) + q(Asas) + 2q(As20) + 4¢(Ao20)

+3/9(2q(Ao03) + q(As03) +2q(As33) +4q(Aoz3) — 3q(A103) — 3q(Asz23) — 6q(A133) — 6q(Ap23))
+3/9(2¢(Asz00) +4q(As30) +2q(Ass3) + q(Asz03) — 69(As20) — 6¢(A331) — 3q(Asz23) — 39(Asz01))
+6/9(2¢(Ao00) + q(Asz00) +2q(As30) +4q(Aozo) — 3¢(A100) — 3¢(A320) — 6g(A130) —69(Ao20))
+6/9(2¢(Aooo) +4q(Aosz0)+2q(Aos3)+q(Aoos) —64(Ao20) —64(Ao31)—3¢(Ao23) —3¢(Aoo1)) = 0,

soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

(FF13)

9q(A121)+8/3q(Aooo)+4/3¢(Asz00)+8/3q(As30)+16/3¢(Aos0)+4/3q(Aoos) +2/3q(Asz03)+4/3q(As33)+8/3¢(Aoss)
—q(A103) — q(As23) — 2q(A133) — 2q(Ao23)
—2q(A320) — 2q(As31) — q(As01) — 2q(A100) — 4q(A130)
—4q(Ao20) — 4q(Aos1) — 4g(Ago1) = 0.

Pour la quatriéme ligne de (FFF1), on a :
9q(A221) + q(Ao23) + 2q(Az23) + 4q(Asz20) + 2¢(Ao20)

—3q(Az23) — 6q(As21) — 6q(A220) — 3q(Aga1) =0,
soit
9q(A221) + q(Ao23) + 2q(Asz23) + 4q(As20) + 2¢(Ao20)

+3/9(q(Aoos) + 2q(As03) +4q(Asz3) +2q(Aozz) — 3q(A203) — 6q(Az23) — 6q(A233) — 3q(Ap23))
+6/9(2q(Asz00) +4q(Asz30) +2q(Asz33) + q(Az03) — 6q(Az20) — 6q(Azz1) — 3q(Asz23) — 3q(Asz01))
+6/9(q(Aooo) +24¢(Asz00) +4q(As30) +2q(Aozo) — 3¢(A200) — 6¢(As20) — 6q(A230) — 3q(Ao20))
+3/9(2q(Aooo) +49(Ao30)+2q(Aozs)+q(Aoos) —6¢(Ao20) —6¢(Aos1) —3¢(Ao23) —3¢(Aoo1)) = 0

soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

i

(FF14)

9q(A221)+4/3q(Ao00)+8/3q(A300)+16/3q(A330)+8/3q(A030)+2/3q(Aoos)+4/3q(Asz03)+8/3q(Asz33)+4/3q(Ao33)
—q(Az203) — 2q(A323) — 2q(A233) — q(Ap23)
—4q(As31) — 2q(Asz01) — 2q(A200) — 4q(Asz20) — 4q(A230) — 2q(Ao20) — 2¢(Ao31) — q(Ago1) = 0.

On passe & (FFF2) et pour sa premiére ligne, on a :
9q(A112) +4q(Ao13) + 2q(Asz13) + q(Asz10) + 2¢(Ao10)

—6¢(A113) — 3q(Asz12) — 3q(A110) — 6¢(Ap12) =0,
soit
9q(A112) + 4q(Ao13) + 2q(Asz13) + q(As10) + 29(Ao10)

+6/9(4q(Aoo3) +2q(Asz03) + q(Ass3) +2q(Ao33) — 6q(A103) — 3q(As13) — 3q(A133) — 69(Ao13))
+3/9(2¢(As00) + q(Assz0) +2¢(Asz33) +4¢(As03) — 39(As10) — 3q(Asz32) — 6¢(Asz13) —6¢(As02))
+3/9(4q(Aooo) + 2q(As00) + g(Asz30) +2¢(Aoso) — 6¢(A100) — 3¢(As10) — 3¢(A130) — 6¢(Ap10))
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+6/9(2¢(Aooo)+q(Aoz0)+2q(Aozz)+4q(Aooz) —3q(Ao10) —3q(Aozz) —6¢(Ao13) —6¢(Agoz)) = 0,

soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :
(FF21)

9q(A112)+8/3q(Aooo)+4/3q(Asz00)+2/3q(Asz30)+4/3q(Ao30)+16/3q(Agoz)+8/3q(Az03)+4/3q(Az33)+8/3q(Agas)
—4q(A103) — 2q(A3z13) — 2q(A133) — 4q(Ao13)
—q(As3z2) — 2q(As02) — 2q(A100) — q(A3z10) — q(A130) — 2¢(Ao10) — 2q(Ao32) — 4q(Age2)) = 0.

Pour (FFF2) et pour sa seconde ligne, on a :
9¢(Az12) + 2q(Ao13) + 4q(As13) + 2¢(Asz10) + ¢(Aoio)

—6q(A213) — 6q(As12) — 3¢(A210) — 3¢(Ao12) =0,
soit
9¢(A212) + 2q(Ao13) + 4q(As13) + 2¢(Asz10) + ¢(Aoio)

+6/9(2q(Aoo03) +4q(Asz03) +2q(Asz33) +q(Aoaz) — 6q(A203) — 6q(Az13) — 3q(A233) — 3¢(Ao13))
+6/9(2q(Asz00) + q(Asz0) +2q(As33) +4q(Az03) — 3¢(Az10) — 3q(Az3z2) — 6q(Az13) — 69(Asz02))
+3/9(2q(Aooo) +4q(Asz00) +2q(Asz30) +q(Aozo) — 6q(A200) — 6q(Az10) — 3q(A230) — 3¢(Ao10))
+3/9(2q(Ao00)+q(Aoz0)+2q(Ao3s) +4q(Acos) —3q(Ao10) —39(Aoz2) —6¢(Ao13)—6¢(Ano2)) = 0,
soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

(FF22)

9q(A212)+4/3q(Ao00)+8/3q(Az00)+4/3q(A330)+2/3q(Ao30)+8/3q(Ac03)+16/3q(As03)+8/3q(As33)+4/3q(Ao33)
—4q(Az03) — 4q(A313) — 2q(A233) — 29(Ao13)
—2q(Asz10) — 29(As32) — 29(A3z02) — 2q(A200) — q(A230) — ¢(Ao10) — q(Ao32) — 2¢(Ago2) =0

Pour (FFF2) et pour sa troisiéme ligne, on a :
9¢(A111) + 2q(Ao13) + q(As13) + 2q(As10) + 4¢(Aoio)

—3q(A113) — 3q(As11) — 69(A110) — 6¢(Ap11) =0,
soit
9¢(A111) + 2q(Ao13) + q(As13) + 2q(As10) + 4¢(Aoio)

+3/9(4q(Aoo03) +2q(Asz03) +q(Asz33) +2q(Aoaz) — 6q(A103) — 3q(Az13) — 3q(A133) — 69(Ao13))
+3/9(4q(Asz00) +2q(Asz30) + q(Asz33) +2q(Az03) — 6q(Az10) — 3q(Az31) — 3q(Az13) — 69(Asz01))
+6/9(4q(Aooo) +2q(Asz00) + q(Aszz0) +2q(Aozo) — 6q(A100) — 3q(Az10) — 3¢(A130) — 69(Ao10))
+6/9(49(Ao00)+2q(Aos0)+q(Aos3)+2q(Aooz) —6¢(Ao10) —3¢(Aos1) —3q(Ao13)—64(Ago1)) = 0,
soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

(FF23)

9q(A111)+16/3q(Aoo0)+8/3¢(Az00)+4/3¢(Asz30)+8/3q(Ao30) +8/3q(Ao03) +4/3q(Asz03)+2/3q(As33)+4/3q(Aoss)
—2q(A103) — q(A133) — 2q(Ao13)
—2q(A310)—q(A331)—q(A313) —2q(A301) —4q(A100)—2q(A130) —4q(Ao10)—2¢(A031) —4q(Ago1) = 0

Et, enfin, pour la derniére ligne de (FFF2), on a

9¢(A211) + q(Aois) + 2q(As13) + 49(As10) + 2¢(Aoio)
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—3q(A213) — 6¢(Asz11) — 69(A210) — 3¢(Ap11) =0,
soit
9q(A211) + q(Ao13) + 2q(As13) + 4q(As10) + 2¢(Ao10)

+3/9(2q(Aoo3) +4q(Az03) +2q(Asz33) +q(Aozz) — 6q(A203) — 6q(Az13) — 3q(A233) — 3q(Ao13))
+6/9(4q(Asz00) +2q(As30) +q(As33) +2q(Asz03) — 69(Az10) — 3¢(As31) — 3q(As13) — 6q(Az01))
+6/9(2(J(A000) + 4Q(A3()()) + 2(](14330) + (J(A()3()) - 6Q(A2()()) - 6Q(A310) - 3q(A230) - 3Q(A010))
+3/9(4¢(Ao00)+2q(Aos0)+4(Ao33)+2q(Aoos) —6¢(Ao10) —3¢(Aos1) —3q(Ao13) —6¢(Ag01)) = 0
soit, en les huit sommets (qui se regroupent) et le reste (8 termes s’annulent) :

(FF24)

9¢(A211)+8/3¢(A000)+16/3¢(As00)+8/3¢(As30)+4/3q(Aos0)+4/3q(Aoos)+8/3q(As03)+4/3q(Ass3)+2/3q(Aoss)
—2q(A203) — 2q(Asz13) — q(A233) — q(Ao13)
—4q(Asz10) —2q(As31) —4q(As01) —4q(A200) —32q(A230) —2q(Ao10) — q(Ao31) —2q(Ago1) = 0.
Avec lensemble des relations (Fijk), (FF1k) et (FF2k), on va pouvoir trouver les fonc-

tions de forme de I'élément. En fait, il suffit de chercher gpop et gi00 pour avoir toutes les
autres fonctions par symeétries et rotations.

On pose

ql]k(ua v, ’UJ) = qzcjk(u7 v, w) + Z aijkqlc(uﬁ v, ’LU) )
l

ou l’indice [ prend les valeurs 110,210, 120, 220, ...,211 soit 32 possibilités et les fonctions
complétes sont de la forme vue & la Relation :

ik (u, v, w) = i ()5 (v)dr(w) (29)

avec . )
-1 l=n
¢1(u) = Z'(TL _ Z»)!Hl:O,l#i(l - nu) )

On précalcule ¢o(u), d1(u) et ¢o(u) qui vont nous servir plus tard, soit :
o) = 51— 3u)(2 ~ 3u)(1 ~ w),
B1(u) = 5 ()2~ 3u)(1 — w),
Ba(u) = —5 ()(1 = Bu)(1 ).

Pour la premiére fonction réduite, alias ggog, on a les coefficients (les autres étant nuls)
issus du systéme :

o =3 [ odli = ol =—F [of =
o =4 | o=~ | ollt =~ | o= —
o= =3 | ol =~ | olff =~ |odi=
g = — | ot = — | ofih = —% | offi = —
g = =5 | it =~ | ofih = & | odli =

Coefficients pour ggoo

RR n° 8572



94 P.L. George, H. Borouchaki et N. Barral

Donc :

1
G000 = 9000~ 9 (44110124510 1+24520 0520744611 +24621 246120022 44501 29501 +24502+0502)

1 C C C C C C C C
- E(4qf22 + 2599 + 84121 + 4591 + 84112 + 44515 + 16¢71; + 8¢517) -

On exprime les fonctions complétes :

4600 = %(1 —3u)(2 = 3u)(1 —u)(1 —30v)(2 = 3v)(1 —v)(1 — 3w)(2 — 3w)(1 —w),

diio = %(U)@ = 3u)(1 —u)(v)(2 = 30)(1 = v)(1 = 3w)(2 = 3w)(1 - w),
81

G0 = — 5 ()(1 ~ Bu)(1 ~ w)(0)(2  3)(1 — )(1 ~ Bw)(2 — Buw)(1 — w),
G20 =~ 5 ()2~ 3)(1 — w)(2)(1 = 30)(1 ~ 0)(1 ~ 3u)(2 ~ Bu)(1 ~ w),
81

ta20 = 5 () (1 = 3u)(1 = ) (v)(1 = 3v)(1 = v)(1 = 3w)(2 = 3w)(1 ~ w),
do11 = %(1 —3u)(2 = 3u)(1 = u)(v)(2 = 3v)(1 — v)(w)(2 = 3w)(1 —w),

o21 = —%(1 —3u)(2 = 3u)(1 — u)(v)(1 = 3v)(1 — v)(w)(2 = 3w)(1 — w),

12 = —%1(1 —3u)(2 = 3u)(1 — u)(v)(2 = 30)(1 = v)(w)(1 = 3w)(1 —w),

Q22 = %(1 —3u)(2 = 3u)(1 —u)(v)(1 = 30)(1 = v)(w)(1 = 3w)(1 —w),

dhon = 5 (u)(2 — Bu)(1 — w)(1 — 30)(2 — 30)(1 — )(w)(2 — Bu)(1 ~w),
dhon =~ ()(1 — Bu)(1 ~u)(1 ~ B0)(2 — 3u)(1 ~ v} (w)(2 — Bu)(1 — w),
Gfoa = — 5 ()2~ Bu) (1~ u)(1 ~ B)(2 — 3u) (1~ v) () (1~ Buw)(1 — w),
dhoa = 5 (u)(1 — Bu)(1— w)(1 — 30)(2 — 30)(1 — ) w)(1 ~ Bu)(1 ~ w),
Gfar = S )2~ Bu)(1 — w)(0)(1 — 30)(1 — v)(w)(1 ~ Bw)(1 ~w),
Ghzn = — o (w1 Bu) (1~ w)(0)(1 — 30)(1 — o) (w)(1 ~ Buw)(1 ~ w)
G =~ ) 2 ~ Bu)(1 — w)(0)(1 — 3)(1 — 0)(w)(2 ~ Buw)(1 ~w),
G = S )1~ Bu)(1 — w)()(1 — 30)(1 — 0)(w)(2 ~ Bw)(1 — w),
dfra = — o )2 ~ Bu)(1 — w)(0)(2 — 3)(1 — 0)(w)(1 — Buw)(1 w),
Gz = o (u)(1 = Bu)(1 — w)(0)(2 — Bu) (1~ v) ()1~ Bw)(1 — w),
g = S ()2~ 3)(1 — w)(0)(2 — 30)(1 — 0)(w)(2 ~ Buw)(1 ~ w),
G =~ (u)(1 = Bu)(1 = w)(0)(2 — 30)(1 — ) (w)(2 ~ Buw)(1 ~ w)

On factorise £(1 —u)(1 — v)(1 — w) et il reste & additionner :

Inria



Eléments finis Serendip 95

Goo => (1= 3u)(2 — 3u)(1 — 3v)(2 — 30)(1 — 3w)(2 — 3w)

1o => —36(u)(2 — 3u)(v)(2 — 3v)(1 — 3w)(2 — 3w)
(w)(1 — Bu)(0)(2 — 3v)(1 - Buw)(2 — 3w)
(w)(2 — Bu)(0)(1 — 3v)(1 — 3uw)(2 — 3w)

4510 => +18(u)
qia0 => +18(u)
G320 => —9(u)(1 = 3u)(v)(1 = 3v)(1 = 3w)(2 — 3w)
g1 => —36(1 = 3u)(2 = 3u)(v)(2 — 3v)(w)(2 — 3w)
goo1 => +18(1 — 3u) 3u)(v)(1 — 3v)(w)(2 — 3w)
q61o => +18(1 — 3u)(2 — 3u)(v)(2 — 3v)(w)(1 — 3w)
GGas => —9(1 — 3u)(2 — 3u)(v)(1 — 3v)(w)(1 — 3w)
4501 => —36(u)(2 — 3u)(1 — 3v)(2 — 3v)(w)(2 — 3w)
)(1 = 3u)(1 = 3v)(2 = 3v)(w)(2 — 3w)
)

(

(2-
(2-

ngl => +18(U
qio2 => +18(uw)(2 — 3u)(1 — 3v)(2 — 3v)(w)(1 — 3w)

G302 => —9(u)(1 = 3u)(1 = 30)(2 = 3v)(w)(1 - 3w)
a9 => —12 % 9(u)(2 — 3u)(v)(1 — 3v)(w)(1 — 3w)
520 => +6 x 9(w)(1 — 3u)(v)(1 — 3v)(w)(1 — 3w)
51 => +24 % 9(u)(2 — 3u)(v)(1 — 3v)(w)(2 — 3w)
G551 => —12 x 9(u)(1 — 3u)(v)(1 — 3v)(w)(2 — 3w)
510 => +24 % 9(u)(2 — 3u)(v)(2 — 3v)(w)(1 — 3w)
g5, => —12 x 9(u)(1 — 3u)(v)(2 — 3v)(w)(1 — 3w)
g5y => —48 x 9(u)(2 — 3u)(v)(2 — 3v)(w)(2 — 3w)

g511 => +24 x 9(u)(1 — 3u)(v)(2 — 3v)(w)(2 — 3w),

soit (Maple) :
(8 — 36v — 36w — 36u + 36u> + 36v% + 36w?),

expression que 'on qualifiera de sympathique et donc, simplement :
1
qooo (U, v, w) = 5(1 —u)(1—v)(1 - w)

{2 —9v — 9w — 9u + 9u® + 9 + Jw?} |
qui, au passage (quelle chance inespérée), vérifie qooo(Akim) = 0000 (Akim)-

Pour finir, on regarde la neuviéme fonction réduite, alias gioo, on a les coefficients (les
autres étant nuls) issus du systéme :

=TT =0 ol = F oy =0
ol =2 o =0 alff =1 ot -
affp =1 o =0 ot =1 ot -
atid =1 | ot =0 ol = { | ofld =0

Coefficients pour qioo
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Donc :

1
~(qfa2 + 24121 + 24712 +4q11y) -

1
5 (24510 + di20 + 2¢101 + @lo2) + 9

q100 = Q100 + 3
On exprime les fonctions complétes :
9
dio0 = g(u)(2 —3u)(1 —u)(1—3v)(2—3v)(1 —v)(1 —3w)(2—3w)(l —w),

dhi0 = ()2~ 3)(1 — w)(2)(2 — 30)(1 — 0)(1 ~ 3)(2 - 3u)(1 —w),

G20 = —%(U)(2 —3u)(1 = u)(v)(1 = 30)(1 = v)(1 = 3w)(2 = 3w)(1 —w),

dio1 = %(U)(2 —3u)(1 = u)(1 = 3v)(2 = 3v)(1 - v)(w)(2 = 3w)(1 —w),

Qio2 = —%(um = 3u)(1 — u)(1 = 3v)(2 = 3v)(1 — v)(w)(1 = Bw)(1 —w),
81 x9

dhzr = o ()2 Bu)(1— ) (0) (1~ Bu)(1 ~ w) () (1~ Bw)(1 ~ w),
G = — o (@)(2 = Bu)(1 — w)(0)(1 — 3)(1 — 0)(w)(2 ~ Buw)(1 w),
G2 = — o ()2~ Bu)(1 — w)(0)(2 — 3)(1 — 0)(w)(1 ~ Buw)(1 ~w),

G = S ()2~ 3)(1 — w)(0)(2 — 3)(1 - ) ()2~ Bu)(1 —w).

On factorise 2u(1 — u)(2 — 3u)(1 — v)(1 — w) et il reste & additionner :

d500 => 9(1 — 30)(2 — 3v)(1 — 3w)(2 — 3w)
qf10 => 54(v)(2 — 3v)(1 — 3w)(2 — 3w)
Q120 => —27(v)(1 — 3v)(1 — 3w)(2 — 3w)
dio1 => 54(1 — 3v)(2 — 3v)(w)(2 — 3w)
qfo2 => —27(1 — 3v)(2 — 3v)(w)(1 — 3w)
Gfas => 81(v)(1 — 3v)(w)(1 — 3w)
Gior => —162(v)(1 — 3v)(w)(2 — 3w)
qf1e => —162(v)(2 — 3v)(w)(1 — 3w)
qiy => 324(v)(2 — 3v)(w)(2 — 3w)

(
(

qui se regroupe comme suit :

di00 => 9(1 — 3v)(2 — 3v)(1 — 3w)(2 — 3w)
Q110> 9120 => 81(v)(1 — v)(1 — 3w)(2 — 3w)
@01, q102 => 81(1 = 3v)(2 — 3v)(w)(1 — w)
122+ G1o1 => —3 x 81(v)(1 — 3v)(w)(1 — w))
qi12, 9111 => 3 X 162(v)(2 — 3v)(w)(1 — w)

qui se regroupe encore :
qi00 => 9(1 — 3v)(2 — 3v)(1 — 3w)(2 — 3w)

Q1105 @120 => 81(v)(1 — v)(1 — 3w)(2 — 3w)
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401, 9102 => 81(1 = 30)(2 = 3v)(w)(1 — w)

Q722 G121+ G112, 9111 => 9 X 81(v)(1 — v)(w)(1 — w))

soit (Maple) :
36,

et donc, simplement :

q1o0(u, v,w) = gu(l —u)(2—=3u)(1—v)(1—w).

1| ¢1 = gooo(u, v, w) = é(l —u)(1—v)(1 —w)(2 -9 — 9w — Yu + 9u? + 9v? + Juw?)
9 || 9 = qroo(u, v, w) = Fu(l —u)(2 — 3u)(1 —v)(1 —w)

’ Les 2 fonctions de forme type de I’hexaédre de degré 3 a 32 nceuds ‘

Avec gooo (et Maple), on déduit les 7 autres fonctions associées aux sommets et avec gioo (&
la main), on déduit les 23 autres fonctions aux nceuds des arétes de cet élément de degré 3
qui posséde 32 nceuds.

Validation d’un élément courant. Pour pouvoir utiliser la condition de validation, il
faut construire les points de controle d’un élément complet correspondant & I’élément réduit
courant examiné. Les points de controle des arétes sont définis, & partir des nceuds par les
relations classiques (pour la premiére aréte) :

—5A000 + 18A100 — 94200 + 2A300

Pioo = 5
P 2A000 — 9A100 + 184200 — 5A300
200 = G )

Les points de controle des arétes étant connus, ceux des faces sont définis par la relation
déja vue, a savoir (ici pour la face w = 0), via la Formule ([11)) étendue a la trois dimension
comme :

P;j0 = o Pyoo + B Piso + @i Pojo + Bi Psjo — e Pooo — i 3 Poso — o B Psoo — i85 Psso , (30)

pour i = 1,2 et 7 = 1,2 et les coefficients suivants :
— «a; est le poids, sur lélément de référence de P;jo (ou A;jo) par rapport a Pigo (ou A;go)

sur la "ligne" u = %

3 .
— «a est le poids (idem) de P;jo par rapport & Pyjo sur la "ligne" v = £,
- ﬁl =1- Q4
- 6j =1- Oéj.

Pour les points des autres faces, on a la méme formule en prenant en compte les sommets et
les noeuds de la face considérée.

Pour les derniers points de contréle & reconstruire, ceux du volume, on va suivre la mé-
thode vue pour un hexaédre de degré 2. Par exemple, pour le point P11, on part de la
Relation (FF23) qui indique que :

9q(A111)+16/3q(Ago0)+8/3¢(Az00)+4/3q(Az30)+8/3q(A030)+8/3q(Ao03)+4/3q(Asz03)+2/3q(As33)+4/3q(Ao33)

—2q(Aj03) — q(Ai133) — 2q(Ao13)
—2q(A310)—q(As31)—q(As13)—2q(Az01)—4q(A100) —2¢(A130) —4q(Ao10) —2¢(Ao31)—4q(Ag01) = 0,
dont on déduit Aq17 :

9A111 = —16/3A000 — 8/3A300 — 4/314330 — 8/314030 — 8/3A003 — 4/3A303 — 2/314333 — 4/3A033
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+2A103+ A133 +2A013+2A310+ Ass1 + As13+2A301 +4A100+ 24130 + 44010+ 24031 +4 4001 ,

avec les autres relations on invente les autres nocuds internes. Ensuite on considére 1’écriture
en Bézier de I’élément, soit :

ZZZBB v)Bi(w) Pigk
avec le triplet (u,v,w) = (%, 3, %) pour Aj11, soit expression :

A111—ZZZB3 )Bk(3)Pijk,

et on remplace A1 par son évaluation ci-dessus, ceci donne une équation en A;;, (qui sont
sur des arétes seulement) et les P;;j, internes. On fait de méme pour les autres A;j;, internes
puis on remplace les A;j;, en fonction des P;;;, correspondants, via les formules classiques (ici
pour la premiére aréte) :

8Pooo + 12 P00 + 6P200 + Psoo

AlOO = o7
A _ POOO + 6P100 + 12P200 + 8P300
200 — o7 .

Il en résulte un systéme 8 x 8 dont la solution donne les 8 P;;;, internes.

10.3 Construction de ’hexaédre Serendip de degré 4

La méme approche conduit au résultat. Pour les 6 faces on reprend les relations vues pour
le quadrilatére de degré 4 (soit 6 x 8 équations) et on considére trois plan@ transversaux
"1/3, milieu et 2/3" (soit 3 x 8 équations). Ceci qui va nous donner le systéme des 72 relations
définissant la Serendipité.

10.4 Hexaédre Serendip de degré supérieur ?

Y a-t-il de tels éléments? La réponse est non dés que ’on cherche des fonctions symé-
triques en se restreignant a la définition classique des éléments Serendip (et oui sinon, cf. [I]).
Par contre, si on ajoute un ou plusieurs nceuds, nous pensons que ’on retrouve les résul-
tats évoqués dans le cas des quadrilatéres (par exemple pour le degré 5, les faces sont des
quadrilatéres Serendip de degré 5 a 24 noeudsiEI et 8 noeuds internes sont a définir, ceci est
probablement quelque peu fastidieux).

10.5 Construction par interpolation transfinie

L’élément est construit a partir de ses 12 arétes seulement. Comme ci-dessus, on se place
dans le cas ou les arétes sont des courbes de Bézier.
10.5.1 Définition a partir des 12 arétes

On se donne un réseau de points de controle, P;;j, trois paramétres, u, v et w variant entre
0 et 1 et 12 courbes, les arétes de ’élément. A partir de ces courbes, on définit 6 carreaux
de surfaces, les faces de I’élément comme vu dans la section précédente. Ainsi avec les quatre

courbes :
v(1,0,0) = Y Bf'(u)Pioo

i=0,n

’LL 1 0 Z B” znO

1=0,n

10¢f. infra.
1 Nous pensons qu’il n’est pas possible d’utiliser comme face un quadrilatére a 23 nceuds pour des raisons
de conformité d’un élément & son voisin.
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7(0,v,0) = Y B} (v)Pojo

7=0,n
Z B n]Oa
j=0,n
o(u,v,0) = (1 —v)y(u,0,0) + vy(u,1,0) + (1 — u)y(0,v,0) + uy(1,v,0)
— {1 = w)(1 = v)Pooo + (1 = w)vPono + u(l = v) Paoo + uvPpno} (31)

est la face w = 0 qui s’écrit aussi comme :
o(u,v,0) = Z ZB" B} (v) Pijo
i=0,n j=0,n

en posant, pourt=1,n—1letj=1n—1:

Pijo = & Pioo + B3} Pino + & Pojo + B Pnjo — o' o Pooo — ' B} Pono — & B Proo — 55" B} Prno
(32)

et on procéde de méme pour les autres faces. A partir de ces faces, ainsi construites, on

construit un hexaédre de Lagrange Serendip via la définition classique, voir [13]. :

20(u,v,w) = (1 —w)o(u,v,0)+ (1 —v)o(u,0,w) + (1 —u)o(0,v,w)
+wo (u,v,1) +vo(u,1,w) + uc(l,v,w)
— {(]. — U)(]. — U)(]. - ’lU).P()()() + 'LL(]. — ’U)(]. — ’lU)Pn()O
+uv(l — w)Pppo + (1 — w)v(1 — w)Pono + (1 — w)(1 — v)wPyop
+u(l — v)wPpon + WPy + (1 — wWvwPop, } (33)
La construction d’un carreau complet suit la méme mécanique que dans le cas précédent. Il
suffit de définir les points de controle internes par une relation équivalente & la Relation .
L’extension consiste & reprendre la formule ci-dessus et & exprimer complétement les 6 faces
tout comme les u, v, w, (1 —u), (1 —v) et (1 — w) en Bernstein puis a isoler les sommes de 1
an — 1 en regardant les termes autres. La relation s’écrira, pour i =1,n—1,7=1,n—1 et
k=1n-1:
2 Piji = oy Pijo + By Pijn + & Piok + B3 Pion + o Poji + Bi' Pojn
—ajtalay Pooo — o B7 g Pono — o B g Paoo — 55 B} a; Pano
O‘?a?ﬂ]?POOn - O‘?ﬂjn % Ponn — O‘?ﬁzn % Pron — ﬁznﬁjnﬂgpnnn . (34)
et le carreau s’écrira de maniére classique :

0(u, v, w) Z Z ZB" (v) By (w) Pyji; -

1=0,n j=0,n k=0,n

Pour vérifier ces résultats, on regarde la contribution de chacun des termes de la Défini-

tion .

Contributions liées a la face w = 0. Prenons la contribution du terme (1 —w)o(u,v,0),

notée Fij07 on a :
FijOZ Z Z ZBn 7'1 PZJO;

k=0,n—1 i=0,n j=0,n

Fijo= Y. Y, Y, afBMu)B}(v)Bj(w)Pio.

1=0,n j=0,n k=0,n—1
En premier, on ouvre en k :

Fjo= Y > > oiB; W)BEw)Pyo+ Y. Y Y apBIu)B(v)By(w)Pyo,

1=0,n 5=0,n k=0 i=0,n j=0,n k=1,n—1

soit (comme af =1) :

Fijo = Y > BMu)BJ@)Bi(w)Pgjo+ > > > apB!u)B}(v)By(w)Pijo.

i=0,n j=0,n i=0,n j=0,n k=1,n—1
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Contributions liées a la face w = 1. Prenons la contribution du terme wo (u, v, 1), notée

Fijn, ona:
Fijn = > 3 > BrBP(u)B}(v) By (w)Pyjn

1=0,n j=0,n k=1,n
En premier et comme ci-dessus, on ouvre en k :

Fyn =Y, > > BiBIwBI)BE WP+ Y, > > BB (w)B](v)Bf (w)Pijn,
1=0,n 7=0,n k=1,n—1 1=0,n 7=0,n k=n
soit (comme 3" =1) :

Fijn =Y > >, BiB'(wB})Bi(w)Pyu + Y Y Bi'(w)B}(v)B(w)Pijn

1=0,n j=0,n k=1,n—1 1=0,n 7=0,n

Contributions des 2 faces w =0 et w =1. On regarde Fj;qo + Fj;,. Soit la somme :

> > BHwB()Bi(w)Pyjo+ >, > Y, Bi'(w)B}(v)Bp(w) (afPijo+ Bi Pijn)

1=0,n 7=0,n 1=0,n 5=0,n k=1,n—1
+ E E B! (u v) B} (w) Pijn,
1=0,n j=0,n

que Pon note (1) + (2) + (3).

Contributions des 2 faces v =0 et v = 1. On déduit ce résultat du précédent, soit :

S BMwBY)BR(w) P+ Y>> BPu)B(v) B (w) (o] Piok + 37 Pink,)

1=0,n k=0,n i=0,n j=1,n—1 k=0,n
+ Y > BMu)B(v) By (w)Pink
1=0,n k=0,n

que l'on note (4) + (5) + (6).

Contributions des 2 faces u =0 et u = 1. On déduit ce résultat du précédent, soit :

> Y Byw)Br)BR(w)Pok+ Y, > > Bru)B}(v)Bi(w) (af Pojk + B Paj )

7=0,n k=0,n i=1,n—13j=0,n k=0,n

+ > > Br(wB}(v)Bi(w) P,

7=0,n k=0,n
que l'on note (7) + (8) + (9).

Contributions du terme correctif. On exprime ce terme qui vaut, Relation :
—{(1—u)(1 —=v)(1 —w)Pooo + u(l —v)(1 — w) Py
+uv(l — w)Pppo + (1 — u)v(l — w)Pono + (1 — u)(1 — v)wPoon
+u(l — v)wPpopn + WPy + (1 — w)vwPopn}

en fonction des Bernstein, il vient les termes suivants, au signe moins prés :

o> > e Blu)B}(0)Bp(w)Poo+ > Y. > BlafapBl(u)B}(v)Bf (w)Paoo +

i=0,n—1j=0,n—1 k=0,n—1 i=1,n j=0,n—1k=0,n—1
YD D BUBaRBMwB)BL(w)Puo+ Y Y Y arBiapBy (u) By (v)Bi (w) Pono +
i=1,nj=1,n k=0,n—1 i=0,n—1j=1,n k=0,n—1

oD D Al BBl wB()BR(w)Poon+ Y Y Y Bl BE Bl () By (0)BE (w) Paon +
i=0,n—175=0,n—1k=1,n i=1,nj=0,n—1k=1,n
Z Z Z ﬂ;‘lﬂ;‘lﬁI?an(U)B;'L(U)B;;(w)Pnnn + Z Z Z O‘?ﬂ?ﬂgB?(U)B;L(U)Bg(w)POWL )
i=1nj=1lnk=1n 1=0,n—17=1,nk=1n

que lon note (10) + ... + (17).
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Construction d’un carreau complet. On reprend ce qui a été fait pour le quadrilatére
en cherchant une écriture de la forme :

S 3 Y BB (0)By (w) Qi

i=0,n j=0,n k=0,n

ot les Q; ;1 sont & définir. On regarde en premier ce qui vient au regard de B{ (u) B (v) Bj (w).
Les contributions viennent de termes (1), (4), (7) et (10), soit :

n n n
Pooo + Pooo + Pooo — agagag Pooo = 2 Pooo

qui est la valeur cherchée (car 6(u,v,w) est avec le facteur 2 dans (33))). Par analogie, les 7
autres coeflicients coins ont la méme forme.

On regarde maintenant ce qui vient au regard de B(u)Bj (v)Bg(w) pour i = 1,n — 1, il
vient des contributions des termes (1), (4), (8), (10) et (11), soit :

n n n. . mn_.mn mn . mn_n
Pioo + Pioo + &' Pooo + B Proo — o' agag Pooo — B g gy Proo »
n 3 n n
Pioo + Pioo + &' Pooo + B Proo — ;' Pooo — 37 Proo = 2 Pioo
qui est la valeur cherchée (grace au facteur 2). Par analogie, on retrouve les autres arétes.

On regarde maintenant ce qui vient au regard de Bj'(u) B} (v)Bf(w) pour i = 1,n — 1 et
j=1,n—1, il vient des contributions des termes (1), (5), (8), (10), (11), (12) et (13), soit :

n n n n n . mn_mn n_mn_n n, . n_mn n._n_mn
Pijo+af Pioo+5} Pinotai Pojo+8; Prjo—a; o ag Pooo—a' o oy Pooo — i @ ey Pooo — v o gy Pooo
Pijo + P;jo = 2P0,
qui est le résultat attendu, on retrouve en effet la Relation (32) donc P;jo une nouvelle fois.
Ceci s’applique aux 5 autres faces.

Au regard de B}'(u) B} (v)Bj(w) pour i = 1,n — 1, j=1,n—1et k= 1,n— 1 vient la
Relation . Ce qui établit le résulta énoncé comme le théoréme suivant :

Théoréme 5. Pour tout degré, le carreau transfini est équivalent & un carreau de Bézier
complet dont les points de controle sont identiques sur les arétes du carreau (coins et arétes
courbes), définis par des relations comme pour les faces et définis par la Relation (34))
pour les points de contréle internes. O

10.5.2 Formalisme éléments finis

Dans cette écriture, classiquement, 1’élément fini est défini via ses nceuds et ses fonctions
de formes, il s’écrit alors de maniére formelle comme :

S Gign(u,0) Aigi (35)
ijk
ot les ¢;;1, sont les fonctions de forme et les A;;j, sont les noeuds. L’indice ijk correspond a ce
que serait un élément complet dont on ne considérerait que le bord. Trouver I’expression des
gijr dépend de la nature des données dont on dispose, soit a partir des fonctions de forme
de I’élément complet soit par regroupement des Bernstein comme on 1’a vu dans le cas de la
deux dimensions.

A titre d’illustration, on va traiter explicitement le cas de ’hexaédre a 20 noeuds.

Le cas de ’hexaédre a 20 noeuds. On donne, en premier, le schéma de correspondance
entre les deux systémes d’indice utilisés, de gauche a droite, la face w = 0, les points pour
w = % et la face w = 1 en indices ijk :

020 120 220 021 221 022 122 222
010 210 012 212
000 100 200 001 201 002 102 202
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puis en indices séquentiels :

4 11 3 16 15 8 19 7
12 10 20 18
1 9 2 13 14 5 17 6

On rappelle, ensuite la relation qui lie les noeuds et les points de controle, par exemple,
pour 'aréte 000 — 200 alias 1 — 2, on a :

A 2

Ay = 1+2Cy + Ao
4

—A; +449— A

Co = 1+29 2

ou Cy est le point de controle de I’aréte donc Pjgq.
Si la donnée est ’ensemble des nceuds, on calcule les points de controle des arétes, par
exemple Pigg, P10, Piog €t Py1g pour les 4 arétes de la face w =0 :

_ —Pooo + 4A100 — Paoo

Pyoo = 2

P —Paoo + 4A210 — Pa2o
210 = 5

P —Pago + 44120 — Pozo
120 = 3

P —Po20 + 4A010 — Pooo
010 = 5 .

Alors, on compléte la face w = 0 avec son point central :

1 1
Piig = *Z(Pooo + Paoo + Pazg + Po2o) + §(P100 + P19 + Pi2o + Poio) ,

que 'on réécrit en terme de noeuds (avec Poog = Agoo, ---)

3
Py = —E(Pooo + Pago + Pago + Po2o) + (A100 + A210 + Ai20 + Ao1o) ,

par analogie, on a :

3
P = —E(Pooz + Paga + Paoa + Poaa) + (Ar02 + A212 + Ar22 + Ap12) ,

et, pour les 4 autres :

3
Pip1 = —E(Pooo + Paoo + Pao2 + Pooz2) + (A1oo + A201 + Aoz + Aoot)

3
Pig = _Z(PMO + Pagg + Paoo + Poaa) + (A120 + A1 + Arzz + Ag21) ,

3
Poir = —E(Pooo + Po2o + Pooz + Pooz2) + (Aoro + Ao21 + Aoiz + Aoo1) ,

3
Py = _E(PQOO + Paog + Paga + Pag2) + (Az10 + A1 + A1z + Azo1) s

ainsi, on peut calculer P11 par la Relation , A savoir

1
P = 1 (Pr10 + Pi12 + Pro1 + Pio2 + Po11 + Poi2) —

1

6 (Pooo + Pozo + Paoo + Pa2o + Pooz + Po2z + Paoz + Pag2) .

A ce stade, on dispose d’un élément complet et, ainsi, sa validation est facile. Par ailleurs,
tout est en place pour expliciter les fonctions g;ji, il suffit de regrouper les contributions
pertinentes. Par exemple, la premiére fonction de forme, facteur de Aggp (qui est aussi Pyop)
vient des contributions de :
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— lui-méme dans BZ(u) B3 (v) B3 (w) avec le poids 1,
~ Pioo, Poro et Poor dans B (u) B3 (v) Bj (w), B3 (u) B} (v) B (w) et Bj (u) B3 (v) B (w) avec

les p01dsff

— Pi19, Po11 et Pioy dans B?(u) B?(v) B2 (w), B2 (u)B?(v)Bi(w) et B (u)BE(v)B?(w) avec
les poids—=2,

— P11 dans B (u)B?(v) B?(w), avec le poids 3%‘73 — % = —%,

ce qui donne, tout calcul fait :
(1 -2u—2v—-2w)(1—-u)(1—-v)(1—w).

comme attendu. In extenso, les 20 fonctions de forme sont :
- =(1-2u—2v-2w)(1—-u)(1l-v)(1-w)
— ¢ =(—142u—2v—2w)u(l —v)(1 —w)
- q3=(—-34+2u+2v —2w)uv(l —w)
—qs=(-1-2u+2v—2w)(1l —u)v(l —w)
~ o = du(l —u)(1 - v)(1 - w)
- qro =4uw(l —v)(1 —w)
- g =4u(l—-uw)v(l—w)
—qr2=41—uv(l—-v)1—-w)
- q3=4(1-u)(1—v)w(l—w)
— q1a = 4u(1l —v)w(l —w)
- q15 = duvw(l — w)
- q6=4(1—u)vw(l —w)

—g=(-1-2u—2v+2w)(1l —u)(l—v)w
- ¢ = (-34+2u—2v+2w)u(l —v)w

— g7 = (=54 2u + 2v 4 2w)uvw

—gs = (=3 —2u+2v+2w)(1 — u)vw

- @7 =4u(l —u)(1 —vjw
- q18 =4w(l —v)w
- q19 = 4u(l — u)vw
- g =41 —-u)v(l —v)w,
et ’élément s’écrit (en indices séquentiels) :

U’UU) quuvw

A noter que la restriction de ces polynémes aux faces vérifie la relation de Serendipité
pour les noeuds impliqués.

Le cas de ’hexaédre a 32 nceuds. Il parait évident de retrouver 1’élément déja vu plus
haut.

Hexaédres de degrés supérieurs. Ces éléments ne sont pas les mémes, car il n’ont pas
de nceuds, dés le degré 4, sur les faces.

10.6 Validation d’un élément tridimensionnel

Ayant reconstruit un élément complet, on le valide comme vu dans diverses références, par
exemple [0], [9], en utilisant la condition suffisante, jacobien strictement positif aux sommets
et autres coefficients non négatifs. Ainsi, on a successivement :

0(u, v, w) Z Z Z Bl'(u v) By (w) Pyj

1=0,n j=0,n k=0,n
T(wv,w) = Y Y > BTN wB T ()BT (w) Nk
1=0,3n—1 J=0,3n—1 K=0,3n—1
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avec

n—1 n n mn n—1 n mn n n—1
Ci1 Cizci's lecjz st k kQCks

Nijg = n’ Z Z Z o1 a1 Ol3n—1

i1+i2+iz3=1I j1+jo+jzs=J ki+kat+ks=K i1+i2+13 Jit+j2+7s k1+ka+ks
1,0,0 0,1,0 0,0,1
Ak Bk Bigjaksls (36)
pour
i = O’TL_ 17j1 = Ovnakl = 07”‘
ig = O,TL,jQ = O,ﬂ— ].7]€2 = 0771
i3 = O,n,jg = O,n,kg = O,n— 1
et avec
1,00 _ p—p 0,1,0 _ p—pH 001 _p—pH
Ay = PP, Al = PirPijyie et A5 = PiePij ey

Le degré du polynéme jacobien est donc 3n — 1 dans chaque direction, le nombre de
coefficients de controle est 27n3. Chaque coefficient est une somme pondérée de différents
termes, hormis les coefficients coin qui ne posséde qu’'un seul terme (qui mesure le volume
du tétraédre de sommets le coin et ses trois points de controle adjacents et, ainsi, controle
Pangle entre les plans tangents aux trois faces (courbes) incidentes, voir par exemple Nyg).

11 Conclusion

On a montré de plusieurs fagons (en utilisant des développements de Taylor, en raisonnant
dans le monde Bézier ou directement via un systéme) comment construire des éléments de
Lagrange quadrilatéraux et hexaédriques Serendip et on a exprimé facilement 1’expression
des fonctions de forme des quadrilatéres de degré 2, 3 et 4 et des hexaédres de degré 2 et 3.
On a montré qu’il n’y avait pas de quadrilatére de Lagrange de degré 5 ou plus vérifiant
les propriétés de Serendipité tout en restant parfaitement symétrique vis-a-vis des symétries
et rotations naturelles, en effet, un tel élément n’aurait que 23 nceuds. On a suggéré une
méthode permettant, au prix d’un noeud supplémentaire au degré 5, de rétablir cette symétrie
et d’obtenir ainsi un élément dont I’espace polynomial est celui d’un élément Serendip enrichi
par un monoéme supplémentaire. Par ailleurs, il nous a semblé fastidieux d’envisager 1’étude
d’éléments de degré supérieur & 5 en deux dimensions et a 3 en trois dimensions.

On a également indiqué comment valider géométriquement un élément (vu comme un
carreau) d’un maillage donné défini de cette fagon. Cette validation se fait en raisonnant
sur Pécriture des carreaux dans le formalisme Bézier (polynomes de Bernstein et points de
controle) aprés avoir reconstruit les points de controle de 1’élément complet équivalent a
I’élément examiné.

On a aussi montré que l'interpolation transfinie est un moyen de construire des éléments
finis de Lagrange dont certains (seulement pour les degré 2 et 3) sont les éléments Serendip
symétriques classiques et que leur analyse est rendue simple si on en trouve 1’élément complet
associé. On a montré, pour tout ordre, comment définir les points de contrdle de 1’élément
complet équivalent. Le point de vue adopté a été, ici aussi, de raisonner sur I’écriture de ces
carreaux dans le formalisme Bézier (polynémes de Bernstein et points de controle).

Les éléments réduits permettent de diminuer le nombre de nceuds d’un maillage donné,
par ailleurs, les fonctions de forme sont plus simples. Une application envisagée, outre les
calculs par éléments finis, est d’utiliser ce type d’élément en tant que carreau pour définir la
géométrie d’une surface & partir de son bord seulement.

Enfin, en généralisant la construction par interpolation transfinie au cas des éléments avec
des noeuds internes, on peut étendre cette méthode et en se basant sur des idées présentées
dans [5], on peut obtenir des éléments Serendip pour tous les degrés (ceci fera 'objet d’un
autre rapport).
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Annexe

Les fonctions complétes (quadrilatére de degré 5)

o do(u) = i(l — Bu)(2 — 5u)(3 — 5u)(4 — 5u)(1 — u),
61(u) = 22 (u)(2 ~ 5u)(3 ~ 5u)(4 ~ 5u)(1 ),
Ba(u) = — 22 (u)(1 ~ 5u)(3 ~ 5u) (4 ~ 5u)(1 ),
B3() = To ()(1 — 5u)(2 — 5u)(4 — 5u)(1 ),

pa(u) = —%(u)(l —5u)(2 — 5u)(3 — 5u)(l —u),

Bs() = 3 ()1~ 5u)(2 ~ 5u)(3 ~ 5u)(4 — 5u)

et
qij(u,v) = ¢i(u)g;(v) .
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