N
N

N

HAL

open science

Sur les carreaux B-spline ou NURBS de degré 2

Paul-Louis George, Houman Borouchaki

» To cite this version:

Paul-Louis George, Houman Borouchaki. Sur les carreaux B-spline ou NURBS de degré 2. [Rapport
de recherche] RR-8550, INRIA. 2014, pp.59. hal-01009703

HAL Id: hal-01009703
https://inria.hal.science/hal-01009703

Submitted on 18 Jun 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://inria.hal.science/hal-01009703
https://hal.archives-ouvertes.fr

Sur les carreaux B-spline
ou NURBS de degré 2.

Paul Louis George, Houman Borouchaki

RESEARCH
REPORT

N° 8550

Juin 2014

ISSN 0249-6399 ISRN INRIA/RR--8550--FR+ENG

Project-Team Gamma3







V4

: in]nrmmics,mathemutics

Sur les carreaux B-spline ou NURBS de
degré 2.

Paul Louis Georg, Houman Borouchakim
Equipe-Projet Gamma3

Rapport de recherche n° 8550 — Juin 2014 — [59] pages

Résumé : Ce rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis classiques de Lagrange
de degré 2 et des carreaux de Bézier rationnels de degré 2. Ici, on regarde le cas des carreaux
construits & partir de B-spline ou de NURBS non pas en temps qu’ingrédients de base d’une
méthode de définition de surfaces (application de R? dans R?) mais en temps qu’éléments support
de calculs (application de R? dans R?). Dans ce cas, se pose la question de la positivité du jacobien

de cette transformation. C’est donc ce point que nous regardons.
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B-spline and NURBS patches of degree 2.

Abstract: Following our previous reports related to classical Lagrange finite elements of
degree 2 and rational Bézier patches of degree 2, we discuss the B-spline and NURBS patch
not as a method to define a surface (and then a mapping from R? to R?) but as the support
of a calculus (therefore a mapping from R? to R?). In this usage, the jacobian of the mapping
must be positive and this is the point discussed.

Key-words: B-spline curve. NURBS curve. B-spline patch. NURBS patch.
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1 Introduction

L’idée de prendre comme fonction de forme pour effectuer un calcul, les fonctions défi-
nissant la géométrie est une idée ancienne récemment remise a la mode, [§], [2], et largement
exploitée depuis. Les fonctions utilisées en CAO peuvent étre des Bézier (et on retrouve,
entre autres, les éléments finis de Lagrange) ou d’autres type de descriptions comme les Bé-
zier rationnels, les B-splines ou les NURBS. La partie géométrique (la CAO) ne s’est pas
directement intéréssée au prérequis permettant d’effectuer correctement des calculs avec ses
propres fonctions. En particulier, nous n’avons pas réellement trouvé de discussion sur le
signe du jacobielﬂ des transformations sous-jacentes (seul moyen de s’assure de la validité
géométrique d’un carreau). L’objet de ce rapport est justement de regarder ce probléme en
examinant le cas des carreaux définis par des B-splines et des NURBS.

Le cas idéal serait celui ou le domaine de calcul est définissable au moyen d’un seul
carreau. Alors, l'utilisation des algorithmes de raffinement, permet de "mailler" (ou plutot
de "quadriller") aussi finement que désiré le domaine en insérant de nouveaux points de
controle (et donc de nceuds).

On rappelle trés rapidement ce qu’est une fonction B-spline. On indique ensuite comment
définir une courbe & partir de ces fonctions et de la donnée de points de contréle en construi-
sant des séquences de nceuds judicieusement choisies. On ne donne que quelques exemples, la
richesse, la souplesse et les multiples possibilités offertes par cette construction n’étant pas
'objet de ce rapport. A partir des 4 courbes frontiéres et d’un réseau de points de controle
adéquats, on montre comment se construit un carreau plan. Le calcul du jacobien de la
transformation sous-jacente, pour examiner la validité géométrique du carreau considéré, se

INotons que le jacobien n’est défini que pour des applications de R? dans R%, c’est dire que I'espace des
parameétres et I’espace physique sont les mémes excluant de fait le cas des surfaces.
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4 P.L. George et H. Borouchaki

révele délicat en regardant 1’écriture avec les B-splines, aussi on montre que, par morceau,
un tel carreau s’exprime par de simples (sous-)carreaux de Bézier (processus noté "Bézier
extraction" dans les papiers ango-saxons) et, ainsi, le calcul du jacobien devient évident tout
comme son contréle via le signe des coefficients du polynéme obtenu.

On discute ensuite du cas des carreaux construits via des NURBS. On montre, comme
cela a été vu dans [5] pour les Bézier rationnels, qu’aux NURBS dans R? correspondent des
B-splines dans R3 et que ces B-splines permettent de trouver un polynéme dont le signe
est celui du jacobien examiné. Ce polynéme se présente comme une forme B-splines et est
analysé comme indiqué ci-dessus, & savoir morceau par morceau.

Pour fixer les idées, le degré 2 est discuté, le degré est identique dans les deux directions
et les réseaux de controle sont des grilles de méme nombre de points dans ces directions. Il est
clair que le cas général, degré différent et réseau non "carré", se traite de maniére analogue
et, dans une annexe, nous donnons quelques détails sur le cas des degrés 3 et 4.

2 Courbe B-spline

Il ne semble pas superflu de revenir aux définitions de base des fonctions B-spline avant
d’aborder les courbes.

2.1 Fonctions B-spline

On se donne une séquence ordonnée, U, de m + 1 neeuds, notés u;, définie par :
U= {u07 ULy eeey Um—1, unL} 5

avec u; < u;,1 et, par exemple, avec ug = 0 et u,, = 1. La i'®™€ fonction de base B-spline
de degré d est construite par récurrence de la fagon suivante :

)

‘ 1 st ouw € Jug, uig]
Nio(u) = { 0 sinon

U — U Ui+14+d — U

Niq(u) = Nia—1(u) +

_— Niy1,a-1(u 1
Uit d — Uj Ujr14d — Uit e+1a-1(w), S

la fonction dépend donc du choix de la séquence U et est non nulle uniquement pour u dans
un certain intervalle. Notons que la récurrence s’écrit aussi :

N;a(u) = wia(u)Nig—1(u) + (1 — wip1,a(w))Nig1,a-1(u)
avec
U — Uu;

widlu) = o
(2 7

Pour un usage futur éventuel, notons que la dérivée s’écrit :

/ d d
Now)=— Ny —— Nia
i,a(w) g = Ve 1(u) iroa — iy Yt 1(u),

et que cette écriture est vraie pour toutes les dérivées successives.

2.2 Courbe B-spline

En utilisant les fonctions B-splines, on peut définir les courbes du méme nom.

Inria



B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 5

2.2.1 Définitions et propriétés de base
A partir des fonctions B-splines, on peut définir les courbes de degré d dont 1’écriture

formelle est :
n

y(w) =Y Nig(u)P;,u € 0,1], (2)
i=0

sans oublier que les NV; 4(u) ne sont non nulles que dans certains sous-intervalles de [0, 1].
Dans cette expression, les P;, les points de contréle sont au nombre de n + 1 ou n > d.
La donnée est donc constituée de n + 1 points de controle et d’'une séquence nodale U dont
les d + 1 premiers noeuds ont la méme valeur tout comme les d + 1 derniers. Ceci n’est pas
strictement nécessaire mais sera le cas que nous retiendrons afin de construire des carreaux
fermés plus tard. La séquence nodale contient m 4 1 noeuds avec

m=n+d+1,

ce qui impose, pour n et d donnés, le choix de m pour définir cette séquence U. Les nocuds
prennent leur valeur dans une séquence de valeurs notée U qui comprend k valeurs :

U = {uo, U1, ..., U} ,
qui est telle que u; < W;41, inégalité stricte, et on a :
k=n—-d+1.
Les deux séquences U et U se correspondent I'une 1'autre, ainsi si :
U = {tg, Uy, ..., U}
alors :

U = {ug = o, ..., uq = U0, Udg1 = UL, -, Upn—d—1 = Uk—1,Upm—d = Wk -y Uy = Uk} -
Notons que, par construction, v(0) = Py car les d+ 1 premiers nceuds de U ont été choisis

identiques et que, de méme, v(1) = P,, la courbe part de Py et arrive en P,.

Pour un usage futur éventuel, indiquons que la dérivée s’écrit :

n—1

/ A,

v (u)=d Z Ni+1,d71(u)?7 (3)
i=0 v

avec :
-
A =P —P=PP 1 et § =uUitdr1 — Uit1,

avec les N;11 4—1(u) nulles sauf dans certains sous-intervalles.

2.2.2 Quelques exemples pour comprendre

Pour se familiariser avec ces courbes, on va fixer d = 2 et considérer le cas trivial ou
n = 2 puis le "vrai" cas ou n > d, le cas le plus simple étant d’avoir une répartition uniforme
pour U, c’est-a-dire que u; = 5 ou, autre choix identique d’ailleurs, u; = 4, voir plus bas.

Le cas n = d = 2. Cet exemple se trouve en particulier dans [I0]. Alors m = 5 et on se
donne (avec des notations évidentes) :

U= {UO = Uy, U] = Ug, U2 = UQ, U3 = U, Uq = U], U5 = ﬂ1} avec U = {ﬂo,ﬂl} = {0, 1} .

La courbe s’écrit :

2
v(u) = ZNi,Q(U)Pz’ = No2(u)Po + N12(u)Pr + Nao(u)Ps .
i=0
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6 P.L. George et H. Borouchaki

On calcule les différents N; ¢, qui sont au nombre de m = 5, on a successivement, en parcou-
rant la séquence U :

Noo(u) =0 car on n’est pas dans Vintervalle [ug, u1[= [To, Uo[= 0,

Nio(u) =0 car on n'est pas dans lintervalle [uq,us[= [Go,To[= 0,
Noo(u) =1 dans Uintervalle [ug,us[= [o,u1[=1[0,1] et Nao(u)=0 pour w=7u =1,
N5 o(u) =0 car on n’est pas dans lintervalle [uz, ug[= [ur,u1[=0,

Nyo(u) =0 car on n’est pas dans l'intervalle [u4, us[= [a1,u1[= 0.

A partir de ces N; g, on calcul les N; 1, qui sont au nombre de m — 1 = 4 il vient :

U — Ug Uy — U u—20 0—u
0,1(u) — 0,0(u) + — Lo(u) = g—Noo(u) + 5—;N1o(u) =0,
U — Uy us —u us —u . .
N = N = N- = (1—u)N: = (1— 5 < 1 3
1,1(u) — 1,0(U)+u3 - 2,0(u) p— 20(u) = (1=u)Nao(u) = (1-u) si 0<u<1,0 sinon,
Not(u) = "2 Ny o (u)+ 2= Ny o (u) = ——"2 Nyo(u) = uNoo(u) =u si 0<u<1,0 sinon,
Uz — U Ugq — U3 U3 — U2
uU—u Us — U
N3 1(u) = 2 N3o(u) + Nyo(u) =0.
Ug — U3 Us — Ug

Enfin & partir de ces IV, 1, on calcule les N; 2, qui sont au nombre de m — 2 = 3 il vient :

U — Uug us —u us —u . .
No (1) = Ny () = Ni(w) = (1—w)Ny 1 (u) = (1—u) si 0<wu<1,0 sinon,
0,2(u) — 0,1(U)+u3 _— 11 (u) — L1(u) = (I—u)Ni1(u) = (1-u) si 0<u sinon
uUu—u Ug — U
Nia(u) = s ull Ny (u) + uf— ” Noa(u) = uNia(u) + (1 — u)Niy1(u)

=u(l—u)Nog(u)+ (1 —w)uNag(u) =2u(l —u)Napg =2u(l—u) si 0<u<1 0 sinon,

U — U us —u U — U
Noja(u) + :
Ug — U2 Us — U3 Ug — U2

Ngyg(u) =

= uNy(u) = u*Nog(u) =u®> si 0<u<1,0 sinon.
Par suite :

2
y(u) = (1 —u)?Py+2u(l —u)P, +u’Py = Z B2 (u)P;,
=0

ot BZ(u) est le polynéme de Bernstein de degré 2 numéro i. La courbe est simplement la
courbe de Bézier de degré 2 dans [0, 1] et, par continuité, dans [0, 1].

Le cas d = 2 et n = 5 avec une séquence entre 0 et 1. Cet exemple montre une
situation plus intéressante, on a 6 points de controle. La courbe s’écrit :

la séquence U avec m = n + d + 1 = 8 posséde 9 termes :

U = {ug = o, u1 = To, U2 = Up, U3 = U1, Us = U, Us = Ug, Ug = U4, U7 = Us,Ug = Ud}

2 3
22
74747}7

| =

avec U = {TUo, U1, U2, U3, Us} = {07

2avec la convention % =0.

Inria



B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 7

le plus simple étant ce choix uniform u; = nil = i'. Alors les 8 N; o(u) valent :
N070(u) = O7
NL()(U) = O7
1
Noo(u) = 1siu € [ug, ug[= [0, 1[, 0 sinon,
. 12 .
Nso(u) = 1siu € [us, us[= [Z, Z[’ 0 sinon,
. 23 .
Nyo(u) =1siu € [ug, us[= [E’ 1[, sinomn,
Nso(u) =1siu € [us, ug[= [Z’l[’ 0 sinon,
NG’O(U) = 07
N770(u) = O .

On en déduit les 7 IV; ; qui sont nuls sauf dans les intervalles précisés :

Noi(u) =0 carNoo(u) =0 etNyg(u)=0,

— 1
Niq(u) = 2% Nyo(u) = (1 — 4u)Nao(u) = (1 —4u) pour 0<u< -,
us — u2 4
uU—u Uy — U
Noq(u) = 2 Ny o(u) + ——— Ns o(u) = 4uNa o(u) + 2(1 — 2u) N3 o(u)
U3 — U Ug — U3
1 1 1
=4u pour 0<u<-—,2(1—2u) pour -<u<—,
4 4 2
u—1u Us — U
N3 (u) = > Nyo(u) + — Nyo(u) = (du — 1)N3 o(u) + (3 — 4u) Ny o(u)
Uy — U3 Us — Ugq
1 1 1
= (4u—1) pour 1§u<§,(374u) pour §SU<Z’
U —u Ug — U
Nya(u) = L Nio(u) + — Nso(u) = 2(2u — 1) Ny o(u) +4(1 — u) N5 o(u)
Uy — Ug U — Us
1 3 3
=2(2u—1) pour §§u<1,4(1—u) pour Z§u<1,
U — Us .3
N51(u) = P— Nso(u) = (du —3)Ns o(u) = (du —3) si 1 <u<1,0 sinon,
6 — Us

No1(u)=0 carNgo=0 etN7o=0.

On en déduit enfin les 6 N; 2 qui sont nuls partout sauf pour les intervalles diment mentionnés.
En premier, on exprime les IN; » en fonction des IV ; :

— 1
Noo(u) = LB_QZNM(“) = (1—4u) Ny 1 (u) = (1—4u)?Na o(u), soit (1—4u)? pour 0<u < 1
uU—u Uy — U
Ny o(u) = - ull Nya(u) + u44_ ” Na1(u) = 4uNy 1 (u) + (1 — 2u)No 1 (u),
U—1u Us — U 3—4u
N272(u) = wa — ;2 ,1(u) + u55_ s NS,l(U) = 2uN271(u) + 5 Ng_’l(u) ,
U — U3 U — U du —1
N. = N- N. = Y 2(1 —u)N.
3,2(u) P— 3,1(u) + — 1,1 (w) 5 Na,1(u) +2(1 — u)Na1(u),
u—u U7 — U
N4’2(’U,) = 1 N471(u) + r N5’1(U) = (2u — 1)N4’1(’U,) + 4(1 — u)N5,1(u) y
Ug — Ug U7 — Us

3Dans le cas ot la répartition n’est pas uniforme, tout se qui suit s’étend, les calculs étant moins évidents,
voir plus bas.
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8 P.L. George et H. Borouchaki

uU—1u
N5$2(’LL) = 2

Ns.1(u) = (4u—3) N5 1(u) = (4u—3)* N5 o(u), soit (4u—3)> pour <u<l,
et, pour finir, on explicite les IV; ; dans les N; o restant a calculer :
Nl)g(u) = 4uN171(u) + (1 — 2U)N2’1(u) s

3 —4u

NQ,Q(U) = 27.LN271(U) + Ng’l(u) s

4u —1

N372 (U) =

Nyo(u) = (2u—1)Ngq(u) + 4(1 — u)Ns 1 (u),

Ng,l(u) + 2(1 — U)N471(U) s

il vient :
NLQ(’LL) = 4u(1 — 4’LL)N270(U) + (1 - 2U) {4UN2_’0(’LL) + 2(1 — QU)N&()(U)} s

Noo (1) = 2u {4uNs o (u) + 2(1 — 2u) Ny o (u) }+ o=

{(4u = 1)N30(u) + (3 — 4u)Nyo(u)} ,

qu—1
N&Q(U) =

Nyo(u) = (2u—1){2(2u — 1)Nyo(u) +4(1 — u)N5o(u)} + 4(1 — uw)(du — 3) N5 0(u) ,

{((4u — 1)N3,0(u) + (3 - 4u)N4’0(u)}+2(1—u) {2(2u — 1)N4’()(U) + 4(1 — u)N5,0(u)} s

1

on en déduit la forme de la courbe dans les sous-intervalles. Par exemple, pour u € [0, 7[, on
prend les termes facteurs de Ny g, soit :
1
Yo(u) = (1 — 4u)? Py + 8u(1l — 3u) P, + 8u*Py w € [0, 1[,
et, de méme :
3 4u —1)2 11
Y1 (u) = 2(1 — 2u)? Py + (—16u” + 12u — §)P2 + %Pg u € [Z, 5[,
(3 — 4u)? 9 11 9 13
Yo (u) = #Pg + (—16u” + 20u — ?)Pg +2Q2u—1)"Py uc€ [5, Z[’
3
y3(u) = 8(1 — u)>Ps + 8(1 — u)(3u — 2)Py + (4u — 3)°Ps u € [Z’ 1[. (4)

On vérifie immédiatement que ces 7;(u) se raccordent, continuité C°. Par exemple vo(u), par
continuité, vaut 22 en u = 1 et y1(u), en u = 1 , vaut également L1532 etc. Les points
de raccord sont les milieux des arétes définies par les points de controle en partant de P P
jusqu’a P3Py En u = 0, y(u) = y(u) = Py, en u = 1, v(u) = y3(u) = Ps. On vérifie
également que les dérivées en u = i a droite pour yo(u), & gauche pour v;(u), sont égales

(4P Py), continuité C, etc.

Le cas d =2 et n =5 avec, maintenant, une séquence entre 0 et n — 1. On reprend
le méme exemple, on a 6 points de controle. La courbe s’écrit :

la séquence U avec m = n +d+ 1 = 8 posséde 9 termes :
U = {uo = o, uy = Uo, up = Uo, Uz = U1, Us = Uz, Us = U3, Ug = Ug, Uy = g, Ug = U4}

avec U = {ﬂo,ﬂl,ﬂ27ﬂ37ﬂ4} = {0, 1,2,374} R

autre choix naturel pour construire une répartition uniforme. Alors les 8 N; o(u) valent :

N0,0(’LL) = 0 3

Inria
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Nio(u) =0,
Noo(u) =1siu € [ug,u3[=1[0,1[, 0 sinon,
N3 o(u) = 1siu € [ug,uq[=[1,2[, 0 sinon,
Nyo(u) =1siu € [ug,us[=[2,3[, 0 sinon,
Nso(u) = 1siu € [us, us[= [3,4[, 0 sinon,

Nego(u) =0,

Nro(u) =

On en déduit les 7 IV; ; qui sont nuls sauf dans les intervalles oti les N, ¢ incriminés sont non

nuls :
Noi(u) =0 carNoo(u) =0 etNig(u)=0,

Nya(u) = 27 Ny o () = (1 — u)Nao(u),

uz — U2
uU—Uu Ug — U
Noq(u) = 2 Nao(u) + ——— N3 o(u) = uNa,o(u) + (2 — u)N3o(u),
U3z — U Ug — U3
u—u us — U
N3 1(u) = 2 Njo(u) + — Nyo(u) = (u—1)N3o(u) + (3 —u)Nyo(u),
Uy — U3 Us — Ug
u—Uu Uug — U
Nii(u) = = Nio(u) + ———Nso(u) = (u — 2)Nyo(u) + (4 — u)Nso(u) ,
Uy — Ug U — Us
u—u
Ns1(u) = > N o(u) = (u— 3)Nso(u),
U — Us

N671(U) =0 -car Nﬁ,o =0 et N770 =0.

On en déduit enfin les 6 N; 2 qui sont nuls partout sauf pour les intervalles ot les N; g
incriminés sont non nuls. En premier, on exprime les N; o en fonction des N, ; :

Noo(u) = ;‘3 *5‘ Nia(u) = (1—u)Ny (u) = (1—u)2No o (w), soit (1—u)2 pour 0<u <1,
3 — Ul

U—U Uy — U 2—u
lez(u) = ! Nl’l(u) + 4 NQJ(U) = UNLl(U) + N271(u) s

Uz — U Uy — U2

U — Usg U5 — U U 3—u
N- = N- N. = —N, N.

2,2(u) Py 2,1(u) + — 3,1(u) 5 2.1(u) + 2 31(u),
U — U3 Ug — U u—1 4—u
3,2(u) Y 3,1(u) + — ,1(u) 5 3,1(u) + 41(u),
U — Uy U7 — U u— 2
N, = N, N, = N, 4 —u)N;
1,2(u) P— a1 (u) + p— 5,1(w) 5 Naa(w) + (4 = u)Nsa(u),
Nso(u) = 5_ 1;5 Ns.1(u) = (u—3)Ns.1(u) = (u—3)*Ns o(u), soit (u—3)* pour 3 <u <4,
7—Us
et, pour finir, on explicite les IV; 1 dans les IV; » restant & calculer :
2—u
N1 Q(U) = UNl,l(’UJ) + Ngvl(’u,) ,
U 3—u
Nao(u) = 5 Noj(u) + 3,1(u),
2 2
u—1 4—u
N3o(u) = 5 N3 1 (u) + 5 Ny(u),
u—2
N472(u) =5 N471(u) + (4 — U)N5 1(u) R
il vient :
2—u

N1 g(u) :u(l —u)NQ,o(U)‘i‘ 9

)
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10 P.L. George et H. Borouchaki

Noo(u) = & {uNoo(u) + (2~ w)Nao(u)} + >0 {(u— 1)Nso(u) + (3 u)Nyo(w)}
N3 o(u) = = ; ! {((u=1)N3o(u) + (3 - U)N4,0(U)}+4 (- 2)Nyo(u) + (4 —u)Nso(u)} ,
Nio(u) = S22 {(u = 2)Nap(u) + (4 — u)Nso(u)} + (4 — u)(u — 3)N5 o(u)

on en déduit la forme de la courbe dans les sous-intervalles. Par exemple, pour u € [0, 1], on
prend les termes facteurs de N g, soit :

2
o) = (1 —u)?Py + %(4 ~3u)P, + %PQ welo,1],

et, de méme :

(2-w)? u? 3 (u—1)2
’yl(u)—TP1+(—7+3U—§)P2+TP3 u€[1,2[,
Yo (u) = %PQ‘F(UQ‘FSU—%)PZ;—F@PLL u€[2,3[,
v3(u) = @Pg +(4- u)(i%u —4)Py + (u—3)*Ps € [3,4]. (5)

On vérifie immédiatement que ces 7;(u) se raccordent, continuité C°. Par exemple vo(u), par
continuité, vaut # enu=1ety(u), en u=1, vaut également @, etc. Les points
de raccord sont les milieux des arétes définies par les points de controle en partant de Py P
jusqu’a P3Py En uw = 0, y(u) = v(u) = Py, en u = 4, y(u) = v3(u) = Ps. On vérifie
également que les dérivées en u = 1, a droite pour vy(u), & gauche pour ~;(u), sont égales
(4P, P;), continuité C', etc.

A noter, que les calculs sont & peine moins pénibles qu’avec I'autre choix développé juste
avant et que, bien entendu, ces deux exemples avec une répartition uniforme définissent la
méme courbe.

Le cas d = 2 et n = 5 avec une séquence non uniforme. On reprend un exemple
analogue avec 6 points de controle et une séquence non uniforme. La courbe s’écrit :

5
Y(w) =Y Nis(u)P;,
i=0
la séquence U avec m = n + d + 1 = 8 posséde 9 termes :
U = {up = o, w1 = Uo, up = o, U3z = U1, Usq = Uz, Us = U3, Us = U4, Uy = U4, Ug = Us}

avec U = {uo, Uy, Us, U3, Us} = {0,1,2,5,9} .

Les N, ¢ sont comme ci-dessus, a savoir :

Noo(u) =0,

Nio(u) =0,
Noo(u) = 1siu € [ug,ug[=1[0,1[, 0 sinon,
N3o(u) = 1siu € [us,uq[=[1,2[, 0 sinon,
Nyo(u) =1siu € [ug,us[=[2,5[, 0 sinon,
Nso(u) =1siu € [us, ug[=[5,9[, 0 sinon,

Neo(u) =0,

N7o(u)=0.
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B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 11

On en déduit les 7 IV; 1 qui sont nuls sauf dans les intervalles ot les IN; ¢ incriminés sont non
nuls :

Noi(u) =0 carNgo(u) =0 etNio(u)=0,

us —u
Ny (u) = =2 Nag(u) = (1 —u)Napo(u),,
Uz — U2
U —u Uqg — U
N1 (u) = 2 Na.o(u) + ————N3.0(u) = ulNao(u) + (2 — u) N3 o(u),
Uz — Uz Ug — U3
U — U3 Us — U 5—u
N: = N, = (u—1)N: N,
3,1(u) P 3,0(u) + p— a0(u) = (u—=1)N30(u) + —5—Nio(u),
U — Uy Ug — U u—2 9—u
N, = N, N, = N, N;
1,1 (u) p— a,0(u) + p— 5,0(u) 5 Nao(u) + ——Ns0(u),
U — Us u—>5
N, = Y = Y
5,1(u) p— 5,0(u) T Nso(u),

N@J(U) =0 -car Nﬁ,o =0 6tN7_’0 =0.

On en déduit enfin les 6 N; 2 qui sont nuls partout sauf pour les intervalles ot les IV; o
incriminés sont non nuls. En premier, on exprime les N; » en fonction des IV ; :

Noz(u) = 5;__;1 Nia(u) = (1—u)Ny 1 (u) = (1—u)* Ny o(u), soit (1-u)* pour 0<u<1,
Nio(u) = ;3__1;11 1,1(u) + ;14__11 Ny i(u) = ulNy1(u) + 2= uNQ,l(U%
Naa(u) = 54__1;22 2.1(u) + ;55__:3 Ny,1(u) = %Nz,l(u) +2 ; = N3 (u),
Nio(u) = 557_15’3 31 (u) + ;L::lz i (u) = = ; 1N371(u) A U N ().
Nyo(u) = 56__1:‘4 Ny (u) + ;‘77_—;“‘5 No(u) = 2 ; 2N4’1(u) L 9= N (),
N5 o(u) = 57__1;55 Ns51(u) = (u ; 5N5,1(u) = %N&O(u), soit (u—3)2 pour 3<u<4,

et, pour finir, on explicite les IV; ; dans les IV; o restant & calculer :

N 2(u) = uly 1 () + 2= No ().
Noa(u) = 5 Naa(u) + = Ny (w),
N a(u) = LNy () + 2N (),
o) = 2N () + 2 N ),
il vient :
Nia(u) = u(l = ) Nao(u) + 5 {uNao(u) + (2 — w)Na.o(w)}
Noo(u) = g{uNz,o(u) + (2= u)Nyo(u)} + =" {(u — DNso(u) + = ”N4,O(u)} ,
Nso(u) =2 - ! {(u ) Nyo(u)+ 2 S “N4,0(u)}+9 - “ {“ = 2 Noo(u) + Si“]\/g)’o(u)} :
Nia(u) = 2 {“ - 2 Nao(u) + 92“1\15’0(@} 42 Ll 5 Nso(u)
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on en déduit la forme de la courbe dans les sous-intervalles. Par exemple, pour u € [0, 1], on
prend les termes facteurs de N g, soit :

2
vo(w) = (1 — u)2Py + 5(4 — 3u)P, + %Pg welo,1],

et, de méme :

(2 — u)? 3u?  Su 5 (u—1)2
BT 2y 2y W p 1.2
71 () 5 L+ ( 3 4)2+ 1 3w e [1,2],
~ (6-w)? 11u?  86u 107 (u—2)?
n(u) =Pt (gt o — ) Bt P we2,5)
—u)? —w) (11lu—4 —5)2
o) = O= W p O Alu=43) (=5 p 5. (6)

28 4 28 16
Par rapport a ’exemple précédent, la courbe vy (u) est identique car la séquence nodale
est la méme sur I'intervalle correspondant. On vérifie par ailleurs la continuité C° en calculant
les points de raccord :

P+ P

(1) = =5 =n(1),
3P + P

m(2) = % =72(2),
4P5 + 3P,

2(8) = ———— =0,

et, évidemment, vo(0) = Py ainsi que 73(9) = Ps. On vérifie également la continuité C! en
ces points de raccord. Par exemple, entre yo(u) et v1(u) pour u = 1. En effet, on a :

Yo(u) = —2(1 — u)Py + (2 — 3u) Py + uP;,

et
/ 5—3u u—1
(W) = (2= w)P + TSPy + =Py,

soit, en u =1 : )
YW(l)=—-Pi+P=PP,

(1) = =P+ Py = PPy Clest-a-dire 'yé(l) .

Il en va de méme pour les autres raccords entre les sous-courbes.

2.2.3 Passage B-spline Bézier et passage inverse

Passage B-spline Bézier. Il est facile de voir que chaque v;(u) est une courbe de Bézier
de degré 2. Regardons ~yo(u) et faisons, en repartant des Relations , le changement de
variable v = 4u, alors u = 7, il vient :

2 3v v?
Y0(v) = (1 =v)* Py +20(1 = L)L+ - P»,

2
o) = (1— 0)2Py + 20(1 — v + %)p1 +Yp,,

2
1}2 112
Yo () =(1- U)QPO +20(1 —v)P + EPI 4 ?pg,
P+ P
70(”) = (1 - 'U)zpo + 21)(1 — U)Pl + 1)2% ,

qui est la forme classique d’un Bézier sur l'intervalle [0, 1] :

2
Yo(u) =) Bi )@Y,
i=0
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B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 13

#. Notons que, si on part de la

avec les points de controle Q) = Py, Q) = P1,QY =
Relation , on retrouve bien ce résultat mais sans différence de cotit calcul. A titre de
vérification, regardons v1(u) avec le changement de variable v = v — 1 donc u = v + 1, il
vient :

1—v)? 3 2
1) =P ()2 80 ) - DRt DB
1—v)? 1 v?
'Yl(U):%Pl+(02*U+§+21}(17U)P2+§P3,
(1 —v)? (1-v)2 2 v?
=-—"P — 4+ —+2v(1 —v)P, + —P.
Y1 (v) 5 1+ ( 5 +2+U( U)2+2 3,
P+ P P, + P
() = (1= 0?22 Loy —pypy 402200

2 )
soit la forme classique d’un Bézier sur l'intervalle [0, 1] :

() =3 BwQ! .

: A 1_ PPy ol _ 1_ PP .
avec les points de controle Qp = =572, Q1 = P, Q; = =252, Il est clair que les deux autres
morceaux ont la méme forme. En conclusion, on sait exprimer la courbe B-spline par un
ensemble de sous-courbes de Bézier se raccordant avec une continuité C! et dont les points
de controle sont faciles a calculer (pour notre choix initial des séquences U et U).

Passage Bézier B-spline. Pour un usage ultérieur, regardons la transformation inverse,
& savoir, étant donné un ensemble de Bézier se raccordant avec la continuité voulue, peut on
retrouver une courbe B-spline équivalente. La réponse est oui et nous allons voir comment faire
en pratique. On se donne plusieurs courbes de Bézier classiquement définies sur l'intervalle
[0,1] qui se suivent :

2
Yo(u) =) _ B ()@Y,
i=0

2
2 1
y(u) = Bi (w)Q;,
i=0
avec (1) = v1(0) et donc QY = @} (continuité C°), ..., et des propriété&ﬂ sur les tan-
gentes aux points de raccord, a savoir QIQY colinéaire avec QéQl (continuité G') et égal

(continuité C'), ... On effectue alors un changement de variable pour chaque ~;(u). Suppo-

sant avoir 4 morceaux, n = 5, pour fixer les idées, on définit pour yo(u), le changement de
variable v = ¥, puis pour 71 (u), le changement de variable v = %, ey U= 7’;%; de maniére
formelle pour la courbe «; et en fonction du nombre de points de controle.

Pour 7, on effectue le changement de variable v = %,

v = %, soit u = 4v — 1, etc. Alors :

soit w = 4v, pour 7y, on pose

o(u) = (1—u)*Q + 2u(l — w)Q +u*Q3, u € [0,1],

devient : .
Yo(v) = (1 —4v)?QY + 8v(1 — 4v)QY + 16v3QY, v € [0, Z] ,
tandis que
() = (1 —u)*Qp + 2u(l —u)Q] +u’Q3, u € [0,1],
devient :

11(0) = 4(1 - 20/°Q3 +4(1 — 20)(40 — 1)Q} + (40— 11°Q}, v € [, 5].

4]e résultat dépend évidemment du niveau de continuité.
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puis
Y2(u) = (1 - u)?Q + 2u(l — w)QF + u*Q3, u € [0,1],

devient (avec v = 2% oy =40 —2) :

o (0) = (3 — 40)2Q2 + 4(20 — 1)(3 — 40)Q% + 4(20 — 1)2Q2, v € [%, Z} ,

et, finalement
ya(u) = (1 —u)?Qp + 2u(l — u)Q? +u?Q3, u € [0,1],

devient (avec v = 3% 4 =40 - 3) :
Y3(v) = 16(1 — v)?Qf + 8(4v — 3)(1 — v)QF + (4v — 3)*Q3, v € [%, 1].
Donc, on a les quatre morceaux suivants (réécrits en u) :
Yo(u) = (1 — 4u)2QY + 8u(1 — 4u)QY + 16u*QY, u € [0, i] ,
1) = 401~ 20)°Q + 4(1 — 2u)(du — Q) + (hu —1)°Q}, we [}, 5].
o) = (3~ 4u)°Q3 + 4(2u — 1)(3 — 4u)@3 +4(2u —1°Q}, ue [1, 5],
v3(u) = 16(1 — u)?Qf + 8(4u — 3)(1 — w)Q? + (4u — 3)*Q3, u € [Z, 1].
En conséquence des conditions de raccord et en posant :
Py=QpPL=QY, P =Q1,P3=QF, P, = Q}, Ps = Q3,
les courbes se réécrivent :
vo(u) = (1 — 4u)? Py + 8u(1l — 4u) P, + 8u?(Py, 4+ Py), u € [0, i] ,
yi(u) = 2(1 — 2u)2(Py + Py) 4+ 4(1 — 2u)(4u — 1) Py + (4u — 1)2P2 ; PS, ue [%7 %] .
o) = (3 — du)* 2 ;r B 420~ 1)(3— 4u)Py + 220 — 1)2(Ps + Py, u € [%, Z] ;

o () = 8(1 — w)2(Py + Pr) + 8(4u — 3)(1 — u) Py + (du — 3)2Ps, u [Z, 1.

En factorisant les P;, il vient :

1
Yo(u) = (1 — 4u)? Py + 8u(1 — 3u) Py + 8u? Py, u € [0, Z] )

3 4y —1)2 11
Y1(u) = 2(1 — 2u)* Py + (—16u” + 12u — SP (“T)p& uelp 5l
3 — 4du)? 11 13
Y2(u) = %Pz + (—16u* + 20u — ?)Pg +2(2u—1)*Py, u € [57 Z] ,
3
Y3(u) = 8(1 — u)* Py + 8(3u — 2)(1 — u) Py + (4u — 3)*Ps, u € [Z’ 1],

qui est exactement la B-spline telle que définie au départ via les Relations .

L’intérét ce ce qui précéde sera de pouvoir "multiplier" les B-splines entre elles en revenant
aux Bézier localement pour lesquels la multiplication est bien définie, opération qui arrivera
naturellement lors du calcul du polyndéme jacobien des carreaux.
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2.2.4 Raffinement d’une courbe B-spline
On part de la courbe
n
v(u) = ZNi,d(u)Pi ,u€[0,1],
i=0
construite a partir des n + 1 points de contrdle, les P;, d’une séquence nodale U et de sa

séquence associée U. L’opération de raffinement consiste a construire la courbe

m

IYTaf(u) = ZNj,d(u)Qj YU € [05 1] )

=0

appuyée sur m+1 points de controle, les QQ;, une séquence V et sa séquence associée V données
telles que m > n et que les deux courbes soient identiques, c’est-a-dire que ypqf(u) = v(u).

On trouve dans [IT] I’algorithme permettant ce raffinement :

n
QJ:ZO[?]PZ,ZZO,N,]:O,TTZ,

i=0
avec :
ol — 1 si v € [ui,ui+1[
+J 0 sinon ’
Vjtd — Wi g_1 , Witl+d — Vj+d g
afij(u — MO‘Z;’ 1 u(xmj ) (7)
Ujt+d — Uj Uit+14+d — Ui+l

Ce raffinement permettra d’obtenir une subdivision (uniforme ou non) de la courbe ini-
tiale.

2.2.5 Evaluation d’un point de la courbe

On part de la courbe
n
v(u) = ZNi,d(u)Pi ;u € [0,1],
i=0

construite & partir des n + 1 points de contréle, les P;, d’'une séquence nodale U et de sa
séquence associée U. On pose P? = P; pour i = 0,n, la courbe s’écrit alors :

(W) = 37 Noa(u)PY.
1=0

On fixe u dans intervalle [ugidec, Ud+1+dec), avec dec = 0,1, ... et on veut trouver le point
P = ~(u). Pour cette valeur et son intervalle d’appartenance, la courbe se réduit a (les autres
N;.q(u) étant nuls) :
d+dec
Yw) = > Niaw)P.
i=dec

On applique la formule de récurrence, il vient :

d+dec
U — U; g d— U
Y(u) = Z {Ni,dl(u) + +1+Ni+1,d1(u)} Py,

U — Us —
i—dec i+d 7 i+14+d 1+1

soit encore, successivement :

Uit14d — U

y(u) = | Nit1.a-1(w) Plicdect

Ui4-14d — Wit1

d+dec—1 u u u u
§ : — W i+1+d — 0
{HNi,dl(u) + HNiJrl,dl(u)} Pz +
i=dec+1 i+d i i+14+d i+1
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U — u; 0
—————— N, 4—1 (W) P} )i=d+dec »

Uitd — U
le dernier terme se regroupe avec les premiers termes de la somme tandis que le premier
terme se regroupe avec les seconds termes de la somme, donc :

d+dec u u d+dec u u
% 0 itd — 0
)= > ——Nia-1 (WP + ) ———Nia-1(w)Piy,
i=dec+1 i+d v i=dec+1 it+d v
soit simplement :
d+dec
1
YW= Y Nuaa(wP/,
i=dec+1
avec :
U — U Wjgd — U
P! = Lpog P,
Ui+d — Ui Witd — Ui
qui s’exprime de maniére générique comme (ici r = 1) :
U — Uy o Uigdgloyr — U .
Pr= % Pi7 1 + i+d+1—r ngll ) (8)
Uipd+1—r — Ug Uipd+1—r — U4
En réitérant on trouve :
d+dec
2
Yw) = > Niga(wP?,
1=dec+2
avec :
U — U Ujtd—1 — U
P = P!+ PLy.
Ujd—1 — Ui Ujtd—1 — Ui
d+dec
Sid =2, on a fini et le point P est obtenu, P = v(u) = E N o(u)P?. Pour un degré
i=dec+2
quelconque, on a :
d+dec
_ _ 2 : d _ pd
P= 7(“) - Ni,o(u)Pi - Pdec+d' (9)
1=dec+d

A titre d’illustration on va calculer, sur 'exemple déja pris, la valeur de v(1). La séquence

nodale est :
U = {ug = to, w1 = To, U2 = Tp, U3 = U1, Us = U, Us = Uy, Ug = U4, Uy = U4, Ug = Ud}

avec U = {ﬁ03ﬂ17ﬂ27ﬂ37ﬂ4} = {Oa 1327374} ’

donc :
U=1{0,0,0,1,2,3,4,4,4} .

Il y a deux fagons pour évaluer le point (1), on a w = 1 et d = 2 et on peut considérer ce
point comme la fin du premier morceau, alors dec = 0 et (1) = P2, ou comme le début du
second morceau et, ainsi, dec = 1 et (1) = PZ. Les deux calculs conduisent évidemment au
meéme résultat mais le choix dec = 0, seul, permet de trouver les nouveaux points de controle
de la courbe. On prend donc la Formule @ :

2
P =Y Nio(u)P} = Nyo(u)P;y = P; .

=2

Le diagramme de cette construction est :

Pl P,
Py P} P).
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Ceci conduit aux calculs suivants, en partant du rang r = 0, trois points, puis au rang r = 1,
2 points, et enfin au rang r = 2, un point (la solution) :
U — U

—u

1_ 0 0 _ po

Py = Py + Py = Py,
uz — uy u3z — uy

us

0 0

U — Ug Ug — U Py + P,

Pl=——=P)+ PP = 2 L
Ug — U2 Ug — U2 2

U — U2 us —u
Pi = P+ P! = Py,
U3z — U U3z — U

donc :
P+ P

2 )

qui est le résultat attendu et les points de contréle de ce premier morceau de courbe sont
successivement Y, P{, P§ soit, de maniére générique, PF, .. avec, ici, dec =0et k =0,1,2 =
0,...,d. On a donc comme points de controle :

P=y(1)=P}=P} =

P+ P
PY =Py Pl=P) =P P} =t 22
Pour évaluer le point v(2), on a les deux choix, u = 2 et P? (dec = 1) ou P} (dec = 2),
etc. Schématiquement, les points de coupe et de contréle des sous-courbes s’organisent selon
le diagramme suivant, de Py a Ps :

PO - P1 - P2 P3 P4 P5
11/2
1 .
P-. -
11/2
1
Pp-. -
11/2
1
P- .-
11
1
P =P5

2.2.6 Evaluation des points de coupe et des points de controle locaux

On peut utiliser ce méme algorithme pour trouver, de proche en proche, les différentes
sous-courbes avec leurs points de controle. Le processus est le suivant :
— calcul de Pj = 7(1) par lalgorithme ci-dessus, dec = 0,u = 1, avec, au vol, les points
de controle,
— modification de la séquence nodale en rajoutant d valeurs a 1,
— calcul de P¢ "1 = 7(2) avec cette nouvelle séquence et la modification des indices comme
indiqué ci-dessous,
On suppose donc avoir calculé (1) et les points de contrdle de ce premier morceau. Pour
avoir v(2) et, de plus, les points de controle du second morceau de courbe, on doit choisir le
calcul de PZ, donc dec = 1, avec la nouvelle séquence nodale :

U:{0707071’1’172737474’4}7

en ayant défini un nouveau P?, alias PY . comme :

dec

PY = P =~(1),le point trouvé ci-dessus.
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F1G. 1 - La courbe B-spline initiale et ses 4 Bézier locaux pour deuz jeux de points de contrile
et une séquence uniforme.

Le diagramme de la construction est :
Py

Py, Py
Py P} PY.

Dans la formule de récurrence, 'indice ¢ des points doit étre remplacé par I'indice i + d dans
les nceuds et, ainsi, les calculs sont :
U — Uqg 0 Ug — U

Py = Py + P =Py,
Ue — Ug Ue — Ugq

1 u—u5PO U7_“P0:P??+P20

U7 — Us 3 U7 — Us 2 2 ’
U — us Ug — U

P = P+ P} = P,

Ug — Us U7 — Us

donc : PP
ﬂwwzﬁzgzi%i,

et les points de controle sont successivement P, P}, P? dont les valeurs sont

o PtP

P, + P
P : 2+ I3

Py =Py =Py, P} = =

k

et qui a la forme générique Py, ;..,k = 0,1,2 indiquée ci-dessus.

Pour continuer, on initialise PY = P = ~(2), on change la séquence U en triplant (donc en
ajoutant d valeurs) la valeur 2 et, dans la récurrence, les indices en i des nceuds deviennent
i+ dec X d, ainsi, dans la Formule , pour le morceau associé & dec, les uy, associés & P/
sont obtenus en substituant :

U; PpPar  Uitdecxd
Uit+d+1—r PaAr  Ujtdecxd+d+1l—r = Uit (dect+1)d+1—r - (10)
Donc, le calcul des P fournit les points ol les morceaux se raccordent et les points de

controéle des différents morceaux donc les Bézier locaux, voir la Figure[l| et, en annexe, le cas
d’une courbe B-spline de degré 3.

3 Carreau B-spline

On donne la définition et on calcule le polynéme jacobien en repassant aux Bézier.
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B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 19

3.1 Définition et jacobien

On se donne une séquence U et sa séquence associée U comme ci-dessus et une séquence
V (et V') dont les nceuds sont organisés comme suit :

V= {U07 <oy Uds Vd+15 -0 Um—d—15 Um—d; "'7Um} ’

avec vg = v1 = ... = vq = Ug, etc. De la sorte, le carreau ainsi défini aura comme frontiére 4
courbes se raccordant. On se donne également un réseau de pointsﬂ de controle, les P;; dans
R2, alors le carreaLﬁ est défini par :

o(u,0) =3 Y Nia(u)N;a(v) Py, (11)

i=0 5=0
Le jacobien est le déterminant de la matrice des dérivées, soit :

Oo1(u,v) o1 (u,v)

ou ov
doz(u,v)  Hoa(u,v) ’
ou ov

ol o1(u,v) et oo(u,v) sont les deux coordonnées du point o(u,v). Par suite, le jacobien
s’exprime comme :

n—1 n AL0 n n—1 AOL

@ Nist.a-1()N;a(0) 515 NiaW) V1,001 (0) JF

i+1,d—1\U) V54V 610 i,d u) JJrLd*l(U 501 ’
i=0 j=0 i —0 =0 F
avec
10 5 o 10
Aij =Py — Py = PPy et 0 =Uiyat1 — Uiy,

et

01 01
Ajj = Pijy1 = Pij = PijPijy et 07 =vjta41 = Vj41

La question est alors de savoir si on peut regrouper ces sommes (comme pour les Bézier) afin
d’obtenir un polynéme de degré 2d — 1 x 2d — 1 pour toute&ﬂ séquences U et V' 7 On écrit le
jacobien comme :

n

n—1 n n—1
1
NS N111+1,d—1(U)Nm,d(U)le,d(v)Nj2+1,d—1(U)W|A1110jl ALl
i1 Vg

11=0142=071=0j2=0

ce qui semble inextricable. Mais comme on sait passer d’'une représentation B-spline a une
représentation par une succession de Bézier (en rajoutant, si besoin est, des nceuds dans la
séquence U et dans celle des V'), on doit pouvoir trouver une écriture relativement compacte
du polynoéme jacobien en utilisant la multiplicatiorEI des Bézier entre-eux.

3.2 Ecriture en Bézier par morceaux

Pour fixer les idées on prend d = 2, n = 5, des séquences, identiques en u et en v,
soit 0, i %7 %7 1, comme dans les exemples des courbes traitées auparavant, et on repart de
Pexpression (|11)) que 'on exprime sur chaque morceau, voir la Figure 2l Ainsi :

5 5

O‘(U,U) = ZZ Ni72(u)Nj}2(U)P7;j . (12)

i=0 j=0

5Rappelons que le carreau est plan et que nous ne regardons pas le cas d’un carreau de surface.

SPour simplifier, on prend le méme degré en u et en v et le méme nombre de points de contréle dans les
deux directions. Le cas général avec des degrés différents et des réseaux différents dans les deux directions se
traite de la méme maniére.

7certaines séquences redonnant immédiatement des Bézier donc permettant de trouver une expression plus
fine des coefficients de controle.

8rappelons encore que si on multiplie deux B-splines, le résultat n’est pas une B-spline.
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20 P.L. George et H. Borouchaki

Pour le sous-carreau 0 x 0, voir la figure, défini dans [0, 1] x [0, 1], et pour cet exemple précis,
on peut écrire la restriction de

v) = Z Z Ni2(u)Nj2(v) P

i=0 j=0

a ce sous-carreau comme :

2232 0)Qij

1=0 5=0
avec : P P
Quj = Pojpourj = 0, et Qo = 1=
P P,
Qi = Prypourj =0, let Qi = —1 212
P+ Py P P, P P.
Qs = 1];’ 2 hourj = 0,1 et Qg = 11+ 121— ot Prr

En effet, ceci revient & exprimer les 4 arétes du sous-carreau dont on a calculé les points
de controle lors du passage B-spline Bézier. Le processus formel, pour le sous-carreau 0 x 0,
est le suivant, on part de

que ’on écrit comme

puis

5 2
a(u,0) = Nj,(v) {Z B} (u)Ry; }

1=0

est écrit comme

puis

2
:ZBf ZB2 QZ] = ZZB2 sza
=0

1=0 j=0

avec Qi = Rig, Qi1 = Ri1, Qo = Hrthiz,

La Figure [3| montre le sous-carreau 0 x 0, a gauche et ses points de controle, a droite. Ces
points de controle sont de trois types :

— point identique & un point du carreau complet, par exemple Qoo = Ppo,

— moyenne entre les deux points "voisins", par exemple Q29 = w,

— moyenne entre les quatre points voisins", ici Qo2 = M.
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B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 21

Expression des points de contrdéle. On rappelle ici I’expression ci-dessus donnant les
Qi; en fonction des P;; pour le sous-carreau 0 x 0. Les 9 points de contréle sont :

P+ P.
QOOZPOOaQ10:P107Q20:¥7
P+ P
Q01=P01,Q11:P117Q21=%7
Q027P01+P027Q127P11+P127Q227P11+P121P21+P22.

3.3 Evaluation d’un point de la surface

On reprend 'algorithme correspondant aux formules et @D que 'on applique d’abord
en u puis en v. Ceci donne :

U — U; U; —r —
Q:J _ 7 Pi'l‘“jfl i+d+1—r P’r 1]
WUitd+1—r — Ug WUitd+1—r — Ug ’
avec
d+dec
Q = O'(’LL,U) = Q(U) = Z Ni70(u)P P(iec+dj
1=dec+d

ou dec est le décalage en u. Ensuite le point P cherché est obtenu en faisant :

pPro— VY r—1 Vj+d+1—r =V ~r_1
U g s YU Vi — s ThI—L
Vjtd+1—r — U5 Vjtd+1—r — VU5
avec i = dec +d et Q;; = Pjechdj. La solution est alors
d+dec
_ E d
P=o¢ u ’U N] 0 Qi,dec—i—d
j=dec+d

ol dec est ici le décalage en v et ¢ a la valeur indiquée ci-dessus.

3.4 Les coefficients de controle

De maniére générale, chaque sous-carreau a ce type de points de controle, voir la Figure[d]

Avec cette formulation, on retrouve, pour chaque sous-carreau, le cas classique, voir [4].
On connait donc 'expression du jacobien et ses différents coeflicients. On peut écrire de
maniére formelle :

=UJUo" (. v).
ko1
avec :

kl _ 2 Kl
M) = 33 B

1=0 5=0

et le jacobien prend la forme connue :

jkl“” = Z ZB? )NIJa

1=0,3 J=0,3
ot les Ni’“jl valent :
Ji 12 1 0 0,1
IJ =4 Z Z 0303 117]'1 Al2 J2 | ’ (13)
i1+io=1 j1+j2=J
1,0 ’ 0,1 ; " )
avec A;2 = fjl ;ﬁlrl’j et AV = QN fle Donc, in extenso, sur le sous-carreau k x [, les
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22 P.L. George et H. Borouchaki

FI1G. 2 — Diagramme synthétique du carreau et (matrice) des sous-carreaux dont, en grisé,
les sous-carreauz 0 x 0,1 x 1 et 3 x 0.

'P:H 4-".3)! z -I--?z].l. P;.-z
R
2] 2, ﬁ*i =
e

Fi1G. 3 — Diagramme synthétique pour le sous-carreau 0 X 0 avant la définition des points de
contréle, a gauche. Définition des points de contréle, a droite.
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F1G. 4 — Diagramme synthétique des points de controle de tous les sous-carreaux du carreau
initial (avec une symbolique immédiate : pour notre choix des séquences nodales, un rond
indique que le Qi est lUun des Py initiauz, une double fleche indique que le Q;; est la

moyenne des deur Py pointés par cette fleche, une quadruple fleche indique que le Q;; est la
moyenne des quatre Py pointés par cette fleche).

o
& "{" .
ol dl
556 ¥
o
Noi

Ny

ol

2
F}‘V"’ N"O'U N‘”" N..m: -N-pru

o
de Ao e L \ lo
le Lo v
Inr.pra NLw 'N'-'?ﬂ 3w
0 19 =
W 2

Fic. 5 — Diagramme synthétique des coefficients de controle de quelques sous-carreauzr du
carreau initial.
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coefficients de controle sont :

N(% = 4 \ Qoo ]fé le
No1 = 31 Qo Q% 10 | + 5 Q01 11 Qb0
Ngz = 3 Qb QY 12 | + 8 51 Q01 11 Qst
N = 4 ‘ Q02 Ifé Q
Nip = 51 Qo @~ K | + 4|Q10 5 le
Nip = 8|Qoo 10 |+16|Q01 If{ |+4|Q10 ]56 |+8\Q11 21 Qb0
Niz = 8|Q02 12 |+ 16|Qo1 11 |+4|Q12 22 Q 01|+ Q1 Q5 21 Qst
Ny = 8| Qb QY 12 | + 31 QQ5 22 Qst
Ni = 31 Q6o QY 10 | + 21 QT Q5 20 Q
NE = 51 QuQb 10 QN Q8 | + SlQei Qb Q |+ | Q16Q5 20 ‘ + 2y QMQM
N§ o= 5l QpQfT K B+ 81Q6 Q% | + 8\@12 22 H+ rarel] MoQMQY
Ngs = 3 Qs QY 12 | + 2 Q12 22 Q11Q12
N. = 4 ‘ C210 ]56 Q Q
N31 = 31 QTQ5 20 | + 5 QQb 21 Q%Qg
N33 = 4|Q12 22 |+8|Q11 21 (©3:Q
Ngs = 4 | Q12 Sé Q21Q22
(14)
et il suffit de remplacer les Qf]l par leurs expressions, dans chaque sous-carreau, en fonction
des P;; initiaux (voir la Figure {4| et plus bas pour trouver ces QF}).
Quelques remarques. Les quatre coefficients coins, N{J, N3, N35 et N3 sont identiques

aux coeflicients coins d’un carreau de Bézier classique. Par contre, pour les autres coefficients,
il y a des poids différents. Ainsi, par exemple :

2
N§ = \Pooplo PyoPry |+ §|P10P20 PooPo1 |,

au lieu de :

8 4
Ny = §| PooPro ProPi| + g\ ProPao FPooFor |-

Le coefficient coin adéquat de chaque sous-carreau coin controle ’angle entre les tan-
gentes des deux courbes frontiéres correspondantes. Il y a trois types de carreaux, les 4 coins
(identiques au sous-carreau 0 x 0), les 8 sous-carreaux dont une aréte est frontiére du carreau
entier et les 4 sous-carreaux centraux.

Remarque sur la généricité des coeflicients. La Formule et donc les coefficients
des Relations sont formels et totalement génériques. Néanmoins, il n’est pas possible de
donner une expression générique des coefficients en fonction des F;; car le résultat dépend
de la séquence nodale.

Par contre, si cette séquence est fixée, on peut donner la forme des Q en fonction des P,
initiaux pour ici d = 2, une séquence umforme et n quelconque. On a vu qu 'il y a trois types
de sous-carreaux, Figure dont découlent neuf expressions possibles pour les Q”, quatre
pour les sous-carreaux coins, quatre pour les sous-carreaux bords (et non coins) et une seule
pour les sous-carreaux autres. Ainsi :

— Le sous-carreau coin, k£ = 0,1 = 0, adjacent & Py :

W=p;,i=01,j=0,1

)

00 Pil + PiZ

B=— =01
P+ Py
b= —5 i =0,1
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00 P11+ Pio+ Por + Poo
22 — 4 :

— Le sous-carreau coin, k =n — 2,1 = 0, adjacent a P :
QZ_Q,O = Pn—2+i,j =1, 27] = 07 1

n—20 _ Pia+ P

Qi2 - T,Z == 172
n— Pn72,‘+Pn71,’ .
Q0j27O:—J2 2,j=0,1
n=2,0 _ Pno21+Pyo2+PFP, 11+ P12
02 = 4 .

— Le sous-carreau coin, k =n — 2,l =n — 2, adjacent a P, :

n—2n—2 . .
Q;j =Pyotin—2+4j,1=12,j=1,2

n—2n—2 Pn—2+i,n—2 + Pn—2+i,n—1 i—1.9
QiO - 2 yv=14,

n—2n—2 __ Pn—Q,n—2+j + Pn—l,n—2+j 1.2
Q()j - 9 yJ =1,

n—2n—2 Pn—2,n—1 + Pn—l,n—l + Pn—l,n—Q + Pn—2,n—2
QOO - 4 .

— Le sous-carreau coin, k = 0,l = n — 2, adjacent a Py, :

QY P =Py, i=0,1,j=12

j

on—2 _ Lin-1+ Pin—2

Qi = ,1=0,1
_ Pionorj+Pop_oy
0,n—2 _ L1n—2+j 2,n—24+j5 .
Q2j - 2 vJ T 17 2
om—2  Pin1tPipno2t+tPon1+Popn o
2 = 1 .
— Les sous-carreaux bord, k = 1,...,n — 3,1l = 0, adjacent & une partie de l'aréte courbe

PooPro -
QY = Pregry,i=1,j=0,1

ko Pri11+ Prgae

iy 2 72:17j:2
Py j + Py, )
g=—tyi=0,j=01
Pesrj + Pisay
kO _ Lhk+1lj k425 . -
b SR I g = 0,1
w0 Pry11+ Pryio+ Poypin + Pryio 21
2 = 1 i )

— Les sous-carreaux bord, £ = 1,...,n — 3,] = n — 2, adjacent & une partie de l'aréte
courbe Py, Py, :

k,n—2 . .
Qij :Pk+1,n—2+j7Z:17]:172

_ Pitin-1+ Pegin—2 . .
k,n 2: +1,n +1,n ,Z:].,_]:O

Q;; 3
ijn72 _ Peno2yj +2Pk+1,n—2+j =0, =12
ijn72 _ Priinoyj ;Pk+2,n—2+j i=2.=12
Qfdnfz _ Pitin—2+ Pitina 4+ Pitin—2+ Pritin—1 ey
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— Les sous-carreaux bord, k = 0,1 = 1,...,n — 3, adjacent & une partie de I'aréte courbe
Poo Pon -

Q?Jl: i,l+1;i:031aj:1

o Privi+ P

o= 5 ,i=2,7=1
?;:w’i:o,l,jzo
?;:W,izog,j:z

Qgé _ P1,z+1+P2,z+11-P1,l+j+P2al+j NE

— Les sous-carreaux bord, k = n — 2,1 = 1,...,n — 3, adjacent & une partie de 'aréte
courbe PP, :

n—2,1 . .
Qij :Pn72+i,l+1vl:1,27j:1

Q2 = Poop41+ Poo141

i=0,j=1

Qr = Pr—otiit1 + Po—atiitj

i=1,2,#1

ng-Q,l _ Po_oi41+ Poo141 ZPn—Q,H-j + Pa 145 A1

— Les sous-carreaux autres, k=1,....,.n—3,l=1,...n—3:

k.l L
Qij = Pryrip1,i=7=1

ki Prtiasr + Pegaasg ,
Qij: B Li=1,5#1

P Py,
Qk,l I EEWES T o g R AN iAl=1

i 2

Qfdl _ Peyri A Pryin + Zk+1,l+1 + Pryiig1 A1

ki Prt1i+1 + Perigr + Pevi2 + Pretigre
Qs = 1 i
Il ne semble pas évident de trouver une écriture plus compacte pour définir ces points de
controle.

Validité du carreau. Le carreau est valide si chaque sous-carreau est valide. Ceci implique
que les coefficients de ces sous-carreaux sont strictement positifs s’ils sont interpolants et non
negatifs ailleurs. En pratique, on part de ’expression et des séquences de noeuds, on
trouve, morceau par morceau, l’écriture en Bézier, ce qui revient a calculer les points de
controle ijl a partir des P;; (soit ce qui précéde si la séquence est uniforme). On en déduit
I’expression du polynoéme jacobien et ses coeflicients de controle.

En conclusion. Le controle du carreau B-spline est plus facilement exprimé comme le
controle de chaque sous-carreau ou l’on retrouve, avec des poids différents en général, les
coeflicients classiques d’un carreau de Bézier.

Le nombre de coefficients a calculer est de 16 par sous-carreau soit, pour notre exemple,
un total de 16(n — 1)? coefficients. Les coefficients aux interfaces entre sous-carreaux sont
calculés plusieurs fois (une fois par sous-carreau), autrement dit, le nombre de coefficients
différents n’est que de (1 + 3(n — 1))?. La simplicité de la décomposition en sous-carreaux
conduit donc & un nombre de calcul plus important.
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4 Courbe NURBS

On se donne un ensemble de n + 1 points de controle dans R? avec un poids associé a
chacun ainsi qu'une séquence de nceuds. La courbe définie par :

Z w,-NLd(u)Pz
y(u) = e, (15)

ZwiNi,d(u)
i=0

est la courbe NURBSEI de degré d construite sur ces n + 1 points de controle. Comme, pour
le carreau, on se ramenera au cas des B-splines, nous n’en dirons pas plus sur ces courbes.

5 Carreau NURBS

On se donne un réseau de point@ de contréle dans R? avec un poids associé & chacun
ainsi que deux séquences de noeuds. De maniére générale il y a (n+ 1) x (m + 1) tels points,
les P;;, les poids sont notés w;;.

5.1 Définition et jacobien

Le carreau, pour le degré d ici identique dans chaque direction et pour m = n, est défini

par :
ZZWU zd d( )Plj

o(u,v) = = Onj (; ; (16)

Z ZwijNi,d(u)Nj,d('U)

i=0 j=0

La mécanique utilisée pour les Bézier rationnels dans [5] s’applique sans difficulté aux car-
reaux définis par des NURB@ On écrit la relation ci-desssus composante par composante,
soit (pour le degré 2, d = 2) :

v — Zi:O,n Zj:O,n Ni2(u)Nj2(v)wijzi;
1

Dicom 2jmo0,n Ni2(WNj2(v)ws;

Zz OnZ] On ( )N]aQ( )wljle
o Zi:O,n ijo,n 2(WNj2(V)wi;

Le jacobien s’exprime comme le déterminant :

odx Oz
Tluyv) = \ \

& 5y
ou
Sion note D(u,v) =2, , >0, Ni2(u)Nj2(v)wij, on a:

1 D(u, v) XaD(“ v) D(u, v) XaD(“ v)

T(u,v) = 5——3 ;
D(U,U)4 0D (u,v 0D (u,v
D(u, )% v 240D Dy, 0) 2y 200

avec, maintenant, X = Z Z Ni2(u)Nj2(v)w;jzi; et Y = Z Z N 2(u)Nj 2 (v)wijyij,

i=0,n j=0,n i=0,n j=0,n
les numérateurs de ces quantités telles que définies initialement.

9NURBS pour Non Uniform Rational B-spline.

10Le carreau est plan.

11Comme I’a trés bien noté Confucius, les NURBS sont aux B-splines ce que les Bézier rationnels sont aux
Bézier.
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En développant ce déterminant, les termes en X YWW s’annulent, D(u,v) se
factorise et on obtient :

1 D )(87X87Y_87X67Y)+ (gap(u,u) Y 0D(u, v))
D(u,v)3 ou dv Qv du ou  Ov Oov  Ou

+Y( ou v ov

qui s’écrit aussi comme le déterminant :

0X 0X
Gu av X

_ Y oY
Jwo) = oo o Y
)
9Z 8Z
o0 av 2

avec Z = D(u,v). Passant dans R?, on définit les points Q;; par Qi; = (P;j,w;j), c’est-a-dire
de coordonnées (w;;@ij,wi;jYij,wijzij) avec z;; = 1 puis le point @ de R3 de coordonnées

(X,Y, Z) données par :
X = Z Z Nio(u)Nj2(v)wijzij,

i=0,n j=0,n
Y= Z Z Ni2(u)Nj2(v)wijyij »
1=0,n 7=0,n
Z= Z Z Ni2(W)Nj2(v)wijzij ,
1=0,n 7=0,n

alors ce point de R? est défini par un B-spline classique :

Z Z NZQ )Qz]a

i=0,n j=0,n
et on a (si O désigne lorigine) :

]

T = Doy | ou

c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son
signe est celui du déterminant :

2Q aQ
o 2o 04l

et le polyndéme correspondant est obtenu en exprlmant ces quantités.

5.2 Ecriture en Bézier par morceaux

On reprend le méme exemple que ci-dessus, d = 2, n = 5 et on repart de (pour des raisons
évidentes, on change de notation, Q(u,v) devient M (u,v) et Q;; devient M;;) :

V)= Y Y Nio(u)N;a(v) My,

i=0,5 j=0,5

que l'on exprime, comme dans la section sur les B-splines, selon les valeurs de u et v, par
exemple sur le sous-carreaux 0 x 0, la restriction de M (u,v) prend la forme :

= > > Bl wB(v)Qi,

1=0,2 j=0,2
avec : \ u
) 01 + Mo2
Qoj = Mojpourj =0,1et Qo2 = — 5
. M1+ Mo
Q15 = Myjpourj =0,let Q12 = —
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_ My + My, My + Mys + My + My

Q25 5 pourj =0,1let Q2 = 1

Pour les autres sous-carreaux, on a la méme écriture formelle. A partir de cette écriture,
on peut calculer le jacobien sur chaque sous-carreau, soit :

1 oM oM
J(%W—W|W e Wk

et, comme dans [B], on trouve un polynéme de degré 4 dans chaque direction et, oubliant le
facteur m qui est positif, il vient les coefficients suivants :

C2C%02 C?
Niy=4 Z Z % | Qirjy  Qinjo  Qijl
irtizti=I+1j1+ja+j=J+1 r=J
1=0,4,J=0,4,
i1 =0,1,i2=0,2,1=0,2,j; =0,2,52=0,1,5=0,2
que l'on va exprimer en fonction des P;; et des poids w;; aprés un passage par les M;;.

5.3 Les coefficients de controle

La forme ci-dessus implique des déterminants 3 x 3 avec des @;; dans R3. Elle est valable
pour chacun des sous-carreaux, formellement, pour le sous-carreau k x [, cela donne :

C? C?2C? C?
kl 2V Y5 Y Akl ki Kl
Nip=4 ), Y EaE e, o, ol
t1+io+i=I+1j1+jo+j=J+1 1~J
12074"]:0747 (17)
i1=0,1,i2=0,2,i=0,2,j1 =0,2,j2=0,1,j=0,2

que I'on peut exprimer en fonction des P;; et des w;; initiaux en considérant d’abord les rela-
tions liant les fjl aux Mi’}l, en dimension 3, et, ensuite, en revenant aux F;;, en dimension 2,
opération qui refera intervenir les poids w;;.

Pour préciser la nature des coeflicients, on va calculer explicitement quelques uns d’entre
eux. Pour ce faire, on reprend le méme exemple que pour le carreau B-spline et on explicite
quelques coefficients (un par type, pour les coins, pour une aréte et a l'intérieur (3 cas)).
On consideére tout particuliérement le sous-carreau 0 x 0, les autres ayant la méme forme en
définissant convenablement les points de contréle pertinents.

Quelques coefficients coins, N{{, N{, N2, NJ{ et NiJ. Remarquons, en premier, que
les coefficients coins sont de plusieurs types selon que le coin (local) soit un coin globalement,
un point d’une aréte bord ou un point interne.

On a SuCCeSSiVement .
00 __ 2 22 2 00 00 00
Neg =4 Y, > CLCIC;CHIQY, QL QY
i1+i2+i=1j1+j2+j=1

donc, on trouve les indices (0,1,0),(0,0,1 et (1,0,0) tant en ¢ qu'en j, soit, a priori, 9 termes.
Ce calcul a déja été fait dans [5] et conduit & un seul terme :

00 00 00
4 | QIO 01 QOO ’

soit, pas & pas :
4| My Mor Moo,

w1010 Wo1xo1  WooToo Ti0 o1 Too
4 — 4 — 4 10 — o0 o1 — 00
wioY1o wWoi1Yo1r Woo¥Yoo | = 4WoeowWoiwWio| Yio Yo1i Yoo | = 4WooWo1wWio Y10 — Yoo Yol — Yoo
) wot woo 1 1 1
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donc
00 55> B B
Noo = 4wooworwio| PooPro  PooPor |-

Ce coefficient controle donc 'angle entre les tangentes en Pyo. Les coefficients N30, N33 et
N33 ont la méme forme.

Pour N{?, le seul terme (la somme des indices est 5 pour les i et pour les j) est :
00 _ 00 00 00
Nyg = 4[Q12 Q3 @xnl,
soit, pas a pas :

1
Z|MH + Mio My + Mo Mg+ Mg + Moy + Moo |,

1 1

Z| My Mii+Moy Myi+Mig+Mor+Mao |+ Z| My Mii+Moy Mii+Mig+Ma+Mos |,
1 1 1

Z|M11 My Mg+ Mas | + Z\Mlz Miw Mo+ Mao | + 1|M12 Ma Mg+ M |,

1 1 1 1
1|M11 My, M12|+1\M11 My M22|+Z|M12 My, M22\+1|M12 My M|,

par suite :

00 - = —_— =
4N44 = W11Wi2wW21 \P12P11 Py Py | + wiiwaiwa2 |P22P11 Py Py |+
—_ = —_ =
wiiwiowas | Paa P PaaPi1 | + wiswaiwas | PaaPia PaaPor |,
soit, sous une forme plus parlante :

W1iwigwa1 W11wa1wW2a2

00 —_ —_ —_ —_
Ny = | PriPor PiiPia| + | PriPor Po1Pag |+
W11Wi2wW22

4

Wi12W21W22

| ProPay  P11Pio| + | PioPoy  Po1Pag|.

Pour N, la somme des indices en i est 1, celle en j est 5, donc il y a trois termes :
00 _ 00 00 00 00 00 00 00 00 00
Noi = 4]Q73 0 Qoz| + 8|Qp 11 Qo2| + 81Qqz 01 12 1
soit, pas a pas :
00 00 00 00 00 00
4|1Q72 Qo o2l + 8|Qpz Qo1 1215
00 00 00
4| Qo2 01 12 |5
| Moy + Moz Moy My + Mo |,
| Moa Moy My + Mz |,
| Mo2 Moyr Mg | + | Moz Mopr Mo,
par suite :
00 e T oo
Ngi = worwoewit | PriPo2 Pi1Po1 | + woiwoawis | PiaPoz PiaPor |,
soit, sous une forme plus parlante :
00 - = —_— =
N04 = W1Wo2w11 \P01P11 Py Py | + woi1wpewi2 |P02P12 Po1 Pr2 | s
et, au final :

00 _ _
Noi = worwoewii | PoiPi1 Po1Poz | + woiwoewiz | Poe P2 Poi1Poz |,
Enfin pour N, la somme des indices en i est 5, celle en j est 1, donc il y a trois termes :
00 _ 00 00 00 00 00 00 00 00 00
Nig = 8|Q77 Q3 Qx| + 4[Q7y Q2 Q| + 8|Q1y Q3 Q21
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soit, pas a pas :
QK Q% QI+ sIe o o
41Q% Qxn Q@
| Myg Mo+ Moy Mix + Mo |,
| My Moy Mig+ Mo,
| Mig Moo M| + [ My Mz Mo,

par suite :
00 —_— = —_— =
N40 = WiowW20W11 | P11 Pig P11Pay | + wiow20wa1 | Py Py Pa1Pag \ ,
soit, sous une forme plus parlante :

00 _— = _— =
Njy = wiowzowit | PioPao  PioPi1| + wiowaowar | PioPeo  PaoPo1 |-

Pour finir regardons le controle & droite du précédent, soit NJJ, on a comme pour le
sous-carreau précédent :

2 22 2 10 10
Noo = Z Z C;,CrC5. 05 |Qm1 ings @ij
i1+i2+i=1j1+j2+75=1
donc, comme ci-dessus :
10 10 10
41 Q19 o1 Qoo
soit, pas a pas :
| Moy M1+ Moy Mg+ Moy |,
| Mag  Mi1+ Mo Mg,
| Mao Miy Mig| + | May Moy Mg,

par suite :
10 - _ =
Noo = wiowiiwao | PioPag  PioPi1| + wiowaowar | PioPao  PaoPar |,

et, ainsi Ng§ = N comme attendu (le polynéome jacobien étant continu).

Ceci améne naturellement, avant méme de regarder d’autres coefficients, la remarque
suivante :

Remarque sur la généricité des coefficients. La Formule (17 est générique mais est
exprimée dans R3. Les points de controle Qf]l peuvent, pour une séquence nodale donnée,
étre exprimés en fonction des points M., dans R? toujours. Le passage aux Py avec les w;;
ne peut se faire qu’a la fin du calcul et ne peut pas étre formalisé par avance. Autrement dit,
il faut rester dans R? et on ne peut pas considérer 'expression des coefficients, en P;; et w;;,
d’un carreau de Bézier rationnel et 'utiliser localement comme template.

Les coefficients d’une aréte, N{,.., N%. Comme pour les coefficients coins, les coeffi-
cients d’aréte sont de plusieurs types selon que I'on soit sur une aréte bord ou non.

On a: 020202 o
Nig=4 Y >, el Qb @

i1 +i2+1=2 j1+j2+7j=1

_ 2 22 A2 00 00
- 2 : § : C C C C |Q11J1 1272 Qij
i1+i2+i=2 j1+j2+j=1

et, tout calcul fait, on trouve :
00 00 00 00 00
Nip =1Q% Qo1 Qool +21Q% QF Qo

RR n° 8550



32 P.L. George et H. Borouchaki

soit, pas a pas :
Mg + Mg 00 00 00 00 00
|72 Moy Mg | + 2| My My7 Mg
1 1
3l Mio Mg M| + 5 My Mg Mgg | + 2| Mg My Mg |,
ce qui donne :

WoowW10wWo1

—_— = WoowW20W01 | —— ——— —_— =
5 | PooPio P00P01|+f|P00P20 PooPo1 | + 2woowrowii| PooPio  PioPii ],

et on retrouve, comme pour les B-splines, la différence au niveau des poids avec les coefficients
des carreaux de Bézier rationnels. A noter que pour un simple carreau rationnel de Bézier,
on trouve pour ce coefficient une expression de la forme :

_ = _ =
woow20wot | PooPao PooPo1 | + 2woowiowii| PooPio  PioPi1 |,

sensiblement différente. La différence vient du fait que le NURBS se souvient du premier

. 00 .. . . > ,
terme (qui est comme Njj;) et anticipe la suite via le vecteur Pyo Py, sachant que Pap n’est
pas dans ce sous-carreau..

Pour le coefficient N3{, on a :

Np=4 > )

i1+i2+1=3 ji1+j2+j=1

_ = 2 22 2 00 00 00
= > Y. creici oY, QYL QR

i1 +i2+1=3 j1+j2+75=1

2 22 2
Ci2 C'l CJI CJ ‘ QOO 00 QOO
44 4171 122 ij 1
3G

ce qui fait 5 combinaisons en i et 3 combinaisons en j, soit, a priori, 15 termes dont certains
sont nuls tandis que les autres se combinent. Il reste simplement :

2 2 4
208 o ofl+ o o o+ dow o o
soit, pas a pas :
1 1 2
§|M00 My M+ Moy | + g\Mm My Mo+ Mag | + §|M10+M20 My Moo,
1 1 2
§|Moo My M1+ Moy | + §|Mo1 Mg M| + §|M10+M20 My Moo,
1 1 2
| Moo Mo M11|+§|M00 Mo M21|+§|M01 Mg M20|+§|M20 M1 Moo,

1 1 2
| Miog My M00|+§\M10 My M00|+§|M20 Moy M1o|+§| My Mi1 Moy,

ce qui donne :

—_ —_ WoowWiowW21 | =———=— —_
woowrowi1| PooPio  PooPi1| + — 5 | PooPro  PooPor |+
Wo1W10W20 | 55— 55— 2woow11W20 | 55— FH—5—
————— | PioP2o PioFor| + —3 | PooP2o  PooPi1 |-
Pour le dernier coefficient de ce morceau d’aréte, on a :
2 292 2

Ny Ci,CiC;.C; QU QU QU

30 — E E : 44 111 i2j2 iy 1

C3C

i1+i2+i=4 j1+j2+75=1
_ 2 ~22 A2 | 00 00 00
= > Y. CLCICEC QY QYL QX
i1+ig+i=4 j1+j2+j=1
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soit 3 combinaisons en ¢ et 3 combinaisons en j, au total et a priori 9 termes dont il ne reste
que :
00 00 00 00 00 00
| Qoo 20 Q1]+ 2|Q7p 20 1115

soit, pas a pas :

1
Z\Moo Mo+ May Mg+ Mor | + | Mg Mo+ My M,

1 1 1 1
Z' Moy Mo M|+ Z' Mo My My |+ Z' Mo Mo Mo |+ Z' Moy Msy Moy |+ | Mg My M,
ce qui donne :

WooWioWil | 55— 5 5 WooW11W20 |, 55— H5 5 WooW1io0wW21, 55— H5 5
— | PooPio P00P11|+74 | PooP2o PooPnH-i4 | PooPio  PooPo1 |+

WoowW20W21 | =———— e e s
— 1 | PooPao  PooPa1 | + wiowiiwzo| PioPao PioPii |,

ou, mieux :

WooW1oW1l | 55— 5 5 WoowW11W20 |, 55— H5 5 WooW10wW21 |, 55— H5 5
———— | PooPro  PioPii |+ ——F——| PooPoo P00P11|+74 | PooPio  PioPo1 |+

WoowW20W21 | =————> ——— —_— =
1 |P00P20 Pao Py | + w10w11w20| PioPy  PioPn1 | .
Quelques coefficients internes, un de chaque type. Comme pour les autres les coef-
ficients internes sont de plusieurs types et nous ne donnons un exemple que de quelques uns
de ces types, soient N3P (voisin d'un coin), NS (voisin d’un "milieu" d’aréte non bord ici)
et N9 (central mais proche d’une aréte bord).

00 __
Ni=4 Y >
i1+i2+i=4 j1+j2+75=2

1
_ 2 22 2 00 00 00
T4 Z Z CZ2CZ lecj | 111 i2j2 Qij ’

t1+i2+1=4 j1+j2+75=2

2 (2,72 2
Ciz O’L OJl CJ | QOO 00 QOO |
44 111 122 ij b
CI0!

soit 3 combinaisons en i et 5 combinaisons en j, au total et a priori 15 termes dont il ne reste
que :

1 1 1
1@ @ Q|+l Qx @l - I Qb Qx| - Q% QN el
soit, pas a pas :
1 1
T6|MOO Mo+ My My + Moy | + §|M01 Mo+ Moy My + Moy | —
1 1
§|M10 M1+ Myo Mg+ My | — §|M10 My, My + Mo |,
1 1
T6|M00 Mo+ My My + Moy | + §|M01 Mo+ Moy My + Moy | —
1 1
§|M1o M1+ My My | — §|M10 My M|,
1 1
T6|M00 Mo+ May My + Moy | + §|M01 Mo+ Moy My + Mo |+

1 1
§|M20 My + Mo M10|+§|M10 My My,

ce qui fait 11 termes (!).
1 1 1 1
17),\ Moy Mg M|+ E' Mo Mo Mo |+ E' Moo May M|+ E' Moo Moy Moy |+
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1 1 1 1
§|M01 Mo M11|+§|M01 Mo M21|+§|M01 Mao M11|+§|M01 Moy Mo |+

1 1 1
§|M20 My M10\+§|M20 Mo M10|+§\M10 My M,

ce qui donne :

O | PooPro PooP |+ X2 | BoP PoPr |+ S0 | U PooPri |+
%QGOWWOOPQO PooPar |+

wum Poi Py | 4 “owiowar | o pm—pQ{HWWMPQO PorPri | +
%wmpm Por1 Poy |+

HOSLEN | PPy ProPii |+ 2 PPy PoPr |+ U BB PoPil,

dont une écriture plus parlante est :

SOSOL | PaoPro PP |+ 0 | PoPry PP |+ =2 | PoPag PooPii |+
%;o%m PooPar | +

NN | By P PPy |+ SO BB BBy |+ SR BBy BB |+
%um PooPor |+

W1pW11W20
8

wiowiiwai

- L WWiaWey  —— — N
| PioPao P10P11\+%|P10P20 PioPio |+ | PioPo1 PioPi |-

Remarquons qu’il n’est pas possible d’éviter cette explicitation pour trouver une expres-
sion en fonction des Pj; et des w;; initiaux. On peut toutefois rester dans R3 et obtenir le
résultat voulu. La méthode la plus simple serait donc de partir de I’expression , en Qf},
et de lexprimer en fonction des M;; = (wi;xij,w;;¥ij,wi;) puis de réduire le résultat (en
prenant en compte les colonnes identiques) avant, pour finir, de calculer puis combiner les
déterminants 3 x 3 qui restent.

On regarde maintenant NJ.

M-t Y Y

11 +i2+i=4 j1+j2+5=3

2 2012 12
GGG Gf Q. Q. QW
C?‘)LC% 1171 12]2 VAR

1
_ = 2 22 2 00 00 00
T 6 Z Z Clzcl le Cj | 111 1252 Qij | ’

i1+ig+i=4 j1+j2+5=3

soit 3 combinaisons en ¢ et 5 combinaisons en j, au total et a priori 15 termes dont il ne reste
que :

1 1

Lam of o+ lioR o o+
L 00 ~00 00 L o0 ~00  A00
g‘Qm 20 22|+§|Q11 10 Q|+

1 2
00 00 00 00 00 00
1@ @ Q] + ;@i Q21 Q12
3 3
soit, pas a pas :

1 1
@|M00 M1+ Moy M11+M12+M21+M22|+@|M01+M02 Myo+Myy Mii+May |+
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i\Mm Mo+ My M11+M12+M21+M22|+%|M11 My Mii+Mig+ Mo +Mas | +
%\Mn Mo+ Moy My + Mo | + %|M10 M1+ My Magy + Mo |,
ou encore %| Moy M1+ Moy Mo+ Moo | + 4718| Mo+ Moz Mg+ Mo M+ Mo |+
i| Mor Mo+ Mz My + Myg + Moy + Moo | + %| My Mg Mg+ Mo + Moy | +
%‘Mll Mg+ Myy M| + é|M10 My + My My + Mo |,
ou encore £| Moo M1+ Moy Mg+ Moo | + 4718| Mo1+Mos Mg+ Moy M1+ Mo |+
2714|M01 Mg+ Moy My + Mys + Moy + Moo | + T12|M11 My Mo |+

1 1 1
E|M11 Myy Mia| + E\Mm My M| + 6|M10 Mo Mis ],
qui se regroupenﬂ en 20 termes (!), 4 autour de Py, 8 autour de Py;, 4 autour de Pyy et 4
autres :
L | Moo M1+ Moy Mg + Moo |+
13! Moo 11 21 12 22
1 1
T6|M01 Mo+ Mg My + Moy | + ﬂ|MO1 Mo+ Mag Mo+ Moy |+
1
@\MW Mo+ Mag My + Moy |+
1 1
EIMH Mg M| + E|MH Myy Mo |+
1 1
Z\Mm Moy M| + 6|M10 My Mo .

On peut alors expliciter tous ces termes puis repasser & la dimension deux en Pj; et w;j.

Le dernier type de coefficient que nous regardons est :

Mot Yy

i1+i2+i=3 j1+j2+75=3

2 22 2

Oizci Ojlcj |Q00 00 Q00|
44 111 1272 ij 1
05185

1
_ 2 2 22 A2 00 00 00
9 Z Z 61126’z le Cj | i1J1 i2j2 Qij )

i1t+i2+i=3 j1+j2+j=3
soit 5 combinaisons en ¢ et 5 combinaisons en 7, au total et a priori 25 termes dont il ne reste
que 4 termes :

1 1 1 1
Qo QI @l + 3lQn @ Q|+ len @ Qwl+ gl Qi QX
soit, pas a pas :
1 1
E|M01 Mg M1+ Mya + Moy + Moo | + E|M00 My + My, My + Mo |+
1 1
E|M01 Mo+ Myy My + Mo | + ﬁ|M01+M02 My My + Mo |,
qui se regroupent en 12 termes, 4 autour de Py, 6 autour de Py; et 2 autour de Pys :

1
E\ Moo M1+ Moy Mig + Mo |+

2merci a éditeur de texte.
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1 1
Zle My M| + E|M01 My M|+
1 1 1
6|M01 My Ma| + E|M01 Msy M+ Mo | + 6|M01 My Mo |+

1
E| Moy Mg Mg+ Moy |.

On peut alors expliciter tous ces termes puis repasser & la dimension deux en Pj; et w;;.

Quelques remarques. L’ensemble des remarques formulées pour les carreaux B-spline
reste vrai. Le coefficient coin adéquat de chaque sous-carreau coin controle I’angle entre les
tangentes des deux arétes courbes correspondantes. Il y a trois type de carreaux, les 4 coins
(identiques au sous-carreau 0 x 0), les (pour notre exemple) 8 sous-carreaux dont une aréte
est frontiére du carreau entier et (toujours pour notre exemple) les 4 sous-carreaux centraux.
De plus, ici, les poids interviennent dans le controle pour tous les coefficients possédant plus
d’un seul terme.

Validité du carreau. Le carreau est valide si chaque sous-carreau est valide. Ceci implique
que les coefficients de ces sous-carreaux sont strictement positifs s’ils sont interpolants et non
negatifs ailleurs. Le calcul explicite des coeflicients en fonction des P;; et des poids w;; est,
on ’a vu, fastidieux. Nous proposons donc de rester dans R3 ce qui revient & construire les
points M;; qui permettent de remplacer les points fo de la formule générique par leur valeur
selon le sous-carreau que 'on traite.

En conclusion. Le contréle du carreau NURBS est plus facilement exprimé comme le
controle de chaque sous-carreau ou l’on retrouve, avec des poids différents en général, les
coefficients classiques d’un carreau de Bézier rationnel.

Le nombre de coefficients & calculer est de 25 par sous-carreau soit, pour notre exemple,
un total de 25(n — 1)? coefficients. Les coefficients aux interfaces entre sous-carreaux sont
calculés plusieurs fois (une fois par sous-carreau), autrement dit, le nombre de coefficients
différents n’est que de (1 + 4(n — 1))2. La simplicité de la décomposition en sous-carreaux
conduit donc & un nombre de calcul plus important.

6 Conclusion

On a décrit une méthode permettant de calculer le polynéme jacobien d’un carreau B-
spline afin d’en exhiber les coefficients de contréle. Ensuite, on a montré que I'on pouvait
trouver un polynéme dont le comportement était celui du jacobien d’un carreau NURBS,
permettant ainsi d’en controler le signe.

En pratique, pour un carreau B-spline, on décompose le carreau en sous-carreaux en se
basant sur la séquence nodale puis on utilise la formule classique des Bézier de degré 2 sur
chaque sous-carreaux, le jacobien est alors de degré 3 x 3 localement et s’exprime directement
en fonction de combinaisons linéaires de déterminants de vecteurs (de R?) construits sur les
points de contréle P;; du carreau.

En pratique pour un carreau NURBS, on construit les points de contrdle M;; de R3 a
partir des points P;; donnés dans R? et des poids w;j. Le carreau, en M;;, est un carreau B-
spline qui permet de trouver un polynéme de méme signe que le jacobien. La décomposition
en sous-carreaux, qui sont des Bézier classiques dont les points de controle sont les Q);; déduits
de la séquence nodale, donne localement un polynéme de degré 4 x 4 et s’exprime en fonction
de combinaisons linéaires de déterminants de vecteurs (de R®) construits sur les @;; voulus.
Le passage aux P;; et aux poids w;; peut alors étre effectué si on le désire (retour dans R2).

Notons également que 1'on peut de la méme fagon construire des carreaux volumiques,
soit, respectivement (ici de degré et de nombre de points de controle identiques dans les trois
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directions), le carreau B-spline :

O(u,v,w) = Z > > Nia(w)Nj.a(v) Ni.a(w) Pyji (18)

T (19)
Z Z wijkNi,a(u)Nja(v) Ng,a(w)

Il est néanmoins clair que le volume de calcul pour évaluer le signe des jacobiens de ces
éléments est particuliérement important.

De maniére concréte, utiliser ce type de carreaux semble obliger & regarder chaque cas,
I'un aprés Iautre, car 'analyse dépend de la séquence nodale. Autrement dit, la définition de
la géométrie, pour un cas donné, doit étre prise en compte explicitement et, pour un autre
cas, doit étre reconsidérée depuis le début. Ceci est une différence notable avec les approches
plus classiques ou la géométrie est utilisée pour créer les éléments (potentiellement courbes)
du maillage puis oubliée lors de I’analyse permettant ainsi une totale généricité (ne dépendant
plus du cas considéré). Ajouté au fait que, ici, les maillages sont essentiellement des grilles
(d’une part la géomeétrie est peu ou prou un quadrilatére déformé et, d’autre part, le maillage
est totalement structur@.

On aura compris que nous exprimons, pour le moins, quelques réserves quant a l'inté-
rét réel des méthodes basées sur de tels éléments (a fortiori en trois dimensions) sauf a se
restreindre a des géométries du type indiqué ci-dessus et, de plus, & peu prés "droites".
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7 Annexe

On regarde, pour les courbes, le cas cubique avec 7 points donc 4 morceaux. On déroule
la récursion pour trouver les 4 morceaux. On vérifie le raccord en C? entre les deux premiers
morceaux. On vérifie également que le premier morceau est un Bézier classique sur des points
de controle construits & partir des points de controle initiaux et on s’assure que le point de
coupe entre le premier et ce second morceau est bien ce que donne ’algorithme d’évaluation.
Enfin, pour comprendre la mécanique, on commence a regarder le cas d = 4 avant de donner
quelques indications sur le cas des carreaux eux-mémes.

Le cas d = 3 et n = 6 avec une séquence entre 0 et n — 1. On reprend le méme
exemple, on a 7 points de controéle. La courbe s’écrit :

la séquence U avec m =n +d + 1 = 10 posséde 11 termes :
U = {up = o, u1 = o, uz = U, uz = Ug, U = U1, Us = Uz, U = Ug, U7 = U4, Ug = Uy, Uy = Ug, U10 = U4}

avec U = {uUp, U1, Us, U3, Us} = {0,1,2,3,4} ,

autre choix naturel pour construire une répartition uniforme. Alors les 10 N; ¢(u) valent :

Noo(u) = 07

)

0,1[, 0 sinon,
1,2[, 0 sinon,
2,3[, 0 sinon,
3,4

,4[, 0 sinon,

On en déduit les 9 IV, ; qui sont nuls sauf dans les intervalles ot les IV, ¢ incriminés sont
non nuls :

No1(u) = (1 —u)Nso(u),

N31(u) = ulN3o(u) + (2 — u)Nao(u),
Ny (u) = (u—=1)Nao(u) + (3 = u)Nso(u),
Nsa(u) = (u—2)N50(u) + (4 — u)Ne o(u),

Ne1(u) = (u—3)Ngo(u),
N71(u) =0,
Ng1(u) =0.

On en déduit les 8 N; 2 qui sont nuls partout sauf pour les intervalles ot les IV; o incriminés
sont non nuls. En premier, on exprime les IV; 2 en fonction des Nj 1 :

NO,Q(’LL) = 0 3
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B-spline et NURBS (courbe et carreau) de degré 2. 39

Nl,Q(U) = (1 — ’U/)Ngyl(u) s

2
N&Q(U) = (u — 3)N671(u) .
N772(u) = O .

On en déduit les 7 N; 3 qui sont nuls partout sauf pour les intervalles o1 les IV; o incriminés
sont non nuls. En premier, on exprime les IV; 3 en fonction des N; 2 puis des IV; 1 :

Nos(u)=(1—u)(1—u)Na1(u),

2—u 2—u
2 (UN271(U) =+ 2 N371(U)) y

2—u 3—u,u 3—u
3 (5 V31 (u) +

2
4—u u—1 4—u
3 (5= Naa(w) + —

S N () T (g Naa ) + (4= ) Naa (u).

Ns,1(u) + (4 —u)Ne,1(u) + (4 — u)(u—3)Ne(u),
N6,3(u) = (u — 3)(’(1, — 3)N6,1(u) .
Et, pour finir, on exprime les N; ; en fonction des N; o.

Nos(u) = (1 —u)(1—u)(1—u)Nszo(u),

2—u 2—u

N173(U) = u(l—u)(l—u)ng(u)—i— 9 (u((l—u)N&O(u))-&- 2

(uN3,0(u)+(2—u)Nao(u))),

2 ; U(UN?,,O(U) + (2 —u)Nyo(u))+

Nos(u) = %(u(l — u)N3o(u) +

2o (G (@) + (2~ w) Ny (w)) + - ((u = )Nyow) + (3~ w)Nso(w)),
Nas(u) = (3 (ulg o) + (2 = ) Nao(w)) + > ((u = 1)Nyo(u) + (3 — ) N o (u))) +
T (= D Nag) + (3~ )N o) + 25 (1w~ 2) N o(u) + (4 — ) Noo(w)
Nig(u) = o (M (0 1) N ) (3) N o (1)) 45 (u=2) N ) (4—) N o(u))
T (= 2) N () 4 (4 — w)No o) + (4 — ) (u — 3) Noo(w)),
Nag(u) = 52 (" (02) N ) () N (1)) + (=) (13 N o )+ (4—10)w=3) (u=3) N ()

Ne3(u) = (u—=3)(u=3)((u = 3)Neo(u)) -

2 (1))

e Premier morceau :  o(u) = (1—u)(1—u)(1—u)Po + (u(l—u)(1—u)+ ;u(u)))Pl +
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U 2—u 3—u . u U U
(Gt —w) + =2 w) + S G @))Pe + 55 @)Ps,

soit :
o) = (1— )Py +u((1 — ) + 2=4((1 —w) + 2= 4) P+
u? 1 2—u 3—u P UBP
O -w+ 2 R+ R,

u = 0 donne Py, u = 1 donne % + %2 =+ % = 73P1+7£2+2P3.

(2 —u)3 u(2—u)? u3d-—u (3 —u)?

e Deuxiéme morceau : v;(u) = 1 P1+(§ 5 —&—5 3 (2—u)+ (u—1))P +
u? u3—u 4—u(u—1)2 (u—1)3
L N 1 P P
(G- +3—=w-1+— 5P+~

u=1donne Lt + T2 4 Bs goit 3PETLE2Ps i est o (1).
= Py 21 4 21 1 it 2P2+8P342Py
u =2 donne 2 + (55 + 535)3 + 5Py soit 5 .

3—u)? 3—u)? 4- -1 4 —u)?
e Troisiéme morceau : yao(u) = &PQ_F(E( o) yo_ut (3—u)+Q
6 3 2 3 2
(u—1)2 u—14—u 4 —u (u—2)? (u—2)3
—(3 - -2 P, P,
1 = 2 donne %Pg + %Pg + %P4, soit 1 (2).
u=3donne :Ps+ (23 + L1)P, + 1P, soit 2EATLut3ls
i (4 —u)3 4-u)? u—-1 u—2
e Dernier morceau : v3(u) = 5 Py 5 ( 3 5 + (u—3))Py+
—2)2 2
2 ) R 8) 4 (4= )= 8Py + (u— 3Py,

u = 4 donne Fg.
u =3 donne $P3 + (% + 3)Py + 1 Ps soit 72(3).

Raccord C!, par exemple en u = 1. On dérive vo(u) :

2 — 2 —
Yo(w) = (1= u)* P+ u((1 = u)? + = (1= u) + ——)) P+
u? 2—u 3—u ud
— 1-— P+ —P
(-0 + 25+ 2 )P+ T,
explicité en :
2 — 2 —u)?
Yo(u) = (1 — u)*Py + (u(1 — u)2 +u u<1 —u) + u%)Pﬁ—
u? w2—u u?3-—u ud
(5(1*U)+? 5, t5 3 ))PQJFEPP”
donc ,
Yo(u) = =3(1 — u)?Py+
2 — 2 — 2 —u)? 2 —
(1 —u)® —2u(l —u) + u(l—u)—g(l—u)—u 2u+( 4u) —u 2u)P1+
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u? 2—u u? 3—u u
(Wl =) = 5 Fu—= = ru—= = )bt
2
U
— P
9 35

et pour u = 1, il vient :

/ 3P P, Ps 2P\P; + P P
B e

On dérive maintenant ~y; (u) :

(2 —u)3 u(2—u)? u3d-—u (3 —u)?
=" Pt (= = 2 — ~1)P.
nw = p e GRS 20— w+ S - )R
2 U3 —u 4 —u(u—1)2 u—1)3
(—2—uw)+ = (u—1)+ ( ))Png( )P4,
3 2 6
’ 32—’LL2
i) = -2 p
2-u)? u 13—u ul ud—u (3—u) (3 —u)?
— 2 (2—u)+ = 2 ) — == (2—u)— = — ~1 P
— P R S LG A R g DF )R
u u? 13 -u ul ud—u 1(u—-12 4-u
“(2—u)— —+ = D)= (u—1)+ = - —1)P.
Ge-w =gy - -gal- Dt g 37 g (- Bt
(u—1)
P
9 4,
et pour u = 1, il vient :
/ 3 1 1 12 11 12 2 1 1 1
=SP4 (-—od e s 22O P 4 (5 -2+ )P
nw=—gA+ (G -ote3 a3 o TG gt
soit—%—i—%—i—%donc*y()(l).
Raccord C?, toujours par exemple en u = 1. On dérive encore une fois.
Yo (u) = 6(1 — u) Po+
1 2—u 1 u 2—u 1 (2—u) 2—u 1
—2(1—u)—2(1—u)+2u—= (1—u)— ——(l—u)+—— AV Yy
(—2(1—w)—2(1—u)+2u 2( w) 5 2( u)+2 5 +u2 5 5 +u2) 1+
2—-u 1 u 3—-u 1w
(1—w)—u—u+ 5 U35 3 fugfg)Png
UP37
et pour u = 1, il vient :
" 11 1 1 1 1 1
=@2—cd—cti—-—= P
N =Q-5+5-5+5 53753 )0t
1 1 2
B S P.
(2+5-5-35+3 )Pt
P3a
et pour u = 1, il vient :
" 3P2P1+2P2P3
Yo (u) = 5 .
Z 3(2—u
Ay =22 p
(2—u) 1 u 11 13—u 11 ul 13—u ul 1 (3—u)

_ IR ANy S N i 1 S T A e Ty (PR D
R P LA I T Gl et LGt S B a1 Uty
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9y L Y 22 S D Al O AP | -
(2—u u=1)+ u-D-35+t35 3313

—(u — 1)P4 s

" 3
7 (u) = §P1+

(1 1,1 11 12 11 11 12 11 2 2)p+
2 272 23 23 23 '"23 23 23 3 3°°?
1 1 1.1 11 1 11

—_— =
soit exactement % donc v, (1).

On va vérifier que 7o (u) est un Bézier classique. On repart de :

o) = (1= R+ (w1 =+ 2500 )+ u B ) P

u? w2—u u?3—u ud
(2“‘“)*2 > T3 )P2+6P3’

qui s’écrit comme (on ajoute et on enléve les termes qui manquent) :

Yo(u) = (1 —u)3Py + 3u(l — u)*Py — 3u(l —u)?P;

<u(1 ) +u2;“(1 — ) +u(2_”)2) Pt

4
u? w2—u u3—u
—(1— — — P
(2( A R B 3)2+
u33P1 + 7Py + 2P; 7U33P1 + 7P,
12 12 ’

ou encore :
Yo(u) = (1 —u)®*Py + 3u(l —u)?P,

4
u? w2 -—u u?3—u Tud
—(1— — ~ P
(2( 53 2 3 12) 2t
33P, + 7Py + 2Ps
b 12 :

et on cherche & trouver Qs tel que :

;<<1u)+2;“ LY
= u(u(l—u)> P1+“;(3(1—u))132,
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et ainsi :

d’ou le résultat cherché :

Yo(w) =Y Bl (w)Q:,

i=0,3
avec

P+ P 3P, + 7P, +2P;

Qo=PF,Q1=P,Q2= et Q3 = B

On va vérifier que 71 (u) est également un Bézier classique. On repart de :

(2 —u)3 u(2—u)* ud-u (3 —wu)?

=—>P — 2 — —1)P.
n(w =P (GRS e )+ (u=1))Po+
u? u3—u 4—u(u—1)>2 (u—1)3
—(2 - - -1 —)Ps+—=P,
on pose v =u — 1 donc u = v + 1, alors :
C(1-w)? w+1)(1-v)? (W+1)2-w (2 —v)?
71(v) = 1 P+ ( > 5t 3 (1—-v)+ v) Pyt
(v+1)2 (v+1)2—v  3—0vv? v3
( G 1-v)+ 3 5Vt 3 2)P3+6P47
qui s’écrit comme (on ajoute et on enléve les termes qui manquent) :
C(1-w)? w+1)(1-v)? (W+1)2-w (2 —v)?
7(v) = 1 P+ ( 5 5t 3 (1-v)+ v) Pa+
(v+1)2 w+1)2—v  3—vov? v3
1-— —)P;+ —P.
( G (1—v)+ 3 5 Ut 3 2) 3 + 6 4t
TPy + 2P 2P, 4 8P
_ 32 3 3,412 3y
TP + 2P 5, 2P5 4+ 8P
_ 3 2 3 .3 2 3
(1 - o (P22 (B
et, en (1 —v)3, vient le terme
3P, + 7Py +2Ps
1— )3
(1 — o,
tandis que, en v3, vient le terme
03(2P2 + 8P5 + 2P4)
12 ’
ainsi, ne reste que :
3P, + TP, + 2P, +1) (1—v)? +1)2-— 2 —v)?
() = @ AT A2 (DUl 0 D220 ) B gy
12 2 2 2 3
(v+1)2 (v+1)2—w 3 —vv? 3,2P, +8P3 + 2P,
( 5 (1-v)+ 3 5 v+ 3 2)P3+v( D )
TPy 4 2P5 2P; 4+ 8P5
1— 3 .3
(1= oL -t (F2EE),
et on cherche Q1 et Q> tels que :
1) (1 —v)? 1)2— 2
S0(1 = 0)201 + 302 (1 — )@y = (WED A=V vt h2=vy @0 p
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(v+1)2 (v+1)2—w 3 —vov?
ANV 2 VPae
( 6 (1—-v)+ 3 5 Y 3 2) 3
TPy 4+ 2P3 2P, + 8P3
1— Jlta b &0y _ 3872 T P75 .
(1 - o8 (L2 - od(F2EE)
Tout calcul fait, le terme en P5 est
v(l —0)(2—)

mais ceci s’écrit aussi
20(1 —v)? + v*(1 —v),

qui est la forme voulue. De ma méme facgon, on calcule le terme en Pj5 et, tout calcul fait, on
trouve
v(l —v)(1+v)
qui s’écrit aussi :
v(1 —v)% + 20%(1 —v),
par suite, on a :
3P+ TP+ 2P
N 12
2P, + P3
3
P, +2P;
Q2 = —3

2P, + 8P; + 2P,
Q3 = 5

et le Bézier classique est obtenu entre 0 et 1 avec ces quatre points de controle.

Qo

Q1 =

La méme mécanique s’applique évidemment aux deux autres sous-courbes. On va néan-
moins le faire pour exhiber les points de contréle des sous-courbes.

On part donc de

(3 —u)? u(B—u)? 4—uu-—1 (4 —u)?
=W p ¢ 3w+ Yy —2)P.
Y2(u) L e T CAal O (u—2))Ps+
(u—1)2 u—14—u 4 —u (u—2)> (u—2)3
— (3 - -2 P, P,
A+ L gy 1 (22
et on fait le changement de variable v = u — 2, soit u = v + 2, il vient
(1—wv)3 v+2(1—-v)? 2—vv+1 (2 —v)?
Y2(v) e Dt(— 5 5 5 (1) +—(—v)P+
(v+1)2 v+12—v  2—wvo? v3
e — —)P, 7P57
e T R s R
soit :
(1—-v)3 v+2(1-v)? 2—wvv+1 (2 —v)?
= P 1-— —— )P
Y2(v) g Pt 5 5 g L—v)+ )Pyt
(v+1)2 v+12—w 2 —vv? v3
—(1- — )Py + — P
( 5 (1-v)+ 3 5 v+ 5 2) 4+4 5+
8P3 + 2P, 2P3 + 7P,
1 )33t 343 Ty
(1 -0 PR 2T,
8P3 + 2P, 2P + TP,

RN N B S Ve L S
et, en (1 —v)3, vient le terme

2P> + 8P5 + 2P,
(1 -0 (=
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tandis que, en v3, vient le terme

2P3 + 7Py + 3P

3
v 19 )
ainsi, ne reste que :
2P, + 8P3 + 2P, v+2(1-v)? 2-vv+1 (2 —v)?
1(0) = (1 - (o2 4 (2 -+ S
(v+1)2 v+12—w 2 —vv? 3,2P3+ TPy + 3Ps
(T(l—v)Jr 3 5 v+ 5 ?)P4+v( B )+
3 8P3+ 2P, 5, 2P + TP,
(1) S (Y,
et on cherche @; et Q2 tels que :
2(1-v)? 2- 1 2 —v)?
3v(1 —v)2Q;1 + 30*(1 — v)Qqy = (U +2(-v) + vt (1—v)+ Qv)Png
3 2 3 2 6
(v+1)2 v+12—v  2—wv?
— (1 - —)P,
e N B R e
8P; + 2P, 2P; + TPy
—(1—2)3 .3 )
R R

Tout calcul fait, le terme en Ps est
20 — 3v + 02

mais ceci s’écrit aussi
20(1 —v)? +02(1 —v),

qui est la forme voulue. De ma méme fagon, on calcule le terme en P, et, tout calcul fait, on
trouve
v(1 —v?)
qui s’écrit aussi :
v(1 —v)? + 20%(1 —v),
par suite, on a :
. 2P, +8P; + 2P,
B 12
2P+ Py
3
P; + 2P,
Q= """ 3

2P3 + TP, + 3P;
Qs = 15

et le Bézier classique est obtenu entre 0 et 1 avec ces quatre points de controle.

Qo

Q1

Pour finir cette recherche des points de controle, on part de

(4 —u)? (4-u)? u—-1 u—2
—F—P
3t 53

6 2

(@(4—11”“_

et on fait le changement de variable v = u — 3, soit u = v + 3, il vient

(1—-v)?
P
6 T 2

v3(u) = + (u—3))Py+

24— u)(u—3) + (4 — w)(u— 3))Ps + (u — 3Py,

(1—11)2(114—2 v+1
3 2

v3(v) = +v)Py+

(v+1)2 v+1

( 1 (I-v)+ (1 =)o+ (1 —v)v*)Ps + 03P,

RR n° 8550



46 P.L. George et H. Borouchaki

soit :
(1—wv)3 1-v)? v+2 ov+1
73(v) 6 3t ( 3 5 +0) Pyt
1)2 1
(%(1 —v) + vE (1 —v)v+ (1 —v)v?)Ps + v3Ps+
TPy + 3PF5 TP, + 3P5
(-0 gy T30
et, en (1 —v)3 vient le terme
9P; + TP, + 3P;
(1o 2T,

3

tandis que en v° on a le terme

’03P6
ainsi, il ne reste que

2P+ TPy +3Ps, (1—-v)? v+2 wv+1

(1 _ .03
(o) = (1 - o) (CE TS B P2 P ey
1)? 1 P, P
(D% ) 2k (o) 0t - (- (PR,
et on cherche Q1 et Q2 tels que
1—wv)? 2 1
30(1 — 0)201 + 303 (1 — 1) Qs = . 2“) (”‘g ”; + )Pt
1)2 1 P, P,
g e ety (T
Tout calcul fait, le terme en Py est
3v(1 — v)?
2

qui est la forme voulue. De ma méme fagon, on calcule le terme en P; et, tout calcul fait, on
trouve

14w
3v(l —
o1~ )
3v(l —v)?
qui s’écrit aussi % +3v3(1 =),
2P; + 7P, + 3P, Py+ P
par suite, on a Qg = st e+ ols leg, Q2 =Pset Q3=DPF;

12 ’ 2
et le Bézier classique est obtenu entre 0 et 1 avec ces quatre points de controle.

Pour finir, on regarde 'algorithme d’évaluation afin de trouver tant les points de coupe
que les points de contréle des sous-courbes. L’idée est de retrouver exactement les résultats

obtenus ci-dessus en exhibant explicitement les sous-courbes de Bézier. L’évaluation d’un
point est basée sur les Formules et @D redonnées pour mémoire ici :

d-+dec
— _ d __ pd
P= ’Y(u) = § Ni,o(u)Pi - Pdec+d7
1=dec+d
avec
U — U; _ Ujddatl—pr — U
pPl=—— ' _protg dlor  pretl
Uit+d+1—r — Ug Uit+d+1—r — U4

Par exemple, pour trouver @3, fin du premier morceau et début du second, on fait d =
3,u = 1,dec = 0 (notons, par continuité, que dec = 1 donne également la solution mais ne
permet pas de trouver, au vol, les nouveaux points de controle), la solution cherchée est :

P=Pr;
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et le diagramme de la construction est le suivant :
P}
P} P}
Pl Py Py
B} P} P} P).
Rappelons la séquence nodale :
U =1{0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}
indices {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Ce qui donne, pour les rangs r=1ar=3:

U — Uy —Uu
pl = P+ Py =P
Uy — UL Ug — UL

Ug

P21:u—U2P0+U5—'LLP07P720 i?

Uy — U 2 us — U2 L 2 2
0 0
U— U Ug — U P. 2P
1 _ 3 po 6 0 _ 13 2
Py = Py + Py = + )
Ug — U3 U — U3 3 3
U — U Ug — U
P} = P} + Pl =P}
Ug — U2 Ug — U2
1 1
P2 U — us 1+u57uP1—i+&
3 3 2 = ’
Uy — U3 Uy — U3 2 2
U — us Ug — U
P} = P+ P} = P}

Ug — U3 3 Ug — U3
P:7(1)2P3:P2:P7§+2P§ Py EP:3PP+7P§+2P§
376 6 4 4 12 ’
3P, + 7P + 2P;
12 ’

qui n’est autre que @3, au passage on a calculé Qo = PJ ainsi que les nouveaux points de
controle P{, PL, P, P§, ce qui donne les points de controle qui suivent :

soit donc P =

P+ P, 3P+ 7P, +2P;

Py, P;
0,41, 2 ’ 12

La représentation symbolique de la récurrence est la suivante :

P P Py Py P) PO PO
1) (33) (3,3)
Pl P 3
(1) (33)
Py Py
(1)
P

On cherche maintenant la fin du second morceau, soit d = 3,u = 2,dec = 1 (ou dec = 2
par continuité) et les nouveaux points de controle. Alors P = P§ et la séquence nodale qui
était

U =1{0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}
devient
U=1{0,0,0,0,1,1,1,1,2,3, 4, 4, 4, 4}
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indices {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13}

tandis que l'on définit PY = P = (1) et P = P4, la valeur trouvée ci-dessus. Pour calculer
P = ~(2) on utilise la récurrence mais les indices en ¢ des nceuds deviennent i +d. Ceci donne

le diagramme et les calculs qui suivent :
Py

Py P
P, Py Py
PP PP
U — Uus

—u

1 0 0 _ po

Py = Py + Py =P
ug — us ug — uUs

ug

Pg}:u_u6P0+u9_uP20:P—?? Py

ug — Ug 3 ug — Ug 2 2
0 0
pl_ u—ur P0+u10_uPO—P4 2P;
= i T3ty
U0 — Uz U1p — u7
U — Ug ug —u
P = P+ Py = P3
ug — Ue ug — Ug
— — pl Pl
2 U—uUr 5 U9 —U 5 4 3
P = P Py = —=+—=
Ug — u7 Uug — Uy 2 2
U — Uy ug — U
P} = P} + P} = P}

us —uy * ug — uz

donc :

P P) P} P} P} P) P)+2P) 2P)+8P)+2P)
3 4 4 6 3 4 2 12

PO
P:7(2):Pf:P42:F4+
Py +4P; + P,

6 b
avec les nouveaux points de controle PP, Py, PZ, P}, ce qui donne les points de controle qui
suivent :

soit donc P =

3P, + TP, +2P; 2P+ P3; P, +2P3; Po+4P3+ Py
12 ’ 3 ’ 3 ’ 6 '
Notons que ’on peut calculer ce point en utilisant la relation

_ 3P, +7P; +2P;
B 12 ’

P

translatée en

3P+ 7P;+ 2P,
o 12 ’

P

ol on remplace P par %. De maniére générale, cette relation translatée convient jusqu‘a
I’antépénultiéme morceau compris en mettant simplement a jour le second point de controle.

On regarde de troisiéme morceau, d = 3,u = 3, dec = 2. Alors
pP=p
La séquence nodale est maintenant :
U =1{0,0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,3, 4, 4, 4, 4}

indices {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16}
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tandis que l'on définit Py = P = v(2) et P) = P}, la valeur trouvée ci-dessus. Pour calculer
P = ~(3) on utilise la récurrence mais les indices en 7 des nceuds deviennent ¢ + 2d. Ceci

donne le diagramme et les calculs qui suivent :
Py
P} P2
Py Py Py
Py Py Py P,

U — U9 U2 — U
P} = P+ Py = P).
U2 — U9 U2 — U9
1 u — Ui 0 Uiz —u 0 Pf Pg?
T S S LS
U3 — u1o0 U3 — U1o0
0 0
U—u Ulg — U P, P
1 11 0 14 0 5 4
P=———P+——P) = >+,
U4 — U1 U4 — U1 2 2
U — Ui U2 — U
P} = P+ Py = P}
U12 — U10 U12 — U10
1 1
U — Uil Uiz —u P. P,
2 1 1 5 4
PP=———FP+—FFP = >+,
U3 — U1 U13 — U1 2 2
U — Ul U2 — U
P3 = P2+ P} = p?
U2 — U1 U2 — U1

donc ) ) . . . . . .
P, P P. P P P. P. P
P=y@3)=P2=25 424 2574474 ,°3 13 1

t PY est remplacé par P} = 22 4 22
et comme Pj est remplacé par P; = —- + =3*, on trouve

2P+ TP, + 3P

P ;
12

avec les nouveaux points de controle P9, P}, PZ, P3, ce qui donne les points de contrdle qui

suivent :

Py+4P;+ Py 2P3+ Py Py +2Py 2P+ 7Py + 3P;
6 ’ 3 3 ’ 12 ’

La Figure[f]et le diagramme ci-dessous montrent le déroulement de I'algorithme d’évalua-
tion avec la construction, au vol, des points de contréle de chaque morceau. On remarque les

12

poids 1, 3,

= rang 1, et %, rang 2, sauf pour 'avant dernier morceau ot on a les poids 1

11
192999

rang 1, et 5, rang 2. En fait le premier jeu de poids est valable du début & I'antépénultieme
morceau. On remarque également que si ’'on parcourt la courbe a I’envers, on retrouve exac-
tement cette propriété. Schématiquement, les points de coupe et de controle des sous-courbes

s’organisent selon le diagramme suivant, de Py & P :

PO - P1 - P2 - P3 P4 P5
1 1/2 2/3
1 1/2
1
1 1/2 . 2/3
1 . 1/2
1
P-. -. -
11/2 1/2
1 1/2
1
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Fi1G. 6 — La courbe B-spline initiale et ses 4 Bézier locaux pour un jeu de points de controle
(les P?) et une séquence uniforme. A noter que la séquence, en allant de Py a Ps , pour
le troisiéme morceau, comprend les poids 1, %,% et que, allant de Ps a Py en parcourant la

courbe a l'envers donne la séquence classique 1, %, 5-

o B e N |

= P6

Notons que la valeur P = v(3) peut étre trouvée en parcourant la courbe a envers.
Dans ce cas, la récurrence est la méme mais la séquence nodale de départ doit étre inversée,
c’est-a-dire que

U =1{0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}

devient
U=1{4,4,4,4,3,2,1,0,0,0,0}

tandis que les points de contréle sont parcourus de P, & Py quand 'indice ¢ varie de 0 & n.
Ainsi, le diagramme de construction est le suivant :

Py
P Pj
Py Py Py

Py PY P} PY.
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Pour le rang r = 1, on trouve (avec u = 3) :

U — Up Uqg — U
Pl = Py + P =P
Ug — U1 Ug — U

u—uy o us—u o P} P

Pl=——=P —PF
4 U5 — Us 4+u5—u2 5 2 2
- - Py 2pY
pr=t""poy U670 p0 28 4 1
Ug — U3 U — U3 3 3

Pour le rang r = 2, on trouve (avec u = 3) :

U — Uz Uqg — U
P} = P+ Py = P
Ug — U2 Ug — U2

1 1
2 U— U3 51 Us — U 3 Py Py
P3:7P3 7P4:7+77
Us — U3 Uus — us 2 2
et, pour le rang r =3, on a :
U — us Uy (3
Py = P+ P} = P},
Ug — U3 Ug — U3

soit
1 1 0 0 0 0
P=7(3)=P§=%+%=%+%+%+Jz’
3Ps+ 7P, +2Ps
12 ’
qui est bien la valeur cherchée, la fin du troisiéme morceau est en effet le symétrique de la
relation utilisée pour le premier morceau, soit :

donc P =

2Py + 7P, +3Ps
n 12 ‘

P

Le cas d = 4 avec n points de contrdle et une séquence uniforme. Ici, on va juste
regarder comment se décompose la courbe en sous-courbes de Bézier, le nombre n est fixé a
7 pour retrouver une décomposition en 4 morceaux. La séquence nodale est uniforme et se
présente donc comme

U =1{0,0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,4} .

Le diagramme de ’algorithme d’évaluation, pour trouver le premier morceau est le suivant,
u=1:
P}
S
Py Py Pf
Pl Py Py Py
P} P P) P) P.

Pour r = 1, on calcule :

U — Up Us — U
pl = PP+ ——P) =P
(e — 1+u5—u1 0 1

Py Po

pl_t2 1

2 2 + 27

p}:]io ﬁ

373 3’

1Ty 4
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pour 7 = 2, il vient :

P1—P2
Us — U2 Us — U2
p2_ U—us U — U P73+P2
3 Ug — U3 6 — U3 2 2 2
1
U — Uy Uy — U P 2P.
2 1 1 4 3
P; = P Py =—
7 — Ugq 7 — Ug 3 3
pour r =3, 0n a :
u us Us —
Péo’* ; P2*P3
Us — U3 Us — us
ps_ WU o U T Uy P P
§ = R
UG — Uy Ug — Uy 2 2
et, au final :
U — Uy Us —
Pf: f+ P3 Pfa
Us — Ug Us — Uq
donc :

P? P2 Pl P} P} P}
P=x(1)= P4—P4—7+7 %“1‘734-734-72

3 4 4
_ P P TR) 4Py P) P 9P 37TP + 23Ps 43P
T 248 3 0 36 8 8 72 )
et les points de contrdle sont P, PL, P2, P3, Py

Pour trouver le morceau suivant, on évalue le point P
séquence nodale :

2, donc v(2), pour la nouvelle

U ={0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,2,3,4,4,4,4,4},

avec P = v(1), P) = P2, P = P} ci-dessus. Le diagramme de construction est
Py
P Py
P; P{ P
Py Py Py P

P} Py P) pP) PY.
Pour r =1, on calcule, u =2 :

u—1u U
1 6 50 10 —
Py = Py + PI_P2
U0 — Us U0 — Us
0 0
U —1u U — U P. P.
1 7 po 11 0 3 2
P3: P3+ P2:7+—
U1 — uy U1 — uy 2 2
0 0
pl_ U — U P0+u12—uPO_P4 2P;
4 = 4 3= 5 T 5
U12 — U8 U12 — U8 3 3
uU—1u Uy — U Py 2p?
1 9 po 13 0 4
Py = >+ Pl =—4+—=,
U3 — Ug U3 — Ug 3 3
puis, pour r = 2 :
U — ur uio —
P} = Py + Y pl=p}
U0 — U7 U0 — U7
U—u UL — U pl Pl
2 8 1 11 1 4 3
P = P, + Py =—4+—=
U1 — U8 U1 — uUg 2 2
1 1
p2_ u—1ug “12_UP1_P5 2P,
5 5 T+ =5 T
U12 — Ug U12 — Ug 3 3
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et, pour r =3 :

pp— 1T ppy 0" U p2_ p2
U1 — U8 U0 — U8
PB— u U9 P2 U1 UP2 ig+£f
5 U1 — Ug U11 — U9 4 2 2 ’
et, au final :
U — Ug 3 Uu10 U 3 3
Pt = P2+ P} = P32,
P T ug—ug ° wig—ug * P
dOIlC 2 2 1 1 1 1
Pz p Pl pt ploPp
P=~2)=Pi=p3 =235 4 - 5 44 74 73
V@) =P =F =5+ 6 T3 T Ty
po po 7pd  7po  po  po
— 0+74+74+73+73_~_72
18 9 36 18 8 8
et,commeP§:1§+2§31:%?-s-%g—k%—lflgg,etPg:I?—ngg,ontrouve:
812 4 9 9 144" 4 4 36" % " 18
Py 1 1 37 1 37 11 P
(=4 = Pid(—+—+ )P+ —,
8 (3336 T2 (g5t 288 T3/t 18

1
1*8(132—|—8P?,—|-8P4—|—Ps)7

et les points de contrdle sont PY, P}, P2, P}, P4. Notons la symétrie de cette expression.

On traite maintenant le morceau suivant et on calcule Pg, c’est-a-dire (3) correspondant
a u = 3. La séquence devient :

U = {070’0)0707 1’ 1’ 171717272727272737474747474}7
avec P) =~(2), PY = P2, P = P} ci-dessus. Le diagramme de construction est :
7
PSP
Py PR
P} P} P! P
Py P P) P) F.

Pour r =1, on calcule, u = 3 :

uU—u Uy — U
1 11 0 15 0 0
Py = P+ Py =Py
U5 — U11 U5 — U1
0 0
U — U2 Ul — U P P.
P} Py + I
U6 — U12 U6 — U12 2 2
0 0
1 u—uz o wr—u o P Py
P Py + Pl=—+—=
U7 — U13 U7 — U13 2 2
0 0
U — Ulg U1y — U P P,
Pl=——pP0 4+ — — P08 ,5
U1 — U4 U8 — U14 2 2
Pour r = 2, on calcule, u = 3 :
U—u Uiy — U
9 12 51 15 1 1
P; = P + Py =P
U5 — U2 U5 — U2
uU—u Urg — U P Pl
P2 — 13 1 + 16 pl_15 Iy
|4 —_— =4 4 —_— 2 2
Ui — U13 U1 — U13
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P2 _
6 = 6 5
U7 — U4 U7 — U4 2 2

Pour r = 3, on calcule, u = 3 :

U — U3

U5 —
PZ + Y p2—p?

3 _
P5 - 5
Uis — U13 Uis — U13

2 2
W4 po Ui — U p2:P76 L

P =
O T wg—ua O wg—us ° 2 2
et, enfin :
U — Uiq Uis —
P = P+ “p3=p3.
¢ U5 — U4 6 U5 — U4 b 0
Soit : 2 2 1 1 1 1
Y P, P, P, P
P=~(3)=Pi=pP3 = 25 26 415 475 4 74
=P =R =ty =ttt
P P P} B Py P PO pP) PP
=Tty TR tet I ta e Ty
_ry 3P 3p) P
8 8 8 8
et, on remplace alors P par P2 = %51 + 2133 = —I— + 4P3 et P par Pl = éf + %
Il vient :

"mtH T TRt s Tt s

. . . . . P43PY .
mais P vient du précédent précédent, soit PY = P} = %, soit

p_ 3P +23P; + 37P5 + 9F;
B 72 ’

qui est bien le symétrique de (1), tandis que les points de contrdle sont P9, P}, P2, P2, Pg.

Pour finir, on cherche le dernier morceau du découpage pour vérifier que 'on retrouve
bien le symétrique du premier morceau. Ceci revient a faire u = 4 et prendre la séquence

nodale :
U =1{0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4} ,

avec P = v(3), P) = P2, PY = P} ci-dessus. Le diagramme de construction est :
Py
PP
A
Py Py Py Pr
Py p) PY PY PY.

Pour » = 1, on calcule, u =4 :

U — Uie U20 —
pf = P+ © Py =Py
U20 — U1e U20 — Uie
U — Uiz U1 —
Pl = Py + Y po— po

5
U1 — U7 U1 — U1t

U — U1 U2 —
P! = P+ “po—py.
Ug2 — U18 U22 — U8
U — U9 U23 — U
P = PP+ P =P}
U23 — U19 U23 — U19
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Pour r = 2, on calcule, u =4 :
P2 _ U — Uiz 1:,51+ U20 — U P41:P51

U20 — U17 U20 — U17
U —uisg U21 — U
P? = P Pl =P;.
U21 — U18 U21 — U18
U — U9 U2 — U
P? = P} Pl =P},
U22 — U19 U22 — U19
Pour r = 3, on calcule, u =4 :
3 2 ; 3 2 4 3
Py =P; puis P;=P; et enfin P =0P;.
Soit :
4 3 2 1 0
P=yd)=P =P =P =P =P ="

sans surprise, en arrive au bout de la B-spline et les points de controle sont P, P}, P2, P3, P+,
Pour finir vraiment, on vérifie que ces points de controle sont bien les "symétriques" de
ceux trouvés pour le premier morceau de la courbe.

Pour le premier morceau, on avait, successivement :

P,+P, Plypl 3P +7P, +2P
P07P17 ! 2 27 2 2 3 = ! 122 37’7(1)

donc on cherche ici une expression de la forme :

Ps+ Ps 3Ps+ 7Ps + 2P,
P77P6, 62 53 g 125 437(3)7

que l'on doit trouvée étre égal, terme a terme, & :
P} P} P2 P} PY.
Clairement, on a P} = P;, P$ = P = P} = P{ = Ps et P{ = (3). Il ne reste donc que deux

vérifications & effectuer. On a :
Py + P
g donc la valeur cherchée .

P? = P! =P = P§ du précédent

Pour la derniére vérification, on a :
o 1 Pl PO PO PO PO
P} = P) = P du précédent :76—&—75:?54—?4—1—?64—?5,

. . - ., PY42p)
mais P) = P} du précédent précédent soit %, donc :

PY+2pP) PO PY  3Ps+7Ps+2P
P= Lt G =28 el Rty soit la valeur cherchée.

12 2 4 12
Schématiquement, les points de coupe et de contréle des sous-courbes s’organisent selon

le diagramme suivant, de Py a Py :

PO -P1 - P2 - P3 - P4 P5 P6
1 1/2 2/3 3/4
1 1/2 2/3
1 1/2
1
Pp- . - . - . -
1 1/2 . 2/3 . 2/3
1 1/2 2/3

1 1/2
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Fic. 7 — La courbe B-spline initiale et les quatre Bézier locaux pour un jeu de points de
controle (les P) et une séquence uniforme, a comparer avec la figure précédente.

1 . . .

P - . - . - . -
11/2 1/2 . 1/2
11/2 . 1/2
1 1/2
1 .

P - . - -
1 1 1
1 1
1

Le cas d quelconque avec n points de contrdle et une séquence uniforme. La
récurrence fait venir :

— des 1 et des % pour d = 2,
—des 1, des 1, des % et des % pour d = 3,
— des 1, des 3, des 3, des %, des % et des % pour d = 4,
— etc.
La construction (le graphe), pour d quelconque fait donc venir des points correspondants a

des barycentres de barycentres dont les poids sont, a priori, les valuers suivantes :

— des 1, des %, des %, des %,, des i, des %, ..., des % et des % pour le rang r = 1,

— des 1, des %, des %, des %, des %, des %, ..., des ﬁ et des % pour le rang r = 2,

— ete,

— soit de maniére générique : des 1, des %, des %, des %, des %, des %, ..., des d%m et

des di;il pour le rang 7.
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F1G. 8 — Le carreau B-spline initial (en partie) et le sous-carreau de Bézier local 0 x 0 avec
ses points de controle pour ’exemple décrit.

Les points de coupe et les nouveaux points de controle sont obtenus par la méme formule,
simplement en glissant les indices et en introduisant, au vol, les nouveaux points de controle
précédemment construits. Ce processus s’applique pour trouver les "premiers" morceaux, du
tout premier a 'antépénultiéme. Les séquences de poids ont, au départ, la forme générale,
puis, au fur et & mesure s’adaptent (par exemple, un % va devenir un %, ou un % va devenir
un % Ce dernier étant atteint, la découpe s’achéve (les deux derniers morceaux) par des
séquences de poids, a tous les rangs, de la forme 1, %, ... Si le nombre de morceaux est réduit

a deux, quel que soit le degré, ce sont des séquences de cette forme que 'on doit considérer.

Le cas d’une courbe NURBS. Sur le principe, il suffit de passer dans la dimension
supérieure pour retrouver le cas d’une courbe B-spline puis de reprojeter.

Le cas des carreaux B-spline et NURBS. Sur le principe, il suffit de faire ce qui
a été fait dans les deux directions (si on reste en dimension 2) pour découper le carreau
complet en sous-carreaux. Ces sous-carreaux sont des Bézier classiques dont on sait controler
le polynéme jacobien. Pour les NURBS, le polyndme jacobien s’exprime comme comme un
polynéme B-spline dans la dimension supérieure et son analyse se fait comme décrit pour
d=2.

Les calculs explicites donnés ci-dessus ne sont pas si fastidieux que cela puisque, a I’éditeur
de texte, chaque pas de calcul se déduit de la simple recopie d’un autre pas en faisant glisser
les indices des noeuds et des points. Il est néanmoins clair que I’écriture d’un code est encore
plus simple, il suffit d’appliquer les formules de récurrence sans état d’ame, les poids, par
exemple, arrivent automatiquement.

A titre d’illustration on va donner le sous-carreau 0 x 0 d’un carreau B-spline de degré
d = 3 avec des séquences uniformes et n = 6 dans les deux directions. Ce sous-carreau est un
Bézier de degré 3 dans chaque direction :

> Y BHuwB()Qy;

i=0,3 j=0,3
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avec Qo = Ry, Qi1 = Ry

_ Ri+ Rp ~ 3Rij + TR + 2R3
QZQ - 9 ’ QzB = 12
et Roj = Poj, Rij =P
Plj + ng 3P1j + 7P2j + 2P3j
jo = T’ R3j = 13 ,

ce qui donne la Figure [§] et le tableau associé.

3P01+7Py2+2Pos  3P11+7P12+2P13  3P1143P21+7P12+7Po0+2P1342P>3 9P11+21P21+6P51+21P15+49 P25 +14P354+6P13+14Pa3+4 P53
12 12 24 144

Py +Poo P11 +Pio P11+Po1+Pio+Poo 3P11+7Py1 +2P31 43P+ 7Py2+2P39
2 2 4 24
Py P P1142rP21 3P11+7113221+2P31
Prot P 3Py+7Pog+2P,
Py P 102 20 10 150 B0

tableau qui correspond & ’arrangement classique suivant :

Qos Q13 Q23 Q33
Qo2 Q12 Qa2 Q2
Qo Quu Q21 Qa1
Qoo Qo Q20 Q30-
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