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Résumé : Ce rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis classiques de Lagrange
de degré 1 et 2. On revient ici sur le cas des pyramides. Plusieurs définitions existent pour obtenir
un élément fini de ce type. Ces définitions sont peu évidentes et présentent des singularités, on se
demande alors s’il n’est pas possible de trouver d’autres définirions a priori plus simples.
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About pyramids.

Abstract: Following our previous reports related to classical Lagrange finite elements of
degree 1 and 2, we return to the case of pyramids. Various different definitions exist resulting
in singularities, therefore we aim at finding a as simple as possible definition.

Key-words: Lagrange Finite Element. Degree 1 pyramid. Degree 2 pyramids.
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F1a. 1 — Les pyramides de Gizeh.
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1 Introduction

Les éléments pyramidaux sont utiles pour permettre la construction de maillages conformes
mélangeant tétraédres, pentaédres et hexaédres utilisés avec plus ou moins de bonheur dans
certains types de calculs.

En fait, plusieurs définitions sont proposées. Ainsi, dans le code Aster développé a 'EDF,
on trouve une pyramide de degré 1 a 5 noeuds et une pyramide de degré 2 a 13 nceuds, cf. [1].
D’autres sources proposent également d’autres définitions. De maniére bizarre, les polynémes
de base ne sont pas Lagrangien, diverses définitions utilisent en effet des fractions rationnelles.

Il nous a donc paru intéressant de regarder si 'on ne pouvait pas trouver des définitions
nettement plus simples. On discute donc de ce type d’éléments pour le degré 1 et pour le degré
2. On exhibe les fonctions de formes et on indique comment s’assurer que le jacobien de ces
éléments est positif partout en donnant ’expression de ce polynoéme et de ses coefficients de
controle. La condition obtenue est suffisante et porte sur la positivité de ces coefficients. Cette
étude utilise les résutats (et notations) d’un papier précédent, [5], qui donne une synthése
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4 P.L. George et H. Borouchaki

sur les éléments finis classiques de Lagrange de degré 1 et 2 et d’un rapport spécifique sur
les éléments hexaédriques, [4].

2 Pyramide de Lagrange de degré 1

On propose une méthode de construction d’une pyramide de degré 1 puis on regarde son
polyndéme jacobien et ses coefficients de controle.

2.1 Construction de 1’élément fini

L’idée est de dégénérerﬂun hexaédre de Lagrange qui est défini par :

(u,v,w) z Z ZBl (w)Pijka

+=0,1 j=0,1 £=0,1

ou les P;j), sont les points de contréle qui ne sont autres que les sommets de 1'élément, les
B} (u) notant les polyndomes de Bernstein de degré 1 en u, etc. Pour construire une pyramide,
en ouvrant en k, on écrit cette relation comme :

O(u,v,w0) = 3 3" BBl @) BY(w) Pyo + 3. S Blu)Bl(v)Bl(w) Py

i=0,1j=0,1 i=0,1j=0,1

soit encore :

O(u,v,w) = Z Z Bilu)le»(v)(lf Pjo + Z Z B}u)B} (v)w Py .

i=0,1=0,1 i=0,1 j=0,1

Comme on impose P;;1 = Fyo1, pour tout ¢ et tout j, ceci s’écrit également :

0(u, v, w) ZZB v)(1 —w ”0+{Z ZB v)}w Poor ,

+=0,1 j=0,1 +=0,1 j=0,1

mais, par définition, Z Z B} (u)le» (v) =1, dong, il ne reste que :
i=0,1 j=0,1

uvw Z ZB (17M)P¢j0+’wp001.

i=0,1 j=0,1
On en déduit les 5 fonctions de forme de ’élément :
p1(u,v,w) = (1 —u)(1 —v)(1 —w)
pa(u,v,w) = u(l —v)(1 —w)
ps(u,v,w) = uv(l —w)

pa(u,v,w) = (1 —uw)v(l —w)

p5(U,’U,’lU) =w,

’ Fonctions de forme de la pyramide de degré 1 & 5 nceuds

en notant que ces expressions sont particuliérement simples et que les deux propriétés clas-

siques sont satisfaites, Z pi(u,v,w) =1 et p;(A;) = d;; ou les A; désignent les nceuds de
i=1,5

I’élément de référence. L’élément fini s’écrit en notation Bézier comme ci-dessus, soit :

O(u,v,w) = Z Z Bilu)le-(v)(l —w) Pijo + wPoor,
i=0,1 j=0,1

Len notant que ce procédé n’est pas valide pour, partant d’un quadrilatére, trouver un triangle.

Inria



Eléments finis pyramidauz 5

tandis que dans le formalisme élément fini, il s’exprime classiquement par :

O(u,v,w) = Z pi(u,v,w) A4;,

i=1,5

avec la correspondance entre les A;, les nceuds de 'élément courant, et les P;j) indiquée sur
la Figure [2] L’¢lément de référence a pour base le carré unité et pour cinquiéme nceud le
point (0,0, 1). La numérotation de I’élément courant doit étre telle que le cinquiéme sommet
est le point opposé a la base, voir le schéma ci-dessous (& gauche, la base (w = 0), a droite,
le sommet 5 (w = 1)).

1 4 5

2.2 Analyse du jacobien

Du mode de construction ci-dessus, on déduit que l’analyse portant sur le controle du
jacobien est identique a celle effectuée pour I’hexaédre en imposant la contrainte P;;; = Foor
pour tout 7 et tout j. On commence par rappeler les calculs conduisant & trouver ’expression
du polynoéme jacobien de 'hexaédre, [4] et [5]. On a successivement :

08 060 00

j(u,v,w) = % % ai'w

Par la régle de dérivation des Bernstein, on a :

u v, W) _ N
Z Z Z BO ( )Aw/g avec Azjk - PijkPi-&-ij’
i=0 j=0,1 k=0,1

8 (u, v, w) -
Z Z Z B ( ) By (w) AV avec ADY) = PijrPijiak
i=0,1 j=0 k=0,1

6 (u,v,w) P
Z Z ZB ( )AO ik avec Az]kp - ljkPL],k-‘rl )

i=0,15=0,1 k=0

Ces expressions génériques se simplifient (4 cause des B?(*)) et on trouve :

3uvw ZZB A(l)%’

§=0,1k=0,1
8 (u,v,w)
}: 2: 010
B )Azokv
i=0,1 k=0,1
8 (u, v, w)
001
E E B AijO'
i=0,1 j=0,1

Par suite, le jacobien vaut :
100 010 001
Y D BiBiw) AR Y Y BiwBi(w)ARY Y Y Bi(w)Bj(v) Al
7=0,1 k=0,1 +=0,1 k=0,1 1=0,15=0,1
soit encore

1 1 1 1 1 1
Z Z Z Z Z Z leé (U)B’il (w)Bi12 (U)Béz (w>Bll3 (U)B]lz (U) |A(1)92k1 Agzlng A???Jle,o ’
J1=0k1=

0i2=0 ko=0i3=0 j3=0
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6 P.L. George et H. Borouchaki

et il suffit d’appliquer la régle de multiplication des Bernstein pour obtenir le résultat.

2 2
C'l C! Cl cl o} C’
2 Js3 k 100 010 001
Z Z Z Blz-‘rlg J1+J3< )Bkl-i-kz( ) C12 = 02 2 * ‘Aojlkl Alzokz A13]30|
ia+i3=0 j1+j3=0 k1 +ko=0 i2tiz Tj1+Js T kitke
2 2 2
et au final J(u,v,w) = Z Z Z B%(u)B2(v)B%(w) N1k
I=0J=0 K=0

oli, comme les produits des C!, les C’f étant les coefficients du binéme, se simplifient, les
coefficients de contrdle se réduisent a :

100 010 001
Nijk = § : § : E : 020202 |A0]1k1 120162 AZ3]30 ’ (1)
iotiz=1 j1+jz=J k1+ka=

Pour passer a la pyramide, il suffit de fixer la contrainte P;j; = Ppo1 qui implique que
Awo =0 pour k=1,

A?},S:o pour k=1,

et, ainsi :
Y > Bj@)Biw) AR D D BlwBLw) A% Y Y Bl(uw)Bj(v) A%y,
j=0,1k=0,1 i=0,1 k=0,1 i=0,1j=0,1

se réduit a :

> BiW)Bs(w) A Y BHw)Biw) ALY D Y Bi(u)Bj(v) Ay

§=0,1 i=0,1 i=0,1j=0,1

De méme :

1 1 1 1 1 1
DD > BL(0)B, (w)B (w) By, (w) B (W) B, (v) Mg, AUG, Aol
j1=0k1=01i2=

0 }Cz:O i3:0 ]3:0

se simplifie en :

1 1 1 1
IS Z (w) B}, (w) By (w) B, (u) B}, (v) [A57%  A%G Aol -
Jj1=01i2=01i3=0 j3=0

Partant ce cette expression, par multiplication, on obtient :

2 11 1
C.,C €50
_ 2 —J1 )3 100 010 001
J = Z Z BZ2+13 1+j3(v)BO( )02 C2 ‘AOhO A1200 AZSJS‘
ia+i3=0 j1+j3=0 ia+iz T j1+73

2 2
et au final, pour la pyramide, on a J (u,v,w) = Z Z B%(u)B%(v)B2(w) N1,
otl, en notant que les produits des C! se simplifient, les coefficients de contrdle sont :

AL00 010 001
Nrjo = E E 202| 010 Aiso0 Aigjso
72+13 I]1+j3 J

, (2)

il y a donc 9 coefficients de controle. Le degré du polyndéme jacobien est de 2 dans les trois
directions mais ce polynéme s’annule pour w = 1 & cause du terme B3 (w).

Inria



Eléments finis pyramidauz 7

F1G. 2 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neuds (qui
sont les points de contrédle), numérotation logique des coefficients de controle.

Pour obtenir ces 9 coefficients, nous avons deux méthodes. On peut utiliser ’expression
trouvée en ou repartir des coefficients trouvés pour I’hexaédre, c’est cette approche que
nous adoptons.

On reprend alors les coefficients de controle de cet élément donc le troisiéme indice est
nul, exprimés en fonction des noeuds A;, en imposant A5 = Ag = A7 = Ag. On part donc de
la liste :

Nooo = | A1y A1 Ay ALA5 |
Nioo 31 A1A; AyAs; AA5| + 3| A1Ay AjAp AxAg|
Nago |A1Ay AsAs  AsAg|
Nowg = 3|A4A; AyA; AAg| + 3| A1Ay AyA;  AzAq|

Nayg = | AsAs  AsAs  AzA7|
Nip = %|A4A3 Az Az A4A8\+%|A4A3 A1Ay AzAq|
No2g = | AgAs A1Ay  A4Ag |
Nowo = 3|AsA; AjAy AjA5| + | A1Ay AjAy AsAg)|

Nio = 31|A1Ay AyA; AAg| + 2| A4A; AjAy ArAq|
+ I A4A; AA3 AjAs| + | AvAy AjAp AsAq|,

soit, au final, en confondant les 4 sommets du "haut" :

Nooo = |A1Ay A1Ay A A5
N = 3|A1Ay AsAs AAs| + 3| A1Ay A1Ay AxAs |
Nago = | A1 Ay AsAs AsAs|
Nowo = 3| A4A3 AjAs AA5| + 3| A1Ay AsAz  AzAs|
Nagg = | AsAs  AsAs  AszAs|
Nizo = 3| A4As AyA3 A A5 | + | A4A; AjAy AzAs)|
Nozo = | AgAsz A1Ay AyAs|
Nowo = %|A4A3 A1 Ay A1A5\+%|A1A2 AjAy AyAs |

Nio = 3| A1Ay AjA3 AA5| + 1| A4As AjAy AxAs|
+ %‘A4A3 A2A3 A1A5| + i|A1A2 A1A4 A3A5 |

La Figure 2 montre la correspondance entre les notations en nceuds, les A; et en points de
controle, les P;ji. Elle indique le schéma de principe des coefficients de contréle. La Figure
visualise les volumes de controle associés aux trois types de coefficients présents (coins, aréte
et face).

—_ —_— .
En ouvrant A1 As; en A et AsAs en A; dans le coefficient Nygg on observe que Nigg =
% + %, cette propriété étant vérifiée pour les 3 autres coefficients similaires. Par suite la

RR n° 8525



8 P.L. George et H. Borouchaki

F1a. 3 — Ezemple d’un coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a un
sommet (ici Nooo), deuz termes pour un coefficient attaché o une aréte horizontale (ici N1gg)
et quatre termes pour le coefficient attaché a une face (ici Ni1g).

condition de positivité (hormis pour w = 1) n’invoque que 5 coefficients, les quatre coefficients
« coins » et le seul terme Ny19 (qui mesure la torsion, As fixe, on tourne la base) en notant,
de plus, que si la base est planaire, ce coefficient est la somme des quatre coefficients « coins »
et n’apporte rien.

En conclusion, cette pyramide a des fonctions de forme trés simples, son jacobien s’annule
pour w = 1 et est controlé par 5 coefficients. Dans un calcul, il faudra utiliser des noeuds
de quadrature autres que les sommets. Il reste néanmoins & comparer cet élément dans cette
écriture avec ceux qui existent par ailleurs, étude qui sort du cadre de ce rapport.

Pour valider ’élément, il faut s’assurer (conditions nécéssaires) de la positivité stricte des
(4) coeflicients associés aux jacobiens coins et de la non négativité du seul autre coefficient
pertinent restant.

Inria



Eléments finis pyramidauz 9

3 Pyramide de Lagrange de degré 2

Pour trouver une pyramide de degré 2, on va suivre la méme approche, dégénérer un
hexaédre a 27 nceuds.

3.1 Construction de I’élément fini

On définit les trois fonctions de forme suivantes :
No(u) = (1 - u)(1 - 2u),

Ar(u) = du(l —u),
Ao(u) = —u(l — 2u).

2
Pour 3 neceuds, notés A;, la fonction 0(u Z Ai(u) A; décrit un arc de parabole. Pour un
=0
réseau de 3 x 3 points, A,;, la fonction 0(u,v) Z Z Al v) A;; définit un carreau de
=0 j=0

surface si les A;; sont dans R? et le quadrilatére & 9 nceuds si les A4;; sont dans R2. Pour un
réseau de 3 x 3 x 3 points, A;jk, la fonction

0(u, v, w) = ZZZ)\i(u))\j(v))\k(w) Agji, (3)

définit I’hexaédre & 27 nceuds dans le formalisme élément fini classique tandis que
0(u, v, w) Z Z Z B?(u Bi(w) Pijk (4)
i=0,2 j=0,2 k=0,2

avec, maintenant, les P;;j les points de contodle associés aux A;;j, définit ce méme hexaédre
dans le formahsme Bézier.

L’écriture donnée en va nous permettre de trouver les fonctions de forme de la py-
ramide de degré 2. Celle donnée en sera utilisée plus tard pour trouver le jacobien et
exhiber ses coefficients de controle.

On part de

O(u, v, w) = Z Z Z Ai(w)Aj(0)Ak(w) Aijre + Z Z Ai(w)Aj(v)A2(w) Aija

et les 19 fonctions de forme sont
Pijk(u, v,w) = A (w)A;j(v)Ag(w) pour i=0,2,7=0,2,k=0,1

p002(ua v, w) = )\2(w) .

’ Fonctions de forme de la pyramide de degré 2 & 19 nceuds ‘

RR n° 8525



10 P.L. George et H. Borouchaki

F1G. 4 — Numérotation élément fini pour les neeuds de la pyramide compléte ¢ 19 neeuds.

Ces fonction satisfont aux deux propriétés, somme & 1 et valeur 0 ou 1 aux noeuds de ré-
férence. L’élément a pour base le carré unité et pour cinquiéme nceud le point (0,0, 1). La
numérotation de I’élément courant doit étre telle que le cinquiéme sommet est le point opposé
a la base, voir le schéma ci-dessous (a gauche, la base (w = 0), au milieu les noeuds pour
w = %, & droite, le sommet 5 (w = 1)).

1 9 4 10 17 13 5
6 18 8 14 19 16
2 7 3 11 15 12

3.2 Analyse du jacobien

En partant de ’expression , on calcule le jacobien de I'hexaédre et ses coefficients de
controdle, soit :

Tuvw) = 3 3 S Biw)B(0)BYw) Ny

I=0,5J=0,5 K=0,5

2 2 2 2
le Cja Ck1 Ok2

2 (2
Nk =8 Y > >

c5 .. C5 ... B
(i1ini3) 01 +ia+is=T (j1,j243) g1 +ia+is=J (k1,ka,ks),k1+hethka=K 1 ti2Fis Zjitietis “hkithatks

|AL00 0,1,0 00,1 | (5)
i1,51,k1 i2,72,k2 i3,43,k3 1
ou
1,00 _ 5 01,0 _ P 001 _ o
Ai,j,k = -PijkPi+1,jk ) Ai,j,k - PijkPi,j+1,k ;et Ai,j,k - Pijk-Pi,j,kJrl )
j : . 1,0,0 0,1,0 :
et les C7 sont les coefficients du bindme. Comme A, ;%" = A;”5 = 0, de nombreux coefficients

Ny s’annulent. A priori K varie de 0 4 5, tandis que k1 = 0,1, ko = 0,1 et k3 = 0,1 et on
a K = ki + ks + ks. On en déduit que, pour tout couple (I,J) : :

Inria



Eléments finis pyramidauz 11

Nrjo existe pour (ki, ko, k3) = (0,0,0),

( )
Nrj1  existe pour (ki, ko, ks) = (1,0,0) ou (0,1,0) ou (0,0,1),

( )ou (0,1,1

( )

Nijo existe pour (ki,ka,k3) = (1,1,0) ou (1,0,1 (0,1,1),
Nijys existe pour (ki, ko, ks) = (1,1,1),
Nrja=0,
Nijs =0.
Par suite le jacobien s’écrit :
T (u,0,w) = Y Biw)Bj(0)Bi(w) Nk .

1=0,5 J=0,5 K=0,3

et, ainsi, le terme (1 —w)? se factorise donnant la méme propriété qu’au degré 1, le polynoéme
jacobien est nul pour w = 1.

Pour expliciter la nature des coefficients de ce jacobien, on va exhiber un coefficient de
chacun des types possibles, coin, aréte, face et interne.

— o Coefficients coins : il y a 4 tels coefficients, un par sommet, Ny, V500, V550 €t Noso-
Ces coefficients sont identiques a ceux d’un hexaédre, ainsi :

Nooo = 8 |PoooProo  PoooFoio  PoooFoor

qui est le résultat habituel, le coefficient est, & un facteur preés, le volume du tétraédre
de sommets le sommet et les trois points de controle adjacents. Les autres coeflicients
coins ont la méme forme.

Dans ce qui suit, les coefficients sont calculés au facteur 8 prés.

— o Coefficients pour une aréte horizontale : il y a 16 tels coefficients, 4 par aréte, par
exemple ngo,Ngoo,Ngoo et N400 pour I’aréte POO()PQO(). ICi, jl = j2 = jg =0 et
k1 = ko = k3 = 0. Pour Nigg, 'un, parmi i1, i ou i3 vaut 1, ce qui donne 3 termes :

1 2
Nigo = 5|P100P200 PoooPoio PoooPoot1| + 5|P000P100 PiooPi1o PoooPoo1]

2
+ 3|P000P100 PoooPoio  PiooPio1] -

Pour Nagg, les combinaisons possibles en i sont : (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(0,2,0) et
(0,0,2), soit 5 termes :

2 2
Nogg = TO'PIOOPQOO PiooPrio PoooPoot| + E|P100P200 PoooPoio  PiooPio1]

4
+T0|P000P100 PiooPiio PiooPio]

1 1
+E|POOOP100 PoooPa1o PoooPoor| + TO'POOOPIOO PoooPo1o  PaooPo1] -

Pour N3, les combinaisons possibles en i sont : (0,1,2),(0,2,1),(1,0,2),(1,1,1) et
(1,2,0), soit 5 termes :

2 2
N3zgo = TO'POOOPNO PiooPrio PaooPoo1| + TO|POOOP100 PoooPo19 PiooPiot]

4
+T0|P100P200 PigoPiio PiooPioi]

1 1
+E|P100P200 PoooPoio  PaooPoo1] + TO|P100P200 Proo P10 PoooPoo] -

RR n° 8525
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Pour Ny, les combinaisons possibles en i sont : (0,2,2),(1,1,2) et (1,2,1), soit 3
termes :

2 2
Nygo = S|P100P200 PiooPiio  PoooPoot] + 5|P100P200 PoooP210 PiooPio1]

1
+5|P000P100 PoooPa1o  PaooPoo1] -

e Coeflicients pour une aréte verticale : par exemple pour 'aréte PygoPpp2, on trouve
Noo1, Noo2 et Noos, soit 3 coefficients par aréte et donc 12 coefficients au total. Ici,
i1 =13 =13 =0 et j; = jo = j3 = 0. Pour Nyg1, 'un, parmi k1, ks ou k3 vaut 1, ce qui
donne 3 termes :

2 2
Noo1 = 3|P001P101 PoooPoio  PoooPoor| + 5|P000P100 Poo1Poi1 PoooPoo1|

1
+ 5|P000P100 PoooPoro Poo1Pooz] -

Pour Nypz, deux, parmi k1, ko ou k3 valent 1, ce qui donne 3 termes :

2 2
Nog2 = E|P001P101 PoooPoio  Poo1Pooz| + E\Pooopmo Poo1Po11 Poo1Pooz]

4
+ E|P001P101 PoorPor1 - PoooFoot| s

au lieu de 5 termes! Notons aussi que la somme des pondérations est inférieure a 1.
Pour N3, les 3 k; valent 1, ce qui donne un seul terme (au lieu de 3) :

4
Nooz = E|P001P101 Poo1Poi1 Poo1Pooz| -

Ces coeflicients sont donc de nature différente (par rapport a ceux des arétes horizon-
tales).

e Coeflicients internes pour la face horizontale : il s’agit des coefficients en Ny ;o avec
I et J différents de 0 et de 5, il y a 16 tels coefficients. Ainsi k1 = ko = k3 = 0 tandis
que 11 = 0,1,i5 = 0,2,i3 = 0,2 et j; =0,2,j2 =0,1,j3 = 0,2 et I =iy + iy + i3 et
J = j1 + j2 + js3, ce qui donne les combinaisons suivantes :

en I :
I =1 (100) (010) (001)
I =2 (011) (002) (020) (110) (101)
I =23 (012) (021) (111) (120) (102)
I =4 (022) (112) (121)

en J :

(100) (010) (001)
(011) (002) (110) (101) (200)
(012) (102) (111) (201) (210)
J =4 (112) (202) (211)
Par exemple Ny19 comprend 9 termes, N1 comprend 15 termes, Nogg comprend 25
termes etc.

[
1
w N =
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F1Gc. 5 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini (figure précédente)
pour les neeuds et les points de contréle et numérotation logique des coefficients de controle
dont seuls certains sont montrés.

— o Coefficients internes pour une face verticale : par exemple la face PyogPa00Fo02, il
s’agit des coeflicients en Ny ;i avec I différent de 0 et de 5 et J = 0 avec K variant de
1a3,iya 12 tels coefficients. On a j; = js = j3 = 0 et les combinaisons sont :

en I :
I =1 (100) (010) (001)
I =2 (011) (002) (020) (110) (101)
I =23 (012) (021) (111) (120) (102)
I =4 (022) (112) (121)
en K :
K =1 (100) (010) (001)
K =2 (011) (101) (110)
K =3 (111)

Le coefficient N1g1 comprend 9 termes, le coefficient Nogo comprend 15 termes, etc.
— o Coeflicients internes : il s’agit des coefficients en N;;x avec I et J variant de 1 a 4

et K variant de 1 & 3, il y a 48 tels coefficients. Les combinaisons sont :
en I :

RR n° 8525



14 P.L. George et H. Borouchaki

Fi1Gc. 6 — Ezemple d’un coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a
un sommet (ici Nooo), trois ou cing termes termes pour un coefficient attaché a une aréte
horizontale (ici N1oo, Naoo (Nsoo, Naoo €tant symétriques)).

Inria
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Fic. 7 — Ezemple d’un coefficient de chaque type, trois ou un termes pour un coefficient
attaché a une aréte verticale (ici Noo1, Nooz, Noos ), les autres coefficients ne sont pas montrés.

(100) (010) (001)
(011) (002) (020) (110) (101)
(012) (021) (111) (120) (102)
(022) (112) (121)

HH H H
1
W NN -

(100) (010) (001)
(011) (002) (110) (101) (200)
(012) (102) (111) (201) (210)
(112) (202) (211)

[SSFE SRR RPN
1
W N -

en K :
K =1 (100) (010) (001)
K = 2 (011) (101) (110)
K =3 (111)
Le coefficient N117 comprend 27 termes, le coefficient Nogo comprend 75 termes, etc.

Le nombre de coefficients de controle est 148. En effet, il y a quatre coins avec un coeffi-
cient, quatre arétes avec 4 coeflicients, 4 arétes avec 3 coefficients, une face avec 16 coefficients,
4 faces avec 12 coefficients et 3x16 coefficients internes, voir la figure.

En conclusion, cette pyramide compléte & 19 nceuds a des fonctions de forme trés simples.

RR n° 8525



16 P.L. George et H. Borouchaki

Son jacobien s’annule pour w = 1 et est controlé par 148 coeflicients. Dans un calcul, il faudra
utiliser des nceuds de quadrature autres que les sommets. Il reste néanmoins & comparer cet
élément dans cette écriture avec ceux qui existent par ailleurs, étude qui sort du cadre de ce
rapport.

Pour valider I’élément, il faut s’assurer (conditions nécéssaires) de la positivité stricte des
coefficients associés aux jacobiens coins et de la non négativité des autres coefficients, un
programmme est a écrire pour automatiser cette vérification.

4 Une pyramide & 17 nceuds

On va construire une pyramide a 17 nceuds en utilisant deux méthodes différentes.

4.1 Construction de I’élément, méthode 1
On part du quadrilatére réduit a 8 noeuds dont les fonctions de forme sont :
p1(u,v) = (1 —u)(1l —v)(1 —2u— 2v)
pa(u,v) = u(l —v)(—14 2u — 2v)
p3(u,v) = uv(—3 + 2u + 2v)
pa(u,v) = (1 —w)v(—1—2u + 2v)
p5(u,v) = 4u(l —u)(1 —v)
pe(u,v) = duv(l —v)
pr(u,v) = 4u(l — u)v
ps(u,v) = 4(1 —w)v(l —v).
On peut en déduire, au moins formellement, un hexaédre & 24 nceuds via :
pio(u,v,w) = p;i(u,v)(1 —2w)(l —w) i=1,8
pi1(u,v,w) =4p;(u,v)w(l —w) i=1,8
pio(u,v,w) = — p;i(u,v)w(l — 2w) i=1,8.

Comme la somme des 8 p;(u,v) vaut 1, 'astuce utilisée conduit, toujours formellement, a
une pyramide & 17 nceuds dont les fonctions de forme sont :

pio(u, v, w) = p;i(u,v)(1 — 2w)(1 — w)
pi1(u, v, w) = 4p;(u, v)w(l —w)
pr2(u,v,w) = —w(l — 2w).
Avec des notations évidentes, 1’élément comprend 17 nceuds et s’écrit :

1
>0 piolu,v,w) Ay + praAia,

8
i=1 j=0
soit, in extenso :
p1 = pro(u,v,w) = (1 —u)(1—v)(1 —2u—2v)(1 — 2w)(1 — w)
p2 = pao(u, v, w) = u(l —v)(—=1 4 2u — 2v)(1 — 2w)(1 — w)
p3 = pso(u, v, w) = wv(—3 + 2u + 20)(1 — 2w)(1 — w)
P4 = pao(u,v,w) = (1 —w)o(—1 —2u+ 2v)(1 — 2w)(1 — w)
6 = pso(u, v, w) = 4u(l —u)(1 —v)(1 —2w)(1 — w)

Inria
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pr = peo(u, v, w) = duv(l — v)(1 — 2w)(1 — w)
ps = pro(u, v, w) = du(l — u)v(l — 2w)(1 — w)
Py = pso(u, v, w) = 4(1 —w)v(l = v)(1 = 2w)(1 - w)
p1o = pr1(w,v,w) = 4(1 — u)(1 — v)(1 — 2u — 2v)w(l — w)
p11 = po1(u,v,w) = du(l — v)(—1 + 2u — 2v)w(l — w)
P12 = pa1(u, v, w) = duv(—3 + 2u + 20)w (1 — w)
P13 = par(w,v,w) = 4(1 — w)v(—1 — 2u + 20)w(l — w)
p1a = ps1(u,v,w) = 16u(1 — u)(1 — v)w(l — w)
p15 = pe1 (u, v, w) = 16uv(l — v)w(l — w)
p16 = pr1(u,v,w) = 16u(l — u)vw(l — w)
pi7 = psi(u, v, w) = 16(1 — w)o(1 — v)w(l — w)

ps = pr2(u, v, w) = —w(l - 2w).

’ Fonctions de forme de la pyramide de degré 2 réduite & 17 nceuds ‘

Il est facile de voir que p;(Aj) = 0;5, les A; étant les noeuds de I’élément de référence, et que

Z pi(u,v,w) = 1. En effet :
i=1,17

> pilu,v,w) = (1 2w)(1 - w) + 4wl —w) — w(l —w) =1.
i=1,17

L’élément de référence a pour base le carré unité et pour cinquiéme nceud le point (0,0, 1).
La numérotation de 1’élément courant doit étre telle que le cinquiéme sommet est le point
opposé a la base, voir le schéma ci-dessous (& gauche, la base (w = 0), au milieu les nceuds
pour w = 34 droite, le sommet 5 (w = 1)).

1 9 4 10 17 13 5
6 8 14 16
2 7 3 11 15 12

4.2 Construction de I’élément, méthode 2
On part de I’élément complet et on supprime les nocuds des faces. Cette maniére tradi-

tionnelle de construction des éléments réduit revient a imposer que :

1
Ay = 1(014 + C15 + Ci6 + Ci7)

1
Ay = 1(C6+C7+08+09)>

ou les C; sont les points de controle, autres que les extrémités, relatifs aux arétes des faces
considérées. Pour fixer les idées, on va définir la premiére fonction de forme. On prend 1’élé-
ment complet :

2 2 1
G(u, v, w) = Z Z Z )\l(u))\J (v))\k(w) Aijk: =+ )\g(w) Aoz ,

i=0 j=0 k=0
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18 P.L. George et H. Borouchaki

F1G. 8 — Numérotation élément fini pour les neuds de la pyramide réduite ¢ 17 neeuds.

la premiére fonction de forme correspond & A; alias Aggg. Les termes qui contribuent viennent
donc de A; et de la contribution de Aig via Cg et Cyg. Comme Cg = %

42 6f comme
Co = #Ae=21i=44 16 polynome cherché est :
Pooo (u, v, w) — g(pll()(uavvw) + prio(w, v, w)) ,

soit, pas a pas : .
)\0(’11,))\0(’[)))\0(’11]) — 1)\1(11,))\1(’1)))\0(10)

No(w) {)\O(u))\o(v) - 1)\1(u))\1(v)}
(1 —w)(1—-2w) {(1—-u)(1—2u)(1—-v)(1-2v)—4u(l —u)v(l—v)}
(I—u)(1—=0)(1—w)(1-2w) {(1-2u)(1-2v)—4uv}
(1—u)(1—-v)1—-2u—2v)(1—-w)(l-2w),

ce qui termine cette vérification, on retrouve bien p;.

4.3 Analyse du jacobien

Pour controler le signe du jacobien, on reprend la méthode exposée dans [3]. Par suite :
— on construit un élément complet en évaluant les points de controle absents, ici Cig et
C1g, pour ce fairﬂ

— pour Cig on calcule I'image du triplet (%, %, 0) par la fonction 0(u,v,w) de I’élément
réduit :
8 1 8
Aig = D> piolu,v,w) Ay + pradiz = Y pio(u, v,w) A -
i=1 j=0 i=1

Puis on exprime ce méme point A;g dans I’élément complet :

0(u, v, w) Z Z Z B?(u)B2(v)Bi(w) Piji , Pij2 = Poo2

i=0,2 j=0,2 k=0,2

2attention aux correspondances entre les différentes maniéres de noter les indices qui, ici, sont mélangées
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G(u, v, w) = BE(U)B?(’U)B%(’LU) Pijk + ’LU2P002 .
1=0,2 j=0,2 k=0,1
On a L1
Aig =0
s = 005:5:0)
Ais = D ) BlwBj() P

1=0,2 j=0,2

pour le triplet ci-dessus. La seule inconnue dans cette relation est le point de contréle
Pyyp alias Cig qui ne dépend que des P;;o et que I'on peut donc évaluer.

— pour Cig on procéde de méme avec le triplet (é, é, l) La méthode est identique,
mais C1g, alias Pj11, dépend de tous les autres points de controle, dont P;19 que 'on
vient de calculer. La relation compléte permet donc d’évaluer C1g.

— ceci fait, on utilise les résultats relatifs a cet élément complet (section précédente).

La Figure [§ indique les conventions de numérotations utilisées. Notons qu’il faut d’abord
évaluer C1g avant de pouvoir déterminer C1g.

5 Une pyramide & 13 noeuds

On va construire une pyramide & 13 nceuds en partant de ’hexaédre a 20 nceuds.

5.1 Construction de 1’élément

On part donc de ’élément hexaédrique & 20 noeuds dont les fonctions de base sont les
suivantes :
- p1 (1-2u—2v—-2w)(1—-—u)(1—-v)(1l—-w)
- pa=(— 1+2u—2v—2w)u(1—v)(1—w)
= (=34 2u+2v —2w)uv(l — w)
- p4—( 1—2u+2v —2w)(1 —uw)v(l —w)
— po =4u(l —u)(1 —v)(1—w)
- pro =4w(l —v)(1 —w)
- p11 =4u(l —uwv(l —w)
- pr2=4(1-wv(l—-v)(1—-w)
—pi3=4(1—-u)(1—-v)w(l—w)
- p1a =4u(l —v)w(l —w)
— p15 = duvw(l — w)
- pis =41 —uw)ow(l —w)
- ps=(—1—-2u—2v+2w)(1—u)(l—-v)w
— ps = (=3 +2u — 2v + 2w)u(l — v)w
- pr=(— 5+2u—|—2v—|—2w)uvw
- ps=(—3—2u+2v+2w)(1 —u)vw
- prir=4u(l —u)(1 —v)w
- p1s =4dww(l —v)w
~ pro = 4u(l —u)vw
—ppo=4(1—-u)v(l—v)w.
L’élément s’écrit :

(u, v, w) gpiuvw

Pour dégénérer cet hexaédre en une pyramide on fusionne les nceuds relatifs a la face
w =1 en le seul nceud noté 5. Aprés cette fusion, on calcule la somme

ps +pe +p7 +ps + P17 + P1s + P19 + P2o

en regroupant les polynémes de la maniére suivante :

(ps + ps + p17) + (P7 + P8 + P19) + (P18 + D20)
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un simple calcul montre que cette somme vaut
—w(l —2w).

Par un jeu d’indice les polynoéme restants :
-pr=(1-2u—2v—2w)(l—u)(l—-v)(1-—w)
— p2=(—1+2u—2v—2w)u(l —v)(1 —w)
- p3 = (—3+2u+2v—2w)uv(l — w)
- ps=(—1—-2u+2v—-2w)(1 —u)v(l —w)
~ po = du(l —w)(1 - v)(1 - w)
- pro =4uv(l —v)(1 —w)
= pi1 =4u(l —uw)v(l —w)
—p2=4(1—-uwv(l—-v)(1-w)
-p3=41-u)(1—-v)w(l—w)
= p1a =4u(l —v)w(l —w)
- p15 = duvw(l — w)
- pe =41 —u)ow(l —w)
- ps = —w(l —2w)

sont renumeérotés comme suit :
-p=0-2u—2v-2w)(1—u)(l—v)(1-w)
- p2=(—1+2u—2v—-2w)u(l —v)(1—w)
- p3 = (—3+2u+2v—2w)uww(l — w)
—ps=(-1-2u+2v—2w)(1 —u)v(l —w)
- ps =4u(l —u)(1—v)(1—w)
- pr=4w(l —v)(1 —w)
- ps =4u(l —uw)v(l —w)
—po=4(1—u(l—-v)(1—-w)
- pro=4(1—-u)(1—-v)w(l —w)
= p11 =4u(l —v)w(l —w)
- p12 = duvw(l — w)
~pi3 =41 —u)ow(l —w)
- ps = —w(l —2w)

’ Fonctions de forme de la pyramide de degré 2 réduite a 13 nceuds ‘

et, en renumérotant les nceuds en accord, la pyramide de degré 2 a 13 noeuds s’écrit :
13
O(u,v,w) = Zpi(u, v, w)A;,
i=0

L’élément de référence a pour base le carré unité et pour cinquiéme nceud le point (0,0, 1).
La numérotation de ’élément courant doit étre telle que le cinquiéme sommet est le point
opposé a la base, voir le schéma ci-dessous (& gauche, la base (w = 0), au milieu les nceuds
pour w = 3, & droite, le sommet 5 (w = 1)).

1 9 4 10 13 5
6 8
2 7 3 11 12

5.2 Analyse du jacobien

Pour controler le signe du jacobien, on reprend la méthode exposée dans [3]. Par suite :
— on construit un élément complet en évaluant les points de controle absents.

— la fonction 6(u, v, w) réduite permet de trouver les nceuds manquants, ceux des faces

triangulaires, A14, A15, A1, A17, celui de la face base, Aig, et le noeud interne, Aqg,
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54

F1G. 9 — Numérotation élément fini pour les neuds de la pyramide réduite ¢ 18 neeuds.

— (13 s’obtient exactement comme pour la pyramide & 17 nceuds,
— les points de controle Ch4 & C17 s’obtiennent, un & un, par une simple relation,
— on peut alors trouver le seul point manquant, C1g, qui dépend de tous les autres.
— ceci fait, pour analyser le jacobien, on utilise les résultats relatifs a I’élément complet
(comme & la section précédente).

6 Conclusion

Dans cette étude, on a étudié les pyramides de degré 1 et 2. Au degré 1 on a un élément
a 5 nceuds dont le jacobien, nul « au » sommet (le point opposé a la base) de la pyramide,
s’analyse via 5 coefficients. Au degré 2, on a construit un élément complet & 19 nceuds dont
le jacobien a la méme propriété et s’analyse via 148 coefficients. On a également construit
un élément Serendilﬂé 17 noeuds et un élément Serendip & 13 nceuds en indiquant comment
analyser le signe de leur jacobien respectif. 1l reste a valider par des calculs (en mécanique
du solide, par exemple) tous ces éléments finis.

Références

[1] CopE_ ASTER, Fonctions de forme et points d’intégration des éléments finis, Fascicule r3.01,
Révision 4261, 2010.

[2] P. BEzIER, Courbes et surfaces, Mathématiques et CAO, 4, Hermes, Paris, 1986.

[3] P.L. GEORGE ET H. BOROUCHAKI, Sur les éléments finis quadrilatéraux de degré 1 et 2, ver-
sion 2, RR INRIA 7964, 2012.

[4] P.L. GEORGE ET H. BOROUCHAKI, Sur les éléments finis hexaédriques de degré 1 et 2, RR INRIA
8039, 2012.

[5] P.L. GEORGE ET H. BorROUCHAKI, Validité des éléments finis de Lagrange de degré 1 et 2, RR
INRIA 8376, 2013.

30n peut oser ce qualificatif puisque I’hexaédre & 20 noceuds est un élément Serendip. Sinon, pour les
puristes, on dirait plutdt, réduit.
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