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Abs.tract—Nou.s nous sommes intéressés dans le cadre de ceDe ce fait, nous distinguons plusieurs types d’algorithmes
papier a étudier quelques méthodes de résolution des systemes jtératifs dans le contexte paralléle : ISCS, ISCA etAAC
linéaires a grande échelle en utilisant les algorithmes itératifs Puisque és méthodes sélectionnées infiwe sur le

asynchrones (IACA) pour supporter le parallélisme dans un . L . o
contexte distribué. L’outil JACE nous a permis d’atteindre nos comportement du systéme, la stratégie optimale utipeee

objectifs, & savoir h mise en ccuvre et la comparaison du temps ~ 'ésoudre ce type de probleme devient un sujet important. Le
d’exécution entre les trois méthodes analysées : Jacobi, Gradient but de cet article qui étend la recherche menée dans [1] et
optimal et Gradient conjugué. Egalement, nous avons amélioré le est de comparer entre trois méthodes de résolutionhiJaco
resultat de la méthode Jacobienne en utilisant une compression Gradient optimal et Gradient conjugué) sur 1’environnement

hybridée entre CSR et Ellpack-Itpack qui a montrée son intérét JACE proposé dans [1] afifabtimiser le temps d’exécution
dans le cas des matrices creuses. au maximum

Mots- Clés— Systémes linéaires; algorithmes IACA; parallélisme; Dans ce papigr: nous commengons par dopner un apercu sur
JACE ; CSR; Ellpack-Itpack. les algorithmes itératifs ainsi que sur les systémes lggddin

se basant sur les travaux [1, 4, 7, 8] qui ont montrés I’intérét
d’utiliser de 1’asynchronisme dans le cadre dun calcul

De nombreuses applications en calcul scientifique, stelleparalléle de trés grand taille, nous détaillons, par te swire
gue la simulation en mécanique des structures dynamique desntribution qui consiste a utiliser Jace pour comparer le
fluides, se raménent a la résolution de problémes reddric temps d’exécution de trois algorithmes différents de résolution
linéaires de grande taille (généralement dits creux), un tele systémes linéaires (Jacobi, Gradient optimal et Gtadien
massif systéme nécessite un temps de calcul laborigux. conjugué). Ainsi nous avons montré I’intérét de compression
résolution de ces systémes a toujours joué un grand role dasfss systémes linéaires représentés par des matricesscegus
la simulation de nombreux problemes scientifiqgue eutilisant les deux méthodes de compression CSR et Ellpack-
industrielle, un tel calcul présente I’inconvénient de mener a Itpack [9] afin d’optimiser le temps d’exécution au maximum.
des co(ts prohibitifs en temps CPU et en espace méloite, do Le reste du papier est organisé comme suit. Dans l@secti
I’optimisation de ces systémes est capitale. 2, on commence par une revue de la littérature sur les

Pour résoudre un systéme linéaire, nous distinguons lgsoblémes des algorithmes itératifs asynchrones. Laoge8ti
méthodes directes et les méthodes itératives. Les detho et 4 décrit les algorithmes itératifs et les types awtspour
directes donnent un résultat exact du probléeme modulo les algorithmes ainsi les trois méthodes de résolution des
erreurs d’arrondi. Les secondes convergent vers la solution par ~ systémes linéaires en utilisant ces algorithmes itératifa
approximations successives de la solution. Les méthodegction 5 décrit’environnement que nous allons utilisés pour
itératives sont généralement facilement programmables &ire nos expérience, pour arriver en fin a présenter no
parallélisable. En effet, il faut distribuer le travaffeetué résultats et les améliorer en utilisant des méthodes de
dans une itération aux processeurs, et a la fin de chaguempression afin ‘@méliorer le temps de calcul. Enfin, la
itération les processeurs s’échangent les données dont ils ont ~ derniére section conclut le travail.
besoin et déterminent si le critére de convergence estatt

. INTRODUCTION



Il. REVUE DE LA LITTERATURE composantesk*? et les envoie a tous les processeurs qui

Avec I’émergence des services et applications scientifiques ’ont besoin pour calculer I'itération suivante.

gourmandes en ressources de calcul, il est devenu Selon le mode de communication employé, on peut
indispensable de faire des recherches visant a évoluer les  distinguer deux types d’algorithmes : ISCS pour Itérations
performances des algorithmes itératifs ainsi que sur les Synchrones et Communications Synchrones, ISCA pour
systemes linéaires en se basant sur les travaux{18pqui Itérations Synchrones et Communications Asynchrones.

ont montrés’intérét d’utiliser de I’asynchronisme dans le La forme la plus simple consiste a utiliser des
cadre d’un calcul parallele de tres grand taille, communications synchrones. Dans cette variante les
Le but de ce travail est d’étendre les travaux proposé dans [1] communications s’effectuent aprés la fin de 1’étape de calcul.

et [7] et consiste a faire une comparaison entrequsi
méthodes pour résoudre un systéme linéaire dans le cadre
IACA et en utilisant JACE, puis nous avons visés un cas plus
réel oll la matrice est creuse, dans ce cadre nous aeomE€m
I’intérét de la compression de la matrice.

La figure 1 schématise le principe des ISCSs.

Le déroulement d’un algorithme ISCS, représenté par la
figure 1, montre qu’il y a des périodes d’inactivité dues aux
échanges de données et aux calculs liés a la détection de
convergence.

IIl. ALGORITHMES ITERATIFS La seconde variante consiste a utiliser des conuations

Avant d’entamer le principe des algorithmes itératifs asynChrO_nes_’ lls  sont . LAm peu pIL’JS rapides Cgr les
paralleles, il est indispensable d’aborder le principe des comn’u..lnlcatlor.ls tem_:lgnt a étres masquees par les Cm;
algorithmes itératifs séquentiels. les périodes d’inactivité ne sont pas totalement supprimées

pour autant (figurel).
A. Algorithmes itératifs séquentiels

Nous nous intéressons a un probléme de type : ISCS ISCA
x**t1 = f(x*) avec x° donné etk = 0,1....
Processeurl - | - - | -
L’algorithme itératif s€quentiel s’écrit comme suit :
For k =1to ... do
k1 — f(x") xktl — f(x") Processeur2 - - _

End for Itérationl Itération2

Temps
Lesxk sont des vecteurs de dimension n et f est une fonction

de R" dansR™. Figure 1. Algorithme ISCS VS ISCA

. o o C. Algorithmes itératifs paralléles asynchrones
Pour mettre en ceuvre un algorithme itératif séquentiel, il

faut définir un seuil d’arrét afin de terminer 1’algorithme dés
lors que celuki passe sous le seuil. Le test d’arrét le plus
utilisé est :

Un algorithme synchrone est un cas particulier d’un
algorithme asynchrone (dont les itérations sont synchjone
ki1 ok En effet, en désynchronisant les itérations, les conirations
max [x"" — x| < e sont forcement asynchrones. Afin de rester cohérest kv
Dans les algorithmes itératifs paralleles, les donnéesset Idénomination précédente (asynchrone), ces algorithnmes so
routines de calcul sont réparties sur plusieurs processeursommés IACA  pour Itérations  Asynchrones et
C’est pour cette raison que ces algorithmes sont divisés en Communications Asynchrones [2].
deux grandes catégories: algorithmes synchrones et [ algorithme général des IACAs est comme suit :
asynchrones. Fork=0to....do
Form=0to ... do
If (i (k))then

B. Algorithmes itératifs paralléles synchrones
9 P y xf = Fi(xk, xk, .., xk)

Le model des algorithmes itératifs synchrones est comme

_ Else

sult : xl!<+1 = x{‘
(x?,x2,...,x3) estfixé End for
Fork=0to ... do End for

For m=0to ... do

X = Fy(xk, xk, .., xk) A chaque itération, certains processeurs (ceux qui apparti

End for a (K) ) calculent une nouvelle itération, les autres nceuds

End for reprennent le résultat de D’itération précédente. Lorsqu’un

A chaque itération, le processeur chargé de calculer le bigdocesseur calcule une nouvelle itération, il prend lesétesni

de composantes i connat les valeurs de toutes les campes données dont il dispose.
impliquées dans le calcul de. Il calcule les nouvelles Ces algorithmes sont extrémement performants dans le cas

ou les données a traiter sont de taille assez consécianie

Identify applicable sponsor/s here. If no sponsors, delete this text b les machines sont trés hétérogénes.
(sponsors)




La figure 2 permet de mieux expliquer le principe des
IACAs. a) Méthode de Gradient avec pas optimal

Elle consiste a itérer les étapes suivante jusqu’a ce que la
convergence soit atteinte :

e  Choisir un vecteur initiak® et pour k>0.
e Calculer le gradient de :Wj(x*) = Ax* —b =
—R.

Processeurq |  ér.1

Processeur2 | Mter.1

k pk
RKR
e Calculerx®*! = xk + qR avec a¥ = < )

" (AR RKY
Temps b) Méthode de Gradient conjuqué
Figure 2. Algorithme IACA o ) ) ]
Voici I’algorithme de Gradient conjugué :
IV. LES METHODES DE RESOLUTION DES SYSTEMES
LINEAIRES e Choisirx®e RN, poserR® = b — Ax? etP? = R?

A. Méthodes de relaxation e Choisir une tolérance T.

Nous nous intéressons a résoudre le systéme A*x =b ave ® Poserk=0.
A matrice définie positive symétrique, x et b deux
vecteur§AeR™" x, b eR™). _ K
Les méthodes de relaxation sont fondées sur le principe While (||R*||>T) do
d’écrire la matrice A sous la forme A=M-N. Avec M, N deux e Calculer le vecteuZX = APK
matrices, donc nous passons de la résolution/d& = b a la '

résolution de M*x = N*x + b. o sK=(RKRK)/(ZKPY).
Pour mettre en ccuvre la méthode de relaxation de maniére - K Kok

efficace, il faut choisir M de tel sorte quel soit faaient e X =Xx"+s*P%

inversible. e RK+1 = Rk _ gkgzk
1) Méthode de Jacobi o tK = (RK+L RK+1)/(RK RK).
Elle consiste a prendre M=D et N=-(U+L) avec D une ¢ PK*1 =Rkl 4 ¢kpk

matrice diagonale stricte a partir de la matrice A,st) e o k=k+1

matrice triangulaire supérieure stricte, L est une nmtric ' _

triangulaire inférieure stricte. End while

Donc la méthode de Jacobi consiste a résoudre la formule
récurrente suivante :
k+1 _ 1 k V. JACE (JAvA ASYNCHRONOUSCOMPUTATION
1 W (bi — 2ijiai5)) ( ENVIRONMENT)
Avec x° donné.

Pour la convergence nous utiliserons le théoréme guivan ~ JACE [1] est un environnement de programmation distribué
Théoréme: si la matrice A est diagonale strictementpermettant le calcul itératif synchrone et asynchribmermet
dominante i.e. : de relier un ensemble de machines pour construire une

Vildyl > 2 14| machi.ne virtgglle paralléle. I.I gst écrit entierement ava |
donc il bénéficie des caractéristiques de ce langage n@am
. il est multithreadé et portable sur toutes les plaiesds.
JACE se caractérise aussipa

i#j
Alors la méthode de Jacobi converge.
Donc dans le choix de la matrice A, il faut bien vérile

propriété précédente. e Communication via RMI (Remote Method
Invocation).

2) Meéthode de Gradient e Gestion automatique de la convergence.

Soit la fonction](x) = % xTAx — bTx avec A une matrice e Gestion transparente des mécanismes liés aux
définie positive symétrique, b et x deux vecteurs. itérations asynchrones.

L’idée des méthodes de gradient est de passer d’un e Tolérance aux pertes de messages : la volatilité¢ du
probléme d’optimisation de la fonction J(x) & la résolution systeme en termes de communication est egéré
d’un systéme linéaire A * X = b. automatiquement par le noyau JACE via le

En effet pour minimiseA * x = b il faut que le gradient mécanisme des files dattente.

V](x) = 0, telgue le gradien¥](x) = Ax — b.



En plus, les environnements comme MPI (Message Passing 8000 x 8000
Interface) et PVM (Parallel Virtual Machine) [6] sont Ai:zzy
monothreadés c.a.d ne supportent pas lutilisation des| £ ...
processus légers, donc il est impossible de concevoir un ?dsooo ., )
algorithme IACA efficace. Pour les environnements | S el N e~
multithreadés comme PM2 (Parallel Multithreaded Madhine — ===
le calcul évolue en paralléle avec la communication dass Alee e e e e
threads différents. Le probléeme est que c'est au proggamm [=-acobi =GoP = oc|

de gérer lui méme les threads de communication et del,calcurigure 4. Comparaison entre Jacobi, Gradient optimal et Gradient conjugué
la synchronisation pour l'accés au ressources partagées ...,

qui n'est pas évident car il faut faire trés attentiom auNous remarquons que : Plus le nombre de machines ou le
situations d'interblocages le probléme classique de Iaombre de coeurs augmente, plus le temps d’exécution des
programmation multithreadée. En plus, les threads mepss  trois méthodes diminue.

gérés de la méme facon sur les différents systémes ® La méthode de Jacobi en rouge est la plus

d'exploitation. performante en temps d’exécution, cela peut é&tre
Par contre JACE : il est portable car il est écritéeament expliqué au fait qu’une itération d’un algorithme de
en Java, gere de fagon transparente les mécanismea liés Gradient est plus colteuse par rapport & une itération

l'asynchronisme : écrasement des messages, détection de la de Jacobi.

convergence ..., c'est pour ¢a qu'il est le plus adéquatlgpour

mise en ceuvre des algorithmes IACA. Nous nous sommes intéressés par la suite a une
comparaison entre le temps de calcul et le temps de
communication pour la méthode de Gradient avec pas optimal
A. Cas d’une matrice dense (GOP).

Pour mettre en ceuvre les algorithmes itératifs asynchrones

VI. CONTRIBUTIONS

\ S 8000 x 8000
dans un systéme distribué avec JACE, nous avons commencs : -
par créer un cluster de huit machines, 2 coeurs chacune mfz il )
(figure3) en installant JACE sur chague machine. Par la,suit | =, ... -
nous avons implémenté les trois algorithmes a savoabia alsooo% e
Gradient optimal (GOP) et Gradient conjugué (GC) sur ce Emf’“\ 5

S 000 [
cluster. o) . = — -
24 53E X4 S 67 % B 9 10 11 32 13 14 15 16

f— - 5 —— Nombre de cceurs

|'E Calcul -&- Comml.lnlcatl@nl

Figure 5. Comparaison entre le temps de calcul et le temps de
communication (GOP)

D'apreés la figure 5, le temps de calcul diminue avec plus de
processeurs participants en raison de moins de données par
calcul. Evidemment, davantage de processeurs impliqués
causeront des communications plus intensives qui entoatner

el plus de temps de communication, ce qui est logique et
! compatible avec les notions classiques de complexité. En
Figure 3. Cluster de 16 coeurs effet, si nous posons N le nombre de machines et Milia dai

la matrice. Pour le calcul, la complexité dépend de MAX Ja
matrice est divisée en bandes horizontales suivanrigbre

de machines. Pour les communications, chaque machine doit
csommunlquer son résultat aux (N-1) autres machines qui
onne au final une complexité de O (n?).

Résultat : Il faut faire des compromis entre le calcul et la
ommunlcatlon c.a.d. si nous voulons gagner en temps de
calcul, nous devrions perdre en temps de communication pour
des matrices de taille normale. Cela permet de dire que le
temps de communication, dans ce cas, domine le temps de
calcul. Mais dés que la taille de la matrice devient trop
importante, le temps de calcul devient le dominant. Towefoi
faire des calculs sur ce type de matrice et stocker qattatité
d'éléments est trés couteux en termes de mémoire etsitéc
énormément de ressources matérielles.

La figure 4 montre le temps de calcul obtenu en fonation
nombre de cceurs impliqués dans le calcul réparti. Nous avons
utilisé une matrice de taille 8000x8000 pour les trois méthode
implémentées. Ici, nous avons ignoré le temps d
communication entre machines et nous avons calcule
uniguement le temps de traitement nécessaire pour avoir la
convergence pour les trois méthodes.



B. Cas d’une matrice creuse e Le troisieme tableau IA, de taille m+1, I'élément i de
Pour étre considérée comme creuse [11], une matrice doit IA contient le rang dans le tableau A du ler élément
contenir une certaine proportion d’éléments nuls. Les auteurs de la ligne i de la matrice M, le dernier élément IA
dans [5] ont définit différentes catégories de matricesses : (m+1) contient n+1 ou n est la taille de A.
« Catégorie 1 :les matrices pas creuses avec au plu&Xemple: soit la matrice M
50% de « 0.0 ».

10 0 0 2
e Catégorie 2 : les matrices peu creuses qui 34 0 5 0
contiennent entre 50% et 70% de « 0.0 ». M= (6) g 170 181 g
e Catégorie 3 :les matrices moyennement creuses qui 00 0 0 12
contiennent entre 70% et 80% de « 0.0 ». La compression au format CSR donne les tableaux ssivant

e Catégorie 4 :les matrices franchement creuses quia = {1, 2 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.
contiennent entre 80% et 90% de « 0.0 ».
enn o &I de « B> JA={1,51,2,4,1,3,4,5,3,4,5}.
e Catégorie 5 :les matrices totalement creuses avec au
moins 90% de « 0.0 ». IA =11, 3,6, 10, 12, 13}.
o o o ) L'accés a I'élément M (I, ¢) de la matrice M sefait :
Dans ce qui suit, nous avons implémenté l'algorithme de o Recherche des indices de début et de fin de la ligne

Jacobi en choisissant une matrice franchement crensss n°1
80% de 0.0. Nous avons obtenu les résultats indiqués dans le début = IA(])
tableau suivant : {ﬁn =I1A(l+1) -1

e Recherche de la valeur ¢ dal#s entreJA (début) et

TABLE I. JACOBI AVECCI\gAI\ETURRI(/Z_II_EAll:Ii/EN,(\ZII)-iEMENT CREUSE&NOMBRE DE JA (fln) ' (recherche obtenue en Complexité
logarithmique).
80 (taille | 800 | 2000 | 4000 | 8000 e Sic est trouvé a la positiodA(i), alors I’élément
matrice) N
2 (machines) | 3(ms) | 147 | 748 | 3222 | 4850 M(, ¢) = A(), sinonM (I, ¢) = 0.
4 2 68 | 492 | 1066 | 2529 b) Format Ellpack-Itpack
8 3 37 | 268 | 734 | 1479 Le format CSR présente quelques défauts (l'accés est un peu
16 1 22 | 174 | 636 | 1270 lent) au contraire pour Ellpack-Itpack [3, 4, 11]. e format

. . ... est basé sur l'utilisation de deux tableaux a deux dimendions
C. Structures compréssées des matrices creuses en mémoir& . L 'r(
“n, 1:m)ou n estle nombre de lignes de la matrigigatie

Si nous voulons stocker et manipuler efficacement de§; 1, est le nombre maximum d'éléments non nuls de cett
matrices creuses, il faut prendre en compte le creux dapsatrice ligne par ligne

lalgorithme. En fait, il n'est pas nécessaire de stocker de Le vecteur A, contient les éléments non nuls de la

éléments nuls ou d'exécuter des calculs les concertiast, ligne correspondante dans la matrice.
pour ca qu'il est nécessaire d'utiliser des algorithmes et des | | o \ecteur JA, contient le numéro de la colonne des
formats qui prennent en compte la structure peu dense de la éléments non nuls de, &éro pour les éléments nuls.
matrice [7], ces algorithmes permettent de gagner en espacegyit |a matrice M définie précédemment :
mémoire et en temps de calculs en permettant de : Le format Ellpack-Itpack donne les deux matrices suasnt
e Ne pas enregistrer les éléments nuls. :
e Retrouver aisément un élément en connaissant ses [1 2 0 0] [1 5 0 01
cordonnés. 3 4 5 0 1 2 4 0
e Exécuter facilement les opérations courantes. A= I 6 7 8 9| et jaA= |1 3 4 5|
10 11 0 O 34 0 0
1) Formats de représentation des matrices creuses 12 0 0 O l5 0 0 O

L'accés a I'élément M (I, ¢) de la matrice M devientsplu

a) Format CSR rapide que dans le format précédent, il se fera comme suit
i u i ui

CSR [3, 4, 11] est l'acronyme de Compress Sparse Row. '
[ ] y P P W Recherche de la valeur de ¢ dans JA@clierche

C'est le format le plus économe en terme d'espace m&moi o v
. . . obtenue en complexité logarithmiqug
En fait, une matrice creuse est remplacée par trbisaax Si ¢ est trouvé 2 la position JA (I i), M (I c) =IAj
unidimensionnels. Si nous note n le nombre d'éléments non . . P rh vl D
; . ] sinon M (I, ¢) = 0.
nuls de la matrice et m le nombre de lignes de M :
e Un premier tableau A de taille n, contenant les o
éléments non nuls de la matrice rangés de gauchelx Parallélisation avec Ellpack-Itpack et CSR
droite. - _ Nous proposons de faire une hybridation entre Ellpack-
e Un deuxieme tableau JA, de taille identique ailA, [tpack et CSR pour arriver & une compression bien optimisé
contient le numeéro de colonne de chaque eéléemant Nous pourrons profiter de la facilit¢ de découpage dune
nul de A. matrice et la rapidité d'accés aux données de cette derniére



d'une part, et dautre part de loptimisation de stockage

Le tableau 2 et la figure 7 montrent bien qu'il y a une trés

d'informations, ce qui est une spécificité pour la méthode CSgrande différence en temps de calcul. C'est tout dofgitjue,

pour avoir un gain substantiel en espace mémoire.

car l'algorithme utilisant la compression élimine les ékéme

La matrice est générée au format Ellpack-Itpack et rempliinutiles (les zéros) ce qui implique un gain d'espace rinémo
par un processus d'initialisation. Ce dernier est chargé de ¢ de temps de calcul, ce qui nous permet de dire que méme si

distribution des données sur les différents processeals,

l'algorithme standard de Jacobi est performent par rapport aux

pourra se faire en découpant les tableaux A et JA du formautres algorithmes, lorsqu'il s'agit d'une matrice creuse la
Ellpack-Itpack en bandes horizontales, ou chaque ligre secompression de cette derniére devient une nécessité.
allouée a un processeur, alors que chaque colonne sera

distribuée sur I'ensemble des processeurs.

Aprés, chaque bande sera convertie au format CSR a
l'instant de I'envoi de données aux processus de calcués ou |

volume de données a transmettre étant limité [9].

A= foe o ) JA = fe o Y TA— fe e V- CPU BT
Agm fon o o} JAg= { o} TApe f e V- CPUNCZ
Ap= e o b JAR= L TAR= e H CPU n°k

Figure 6. Répartition de la matrice

Algorithme de conversion du Ellpack-Itpack a CSR
Pos =0etlA_CSR(0)=0
Pouri= 0, 1,2...n faire
Pourj=0, 1,2...n faire
Si A_EII(i)() # 0 faire
A_CSR(pos) = A_EI(i)()
JA_CSR(pos) = JA_EII(i)()
Pos = pos + 1
Fin si
Fin pour
IA_CSR(i+1) = pos
Fin pour

5.4 Résultat obtenu avec Ellpack-ltpack et CSR

Nous avons implémenté la compression Ellpack-Itpack et
la méthode de Jacobi et avec une matrige

CSR avec
franchement creuses (80% de 0.0) de taille 8000x8000.

Le tableau ci dessous montre la comparaison entre festem

de calcul avec et sans compression.

TABLE II. GAINS OBTENUS AVECELLPACK-ITPACK ETCSR
2 4 8 16
Jacobi_sans _compr| 4850 | 2529| 1479 | 1270

Jacobi_avec_compr| 15 (ms)| 11 10 10
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Figure 7. Performance de la compression CSR

VIl. CONCLUSION

Dans ce papier, nous avons implémenté trois méthodes
de résolution de systémes linéaires avec I’environnement
JACE et en utilisant unluster de 16 cceurs, le résultat obtenu
montre clairement l'intérét des IACAs pour ce type de
méthodes notamment pour la méthode Jacobi qui étaitida p
satisfaisante. Nous avons également montré I'intérét de la
compression des matrices creuse en utilisant les folG&Rs

et Ellpack-ltpack qui a montré son intérét dans le cas des
matrices creuses afin de limiter le volume des donrées
transmettre.
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