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WS(z) = w1|z̄1 − z1| + w2|z̄2 − z2| α = 0� ε = 1 θ� = arctan
( − w1

w2

)

θ� = π
2 + arctan

(w1
w2

)
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T(z) = max{λ1|z̄1 − z1|, λ2|z̄2 − z2|} α = 1� ε = 0 θ� = 0
θ� = π/2
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S���(z) = T(z) + ε (|z̄1 − z1| + |z̄2 − z2|) α = 1�
w1 = w2 = 1

θ� = arctan
( − ε

λ1+ε
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θ� = π
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S��	
(z) = (1 − ε)T(z) + εWS(z) α = 1 − ε�
wi = 1/λi

θ� = arctan(− εw1
(1−ε)λ2+εw2

)

θ� = π
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εw2
(1−ε)λ1+εw1
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z̄ = (1, 1) ρ ∈ {−0.9,−0.8, . . . , 0.0, . . . , 0.9} λ = n

δ = j · 10−2 · π
2 � j ∈ [[1, 99]] m = 2 $��!%�� ���� = 1/n
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�! S����  � �����!�� ��� -�
� �������#�
#����� z ���
���! "�� �#��� !�������� 
���� δ 
�! �#��� ε�#
�$�& ,� ���� ����$�� ��� ���
��#�
!�#�
���� �" z  ��� ������� �� z
δ,T�  ����  � !�-�� 
� "���� �F Δ(z) = (T(z)− T(z
δ,T))/T(z



δ,T)&

2����� ��
� ���� ���
��#� !�#�
���� "
���� �� ����$��!  ��� ������� �� ��� T "$�������  ���� ��
�� �� #�� �! 
� 
 ��"������ ��
�$�� �" ���$���� 9$
����& 	��� #
�$� 
��$
��� ��"���� 
��$� ���
���"���
��� �" ��� (1 + λ)�01 "�� 
 ->�! !�������� 
����� �$� #
��
��� ε�#
�$��&

*� 5��& 8 (K�"�)�  � ��� ��� 
#��
�� ���
��#� !�#�
���� �� ���� 
� 
 "$������ �" !�������� 
�����
(δ) "�� !�+����� ε�#
�$�� 
�! ��� ρ�23��
�!��
���  ��� 
� �������#� ������
���� �" ρ = −0.7&
	� $�!����
�! ��� ���
���! ���$���� ��� �
� �� A��� �� ���! ��� ���$��� !���$���! �� ��� ���#��$�
������� ���������� ��� -�
� 
����� ��"����! �� 
 ��#�� �
�
����� �������& *� �
����$�
�� ����� WS

�! T !� ��� ��"�� �����
� -�
� 
������ ��� -�
� ����$��! ���$����� �
� �� !�+����� ������� �"
��� �������#� ��
��& 1���� "�� ��� �>����� !�������� 
������ !�+����� �
���� �" ε ����� !�+�����
-�
� 
�����& 	�$�� �� ��  ��� �� �$������ ��
� ��� 
#��
�� ���
��#� !�#�
���� �� ���� �
� ��
�$���
���
� �� �$�� ��������& '� �#��� ��� ���$
���� �� !�+�����  ��� �����!����� !�������� 
�����
�� ��� ��!!�� (δ ≈ π/4)& *� "
���  � �����#�! ��
� "�� �$�� 
 ���-�$�
����� ��� ε�#
�$� !��� ���
�
#� 
 �$���
���
� �+��� �� -�
� 
������ �&�&� -�
� ���$����� ��� �� �����
� ������� �" ��� �������#�
��
��& '����� ��� �
� �>���� ��
� ��� ��
��� ������� �
� 
��� ��� �
�� ���"���
��� �� ����� �"

#��
�� !�#�
���� �� ����& 	��� �� 
��$
��� ��� ��� �
�� �����  � �
� �����#� ��
� ��� #
�$� �" ε
�
� 
 �����-�
�� ���
�� �� ��� ���
��#� !�#�
���� "�� ��� �����>����� !�������� 
�����& 	� ������
���$���
�� ���� �����#
�����  � ��� � �� ��� �������
�! ���$�� �" 5��& 8� ��� ε�#
�$� ���#�!��� ���
�����$� 
#��
�� ���
��#� !�#�
���� �� ���� 
� 
 "$������ �" �#��� !�������� 
����& ,� ���
���
��� ��
� ��� ���� ���"���
��� �" ��� (1 + λ)�01 "�� !�+����� !�������� 
����� 
�� ��� ���
���!
 ��� ��� �
�� ε�#
�$�&

��� �����	
������ 
�� �����
 � 
�� !������ �����

*� ���� ��������  � 
��$� ��
� ��� !��
���� �" ��� ��
��� ������� �����#�! ���#��$��� �� �
����
��!����!��� �" ��� ��
�
��%��� "$������ $�!�� �����!��
���� �� ��� �
�
������& *����
!�  � ��� 
��
� ��� ��
��� ������� �� �$�!�! �� ��� ����������� �" ��� ����� �" �9$
� "$������ #
�$�� �� ���
�������#� ��
���!�������! �� ��� ������� 
����� �&�&� ��� 
���� ��� ��� ��� ���� �" �9$
� "$������
#
�$�� 
�! ��� f1�
>�� (�"& 	������ �)&

5��& � ��� � "�$� �����
� �>����
�� �>��$����� �" ��� (1 + λ)�01 �� ��� �������#� ��
�� "��
!�+����� �
�
����� ��������& 	�� ��� �" ��� � �9$
��� �� ��� �����A�� � �
���� "���� 
����>��
�
���� "�� ��� ����
��� $�!�� �����!��
����� ��� ��! ���� �� ��� !�������� !�-��! �� ��� !��������

���� δ� 
�! ��� ���������� 
�� ��� ����� �" �9$
� "$������ #
�$��& 	�� �+������ ���$�
���� ��
!�
 � 
� !�+����� ����
������ ��������  ��� ��� �
�� "���� �! �� ��� �$����� ���$���� �������! ��
��� 
�������� (�� ����� ��$�)&

	�� �����
� �����
� ���$���� �
�� 
��$�! ��� ����� z = (0.5, 0.5) �� ��� �������#� ��
���  ����

�����
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5��$�� 8F K�"�F 1#��
�� !�#�
���� �� ���� 
� 
 "$������ �"  ����� #����� "�� S���	 (���) 
�! "��
S��� (������) 
�! 
� �������#� ������
���� �" ρ = −0.7  ����� ��� ρ�23��
�!��
�� ����
���&
�����F ε�#
�$�� ���#�!��� ��� ��
����� !�#�
���� "�� 
 ->�! !�������� (
�
�� "�� S���	 (���) 
�!
"�� S��� (������))&

�� �� "'�$
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5��$�� �F 0>����
�� �$�� �" ��� (1+λ)�01 "�� !�+����� !�������� 
����� δ (��! ����) 
�! !�+�����
ε�#
�$�� (S���	� ρ = −0.7)& 4�� � 
�� ��� ���� A�� � �
���� "���� 
����>��
����� ��� �+������

� ���� �������! �����
������ ��� �#��$���� �" ��� �
����� 
�! ��� ����� �" �9$
� "$������ #
�$��&
	�� ��"�F ε = 0� δ = 3

10 · π2 & 	�� �����F ε = 1� δ = 3
10 · π2 & ;����� ��"�F ε = 0.6� δ = 7

10 · π2 & ;�����
�����F ε = 0.6� δ = 3

10 · π
2 & 1�� ����� 
�� "�� ρ�23��
�!��
���  ��� 
 ������
���� �" ρ = −0.7

�>���� "�� ��� ������ ����� ����  ���� ρ = 0.0&

�� ��� 
#��
�� �������#� #����� "�� 
 �
�!�� ���$���� �" ρ�23��
�!��
���& 	�� �#��$���� �" ���
�$����� ���$���� �
� �� �>��
���! �� ��� ������
���� �" � � �+����& 	�� -��� ��� �� ��#�� �� ���
��!����!��� ����E�� �$�
���� ����
���� ��
� ���!$��� ���� �+������ �� 
 �
����$�
� !��������
����
��! �� ��� ����� ����� !$� �� ��� $�!������� ��
�
���������� �" ��� ρ�23��
�!��
�� $�!��
�����!��
����& 	�� �����! ��� �� ��#�� �� ��� ����� �" �9$
� "$������ #
�$��� �&�&� ��� �$�����
���$���� ��#�� ������!��$�
� �� ��� ����-����� ������ "���� ��� ��� ��
!���� !�������� �� ��� ���
�����#� ��
��& ,� �
� ���
�A ��
� ��� ��
��� ������� �� �
���� �$�!�! �� ��� �� �� �
�� �" ���
����� �" �9$
� "$������ #
�$��  ��� ��� !�������� �� 
��#� ��� �����
� ���$����� 
�! ��
� ����	F
,��� ��� !�������� 
���� δ �� ��
���� (����& �
����) ��
� π/4� ��� !��
���� �" ��� ��
��� �������
�� ������ �
��$��! �� ��� ������� 
���� θ1 (����& θ2)� !�-��! ��� ��� ��� �9$��-����� ����� 
�!
��� f1�
>��& <��������
���� ��� �����
� ���$����  ��� ������� �� 
 ��
�
��%��� "$������ ���$�!
���������! �� ��� ������������ �" ��� �" ��� =�������6 ����� �" �9$
� -����� #
�$�� �� ��� ��
!����
!�������� 
�! ��� "�
����� ������ �" ��� �������#� ��
��& 1����$�� ��� 
��#� !���������� �� �
����
���$���#�� 
 !����� 
�! ���� "$�!
����
� 
�
����� �
� �$����� ���� �����
� �!�
&

K�� $� "��$��  ����$� ���� �" �����
����� �� ��� ��E$���� �" ��� ������� 
���� θ1  ��� ���
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5��$�� �F 4�
���� ����� ��� ��� -�
� 
���� φ(ε) 
�! ������� θ1(ε) "�� ρ = −0.7 (���) ρ = 0.0
(��!!��) 
�! ρ = 0.7 (������) 
�! S���	 (��"� ���$��) 
�! S��� (����� ���$��)& 0#��� ����� ��
"�� 
 ->�! δ 
�! #
��
��� ε&

!�������� 
���� δ �� ��
���� ��
� π/4 ����& 4����
� ���$��� ���! "�� δ > π/4 
�! θ2& 5��& � ��� �
��� ��
���� ����� �" ��� -�
� 
���� φ 
� 
 "$������ �" ��� ������� 
���� θ1� "�� !�+����� �������#�
������
���� ���.������ ρ 
�! "�� !�+����� !�������� 
����� δ ∈ [0, π/4]& 1 ��
���� ���� ��#�� 
 ���
�" #
�$�� (θ1(ε), φ(ε)) "�� ��� ε�#
�$�� $�!�� ��$!�& 5��� 	������ �� "�� 
 ��#�� !�������� 
����
δ� ��� ������� 
���� θ� ������� �� ��� �����#
� [δ−π/2, 0] "�� S���	� 
�! �� ��� �����#
� [−π/4, 0]
"�� S���& *�!����!����� �" ��� ��
�
��%��� "$�������  ��� ��� !�������� 
���� �� ��� ��� 0 
�!

��$�! 3π/16 (��$� �����)� ��� #
�$� �" φ �� ������ ������
��!  ��� ��� ������� 
���� θ1& 5��
�$�� !���������� 
 ������ ����
� ���������� ���-��� ���� �����#
���� 
�! 
��� � $� �� �>��
�� ���
���
���� ��� ��� ��� ������� 
���� 
�! ��� -�
� 
���� �� ��
�� �" ��� "���� ��� 
����>��
��
�9$
����F φ ≈ (c+π/4)+c ·θ1� �$�� ��
� c �� ��������#��� �9$
� �� 0.05� 0.2� 
�! 0.4 "�� ρ = −0.7�
0� 
�! 0.7& ,� ����
��%� ��
� ���� �� ��!����!��� �" ��� !�-������ �" ��� ��
�
��%��� "$�������

�! !����!� �
���� �� ��� �������� �" ��� ����� �" �9$
� "$������ #
�$��& 	�� ���#��$� �9$
����
����� $� ��
� ��� ����� �" �9$
� -����� #
�$�� 
�� �$�!��� ��� ��
��� ������� "���� ��� ��� ��
!����
!�������� ��#�� �� ��� ������� 
���� �� ��� �������#� ��
��& 5��$�� C ��� � ��
� ��� ���
���!

�� �� "'�$
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5��$�� CF 4�
���� ���� ��� ��� -�
� 
����� ���
���!  ��� S��� (>�
>��) 
�
���� S���	 (��
>��) "��
���� ->�! !�������� 
���� δ 
�! !�+����� ε ���#�!��� ��� ������� �������� "�� ��� � � ��
�
��%���
"$�������& ���$��� 
�� "�� ρ = −0.7&

-�
� 
����� 
�� �9$�#
����  ��� ��� ������� 
���� �� ��� �
��� �#�� "�� !�+����� !�������� 
�����

�!:�� ��
�
��%��� "$�������& *� "
���  � �����#� ��
� ��� -�
� 
����� ���
���! 
�� #��� �����
�
"�� ��� ��
�
��%��� "$������� S���	 
�! S��� �" δ �� ��� �
�� "�� ���� "$������� 
�! ��� ε�#
�$��

�� ������ �� ��!�� �� �
#� �
������ ������� 
�����& ,�
��#�� ��� δ� 
�! ε�#
�$��� ��� ������
�� ��� ���� �" 5��& C 
�� ����� �� ��� ���� y = x�  ���� ��� � ��
� ��!����!����� �" ��� ��
�
��%���
"$������� ��� -�
� 
���� �� �������� ������
��! �� ��� ������� 
����� 
�! ��� �� 
 �
����$�
�
��
�
��%��� "$������& 1���� ��� ������� �" ��� ����� �" �9$
� "$������ #
�$�� �
#� ���� ���
�� ��
��� !��
���� �" ��� ��
��� ������� ��
� ��� !�������� 
���� 
����& *� ���� �������� ��� �������

���� ���$�! �� �����!���! 
� 
 A�� "�
�$�� �� !������� 
�! $�!����
�! ��� ���
#��� �" ��
�
��%���
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���������&

$ %���	� 
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� #��	����

*� ��� ���#��$� ��������  � �����!���! �#��� ������ (1+λ)�01 ���
�
����& '� �#��� ��� ��
� �" 

�����
���$����� !��������������
��! 
�������� �� �� ����$�� 
 ��� �" ���$����� 
����>��
����
���  ���� �
���� "����& *� ���� ��������  � ��$!� ��� 9$
���� �" ��� ��� ���
���!  ��� ���������
��� ���$����� ����$��! �� !�+����� ���-�$�
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