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♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t♦♦❧s ❢r♦♠
❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐s ✏♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧✑ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣②
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❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦❞❛❣❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①

s❛♥s ✜❧

❘és✉♠é ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ rés❡❛✉ ❛♣♣❧✐q✉é à
✉♥❡ ❢♦r♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣❛q✉❡ts✮ ❡st ❡♥✈♦②é❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉r❝❡ à t♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts s❛♥s ✜❧✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ✜❧ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❤②♣❡r✲❣r❛♣❤❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❛tt❡✐♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
t♦r✐q✉❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ rés❡❛✉ s❛♥s✲✜❧ s✉r ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st q✉❡
❧❡ ❝♦❞❛❣❡ rés❡❛✉ ❡st ✐❝✐ ✏q✉❛s✐ ♦♣t✐♠❛❧✑ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✉♥❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ✏q✉❛s✐♠❡♥t✑ ❝❤❛q✉❡ ré❝❡♣t❡✉r✳
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é♥❡r❣ét✐q✉❡
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❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦♠❡ s♦✉r❝❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ♥❡t✇♦r❦✳
❙✉❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❝♦♥t❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦r ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ♠✉❧t✐❝❛st✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ❜r♦❛❞❝❛st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❲✐t❤ s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st s♦✉r❝❡s✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✭r❡✮tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
✉s❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❣❡t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐s❝❛t ❛♥❞ ❜r♦❛❞❝❛st ♥❡t✇♦r❦s ❤❛s ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ▲✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✱ ❛♥❞ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋r❛❣♦✉❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ❣✐✈❡s ✐♥s✐❣❤ts ❢♦r ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❜r♦❛❞❝❛st ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡
❤♦✇ ❣❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r♦✉t✐♥❣✳

Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t
❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ s❡❡❦s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❛♥s✇❡rs ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿

• ❍♦✇ ❡✣❝✐❡♥t ✐s ❜r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣❄

■♥ ❬✶❪ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛♥❛r r❛♥❞♦♠ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞s ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣
✇❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✏♦♣t✐♠❛❧✑ ❢♦r ❛ str♦♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱
✇❤❡r❡ ♥❡❛r❧② ❡✈❡r② r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡ ✇❤❡♥ ♥♦❞❡s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❛t❡
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♠♦st ♥♦❞❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r✐❞ ✇❛s ♥♦t ❛
t♦r✉s✱ ♥♦❞❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥
t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ r❛t❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♠ s♣❡❝✐❛❧❧②✳

❖✉r ❘❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦♥ ❛ t♦r✉s ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ✭❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ♣❡r s❡❝♦♥❞✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❲❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ✭♣❛❝❦❡ts ♣❡r s❡❝♦♥❞✮
❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ✐♥❥❡❝t ♣❛❝❦❡ts✱ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡rs ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❞❡❝♦❞❡ ✭✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✶✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤✐s ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❤②✲
♣❡r❣r❛♣❤ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤
♥❡t✇♦r❦s ✐s ✏ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ ✑ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐❧❧
♣r♦✈✐❞❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✮✳

■♥r✐❛



❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣ ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✺

✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s♦✉r❝❡ t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✷✳✶ ▼♦❞❡❧

❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉❧t✐✲❤♦♣ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❜✐❧✐t②✳
❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✇✐r❡❧❡ss ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇✐r❡❧❡ss tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss❡s✱
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ✐ts
♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ♣❛❝❦❡t ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣❛❝❦❡t
s✐③❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✿ t♦r✉s ❣r✐❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ❧❛tt✐❝❡✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✏♥❡✐❣❤❜♦rs✑✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❲❡ s❛② t❤❛t t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐❢ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥
❛ ✜①❡❞ r❛❞✐✉s t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② r ✭✐♥t❡❣❡r✮✳

✷✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡✿

❼ V✿ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❀

❼ Cv✿ t❤❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ v❀

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛r❣❡t❡❞ t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♥♦❞❡s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t V ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❡t V̂ ✭❢♦r ❛ ❧❛tt✐❝❡✱ V ⊂ V̂ = Z

n✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✿

❼ N(X) : ♦♣❡♥ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ X ∈ V✱ N(X) ⊂ V̂❀

❼ N[X] : ❝❧♦s❡❞ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢X ∈ V ✱ t❤❛t ✐s ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rsN[X] , N(X)∪X❀

❼ R✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♥♦❞❡❀

❼ M ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ R✱ M , |R|❀

❼ L✿ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❧❛tt✐❝❡✱ L , Z
n ❢♦r n ✐♥t❡❣❡r > 2✳

✸ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♥♦❞❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② r❡♣❧②✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ✐♥ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
✐♥ ❬✷❪ t❤❛t ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣✱ t❤✐s ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

■♥ ❧✐♥❡❛r ❝♦❞✐♥❣ ❬✽❪✱ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ●❛❧♦✐s ✜❡❧❞ Fp✳ ▲✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦❞❡ t❤❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡❛♥s ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣
♠❛tr✐① ✭♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts✮ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✽❪ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❝♦❞✐♥❣ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♠❛①✲✢♦✇ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ♠✉❧t✐❝❛st s❡tt✐♥❣✳

■♥ r❛♥❞♦♠ ❧✐♥❡❛r ❝♦❞✐♥❣ ❬✻❪✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐ts ❛ ♣❛❝❦❡t ✐t ❝❤♦♦s❡s r❛♥❞♦♠❧②
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦❞✐♥❣ ✐s ♥♦

❘❘ ♥➦ ✽✹✾✵



✻ ❆♥t♦♥✐❛ ▼❛r✐❛ ▼❛s✉❝❝✐ ✫ ❈❡❞r✐❝ ❆❞❥✐❤

❧♦♥❣❡r ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❛t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✵❪ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s
❛♥② ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡
♠✉❧t✐❝❛st ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡s ♦❢ ♥♦❞❡s ❬✾❪✳ ❚❤❡
s♦✉r❝❡ ♠❛② tr❛♥s♠✐t ❛t ❛ r❛t❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ s♦♠❡ ✜①❡❞ r❛t❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♦❢ ❛♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❞❡❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pe✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pe ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s✐③❡✳

✸✳✶ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❇r♦❛❞❝❛st ❘❛t❡

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t❡ ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❡✈❡r② ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛② ❞❡❝♦❞❡✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✉t ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡
t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤
❬✹❪✳

❆♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❤②♣❡r✲❛r❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s
♦❢ ❛r❝s t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡♥❞ ♥♦❞❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦✉r❝❡ s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝❛st ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s t ∈ V✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❆♥ s✲t ❝✉t ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s V ✐♥ t✇♦ s❡ts S✱ T s✉❝❤ t❤❛t s ∈ S

❛♥❞ t ∈ T ✳

▲❡t Q(s, t) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ s✲t ❝✉ts✿ (S, T ) ∈ Q(s, t)✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ∆S t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ S t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ T ✿

∆S , {v ∈ S|N(v) ∩ T 6= ∅}. ✭✶✮

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉t C(S) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ S ❛♥❞ t❤❡
♥♦❞❡s ✐♥ T ✿

C(S) ,
∑

v∈∆S

Cv. ✭✷✮

■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝✉t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t♦t❛❧ r❛t❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✳ ❚❤❡ ♠✐♥✲❝✉t
❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ t✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Cmin(s, t)✱ ✐s t❤❡ ❝✉t ♦❢ Q(s, t) ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t②✳
❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐❝❛st ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ s✱ t❤❡
♠✐♥✲❝✉t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s− t ♠✐♥✲❝✉t ❢♦r ❛❧❧ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s t✿

Cmin(s, t) , min
(S,T )∈Q(s,t)

C(S). ✭✸✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜r♦❛❞❝❛st t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s❀
✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t② Cmin(s)✱

Cmin(s) , min
t∈V\{s}

Cmin(s, t). ✭✹✮

✹ ❇r♦❛❞❝❛st ❈❛♣❛❝✐t② ✐♥ ❚♦r✉s ●r✐❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✲❝✉t Cmin(s) ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❧✐♥❦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ S ❛♥❞
t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ T ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ S ✇❤♦ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ T ✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❜② ❛ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t♦♦❧s ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r✳

■♥r✐❛



❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣ ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✼

✹✳✶ ▼✐♥♦✇s❦✐ ❙✉♠ ❛♥❞ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

❚❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥ ❛r❡❛✱ s❡❡ ❬✼❪ ❛♥❞
t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇✐t❤✐♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ●✐✈❡♥ t✇♦ s✉❜s❡ts A ❛♥❞ B ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts A⊕B

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❡❝t♦r s✉♠s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ A ❛♥❞ B✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

A⊕B , {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}. ✭✺✮

■♥ t❤❡ t♦r✉s ❣r✐❞ ♦r t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ♦♥❡ ♥♦❞❡ t✱ t❤❛t ✇❡
❞❡♥♦t❡ N[t]✱ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ❛s

N[t] = {t} ⊕R. ✭✻✮

❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ R✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t (0, 0) t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ t✳
❚❤✐s ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ s✉❜s❡ts✿

N(A) = A⊕R. ✭✼✮

❚♦ s❡❡ ✇❤②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

A⊕R =
⋃

a∈A

{a} ⊕R,

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ A✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t♦r✉s ❣r✐❞ G✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ❣r✐❞ ❛s✿

G =
Z

nXZ
×

Z

nY Z
, ✭✽✮

✇❤❡r❡ nX ❛♥❞ nY ❛r❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ Z

nZ
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ♠♦❞✉❧♦

n✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ Z

nZ
✐s ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ♠✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ G ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ s❡t R✱

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ (0, 0)✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ▲❡t r > 0 ❜❡ t❤❡ r❛❞✐♦
r❛♥❣❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

R , {(x mod nX , y mod nY ) :

(x, y) ∈ Z
2 and x2 + y2 ≤ r2

}

. ✭✾✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t R ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❛t ✐s (x, y) ∈ R ⇒ (−x,−y) ∈ R✳
■♥ ♣❛r✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ R ❧❡ss 1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✿
M = |R| − 1✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ R ✇✐t❤ r❛♥❣❡ r = 3 ❛♥❞ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠
✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s A✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❧❛r❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✑ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ■❢ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜s❡ts A ⊂ G ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✈❡r✐✜❡❞✿

A⊕R = G ✭✶✵✮

or |A⊕R| ≥ |A|+ |R| − 1 ✭✶✶✮

✇❡ s❛② t❤❛t G ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✽✹✾✵



✽ ❆♥t♦♥✐❛ ▼❛r✐❛ ▼❛s✉❝❝✐ ✫ ❈❡❞r✐❝ ❆❞❥✐❤

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✭❛✮ R ❢♦r r = 3❀ ✭❜✮ ❙❡t ♦❢ ♥♦❞❡s A❀ ✭❝✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❛❞❞✐t✐♦♥✳

✹✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❇r♦❛❞❝❛st ❈❛♣❛❝✐t②

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦✉r ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦ G ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t♦r✉s ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t R✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✿

❼ r❛t❡ Cv = 1 ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s v 6= s✱

❼ r❛t❡ Cs = M = |R| − 1 ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s✳

✐❢ G ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
✐s |R| − 1✳

Pr♦♦❢✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞ s♦✉r❝❡ s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st
r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t Cmin(s)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ tr❛♥s♠✐ts ❛t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡✱ t❤❛t ✐s Cs = Cmin(s)✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❝✉t (S, T ) ∈ Q(s, t)✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤✐s ❝✉t ✐s

C(S) ,
∑

v∈∆S

Cv with ∆S , {v ∈ S : N(v) ∩ T 6= ∅}. ✭✶✷✮

• ❈❛s❡ ✭✐✮✿ ■❢ s ∈ ∆S ✱ t❤❡♥ T ✐♥❝❧✉❞❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✉s
C(S) ≥ Cs✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝✉t ♥❡✈❡r ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡ s✐♥❝❡ Cs = |R| − 1 ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ C(S) ≥ |R| − 1✳

• ❈❛s❡ ✭✐✐✮✿ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ∆S ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ♥♦❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ tr❛♥ss✲
♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

C(S) =
∑

v∈∆S

Cv = |∆S |. ✭✶✸✮

❙✐♥❝❡ ∆S r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ S ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛t ❧❡❛st ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ T ✱ ∆S ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿ ∆S = N[T ] \ T ✱ ✇❤❡r❡ N[T ] , N(T ) ∪ T ✐s t❤❡ ✏❝❧♦s❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✑ ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢
T ✳ ❚❤❡♥✱

|C(S)| = |∆S |

= |N[T ] \ T |
(a)
= |N[T ]| − |T |
(b)
= |T ⊕R| − |T |

■♥r✐❛



❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣ ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✾

✇❤❡r❡ (a) ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ T ⊂ N[T ] ❛♥❞ (b) ❢r♦♠ N[T ] = T ⊕R✳ ◆♦✇ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✵✮ ♦r ✭✶✶✮ ✐s tr✉❡ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ✐t ❢♦r A = T ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✵✮✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
N [T ] = G✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ T ✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ s ✐♥ ♥❡✈❡r ✐♥ T ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
s ∈ ∆S ✳ ❇✉t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ∆S ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ♥♦❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❡♥ T ❝❛♥ ♥❡✈❡r
✈❡r✐❢② ✭✶✵✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✭✶✶✮ ♠✉st ❜❡ tr✉❡✿ |T ⊕R| ≥ |T |+ |R| − 1✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ C(s)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ C(S) ≥ |R| − 1✳ �

✹✳✸ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ❢♦r ❊♥❡r❣②✲❊✣❝✐❡♥❝②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ ✇❤② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✐♠♣❧② ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡

s♦✉r❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ M ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✳ ❖✉r r❡s✉❧t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ♦♥
❛✈❡r❛❣❡✱ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r M ✏✐♥♥♦✈❛t✐✈❡✑ ❝♦❞❡❞ ♣❛❝❦❡ts ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡
❛r❡ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❡✣❝❛❝❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❞♦ ❜❡tt❡r✳

❲❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭s❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬✸❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❜✉t ✐t ✐s
str✐❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐ts ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♥♦t ❛
t♦r✉s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❲✐t❤♦✉t
t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❜r♦❛❞❝❛st r❛t❡✳

✹✳✹ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦r ❙✉♠s❡ts

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t♦r✉s✱ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ❑♥❡s❡r ❬✶✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❑♥❡s❡r✬s ❚❤❡♦r❡♠✮ ▲❡t G ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣✱ A ❛♥❞ B ♥♦♥❡♠♣t② ✜♥✐t❡
s✉❜s❡ts✿

|A⊕B| ≥ |A⊕H|+ |B ⊕H| − |H| ✭✶✹✮

✇❤❡r❡ H , {h ∈ G : x+ h ∈ A⊕B, ∀x ∈ (A⊕B)} ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ st❛❜✐❧✐③❡r✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐❢ nx ❛♥❞ ny ❛r❡ ♣r✐♠❡ ✭❡q✉❛❧ ♦r ♥♦t✮✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ▲❡t nx ❛♥❞ ny ❜❡ ♣r✐♠❡✱ A ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ G✱ ❛♥❞ R ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✾✮✳
❚❤❡♥

|A⊕R| ≥ |A|+ |R| − 1

or A⊕R = G.

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❑♥❡s❡r✬s r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ✇✐t❤ B = R✿

|A⊕R| ≥ |A⊕H|+ |R⊕H| − |H|. ✭✶✺✮

❘❘ ♥➦ ✽✹✾✵



✶✵ ❆♥t♦♥✐❛ ▼❛r✐❛ ▼❛s✉❝❝✐ ✫ ❈❡❞r✐❝ ❆❞❥✐❤

H ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ G ❛r❡✿ {0}✱ G✱
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

❛♥❞
{

(0, y) : x ∈ Z

nXZ

}

✳

• ❈❛s❡ H = {✵}✿ ❲❡ ❤❛✈❡

|A⊕R| ≥ |A⊕ {✵} |+ |R⊕ {✵} | − | {✵} |

≥ |A|+ |R| − 1. ✭✶✻✮

• ❈❛s❡ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

✿ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

|A⊕H| ≥ |A|. ✭✶✼✮

❚❤✐s ✐s tr✉❡ s✐♥❝❡ ✵ ∈ H ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t A⊕ {✵} ⊂ A⊕H ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s A ⊂ A⊕H✳
❲❡ ❢♦❝✉s✱ ♥♦✇✱ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ |R⊕H|✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥ ❛ t♦r✉s✱ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ ❛♥

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ H ❛♥❞ R ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r
♦❢ R ❡q✉❛❧ t♦ 2r + 1 ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ H✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♣♣❡r ❡❞❣❡ ♦❢

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ✭❛✮ R ❢♦r r = 4❀ ✭❜✮ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

❀ ✭❝✮ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ R ❛♥❞ H✳

t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

L
′

=
{

(x, y) ∈ Z
2 : y = r

}

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ H ✿ |L
′

| = |H|✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ❛♥❞ ♦❢ R✱
t❤✐s ❧✐♥❡ ♣❛ss❡s ❜② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (0, r)✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

(L
′

\ {(0, r)}) ∩ R = ∅ and

(L
′

\ {(0, r)}) ∪ R ⊆ R⊕H. ✭✶✽✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

|R⊕H| ≥ |L
′

\ {(0, r)} ∪R| = |L
′

| − 1 + |R|+

−|L
′

\ {(0, r)} ∩R| = |H|+ |R| − 1.

✭✶✾✮

❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✹✮✱ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

|A⊕R| ≥ |A⊕H|+ |R⊕H| − |H| ≥

≥ |A|+ |R|+ |H| − 1− |H| = |A|+ |R| − 1.

■♥r✐❛



❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣ ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✶✶

• ❈❛s❡ H =
{

(0, y) : x ∈ Z

nxZ

}

✿ ■t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

✳

• ❈❛s❡ H = G✿ ■❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ✐s G ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

(A⊕R)⊕G = A⊕R.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
|A⊕R| = |(A⊕R)⊕G| ≥ |G|

s✐♥❝❡ G ⊂ (A⊕R)⊕G✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ A⊕B = G✳ �

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r♦♦❤❞ R

✐s ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✾✮✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ R ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♣♦✐♥ts❄ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮
❤♦❧❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❛r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r♦♦❤❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❆ s❡t B ⊂ G ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ u ❛♥❞ v ✐♥ B t❤❡r❡ ❡①✐①ts ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ u t♦ v

✐♥ B s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐✛❡r ❜② ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ▲❡t nx ❛♥❞ ny ❜❡ ♣r✐♠❡✱ A ❛ ♥♦♥❡♠♣t② ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ G✱ ❛♥❞ B ❛ s✉❜s❡t ♦❢
G✳ ▲❡t n1 ❛♥❞ n2 ❜❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t nx = n1 + n2 + dmax ✇❤❡r❡ dmax =
max {|xu − xv|, ∀u, v ∈ B}✳ ❚❤❡♥

|A⊕B| ≥ |A|+ |B| − 1 ✭✷✵✮

or A⊕B = G ✭✷✶✮

✐s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

✶✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ B ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✭✷✵✮ ♦r ✭✷✶✮ ✐s tr✉❡ ✐❢

dmax ≤ (n1 + n2)(h− 1) + 1 ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ h = max {|yu − yv|, ∀u, v ∈ B}✳

✷✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ B ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✭✷✵✮ ♦r ✭✷✶✮ ✐s tr✉❡ ✐❢

dmax ≤ (n1 + n2)(ĥ− 1) + 1 ✭✷✸✮

✇❤❡r❡ ĥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ♦❢ B ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❑♥❡s❡r✬s r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✹✮

|A⊕B| ≥ |A⊕H|+ |B ⊕H| − |H|. ✭✷✹✮

H ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ G ❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ G ❛r❡✿ {0}✱ G✱
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

❛♥❞
{

(0, y) : x ∈ Z

nXZ

}

✳

❚❤❡ ❝❛s❡s H = {0} ❛♥❞ H = G ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❚❤❡♦r❡♠✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
• ❈❛s❡ H = {✵}✿ ❲❡ ❤❛✈❡

|A⊕B| ≥ |A|+ |B| − 1.

❘❘ ♥➦ ✽✹✾✵



✶✷ ❆♥t♦♥✐❛ ▼❛r✐❛ ▼❛s✉❝❝✐ ✫ ❈❡❞r✐❝ ❆❞❥✐❤

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✭❛✮ B ❝♦♥♥❡❝t❡❞❀ ✭❜✮ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

❀ ✭❝✮ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ B ❛♥❞ H✳

• ❈❛s❡ H = G✿ ❲❡ ❤❛✈❡

|A⊕B| = |(A⊕B)⊕G| ≥ |G|.

• ❈❛s❡ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

✿ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ B ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ B ❛♥❞ H

✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✐s h ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s t❤❡ ❧❡♥❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ H ✇❤✐❝❤ ✐s
nx✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❙✐♥❝❡ nx = n1 + n2 + dmax✱ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ s♠❛❧❧❡r
r❡❝t❛♥❣❧❡s S1, S2 ❛♥s S3✱ ✇❤❡r❡ S1 ❤❛s n1h ❡❧❡♠❡♥ts✱ S2 ❤❛s dmaxh ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s B

❛♥❞ S3 ✇✐t❤ n2h ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙♦✱

Rectangle = S1 ∪ S2 ∪ S3. ✭✷✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|Rectangle| = |S1 ∪ S2 ∪ S3|

= |S1|+ |S2|+ |S3|

≥ n1h+ |B|+ n2h

= |B|+ n1 + n2 + n1(h− 1) + n2(h− 1)

(a)

≥ |B|+ n1 + n2 + dmax − 1

= |B|+ |H| − 1, ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ (a) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s dmax ≤ (n1 + n2)(ĥ− 1) + 1✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ B ❛ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ G✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ĥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r♦✇s ♦❢ B ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ B ❛♥❞ H ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ r❡❝t❛❣❧❡ ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t ĥ ❛♥❞ ✇✐❞t❤ nx✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❚❤❡♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❛s ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s

■♥r✐❛



❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣ ✐♥ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✶✸

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❛✮ B ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞❀ ✭❜✮ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

❀ ✭❝✮ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ B ❛♥❞ H✳

❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|Rectangle| = |S1 ∪ S2 ∪ S3|

= |S1|+ |S2|+ |S3|

≥ n1ĥ+ |B|+ n2ĥ

= |B|+ n1 + n2 + n1(ĥ− 1) + n2(ĥ− 1)

(b)

≥ |B|+ n1 + n2 + dmax − 1

= |B|+ |H| − 1, ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ (b) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✷✸✮✳

• ❈❛s❡ H =
{

(0, y) : x ∈ Z

nxZ

}

✿ ■t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ H =
{

(x, 0) : x ∈ Z

nY Z

}

✳ �

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
❤♦♦❞ ✐s t♦ ❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦
❝♦❞✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t h ❛♥❞ ĥ ❛r❡ > 1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜r♦❛❞❝❛st ✐♥ ✇✐r❡✲
❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❤②♣❡r✲❛r❝s s✉❝❤ ❛s t♦r✉s ❣r✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s✱ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ M ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ♣❛❝❦❡ts ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
◆❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❡✣❝❛❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ✇❡ ❤❛✈❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t❤❡
♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡
t♦♦❧s ❢r♦♠ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❈✳ ❆❞❥✐❤✱ ❙✳ ❨✳ ❈❤♦✱ ❛♥❞ P✳ ❏❛❝q✉❡t✳ ◆❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ ❜r♦❛❞❝❛st ✇✐t❤ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥
❧❛r❣❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❢♦r ❙❡♥s♦r
◆❡t✇♦❦s ✭❲■❚❙ ✷✵✵✼✮✱ ❙❛♥t❛ ❋❡✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳
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✶✹ ❆♥t♦♥✐❛ ▼❛r✐❛ ▼❛s✉❝❝✐ ✫ ❈❡❞r✐❝ ❆❞❥✐❤

❬✷❪ ❘✳ ❆❤❧s✇❡❞❡✱ ◆✐♥❣ ❈❛✐✱ ❙✳✲❨✳❘✳ ▲✐✱ ❛♥❞ ❘✳❲✳ ❨❡✉♥❣✳ ◆❡t✇♦r❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❚❤❡♦r②✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✹✻✭✹✮✿✶✷✵✹✕✶✷✶✻✱ ❏✉❧② ✷✵✵✵✳

❬✸❪ ❙♦♥❣ ❨❡❛♥ ❈❤♦✱ ❈❡❞r✐❝ ❆❞❥✐❤✱ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ❏❛❝q✉❡t✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥
✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✵✼✵✻✳✹✶✼✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ❙✉♣r❛t✐♠ ❉❡❜✱ ▼✐❝❤❡❧❧❡ ❊✛r♦s✱ ❚r❛❝❡② ❍♦✱ ❉❛✈✐❞ ❘✳ ❑❛r❣❡r✱ ❘❛❧❢ ❑♦❡tt❡r✱ ❉❡s♠♦♥❞ ❙✳ ▲✉♥✱
▼✉r✐❡❧ ▼❡❞❛r❞✱ ❛♥❞ ◆✐r❛♥❥❛♥ ❘❛t♥❛❦❛r✳ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❆ ❜r✐❡❢
t✉t♦r✐❛❧✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❆❞✲❤♦❝ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❲❲❆◆✮✱ ✷✵✵✺✳

❬✺❪ ❈❤r✐st✐♥❛ ❋r❛❣♦✉❧✐✱ ❏♦❡r❣ ❲✐❞♠❡r✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ▲❡ ❇♦✉❞❡❝✳ ❊✣❝✐❡♥t ❇r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❯s✐♥❣
◆❡t✇♦r❦ ❈♦❞✐♥❣✳ ■❊❊❊✴❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ✶✻✭✷✮✿✹✺✵✕✹✻✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✻❪ ❚r❛❝❡② ❍♦✱ ❘❛❧❢ ❑♦❡tt❡r✱ ▼✉r✐❡❧ ▼➹➞❞❛r❞✱ ❉❛✈✐❞ ❘✳ ❑❛r❣❡r✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡❧❧❡ ❊✛r♦s✳ ❚❤❡
❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ♦✈❡r r♦✉t✐♥❣ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❡tt✐♥❣✳ ■♥ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✷✵✵✸ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✷✵✵✸✳

❬✼❪ ■♥ ❦✇♦♥ ▲❡❡✱ ▼②✉♥❣ s♦♦ ❑✐♠✱ ●❡rs❤♦♥ ❊❧❜❡r✱ ❛♥❞ ❚✉ ❲✐❡♥✳ ❚❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ♦❢ ✷❞
❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ✶✾✾✽✳

❬✽❪ ❙❤✉♦✲❨❡♥ ❘♦❜❡rt ▲✐✱ ❙❡♥✐♦r ▼❡♠❜❡r✱ ❘❛②♠♦♥❞ ❲✳ ❨❡✉♥❣✱ ❛♥❞ ◆✐♥❣ ❈❛✐✳ ▲✐♥❡❛r ♥❡t✇♦r❦
❝♦❞✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✹✾✿✸✼✶✕✸✽✶✱ ✷✵✵✸✳
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