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Introduction

Le chatoiement qui caractérise les images de Radar a Synthese d’Ouverture (RSO) est
un bruit multiplicatif. La transformation de Mellin, moins populaire que la transformation
de Fourier, est cependant mieux adaptée au traitement de ce type d’images. Par ailleurs, la
dérivation fractionnaire, qui a déja montré un fort potentiel en automatique, semble étre un
outil prometteur pour résoudre certains problémes rencontrés en imagerie RSO. Notre objectif
était d’une part de définir une transformation de Mellin numérique qui puisse étre implémentée
sur ordinateur, et d’autre part d’établir un rapprochement entre cette transformation et la
dérivation fractionnaire.

Nous commencerons par introduire quelques résultats sur les variables aléatoires positives.
Nous établirons ensuite des théorémes d’échantillonnage axés sur la transformation de Mellin,
puis nous définirons une transformation numérique, qui pourra étre appliquée aux lois de
probabilité. Enfin, nous présenterons un parallele entre cette transformation et la dérivation
fractionnaire.



Notations

— M [f] : Transformée de Mellin de la fonction f
+ oo
M) = [ (@) da

— M~1[®] : Transformée de Mellin inverse de la fonction ®

1 c+i00
M@ () = o /H_OO e (s) ds
— px : Densité de probabilité de la variable aléatoire X

b

P (X €la,b[) :/ p(z)dx

a

— E[f (X)] : Moment généralisé de la variable aléatoire X

FUCN= [ @) ds
— Fx : Espérance logarithmique de la variable aléatoire X
FEx = exp (F[ln X])
— Var[X] : Variance de la variable aléatoire X
Var [X]= E [X?] - B[X]?
— ®x : Fonction caractéristique de seconde espeéce de la variable aléatoire X
Py (s) = M [px](s)

— 7, [X] : Cumulant de seconde espece d’ordre n de la variable aléatoire X

pnix)= TR ()

— I' : Fonction Gamma d’Euler

— W : Fonction Psi



Premiere partie

Variables aléatoires positives
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En théorie des probabilités, on utilise souvent la fonction caractéristique pour décrire la
loi d’une variable aléatoire réelle, a valeurs positives ou négatives. Il s’agit de la transformée
de Fourier de la densité de probabilité. Or le chatoiement propre aux images RSO est un
bruit multiplicatif & valeurs positives uniquement. Dans cette partie, nous allons introduire
un objet mathématique plus adapté a I’étude des variables aléatoires positives, que nous
appellerons fonction caractéristique de seconde espece. 1l s’agit de la transformée de Mellin de
la densité de probabilité, a partir de laquelle nous pourrons définir les cumulants de seconde
espece. Nous commencerons donc par une breve présentation de cette transformation, que
nous appliquerons ensuite a quelques lois de probabilité sur R .



Chapitre 1

Fonction caractéristique et
cumulants de seconde espece

1.1 Transformation de Mellin

Soient f et g deux fonctions définies sur R . Le produit de convolution de Mellin de f et
g est défini de la facon suivante:

Fa@ = [ rwe(H) T

t) t

Fixons f et considérons maintenant ’application linéaire qui & toute fonction g définie sur
R? associe fxg.
Ses vecteurs propres sont les fonctions x; (z) = 2~%. En effet,

e = [Tro(3) 8

= @) [ etwa

La valeur propre associée au vecteur propre Y, sera appelée “transformée de Mellin” de
la fonction f [Colombo].

MUIE) = [ e @) de

On montre que si f est localement intégrable, cette transformée est définie sur une bande
verticale du plan complexe {s € C'/Re (s) € [c1, ¢z] }. On peut 'inverser en I'intégrant sur une
droite verticale appartenant & cette bande:

c+i00
M1 [B] (s) = QL/ 20 (s) ds
Tl Je—ioo

ol ¢ € [cq, ¢3).
Cette formule d’inversion nous montre que calculer la transformée de Mellin d’une fonction
f sur 'axe ¢ + iR revient & décomposer cette fonction sur la famille {x;s, s € ¢+ iR}.



(a) Fonction ksi avec Re(s) negatif

(b) Fonction ksi avec Re(s) positif
Enfin, la transformation de Mellin se comporte vis-a-vis de la convolution de Mellin comme

10



la transformation de Fourier vis-a-vis de la convolution classique:

M [f*g] = M [f].M [g]

1.2 Fonction caractéristique de seconde espece d’une loi de
probabilité positive

On définit classiquement la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X
comme la transformée de Fourier de sa loi de probabilité [Metivier]:

ex (§) = Elexp (—16X)]

Nous I’appellerons dans la suite “fonction caractéristique de premiere espece” afin de
la distinguer de la fonction caractéristique de deuxiéme espeéce que nous allons maintenant
définir.

Soit X une variable aléatoire réelle positive. Nous appellerons “fonction caractéristique de
seconde espece”, ou plus simplement “fonction caractéristique” de la variable X la fonction
qui & un nombre complexe s associe le moment d’ordre s — 1

By (s) = B [X*71]

Sis€144R, |25t =1Vz € RY, donc |®x (s)| < 1. En particulier, en s = 1, ®x (1) = 1.
Si X possede une densité px, cette fonction est égale & la transformée de Mellin de px:

Oy (s) = M [px] (s)

Enfin, si X est une variable (X, ..., X,,) a valeurs dans (Rj_)n, nous appellerons fonction
caractéristique de seconde espece de X 'application

(51,00mr50) = B [ X7 X0

1.3 Propriétés de la fonction caractéristique

1.3.1 Critere d’indépendance des variables aléatoires positives

Proposition
Les variables aléatoires positives X4y, ..., X,, sont indépendantes si et seulement si la fonc-
tion caractéristique du vecteur (Xy,..., X,,) coincide avec le produit tensoriel des fonctions

caractéristiques des n variables Xp:

(I)(Xl,...,Xn) (517 SEEY) Sn) = H (I)Xk (Sk)
k=1

11



Démonstration

Si les variables aléatoires X7y, ..., X, sont indépendantes,

(I)(Xl,...,Xn) (517 seey Sn)
= Blxplxe
= B[XP7Y L E[Xe
=  Ox, (s1)...Px, (sn)

L’injectivité de la transformation de Mellin assure que la condition est suffisante.

1.3.2 Produit de variables aléatoires positives indépendantes
Proposition

La fonction caractéristique du produit P, = X;...X,, de n variables aléatoires indépen-
dantes est le produit des fonctions caractéristiques des Xp:

@p, (5) = [] ®x, ()
k=1

En particulier, si les X} sont équidistribuées, c’est a dire suivent la méme loi de fonction
caractéristique @, on a ®p, (s) = (P (s))".

Démonstration

p, (s) = E[(X1..X,)""]
= BX; e X
= ®x, (s1)...Px, (sn)
1.3.3 Relation entre les fonctions caractéristiques de premieére et seconde
espece
Proposition

Soit @ la fonction caractéristique de seconde espece d’une variable aléatoire positive X,
et ¢ la fonction caractéristique de premiere espece de In X. Alors V€ € R,

) =2 (-1

Démonstration

®(1-if) = B[x0707]

= B[Xx7¥
FElexp (—#1n X)]
@ (¢)

12



1.3.4 Caractérisation des lois des variables aléatoires positives
Proposition

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire positive X détermine univoquement
sa loi de probabilité.

Démonstration

On utilise le résultat de la section 1.3.3: la fonction ®x est égale sur 'axe 1 +¢R a ¢, x-
Or d’apres un résultat classique, ¢y, x détermine univoquement la loi de probabilité de In X.
Donc ®x détermine univoquement celle de X.

1.3.5 Holomorphie de la fonction caractéristique de seconde espece

Proposition

On suppose que tous les moments M,, = E'[(In X)"] de la variable aléatoire In X existent
et que

Alors:

1. Pour tout s € D (1,¢)
+oo (S _ 1)n
n=0 .

2. La fonction ®x (s) est analytique dans la bande du plan complexe
{s€eC/Re(s) €]l —e,14¢[}

Démonstration

On utilise le résultat de la section 1.3.3. Cette proposition est alors la transposition directe
d’un théoréme portant sur les fonctions caractéristiques de premiere espece [Metivier].
1.3.6 Existence d’une densité de probabilité
Proposition

Soit X une variable aléatoire positive. Si @ x est intégrable sur [1 — ico, 1 + io0], X possede
une densité de probabilité continue sur R

13



Démonstration

On utilise encore une fois le résultat de la section 1.3.3:si ®x est intégrable sur [1 — ico, 1 + t00],
@I x est intégrable sur R. D’apres un résultat classique, In X posséde alors une densité conti-
nue pi, x, donnée par

1 oo
Pnx (1) = ﬁ/_ exp (+1t€) o x (€) d€

Par conséquent, X possede une densité continue sur R7

px (z) = %plnx (Inz)
+oo
_ ! / exp (+i€Inz) pm x (§) d€

27 J_ oo

- / ey (11— i) de

2rx J_so

1 1+ic0
= / Py (s)ds
1

271 J1—00

1.4 Cumulants de seconde espece d’une loi de probabilité po-
sitive

On définit classiquement les cumulants {v,,n > 1} d’une loi de probabilité de fonction
caractéristique de premiere espece ¢ de la facon suivante [Kendall]:

cp=1" - 1;1;2 €) (0)

Nous les appellerons dans la suite “cumulants de premiere espece” afin de les distinguer
des cumulants de deuxieme espece que nous allons maintenant définir.

Nous supposerons ici que les hypotheses qui impliquent I"analycité de la fonction caracté-
ristique de seconde espece sont vérifiées. Comme cette derniere prend la valeur 1 en s = 1, la
fonction s — In ®x (s) est développable en série entiére au voisinage de s = 1. Nous pouvons
donc écrire

+ oo _ n
In®x (s) = Z'ynu

n!
On appellera “cumulants de seconde espece” ou plus simplement “cumulants” associés a
la loi de probabilité de la variable aléatoire X les coeflicients v,,. En particulier, le cumulant

d’ordre 0 est toujours nul (yo = In®x (1) = 0). Les autres cumulants s’obtiennent a partir
des dérivées de la fonction s — In ®x (s):

ST IO

Un calcul simple utilisant le résultat de la section 1.3.3 montre que les cumulants de
seconde espece de la variable aléatoire X sont égaux aux cumulants de premiere espece de la
variable aléatoire In X.

14



Dans la suite, nous allons plus particulierement nous intéresser aux cumulants d’ordre 1
et 2. Un développement limité a 'ordre 2 de la fonction caractéristique de seconde espece au
voisinage de s = 1 va nous permettre de les exprimer simplement en fonction des moments
de la variable aléatoire In X. En effet,

Oy (s) = E[x*7]
= FElexp((s—1)In X)]
= E[1+(5—1)1nx+%((s—1)1nX)2+0((8—1)2)]
= 1+(s_1)E[1nX]+%(5—1)215[(111)()2}+o((s—1)2)

Donc
In®y (s) = (s — 1) E[Iln X] + % (s—1)*Varln X] + o ((s - 1)?)

On en déduit que

71 = FEllnX]
72 = Var[lnX]
Ainsi, si Xq,..., Xy sont N variables aléatoires indépendantes et de méme loi, on peut

estimer les cumulants v, et v en posant

1 N
%:VZIHX]C
k=1
et

N
Z (In Xp, — 77)*

1.5 Moyenne géométrique de variables aléatoires positives in-
dépendantes

Nous avons vu que les fonctions caractéristiques de seconde espeéce sont bien adaptées a

I’étude de produits de variables aléatoires positives indépendantes, de méme que les fonctions

caractéristiques de premiere espece étaient bien adaptées a 1’étude de sommes de variables

aléatoires indépendantes. Il est donc naturel de nous intéresser ici a la moyenne géométrique
de variables aléatoires positives et de méme loi.

1.5.1 Définition

Soient L € N* et X,k € {1..L} L variables aléatoires réelles positives indépendantes et
de méme loi. Nous noterons dans cette section X la moyenne géométrique des Xy

()

15



1.5.2 Fonction caractéristique

Remarquons tout d’abord que

1
Comme de plus les variables aléatoires (Xj)T sont indépendantes, on en déduit que

et = (7))

On déduit de I’égalité précédente que

1.5.3 Cumulants

-1
In®y(s) =Llndy, <ST + 1)
Ainsi, Vn > 1,

¥ [X&]
Ln—l

Tn [X]:

16



Chapitre 2

Exemples de lois de probabilité sur

R

2.1 Distribution lognormale

2.1.1 Définition

La loi normale joue un réle fondamental en probabilités. Il s’agit d’une distribution a deux

Py (y) = — exp(_i(y—u))

parametres p et o

oV21 202
Si Yy, Ys, ..., Y, sont n variables aléatoires qui suivent respectivement une loi normale
de parametres (uy,0?) , ..., (fn,02), alors § + ;Y + ... + @, Y, suit une loi normale de

parametres o+ arfiy + ..o+ o, et a%of + ...+ a%ai.
La loi de la variable aléatoire positive X = expY, ou Y suit une loi normale, est donnée
par:

o2 202

1 Inz — p)?
Pexpy (¢) = exp (‘M) Lizsoy

Nous poserons v = exp p et définirons la distribution lognormale de paramétres v et o

1 In Z)?
px (z) = exp (—%) Liz>oy

oV2rx

de la facon suivante:

17



0.6 b
0.5 b
0.4 B
0.3 B
0.2 b
0.1 b

o 1 1 1 1
(@) 1 2 3 al 5

(c) Densite lognormale avec nu=1 et sigma=1
On peut alors remarquer que v = exp u = exp (F[In X]) et 02 = Var [In X].
Par ailleurs, si on pose X; = exp (Y;) Vk € [1..n] et A =expd, on a
exp (6 + a1 Y1 + ... + @, Y,) = AX{L X
donc AX[1...X 2" suit une loi lognormale de parameétres Avy't..v3" et afo? + ...+ aZo?.

2.1.2 Fonction caractéristique

On effectue le changement de variable inverse du précédent:

Oy (s) = /()+oox5_1pX(x)dx

+oo
= / exp (y (s — 1)) py (v) dy

— 00

" /—:o exp (y (s = 1)) exp (_%) dy

o2

En posant ¢ = ¢7 il vient
1 +oo 12
Oy (s) = E/—oo exp ((Inv + ot) (s — 1)) exp ) dt

s—1 1 /+Oo ( t( 1)) 12 d
= 14 e ex g S — ex _—
V2 S O P77

18
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Posons

f(s)= \/% /_-:o exp (ot (s — 1)) exp (—%) dt

Alors f (1) =1 et on peut vérifier que

F'(s)=0*(s=1) [ (s)

J(s) = exp (027(8 _21) )

On en déduit que

D’ou

2.1.3 Cumulants

On déduit directement de ’égalité précédente que

—1)?
lnéx(s):(lny)(s—l)—}—(ﬂ%
Ainsi,
vy = Inv
72 = o
¥ = 0 Vp=>3

2.1.4 Estimation des parameétres v et o? par la méthode des cumulants

Nous avons donc v = expy; et 62 = 3. Si Xy,..., Xy sont N variables aléatoires in-
dépendantes de méme loi px, on peut donc estimer les parameétres v et o2 en utilisant les
estimateurs 77 et 75 introduits dans la section 1.4:

v = expm
N N
k=1

o =7

et

2.1.5 Estimation des parametres v et ¢% par le principe du maximum de
vraisemblance

Le principe du maximum de vraisemblance est une méthode d’estimation de parametres
tres utilisée. Etant données NNV réalisations de la variable aléatoire X que nous noterons zy, k €
{1..N}, nous souhaitons calculer les valeurs de v et o2 les plus “vraisemblables”, c’est & dire
celles qui maximisent la fonction

19



N
(¢S] (1/, 02) = kz::llnpx (k)

En annulant les dérivées de © par rapport a chacun de ses arguments, on obtient les

valeurs optimales de v et 02, que nous noterons ¥ et o2, en fonction des zj. Commencons par

simplifier ’expression de O:

N

o) = En (e (-4550)

N T\ 2
In Zx
= Z In (U\/ank) (112 2)
k=1 g
Dérivons d’abord © par rapport & v; on obtient:
o (17 02) = 0
Inzgp—Inv
DA % = 0
& In o = L5V Ingy

Donc la valeur de v la plus vraisemblable est

Dérivons maintenant © par rapport & o%; on obtient:

jf) (17 02) =0

N A 4N v/
<~ Zk:l 20’3 + 20‘?/22 -

D’ou
N 2
—~ 1 Ty
0?2 = — E <1n )
N k=1 I/
On constate donc que 'on obtient les mémes estimateurs qu’avec la méthode des cumu-

lants.

2.1.6 Etude de ’estimateur v

L’espérance de v se déduit simplement de la fonction caractéristique:

- )



Donc I'estimateur v est biaisé. De plus,

donc la variance de v est égale a

2 2
it = (oo (5) (7))

2.2 Distribution exponentielle

La distribution exponentielle est utilisée pour le traitement des images RSO. Il s’agit en
effet de la loi de probabilité qui décrit la statistique du chatoiement pleinement développé.

2.2.1 Définition

La distribution exponentielle est une distribution positive a un parameétre pj:

() = —exp (—- )1
((z)=—exp|——) i,
P K P K {=>0}

(d) Densite exponentielle avec mu=1
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2.2.2 Fonction caractéristique

x .

On pose t = >

+co
Oy (s) = / ¥ exp <—£) de
0 K1/ K1

+co
2/0 (rt)"™" exp (—t) dt
= W

2.2.3 Cumulants

Ainsi,
In(®x)(s)=(Inpr)(s—=1)+1Inl(s)
Donc
o= Inpr+ V(1)
o= YETU(1) vp>2

2.2.4 Estimation du parametre p;

La distribution exponentielle est un cas particulier de distribution Gamma multiplicative
(avec L = 1). L’estimateur p7 obtenu par la méthode des cumulants sera donc étudié dans la
section 2.4.5. Mais la distribution exponentielle est également un cas particulier de distribution
Gamma classique (toujours avec L = 1). L’étude de estimateur obtenu en appliquant le
principe du maximum de vraisemblance sera donc réalisée dans la section 2.3.5. On constatera
en particulier que les estimations de uj obtenues par ces deux méthodes ne sont pas les mémes.

2.3 Distribution Gamma

Le chatoiement entraine une dégradation importante de la lisibilité des images RSO. Pour
réduire son effet, on utilise la technique multi-vues. Celle-ci consiste a calculer une moyenne
arithmétique de plusieurs images d’une méme zone. On montre alors que 'intensité du cha-
tolement sur I'image obtenue suit une loi Gamma.

2.3.1 Définition

Soient X7y, ... X, L variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle

1 x
z)=—exp|——] 1,
px; (%) y P( /u) {z>0}

L
Xk ,
On pose alors X = Z’“% On montre alors par récurrence sur L que

W= v () oo ()
((z) = — — exp | —L— | 14,
Px pr U (L) \ g P pr) >0
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O 2 4 6 8

(e) Densite Gamma avec mu=1 et L=3

2.3.2 Fonction caractéristique

On pose t = LE' Alors

+oo 1 LL L-1
Sy (s) = / 51— <i> exp (—L£> dx
0 pr U (L) \pr 11

= @ )/ (%t) _ltL_leXp(—t) dt
_ <u_>slr s+L—1)
L

2.3.3 Cumulants
Ainsi,
Indx (s) = <ln “LI) (s—1)+Inl(s—1+L)—InT (L)

Donc
1 = lnpr+¥(L)-InL
W= (@) W2

23
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2.3.4 Estimation des parametres u; et L par la méthode des cumulants

Ainsi,on a L = (¥')7" (y3) et ur = exp (y1 4 In L — ¥ (L)). Soient X7, ..., Xy N variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de densité px. Pour estimer les parameétres uy et L,
on peut donc poser

L=)" )
dont on déduit
7 = exp (%—I—lnz—\ll (i))
2.3.5 Estimation des parametres u; et L par le principe du maximum de
vraisemblance
Pour une distribution Gamma de parameétres uy et L, on pose

O (ur, L) = %m (iL(—j;) (%)HQXP <_L%))

k=1

N
= Y —Llnpgr+ LWL —InT (L) + (L - 1)n (z3) — L%
_ Knr
k=1

Dérivons d’abord © par rapport a py; on obtient:
e (— T _
s (mr) =0
e YN L4z = 9
HI I
Donc la valeur de py la plus vraisemblable est
1 N
—_ 1 .
Hr N 1; k

Dérivons maintenant © par rapport & L; on obtient:

%(ﬁivi) =0
& ng\;l—lnﬂv]—}—l—l—lnL—lIl(L)—|—1nxk—2v—’; -0
Or
N Tr
Zl—:IO
k=1 ’LLI
D’ou

- - 1 XN
W(L) —lnL:—lnuI—l—ﬁkz::llnxk

On constate donc que 'on n’obtient pas les mémes estimateurs qu’avec la méthode des
cumulants. Toutefois, ’estimateur L aurait tres bien pu étre obtenu a partir de la relation

Yi=lnpur+¥(L)-InL

en supposant iy connu.
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2.4 Distribution Gamma multiplicative

Dans la section précédente, nous avons vu qu’une méthode utilisée pour réduire ’effet du
chatoiement consiste a calculer la moyenne arithmétique de plusieurs images. Etant donné que
le chatoiement est un bruit multiplicatif, pourquoi ne pas en calculer la moyenne géométrique?
Nous allons constater que cette deuxieme méthode est un peu moins efficace que la précédente.

2.4.1 Définition
Soient Xy, ... X, L variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle
()
px,(z) = —exp|—— )1
k( ) L1 n: {z>0}
Comme dans la section 1.5, nous noterons X la moyenne géométrique des Xy:
1
L T
X = (H Xk)
k=1

On pose alors

1
On reconnait une distribution de Weibull de parametres <,uIL , L). On a en particulier

PX = qL¥qr¥..%qr,
—_——

L fois

Mais il n’existe malheureusement aucune formule analytique simple qui donne px pour
216 réalisations de la variable
X avec uy = 1 et L = 10, dont nous reproduisons ici I'histogramme a pas logarithmique

(comprenant 2% intervalles, qui ne seront pas représentés pour des raisons de lisibilité):

L > 2. Pour en donner une représentation, nous avons effectué
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(f) Histogramme a pas logarithmique

2.4.2 Fonction caractéristique
On utilise les résultats des sections 1.5 et 2.2:
L
—1
ex(9) = (0 (7 +1))
=11y _ L
— <M§ L ) r (sLl + 1))
L
- ()
Ce résultat va nous permettre d’exprimer la densité py (dont nous ne connaissons pas
d’expression analytique) en fonction de la densité de probabilité d’une variable aléatoire plus
simple. En effet, notons py, la densité de probabilité d’un produit de L variables aléatoires qui

suivent toutes une densité exponentielle de paramétre 1. Sachant que M [pr] (s) = (I (s))%,
on peut alors vérifier que

2.4.3 Cumulants

On utilise encore les résultats des sections 1.5 et 2.2 , qui donnent directement

{71 = gt V(1)
-1
T = %—1(1) VPZQ
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2.4.4 Estimation des parametres u; et L

Comme nous ne connaissons aucune expression analytique de px, nous ne pouvons pas
appliquer le principe du maximum de vraisemblance. Nous allons donc nous concentrer sur
la méthode des cumulants. On a en particulier

pr = exp (71— ¥ (1))

Si Xy... Xy sont N variables aléatoires indépendantes et de méme loi px, on peut donc
estimer pr en posant

pr = exp(yr—¥(1))
N ~
= s (1)

De méme, ¥p > 2,

(r-1) (1) 71
e
Tp

En particulier, pour p = 2, on a
_ v
~ Var[n X]
On peut donc estimer L en posant

- !
R
72

2.4.5 Etude de I’estimateur j;

Tout d’abord, nous allons voir que ’estimateur u7 est biaisé:

£ = sy (5[4])
1

exp (W (1))

(
- v (4 ()
(

Mais si on fait tendre N vers +o0o, on voit que

<F (Z\:L + 1))NL = exp (NLln (F (1) + %F' (1)+o (%)))

— exp (I (1)) = exp (¥ (1))
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donc py — pg.
De méme,

Donc

v i) ()"0 o)™

En faisant tendre N vers 400, on obtient

(0 +0) = (r(Frrn) ™

= exp(NLIn (D(1) + 1 (1) + w20 () + 0 (32)))

—exp (2N LIn (T (1) + g1 (1) + b=l (1) + 0 (%))
= exp (NL(Z1 (1) + 5= (" () -1 (1)°) +0(5=)))
—exp (2NL (21 (1) + 55 (F" (1)) +0(%)))
= expr (1) ((1+ V() - (1+ ¥ (1) +o (%))
~ expngg%)qﬂg )
Done
Var ) ~ 12 0)

2.4.6 Application a la réduction du chatoiement

Nous allons maintenant montrer que calculer la moyenne géométrique de N images ra-
dar pour réduire 'effet du chatoiement est un peu moins efficace que calculer leur moyenne
arithmétique .

Si Xy,..., Xy sont N variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle de
parametre gy, on peut poser

et

N Ny
0. = sy (1)

Le calcul des moments d’ordre 1 et 2 de (X)  est trivial: F {<X>+} = E[Xk] = pur

et Var {<X>+} = ¥ Var[Xy] = WI Le calcul des moments d’ordre 1 et 2 de (X), a été

*
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mené dans la section 2.4.5 (en remarquant que (X), = p7). En effet, n’oublions pas qu’une

distribution exponentielle n’est autre qu’une distribution Gamma multiplicative (avec L = 1);
2

on a donc E[(X),] = pur quand N — +o0, et Var [(X),] ~ %(1) quand N — +oo. L’écart

type de (X), , que nous noterons o, est donc égal a \/“—IN‘V’N, et celui de (X),, que nous

noterons o, est équivalent 3 221 i/\pﬁ(l) lorsque N — +o0.

Or on peut vérifier que /¥’ (1) ~ 1,27. Donc g—: ~ 1,27. Ainsi, I’atténuation du chatoie-
ment obtenue en calculant la moyenne géométrique des Xy, est un peu moins efficace que celle
obtenue par la méthode classique.
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Chapitre 3

Convergence des produits de
variables aléatoires positives
indépendantes

3.1 Convergence en loi

3.1.1 Rappel: définition

Une suite (X,,),~; de variables aléatoires a valeurs dans R converge en loi vers la variable
aléatoire X, si et seulement si

E[f (Xn)] = E[f (Xe)]

pour toute fonction f: R — R continue et bornée, ou pour toute fonction f : R — R continue
et qui tend vers 0 en +o0o et —oo.

3.1.2 Equivalence entre la convergence en loi de la suite (X,) ., et la
convergence en loi de la suite (InX,,) ., N

Proposition

Une suite (X,,), -, de variables aléatoires a valeurs dans R converge en loi vers la variable
aléatoire X, si et seulement si la suite (In X)), converge en loi vers In X.

Démonstration

Supposons que (X,), -, converge en loi vers X. Soit alors f : R — R une fonction
continue et tendant vers 0 en 400 et en —oo. Alors la fonction

f+ R - R
t — f(nz) si >0
r 0 st <0

est également continue et tend vers 0 en 400 et —oo. Donc

B[J(X.)] = E[J(X.)
< Flf(lnX,)] — FE[f(InXy)]
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Donc In X, converge en loi vers In X,
Inversement, supposons que In X, converge en loi vers In X,. Soit alors f: R — R une
fonction continue et bornée. Alors la fonction

f: R = R
t — fl(expt)

est également continue et bornée. Donc

Ef(nX,)] - E[f In Xo0)]
& Ef(Xn)] =  Elf (X))

Donc X, converge en loi vers X,

3.1.3 Critere de convergence en loi
Théoreme

Une suite (X,,), 5, de variables aléatoires a valeurs dans R’} converge en loi vers la variable
aléatoire X, si et seulement si

®x, (s) = Px_, (5)
pour tout s € 1 4+ R.

Démonstration

Nous avons vu que la fonction caractéristique de deuxieme espéce d’une variable aléatoire
X positive est égale sur I'axe 1 + ¢R a la fonction caractéristique de premiere espece de la
variable aléatoire In X. Ainsi,

Py, (8) - Ox (S) Vsel+:1R
& Pmx, €) = Pmxw(§) VEER

Or cette derniére propriété est équivalente a la convergence en loi de In X, versIn X,. La
proposition précédente nous permet donc de conclure.
3.2 Théoreme de la limite centrale

3.2.1 Théoreme

Soient Xj,k > 1 des variables aléatoires réelles positives indépendantes et de méme loi.
Considérons la suite de variables aléatoires { Py}, définie en posant

1
N VN
H X
k=1 EX

ou Ex =exp (F (In X)) .
Alors lorsque N — 400, Py converge étroitement vers une distribution lognormale de
parametres (1,0?), ot 0% = Var [In Xj].

31



3.2.2 Démonstration

Calculons la fonction caractéristique de Ppy:

Ppy () = B[(Py)"]

[l
— /\/gj\/\
¢
>
| ol
< N
Vo)
=
=
TN
=
5=
Ne——

—  exp (%2 (s — 1)2)

On reconnait la fonction caractéristique d’une distribution lognormale de parameétres
(1,0%).

3.3 Théoreme de la limite locale

3.3.1 Théoreme

Soient Xj,k > 1 des variables aléatoires réelles positives indépendantes et de méme loi.
Si leur fonction caractéristique commune ®x est intégrable sur [1 — ioo, 1 4 ico], les variables
aléatoires Py possedent une densité pp, continue sur R} qui converge uniformément sur tout
compact de R vers la densité lognormale de parametres (1,0?%) lorsque N — +o0.

3.3.2 Démonstration

Si ®x est intégrable sur [1 — oo, 1 + ioo], la fonction caractéristique de premiére espece
win x est intégrable sur R. On peut donc appliquer le théoréme classique de la limite locale:
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VN, In Py posséde une densité continue py, p, et la suite (pj, pN)N>1 converge uniformément

vers la densité normale de parameétres (0, 0?) lorsque N — +00, que nous noterons pp, p,. -
Donc Py possede une densité continue

1
pry (X) = —PInPy (In z)

Posons

1
PPy (X) = —PInPu, (Inz)

Comme In P,, suit une loi normale de parametres (0,0?), pp, est la densité lognormale
de parameétres (1,02).
De plus, Vo € R7,
| lpry (@) = pr (@)
= zlpmpy (2) = pup. ()]
< Llsuplpmpy — pmr

Or sur un compact K de R%, la fonction z % est bornée et de plus

SUP |Pln Py — Pln P | — 0
N — 4+

Donc la fonction pp, converge uniformément vers pp, sur K.
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Deuxieme partie

Transformation de Mellin
numérique

34



Dans la premiere partie, nous avons pu constater que la transformation de Mellin est un
outil puissant pour I’étude des variables aléatoires positives. Nous allons a présent abandonner
la théorie des probabilités pour nous intéresser aux aspects numériques de cette transforma-
tion. Nous commencerons par établir des théoremes d’échantillonnage qui nous permettront
d’introduire la transformation numérique, dont nous étudierons ensuite quelques applications.
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Chapitre 4

Echantillonnage et transformation
numérique

Avertissement:

Les démonstrations proposées dans cette partie n’ont aucune prétention de rigueur ma-

/////

qui aurait sans doute nui a la clarté de 'exposé. Dans la suite, la partie réelle r du nombre
complexe s sera fixée. On posera donc s = r + it, d’ou ds = udt. Ainsi,

1 Lo+ (it ,
M~ [®] (z) x O (r+t)dt

zg_oo

Préliminaires mathématiques
Nous introduisons ici des résultats mathématiques qui seront utilisés par la suite.

Formule de Poisson

Cette formule fondamentale fournit une égalité entre une somme d “exponentielles com-
plexes et une somme de Diracs:

+o0 too
27 2knm
Z exp (—inTw) = — Z ) <w — —)
n=-—00 T k=—c0 T

Dirac d’une fonction

Si f est une fonction qui posseéde N zéros simples en {z;,¢ € [1; N}, alors:

N
5(f (1)) :Em‘”t‘“)
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4.1 [Echantillonnage d’une fonction définie sur R’

4.1.1 Multiplication d “une fonction par un peigne de Dirac géométrique

f ®

X t

(g) Fonction d’origine et sa transformee de Mellin

Dans cette section, nous allons montrer que multiplier une fonction f par un peigne de
Dirac géométrique décentré

+ oo
Z exp((k+6)P)d(z —exp((k+0) P))
k=—oc0
est équivalent a périodiser sa transformée de Mellin sur 1"axe imaginaire, en additionnant
les translatées exp (2minf) M [f] (r +1 (t - Q”T”)) Le théoréme de reconstruction donnera

alors une condition suffisante sur le support de M [f] pour reconstruire f (z) a partir de ses
échantillons f (exp ((k + 6) P)), pris sur une échelle logarithmique.

f ®

X t

(h) Fonction echantillonnee et sa transformee pseudo-periodique

Lemme

Soient 8 € R et P > 0. La transformée de Mellin de

+co
/@) ( > exp((k+6)P)d(t—exp((k+96) P)))

k=—oc0
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est pseudo-périodique de période 27w /P, le déphasage entre deux périodes successives étant
égal a 276:

M [f () (S . exp ((k+6) P) 6 (x — exp ((+0) P)))| (r + i)
= 5342 exp (2mind) M [f] (r +1 (t — 2”?”))

Démonstration

On part de la définition de la transformée de Mellin:

M [ (2) (SF22 . exp ((k+6) P)5 (t —exp ((k+6) P))| (r + i)
= Jor= @ f (@) (SF ., exp ((k+ 0) P) 6 (x — exp ((k + 6) P))) da
= SE L exp ((k +0) P)exp ((k +6) P (r + it — 1)) [ (exp ((k + 6) P))
= Y22 exp (k4 0) P (r+it) gz [T exp (= (k+6) P (r +1z)) M [f] (r + iz) da
= L PO M) (r+ iz) T2 exp (i (K +6) P (2 — 1)) da

On utilise alors la formule de Poisson:
S ; = 2nm
Z exp(—i(k+60)P(z—1t)) =exp(—i8P (z — 1)) Z 5( <t—|——>>
k=—co n=—00

En injectant cette égalité dans 1"équation précédente, on obtient:

M [f (2) (SF2 o, exp ((k+6) P) 6 (z — exp ((k+6) P)))| (r + i)
= L[TIMU)(r+in)exp(—i0P (@ —1) BTH 6 (o (t+27)) da
= Lot exp (—2min) M [f] (r+i (t+ 27))
55052 exp (2mind) M [f] (r+i (1 - 22))
On obtient donc le résultat recherché.

4.1.2 Théoréeme de reconstruction d une fonction a partir de ses échan-
tillons

Théoréme

Soit f une fonction dont la transformée de Mellin M [f] a un support sur 1 axe imaginaire
inclus dans [—% B P] Alors f peut étre reconstruite en interpolant ses échantillons pris sur
une échelle logarithmique:

+co
S fexp((n+6) P)) (zexp (— (n+6) P)) " sine (% (Inz - (n+6) P))

n=—0oo
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0] 2 4 6 8 10

(i) sinc(pi.In(x))

Démonstration

On détermine la fonction f comme la transformée de Mellin inverse de M [f], que 17on
obtient en isolant une période de la transformée de la fonction échantillonnée:

/()
- oL [Foo g UM [f] (r 4 it) dt
PL T o= HOM [ [ (2) (SF2 . exp (n+0) P) 6 (v — exp ((n+6) P))) | (r + it) dt
= P [HE =040 (20 exp (n+0) P (r+it)) f (exp (n +6) P))) dt
= Eyr L flexp((n+0) P))exp ((n+0) Prya~ [T = exp (i (n+ 6) Pt) dt
= EXi . f(exp((n+6) P)exp((n+6) Pr)a=" %sine (§ (nz — (n+6) P))
= Zn__oo [ (exp((n+0) P)) (zexp (= (n+0) P)) "sinc(F (lnz — (n+0) P))
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4.2 Echantillonnage de la transformée de Mellin

f ®

X t

(j) Fonction d’origine et sa transformee

Dans cette section, nous allons montrer que multiplier la transformée de Mellin d une
fonction f par un peigne de Dirac décentré S,27 6 (t — (n+ ¢)T) est équivalent a pé-
riodiser cette fonction sur une échelle logarithmique et & multiplier chaque période par une

exponentielle complexe, en additionnant les dilatées

Cette curieuse transformation s “avérera intéressante car elle permettra d “obtenir un nouveau
théoreme de reconstruction, qui donnera cette fois ci une condition suffisante sur le support
de f pour reconstruire M [f] (r + it) a partir de ses échantillons M [f] (r 4+ ¢ (n+ ¢) T), pris
sur "axe imaginaire.

X t

(k) Fonction periodisee et dilatee et sa transformee echantillonnee (avec phi=0)
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4.2.1 Multiplication de la transformée par un peigne de Dirac sur 1 axe
imaginaire

Lemme

Soient ¢ € R et T' > 0. La transformée de Mellin inverse d “une fonction ® (r + it) échan-

nm

tillonnée avec un pas T est obtenue en sommant les dilatées M~1 [®] (95 exp ( T))

M@ (r+it) (TSR 6= (n+9) 1)) (2)
= YF2 exp ( 25 (r+ Z@T)) M~ [®] (x exp (—Q”T”))

Démonstration

On part de la définition de la transformée de Mellin inverse d "une fonction:

M@ (r4it) S 6 (= (n49) T)] ()
= L A=+ (r i) 20 5 (L— (n+ ) T)dt
= QWZ > o 2 OFAINIG (r 4 i (n+ ) T)
— E 7’—|—2(n—|—<p J"+OO tr—1+i(n+<p)TM—1 [q)] (t) dt
= ot f0+°° T M (@] (1) (422 exp (—inT'In (£))) di

On utilise alors la formule de Poisson:

Zn——oo exp <_?’nT In (%))
= Fiz.6(n(3) - %)
2nm

Or la fonction f(z) =1In (%) — 2T possede un unique zéro simple en xg = x exp ( T)>

= zg, donc § (f (t)) = x¢d (t — o), d ou:

0 (2) 2 = () oo (2)

On en déduit que

I
€t o))

Zn——oo exp (—inT In (%))
= H e (F) o (1 - e (F))

Il reste a injecter ce résultat dans la formule précédente:

M@ (r 4 it) SH2 L 6 (¢ — nT)] (2)
= Fa (i) flheoyrotieT =1 @] (1) (SF2 o, wexp (<427) 6 (¢ — wexp (=37)) ) dt
- %x—w'ﬂ)z;;iooxr—leexp( 2nx (r—l—l—chT))M (D] (xexp(—%%))xexp (—
= Pt exp (=B (r +igT)) ML [®] (wexp (-27))
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On en déduit le résultat:

MY (r i) (TS 0 (= (n+9)T))] ()
= S _exp ( T (r u,oT)) M1 [®] (x exp (—2”7”))
4.2.2 Théoréeme de reconstruction de la transformée a partir de ses échan-
tillons
Théoréme

Soit @ une fonction dont la transformée de Mellin inverse M ~![®] a un support inclus
dans [exp (= %) ,exp (+7%)]. Alors ® peut étre reconstruite en interpolant ses échantillons pris
sur 1”axe imaginaire:

+oo

O(rtit)= Y. <I>(r—|—i(n+cp)T)sinc<%(t—(n—}—c,o)T))

n=—0oo

Démonstration

On détermine la fonction ® comme la transformée de Mellin de M ~! [®] que 1’on obtient
en isolant une période de la transformée inverse de la fonction ® échantillonnée sur 1 axe
imaginaire:

S (r+it)
— fj—oos xr—l-}—itM—l [(I)] (w) da
= T [ T/TT roiit (Lo amCHEEODG (4 i (n+ @) T)) da
Zn-—oo (T‘ +1 (’TL T 99) T) f:;;)((j://g)) 2i=(nt+e)T)-1 1,

= YA ®(rt+i(nt @) T)sine (F (¢ — (n+¢)T))

4.3 Transformation de Mellin numérique

4.3.1 Définition

On veut rapprocher les deux études précédentes pour définir une transformation de Mellin
numeérique. Dans la section 4.1, nous avons périodisé la transformée de Mellin avec une période
égale a 2%. Dans la section 4.2 nous | “avons échantillonnée avec un pas égal a T'. Pour qu "une
période contienne exactement N échantillons, il convient donc de poser:

P_NT
s pP=2n

Les deux lemmes précédents peuvent alors s’ énoncer ainsi:
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M [f (@) (SF2 o exp (3 (k4 0)) 6 (z —exp (25 (k+9))))] ( +it)
- DL s~too exp (2mind) M [f](r +i (t — nNT))

n=—0oo

f ®

X t

(1) Fonction echantillonnee et sa transformee pseudo-periodique

et
Z;ﬁ‘lm exp (—%T” (r+ z'goT)) M~ [®] (x exp (—MT“))
= MU e(+it) (TS 60— (nt9)T))] (2)
f ()

X t

(m) Fonction periodisee et dilatee et sa transformee echantillonnee (avec phi=0)

En combinant ces deux résultats, on peut maintenant définir une transformation numé-
rique de la facon suivante:
Soient r, 8 et ¢ trois parametres fixés, et N > 1. On appellera “fonction de classe
. i 2 s .
P (r,0,¢)” toute suite (f {e)\p (N_7rT (k + 0))})%2 vérifiant la relation

27

— exp <_2%m (r+ igoT)) / [eXp <NT (k + 9))]

f [exp <% (k+mN + 0))
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V k€ Zetm e Z. Une telle suite est caractérisée par ses valeurs pour k € [0, N — 1], que

nous noterons (fi)ocren_1 -
De méme, on appellera “transformée d’une fonction de classe P (r,6, )" toute suite

(®[r+i(n+¢)T]),c  vérifiant la relation

Or+i(n+mN+ )T =exp(2rnidm)P[r+i(n+¢)T]

Vn € Zetm e Z. Une telle suite est caractérisée par ses valeurs pour n € [0, N — 1], que
nous noterons (®,,)oc,,<n_1-

Ainsi, f est échantillonnée, périodisée et dilatée sur une échelle logarithmique, et ® est
échantillonnée et périodisée sur une échelle uniforme.

f ®

o !

Le lecteur aura sans doute remarqué que dans cette définition, les échantillons f; ne sont

t

pas multipliés par exp (% (k+ 0)) , alors qu’en continu, f est multipliée par
+ oo
27 27
n;m exp <ﬁ (k + 0)) ) (x — exp (ﬁ (k+ 0)))

Pour justifier cela, supposons que f = px est la densité de probabilité d "une variable
aléatoire réelle positive X. Posons alors Y = In (X). La formule de changement de variable
sur les densités de probabilité donne:

x (z) dz = py (y) dy
& px (exp () exp (y) = py (y)

Donc

f(z) ziooexp(%(k—l—ﬁ))c;(x—exp(ﬁ,— k+0))
= T opx (exp (B (k+0))) exp (& (k+6)) 5 (z —exp (& (k+9)))
k2 (k+6)) 8 (x — exp (# (k+0)))

= k=—co PY (
Ainsi, 1’exponentielle disparait. Notre définition est donc cohérente avec les théoremes
d’échantillonnage si 1"on considére les fr comme des échantillons a pas constant et non a pas
logarithmique.
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On peut maintenant définir la transformation directe:

N-1

MUl +iGn+) T = 3 exp

k=0

(k+0) (r+i(a+ ) D) £ exp (2 (+0))]

27
NT

et son inverse:

M (@) [exp (% (k+e))] _ %Niexp <_%(;€+9) (r—l—i(n—l—ap)T)) B[r+i(n+)T]

Y op=0
On vérifie que 1 on obtient bien M~![M [f]] = f. De plus, les sommes sont indicées entre
0 et N — 1, mais la définition est inchangée si 1 "on somme entre pet p4+ N — 1, 0u p € Z.
Nous pouvons également définir une convolution de Mellin numérique: si f € P (r, 8¢, ¢)
et g € P(r,0,,¢), on peut vérifier que ’égalité

N-1

[*g [eXp <% (k+6f+ Hg))] = l:_o f [eXp <% I+ 9}‘))] g [eXp (% (k—1+ Hg))]

définit une fonction fkg de classe P (r,0 4 8,, ¢). La encore, la définition est inchangée si on
ne somme plus entre 0 et N — 1, mais entre pet p+ N —1,0up € 7 .
On peut alors s assurer que la relation suivante est vérifiée:

M [f*g] = M [f1M [g]

Dans la suite de cet exposé, r, 8 et ¢ ne seront plus des parametres fixes, mais variables.
Or le calcul de la transformée numérique d’une fonction f présuppose que celle-ci vérifie la
relation

f [exp <%)] = exp <—2% lk/N|(r+ i99T)> Iy

pour tout k € Z. 1l va donc falloir manipuler la transformation numérique avec beaucoup de
précautions, car 'appliquer a une fonction qui ne vérifierait pas cette relation n’aurait pas de
sens.

4.3.2 Algorithmes de calcul rapide

Le calcul d’une transformée numérique directe ou inverse demande normalement O (N?)
multiplications et additions. Nous allons voir que si N est une puissance de 2, il est possible de
réduire le nombre d’opérations a O (N log, V) en réorganisant les calculs, comme c’est le cas
pour la transformation de Fourier. Toutefois, il est ici nécessaire de distinguer transformation
directe et transformation inverse.

Fast Mellin Transform (FMT)

On calcule d’abord les valeurs paires de la transformée en regroupant les termes en k et
k—l—%,pourke {O,%—l}:
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M [fe,k € [0,N —1]][r+i(2n+¢) T]
= P Oexp( ~p (k+0) (r+1(2n + @) ))fk

_ i e (25 (40 (G +i (et $)T)) i
b e (25 (4 5 40) G Hilnt HD) oy
= M [fi+exp(F(r+ieT) fypn ke (0,5 = 1] [5+i(n+ %) 1]

Ainsi, les valeurs paires sont obtenues en calculant la transformée d’un ensemble de %
échantillons.
Pour les valeurs impaires de la transformée, le méme regroupement donne:

M [fe, ke [0,N=1]][r+i(2n+ 14+ ¢)T]
= Zk o exp (k+6) (7‘—|—i(2n—|—go)T)) e)\p( (k+0)) Ix

(¥
= Zkoexp<%— (k+0)( —I—i(n—l—%)T))eXp(QWm(k—l—O))fk
Y exp( (k+%+0) (g+z‘(n+%)T))exp(2—ﬂ (k—|—%—|—0))fk+%

N
]M{exp(%”kw)(f;C exp (7 (r+i¢T)) [y n ),ke[(),%—l”[%—l—i(n—l—%)T]

Les valeurs impaires sont donc elles aussi obtenues en calculant la transformée d’un en-
semble de % échantillons. On peut ainsi ramener le calcul de la transformée d’un ensemble de
N échantillons a celui des transformées de deux ensembles de % échantillons. On obtient ainsi
un algorithme récursif similaire & ’algorithme FFT, que 'on peut initialiser pour N = 1 en
posant M [fo] = exp (% (r+ igoT)) fo- Sa complexité est la méme que celle de 'algorithme
FFT : C(N)=0 (Nlog, N).

Inverse Fast Mellin Transform (iFMT)

On calcule d’abord les valeurs paires de la transformée inverse en regroupant les termes
en ket k+ %, pour k € [O, % — 1}. On obtient un résultat similaire au précédent:

M~ [®,,ne0,N —1]] [exp ( (2k + 0))}
- TN exp (— 35 (26 +0) (r+i(n+9)T)) @y

= NL/QZW‘?:_O exp <—§—WT (k—I-g) (r—I—z(n—l—«p)T))T"

+N/222_0exp< T(k—i—g) (r—l—i(n—l—%_F@ T)) q)n;r%
_I_

&, +exp(—imd)P

_ M_l[ LS H [exp <§—WT K %))]




Ainsi, les valeurs paires sont obtenues en calculant la transformée inverse d’un ensemble
de % échantillons.

Pour les valeurs impaires de la transformée inverse, le méme regroupement donne:

M~[®,,ne[0,N— [ (% 2k+1+0))}
= NZn Oexp( N7 2k+0)(r+i(n+9)T ) Xp ( (r+i(n+ ) ))(D
T)

e
— ZQ_exp< (k—}— )(r—}—z (n+¢) )e r—l—z(n—}—@)T))an
N/2 0 — 7 ( 2

+ﬁ23261exp (—% <k—|—%) <r—|—z(n—}- -|-99 T )e __7r T—I—z(n—}- -I-QD) )) @n;%
— M1 [exp <_% (T+Z(n+¢) T)) <I>n—exp(—2i7r9 @n+%7n c {O,% — 1}:| [exp( (k—|- %))]

Les valeurs impaires sont ici encore obtenues en calculant la transformée inverse d’un
ensemble de % échantillons.

On obtient donc un algorithme de méme complexité que le précédent, que ’on peut ini-
tialiser en posant M ™1 [®g] = exp (—% (r+ igoT)) D,.
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Chapitre 5

Approximation de la transformée
de Mellin analogique par la
transformée de Mellin numérique

Nous allons montrer dans ce chapitre que la transformation de Mellin numérique est un
outil eflicace pour approximer la transformation analogique. Dans un premier temps, nous
proposerons des méthodes pour mettre en oeuvre cette transformation numérique. Dans un
deuxieéme temps, nous nous intéresserons aux problemes numériques que peut poser cette
transformation.

5.1 Approximation de la transformation directe

5.1.1 Meéthode

Soit X une variable aléatoire positive & valeurs dans 'intervalle [a,b]. Comme la trans-
formation de Mellin numérique que nous avons définie repose sur un échantillonnage a pas
logarithmique de la densité px, nous allons découper cet intervalle en N sous-intervalles de
la forme

I— [exp (i’; (k + 0)) Lexp <$7TT (k+1+ 0))]

pour k € {0, N — 1}.
Nous choisirons donc des valeurs de 1" et 4 telles que a = exp (%0) et b = exp (% (N + 0)),
c’est a dire

_ 27 _ 27
et
o tha
IHE
Notons que
1 b
P=—In-
N na



Pour tout & € {0..N — 1}, on appellera p; la probabilité pour que X appartienne a

pk:/lkp(x)dx

Soit alors f la fonction de classe P (r, 8, ) définie par

I'intervalle Iy:

f [exp (NT (k + 0))] = exp (—2% Lk/N](r+ i@T)) Pk[N]

Nous allons montrer que la transformée numérique de cette fonction converge vers la
transformée analogique de px sur I’axe r + ¢R lorsque N — +o00 .

Remarquons au passage que l'on retrouve une relation similaire a celle que nous avions
obtenue pour les variables aléatoires réelles: M [f][r] est égal au moment d “ordre r de la

variable aléatoire discrete de loi de probabilité P (X = exp (NT (k + 0))) = pg. On remarque

cependant une petite différence a laquelle il faudra préter attention: la transformée de Mellin
de la densité de probabilité py était égale au moment d’ordre r-1 de la variable aléatoire X.

5.1.2 Théoreme de convergence

Nous considérons ici que 1" est fixé et nous allons faire tendre N vers +oo.

Théoréme

On suppose que py est une densité nulle en dehors de 'intervalle

or (£8) o (2 0+ )

et que
pr= P (X € {exp (2—7rT (k—I—H)) , exXp <]3,— (k+1 —I—H))D
= feixj((Q—T;TJ:fel);&)) x (2) de
Alors
M)t ) T) = Mk € 0.8 =1 (= 1404 )7
= |fre @ty () dn = SN exp (B (B 6) (r+i(n 4 9) T — 1)) py
< ?\7; ('r 1|—|—|n—}—go|) max (exp (277]@ ) , exp (2ﬂ' (1—|—%) 7’}1))

On lit sur cette formule que si |[n + ¢| € N, la transformée numérique de { f, k € [0, N — 1]}
ens=r—14i(n+ ¢)T converge vers la transformée analogique de px en s=r+i(n+¢) T
lorsque N — +o0.
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Démonstration

oFee grrilnt ) T=1y, o (2) da — N exp( (k+6) (r+i(n+<p)T—1))pk

it f:f;’((;i :j;);”) (274 + Tt —exp (2 (k+0) (r+i(n+9) T — 1)) px (2) da

Posons z = exp (¢) :

= chvolfm:;r@u)(exp(t(r—l-i(n+99)T—1))

—exp (F7 (k+0) (r+i(n+9) T —1))) px (exp (1)) exp (1) dt

Posons f(t) =exp(t(r+i(n+¢)T —1)). Alors Vt € {2%%, Z (1 + %)},

P @ = 10+t - Dexpl+i(ts)T - 1)
< =1+ (n+¢)’ T2 max (exp <2%%(7‘—1)) exp <2T <1+ ‘9)(r—1)))

< (Jr=1]4|n+ ¢|T) max (exp <2;z (r— 1)) , exp <2% <1—|— %) (r— 1)))

Posons
M) = (=11t el Tymax (e (2 (= 1)) vexo (32 (14 1) (- 1))
;)= (|r n+ | T) max { exp | - = (r  eXP | 7 ~ )
On déduit de cette inégalité que Vi, t' € [%%, 2% (1 + %)},
70— £ ()] <M ()i 1]

Donc

oo e O+ (2) do — SN exp (F (+0) (r+ i (n+9) T = 1)) py

< S SRR M T | = 35 x (exp (@) exp (0 dt

< oM (T, ) 335" b

< NrM (T, r)

< 3\7; ('r U4 |n—}—gp|) max (exp (27T o r— 1) , exp (2ﬂ' (1—|— %) — ))

5.1.3 Exemple

Nous allons présenter ici les résultats d’une simulation numérique effectuée sous Matlab.

Nous avons pris pour exemple une densité uniforme sur 1 "intervalle {1, exp (2%)} ,avecT = 2m:
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