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Chapitre 1

I’équation de Helmholtz dans
I’espace libre

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre consacré aux phénomenes de propagation d’ondes
établis, nous nous placons dans I’espace libre (ceci permet un exposé un peu
moins technique des résultats a 1’aide des fonctions de Green). Nous notons [
le d’alembertien :

1 0%
Ov(x,t) = —Av(x,t) + ——=—=(x,t). 1.1
(%,8) = =A0(x,1) + 5 20 (%, 1) (10

Nous nous intéressons aux problemes de D’ Alembert
Ou(x,t)(x,t) = f(x,t) Vxe€R® etteR (1.2)

dont les solutions et les termes sources ont une dépendance temporelle harmo-
nique

v(x,t) = R (uk(X) GXP(—Wt)) )
(1.3)

g(x,t) = R (f(x) exp(—iwt)) )

Les deux fonctions uy, : R® — Cet f : R® — C sont appelées les phaseurs
de la solution et du terme source. Ils sont reli€s par I’équation de Helmholtz qui
prend la forme

—Aug(x) — K*up(x) = f(x) aveck = % (1.4)



Privé de ses conditions initiales, le probleme de d’ Alembert est mal posé : il n’y a
plus unicité de sa solution. En effet, les ondes planes sont solutions de I’équation
des ondes homogene (k € R? avec | k| = £)

u(x,t) = cos(k-x — wt). (1.5)

De méme, le probleme de Helmholtz est lui aussi mal posé. 1l est facile de construire
des solutions homogenes en considérant les phaseurs des ondes planes

ur(x) = exp(ik - x). (1.6)

D’autre part, il n’y a pas génériquement existence de solutions dans 1’espace de
Sobolev H'(IR?) mais seulement dans un espace beaucoup plus grand : ’espace
des fonctions localement H'*

HL (R?) = {u R* —C : puc H'(RY) Vpe D(R3)}. (1.7)
Dans ce chapitre, nous montrons comment il est possible de définir de maniere
naturelle une solution dite sortante de 1’équation de Helmholtz en s’appuyant sur
des arguments physiques. Nous présentons plus particuliecrement les bases mathé-
matiques de cette théorie sous trois points de vue équivalents : la condition de
radiation de Sommerfeld, le principe d’amplitude limite, le principe d’absorption

limite.

La condition de radiation de Sommerfeld Cette approche consiste a garantir
I’unicité de la solution de 1’équation de Helmholtz en imposant a I’infini a la
solution de I’équation de Helmholtz la condition d’ondes sortantes ou de radiation
de Sommerfeld qui s’écrit

.

R—+o00

/ lup(x)’dsx = O (1),
{lIxll=R}
(1.8)

1
(0 — ik)ug(x) dsx = O (=).
( /{uxn:R}’ 1) Rﬂ*‘”(Rz)

Formellement, ces deux conditions consistent a assurer que la solution admet le
comportement suivant a 1’infini

x . exp(a|k][[[x]])

00 = o)

(). (1.9)

47 ||x || lx/| =400 ||X]|
En domaine temporel, cette expression devient

x_\ exp(i]|k|llIx|] — iwt)

)

v(x,t) = é}e(uoo( (ﬁ)). (1.10)

47 ||x]| [[]|—+00
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Cette expression correspond a une onde sphérique se déplacant a la vitesse ¢ > 0
dans le sens ||x|| croissant.
Le but de la section 1.2 est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 1.1 Pour tout f € L*(R3) a support compact, il existe une unique
fonction u;, € HL_(R?) qui vérifie la condition de radiation de Sommerfeld (1.8)

loc

et I’équation de Helmholtz

—Auy(x) — k2ug(x) = f(x), vx € R®. (1.11)

Le principe d’amplitude limite Cette approche consiste a étudier le comporte-
ment en temps long de la solution du probleme

;

1 0°
— Av(x,t) + — a—t;}(x, t) =g(x,t), pourz € R¥ett >0,
c
§ v(x,0) =0, pour x € R?, (1.12)
o (x,0) =0, pour x € R3,

\

pour un terme source ayant une dépendance temporelle harmonique

g(x,t) %(f(x) exp(—iwt)) vt >0,

(1.13)

g(x,1) vt < 0.
avec w = kcet f € L?(R3) a support compact. Cette approche sélectionnera la
solution sortante en introduisant de la causalité.

La section 1.3 donnera un cadre mathématique a cette approche. On y démon-
trera le théoreme suivant

Théoréeme 1.2 Ona

lim Hv(x, t) — %<Uk(x) eXp(_iwt)) ‘

t—+o00

= 0. (1.14)

L6(R3)

avec uy, : R® — C la fonction définie par le théoréme 1.1.



Le principe d’absorption limite Cette technique consiste a introduire un pe-
tit parametre d’absorption € > 0. On définit alors la solution variationnelle de
I’équation coercive

Trouver uy, ;. € H'(R3) tel que :
(1.15)

—Augyic(x) — (k+ie)uppic(x) = f(x)

On fait alors tendre le coefficient d’absorption ¢ vers 0" pour définir la solution
sortante de 1I’équation de Helmholtz. Du point de vue physique cette technique
consiste a introduire le phaseur de la solution du probleéme d’ondes amorties

1 0%v 2¢ Ov

—Av(x,t) + S——(x,1) + ——(x,t) + v(x,t) = g(x,t 1.16
v 1) + () + TSl l) + st = g(x,t)  (L16)
Le terme de frottement introduit alors de la causalité et permet de sélectionner les
ondes sortantes. L’ objectif de la section 1.4 est de donner un cadre mathématique

a ce principe en démontrant le résultat suivant

Théoréeme 1.3 On a

lim
e—0T

=0 1.17
Loz (1.17)

Uk4ie — Uk ’

avec uy, : R — C la fonction définie par le théoréme 1.1.

1.2 La condition de radiation de Sommerfeld

1.2.1 Fonction de Green et existence de solution sortante

Dans cette section nous démontrons 1’existence d’une solution sortante de
I’équation de Helmholtz a 1’aide des fonctions de Green.

2

Lemme 1.4 Si u et Au sont dans L,

(R3) alors u est dans H}

loc (R?) )
Démonstration :

Soit B la boule de rayon R et B’ la boule de rayon 2R. Par densité, il suffit de
montrer qu’il existe une constante C' > 0 tel que pour

HVUHLQ(B) S C <HU’HL2(B’) + HAuHLQ(B’)); VUED(Rg) (118)



Soit y une fonction € D(R?) tel que x(x) = 1 dans B et x(x) = 0 hors de B’
décroissante suivant r. D’apres I’identité de Green, on a

/ | Vxul?dx = —/ A(xu) xyudx, Yy € D(R?) (1.19)

R3 R3

On peut alors évaluer le terme a la droite de 1’égalité en développant le laplacien
A(xu) = xAu + 2 Vy - Vu+ uAy. (1.20)

Il suit que
YA(xu) = x*Au + 2 Vy - V(xu) + (XAx—2Vx-Vx>u. 1.21)

On peut alors injecter cette derniere expression dans (1.19)
/ | Vxul/?dx = —/ Yulu + 2 Vy - V(xu)u
R3 R3

+ (XAX — 2V - Vx> uldx, Vx € D(R?) (1.22)
Comme || x| (r3) = 1, on obtient
IVxullZe@s < lullra [Aullzegs)

+ 2C [[Vxulls llullzzsy + Co llullfzgpy. (1.23)

avec C1 = || Vx||zoo(rs) et Cy = [|Ax|| foo(rs). Comme ab < “QQLI’Q, ona
IV x| gy
IV xulaqesy € g B
1 [ Aull7
+ (§+2012 + ) el + —FE .24
Il suit que
IVxull?gs 1 [Aul|72
—— < (54208 + O Julliaey + —52 (129)
Comme y = 1 dans B, il suit
||Vu||L2(B) S ||VXU||L2(R.3) (126)
On déduit (1.18). Ceci termine la preuve de la proposition. |
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Pour tout k& € C, on introduit la fonction G}, : R3\ {0} — C

exp (ik||x|])

Gir(x) = (1.27)

A x]|

Lemme 1.5 Pour tout k € C, la fonction Gy, est une solution fondamentale de
Iopérateur — A — k2, ie.

~AGy — k*G), = 6(x) dans D'(R?) (1.28)
Démonstration :
Remarquons tout d’abord que G, est un élément de D'(R?) car G}, € Li (R?).

loc
Soit ® € D(R?). Nous raisonnons au sens des distrbutions

<AGk + K2GY, <1>>R3 - /R Gi(x) <A<I>(x) + k2<I>(x)>dx

(1.29)
= lim I,
e—0
avec I, donné par
I = / G (x) (A(I)(x) + k2c1>(x)>dx. (1.30)
{lIx[I>¢}
D’apres la formule de Green, on a
I. = / Gr(x) <A<I>(X) + kzq)(x))dx
{lIx[I>e}
_ / (AGH(x) + Gi(x)) B(x)dx (1.31)
{lx[I>e}
0P 0Gy,
+ Grp(x)—(x) — — (x)P(x)dsx
[ GG = G

Il ne nous reste plus qu’a évaluer la derniere ligne car AGy(x) + k*Gr(x) = 0
hors de I’origine. Comme ¢ est C*°, on a

(x) = 3(0) + O (x) et 88x) = O (1) (1.32)

lIx[[—=0 lIx[[—0

De méme, la fonction de Green vérifie

1 1
Gr(x) = —) et 0,Gpx) = —+ O (—). 1.33
1) = L 2 0 = T o 422



I1 suit

o 1
I. = —/ (0)2dsx + / O (+—)dsx
{ixl=ey 4[] {ixi=ey Ixl=0" [[x]] (134)
= —(I)(O)Jrego(l)
Ainsi, on a
<AGk+k2Gk,CI>> = —3(0) (1.35)
Ceci termine la preuve. ]

Proposition 1.6 Soient k € R et f € L*(R®) a support compact. La fonction
up(x) = Gy, * f(x) vérifie

(

ug € Hlloc(R3>7

—Aug(x) — K up(x) = f(x) Vx€R?

(1.36)
lu(®)?dsx = O (1),
/{IxR} R=rtoo
/ (0 — ik)up(x)Pdsx = O (i)-
C J{jxl=R} Ry+oo” 2
Démonstration :
Par définition, la fonction u;, : R? — C est donnée par
exp(ik|x — yll)
ux:G*fx:/ f(y)dy. (1.37)
W) = Ger I =yl Y

La théorie de la convolution dans D’(IR?) nous permet d’obtenir que u;, est une
solution de I’équation de Helmholtz inhomogene

—(A+E)(Gr*f)(x) = —(AGr+k*Gp) x f(x) = 6% f(x) = f(x). (1.38)

Nous remarquons aussi que u;, € H2 _(R3) d’apres le lemme 1.4. Comme le sup-
port de f est borné, il existe un réel positif p tel que la boule de rayon p contienne
le support de f. Pour tout y dans le support de f et pour tout x tel que ||x|| > 2p,
on a

bl By B 20 g

I =yl = xl| — iyl = + 2
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En majorant I’expression (1.37), il suit

/R 3 |f(y)|dy (1.40)

On integre cette expression sur la sphere de rayon R

<
’“k<x)‘ = 21|

2 1 2
up(x)| dsy < — / fiy)ldy) = O (1). (1.41)
/{‘|x R}’ k( )‘ 7T< ]R3| ( )’ ) R—H-oo( )
De méme, on a pour ||x|| > 2p
eXp%kHX yl) x-y (. 1
\Y = k— —— d 1.42
wt)) = | [, ey (4~ ey 0y 042

)F(¥)dy (143)

expliblx—yl) x—y x /1
&«u X :/ (Zl{?——
= T ey R\ T =y

e
o) = ko) = [ SISy
exp(ik||x — y||)  xX-y X
e e (T |r>”“f((li4)

I1 suit I’'inégalité
. [/ (¥)
Oy — ik ‘ < /—d
o) =ik < | e -y

1f(y)l X-y X
+ k/ 1— . dy.
m4ﬂk—YH< HX—YHHXM
(1.45

Nous remarquons alors que

_ X7y .i_<x _ X_y>. X (1.46)
=yl ] X[l =yl [x]]
Il suit d’apres I’'inégalité de Cauchy-Schwartz
=yl Tl < | il .
=yl Il HMIIB—YH
Comme
X  xX-y _ wx—ﬂ%ﬂkw X ,_ ¥ (1.48)
=yl 7l lx =yl

X[l [x =yl

11



on a

ML ETAN 1Tl o e IV 7 E S
Ix =yl [ =yl il lx =yl
D’ou d’apres 1’inégalité triangulaire, on obtient
PR O Y 4 T P e
=yl Ix =yl X[l llx=yl = lIx=yl
On déduit de (1.39) et (1.45) que
. (1 + 2k[ly[DIf(y)!
Opu(X) — 1kuy, x‘ < / dy (1.51)
Do) = (] < P
On déduit de (1.39)
142k 1
R3 X

En intégrant sur la sphere de rayon R, on a

/{nan} ’(& -] dox < %(/}RS !f(y)\dy)2(1 - %)2
1

R—+oo " 2 ’

(1.53)
|

Pour déterminer le cadre fonctionnelle de la fonction u;, nous avons besoin
d’un résultat classique de la théorie du potentiel newtonien.

1
Proposition 1.7 Soient Go(x) = e
|| x

support compact. Les fonction w, : R* — C et h, : R* — C définies par

, H[)(X) = W et g € LQ(R?)) a

wy(x) =Go*g(x) e hy=Hyx*g (1.54)
vérifie w, € L5(R?), h, € L*(R?) et

—Aw,(x) = g(x) VxeR® et Vw,=—h,. (1.55)

12



Démonstration :

C’est un résultat classique de la théorie du potentiel newtonien dont on rappelle
une preuve directe.

D’apres la proposition 1.5, la fonction Gy est une solution fondamentale du
laplacien. D’autre part, on a VG = —H,. Il suit que wy, = G * g vérifie (1.55).
Montrons maintenant que w, est dans L°(R?) Soit x € C*°(R?) une fonction qui
vaut 1 au voisinage de 0 et 0 au voisinage de 1’infini. Remarquons que d’apres
I’inégalité de convolution de Young (g € L'(R?) car g € L*(R?) et g a support
compact.

(xGo) xg € LS(R?) car xGo € L2(R¥) et g € L*(R?), (1.56)

(1 —=x)Go) xg € LY(R?) car (1—x)Gy € LY(R*) et g € L'(R?). (1.57)

On en déduit que w, = xGo * g + ((1 — x)Go) * g est dans LE(R?).
De méme, on a h, € L*(R?) car

(xHo)* g € L*(R*) car xHy € L*(R*) etge L*(R?), (1.58)
(1 —x)Ho)*g € L*(R*) car (1—x)Hy€ L*(R* etge L'(R?). (1.59)
Ceci termine la preuve. |
Proposition 1.8 La fonction v, = Gy, * [ est dans I’espace
up € H (R?), up € LY(R?) et Vauy, € L*(R?). (1.60)
avec u(x) = uk(x) exp(—ik||x||)
Démonstration :

Une borne supérieure de (1.37) est donnée par

‘uk(x)‘ < /RS de’ = wyy(x) (1.61)

Irlx =]

On déduit de la proposition 1.7 que u;, € LS(R3). Comme —Auy — k*uy, = f
dans R3, il suit qu’a la fois uy et Auy, sont dans L2 (R?). On déduit du lemme 1.4
que u;, € H (R?).

Nous remarquons que

exp(ikr) Vug(x) = Vu, — ik ug(x) (1.62)

X
Il

13



Cette expression se calcule a ’aide des formules de représentation

w() = [ Gx-3) ) e Vul) = [ VGix-y) fv)
: . : : (1.63)
~exp(ikr 1 1 X
V600 = =3 (e * ) T (164

il suit que

- expliklx = y[) x—y
k = d
exp(tkr) Vi (x) /R3 trlx — v HX_ny(Y) y

_ik/;mﬂMk—ﬂD<X—y__X>f@My

Arlx =yl Mx—yll x|l
(1.65)
En majorant, on obtient
Vel = [ =y
m4ﬂk—yﬂ
(1.66)
X
+ @/ \\ ‘My
m4ﬂk YHHX ﬂ!!kH
On déduit alors de (1.50) que
~ 1+ 2k
vl = [ Ry g e
RS Ar||x — |

avec g(y) = (1 + 2k|ly|) | f(y)] et Ho(x) = W' Comme f est un élément de

L?(R3) a support compact, g est aussi & support compact dans L?(R?). D’apres la
proposition 1.7 il suit que V1, € L?(R3). |

1.2.2 Unicité de la solution sortante de I’équation d’Helmholtz

L’unicité de la solution sortante de 1’équation provient du Théoreme de Rel-
lich :

Théoréme 1.9 (Théoréme de Rellich sur tout R®) Soit k > 0. Si s, € L} _(R?)

14



vérifie
)

—Aup(x) — kK up(x) = 0 Vx € R3,
2 _
/{|x:R} ur(x)Pdsx = O (1), (1.68)
/ (D — ik)up () [2ds 0 (=)
r k x = 50/
( Jx=ry Rytoo” R?

alors la fonction uy, est identiquement nulle.

Démonstration :

Remarquons tout d’abord que u;, € H _(R?) d’apres le lemme 1.4. D’autre part,

loc
ses trois dérivées partielles vérifient
8¢Uk € L%OC(RS) et A&uk + k‘?&uk = 0. (1.69)

D’apres le lemme 1.4, il suit que d;uy, € H] _(R?). Ainsi uy est un élément de

loc

H}.(R?). On a d’apres la formule de Green
/ |V (x) ] + Aug(x)ug(x)dx = / ug(x)0pug (X)dsx.  (1.70)
{Ixll<Rr} {lx[l=R}}
I1 suit

/ V() P2 () = / 0 () (Br— ik g ()i g () Pl
{lIxll<R} {lIxll=R}

(1.71)
On note Uy, : R* — C la fonction définie par

) = —b)

_ 1.72
(k] (1.72)

Il suit de I'identité Vuy + ikuge, = exp(—ik||x||)Vui que
/ Vg +ikuge, | —k*|ug|*dx = / O, gy, + ik|uy|*dsy. (1.73)
{lIxl<R} {lxlI=R}
Ceci se simplifie en

/ |vak|2+m(akarak —ﬂ_k&ﬂk>dx - / Oty + ik 2dsx.
{lIxll<r} {lIxll=r}
(1.74)

15



En prenant la partie imaginaire, on a

0 = / WO,y — URO Uy, + 2ik |ty dsy (1.75)
{lIx|I=R}
On déduit alors que
/ (0, — WD) dx = 2K / g 2 (176)
{lIx|l <R} {lIx| <R}

et par conséquent
/ V2 + 2Kt [*dx = / O plly, + ik|uy|?dsx  (1.77)
{lIxlI<r} {lIxl=R}
En prenant la partie imaginaire de cette expression, on obtient

k / T (%) Pdsx = —s( / GTﬂk(x)ﬂk(x)>d8X (1.78)
{lIxll=R} {lIx|l=R}
D’apres le théoreme de Cauchy-Schwartz, on a
kel e =ry < 10Tkl 2xi=ry) 1] 2 xi—ry) (1.79)
et par conséquent

ara X||=
Ukl L2 qx=ry) < | kHL:{ I=ED (1.80)

Comme Uy (x) = exp(—ik||x||)ur(x), on déduit alors des conditions de radiation
de Sommerfeld que

~ . 1
10, @kl z2ei=ry) = N10ruk = tkwellzz(i=ry = , O _(5) (1.81)
et d’apres (1.80)
~ 1
Wkl z2gixi=ry = O ()- (1.82)
En remarquant que d’apres le théoreme de Cauchy-Shewartz et (1.81) et (1.82)
— 1
Oty + iklug)> dsxy = O (=) (1.83)
/{nxu:R} Rtoo” 2
on peut alors passer a la limite sur (1.77)
/ \Vag|? + 2k2[ag[*dx = 0. (1.84)
R3
Il suit que %y, et par conséquent wy, s’ annulent sur tout R3, ]
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1.3 Le principe d’amplitude limite

Le probleme (1.12) est bien posé d’apres le théoreme de Hille-Yoshida. Nous
allons étudier le comportement en temps long de sa solution par I’intermédiaire
d’une expression basée sur les fonctions de Green.

Lemme 1.10 Une solution fondamentale du d’alembertien 1 = C%g—; — Aestla
distribution G de D'(R? x R) est définie par

x B(x,7)
G, ®) = 27) s dr. 1.85
(G @) / </{”x”:a} Tl ) (1.83)

Démonstration :

Le d’alembertien au sens des distributions de G est calculé par dualité

.

<|:|G, ®>R4 — <G, D(I)>]R5

(1.86)
o Od(x,t
= c / (/ ﬁd&) dt
0 (xll=cty  47[x]|
I1 peut aussi étre décomposé de la maniere suivante
1 1 9 1
AD = 020 — 0, (r?0,®) — S Ar. (1.87)
c r T

D’apres la formule de Green sur la sphere, on a

/ AF(I)(X,T)dSX _ / (I)(X; T>Ap(1)d5x = 0. (1.88)
{lIx/|=ct} {

drr[x][3 Ixl=ert 4|3

Soit ®(r, t) la valeur moyenne de ® sur la sphére de rayon r

. 1 s 2
rt) = —/ / O(r, 0, p,t)sin(0)dbddp. (1.89)
am Jo Jo
Ona

1 af®(x,t)d8x _ /
{|Ix||=c7} dr||x||

C
2P (x,t
/ ar <X7 )dsx — /
Uxl=ery 47Xl 0
20, T 20,®(
/ 22x.1), / / O dler, 9"'”’ ™) sin(6)dbdy.
{

Ixl=cry  47l%][? o Jo
(1.90)

2”8@079@,)

— sin(0)dOdp
c

=]

T 02(cr, 07@,7')

et sin(0)dfdy

J
J

=]




On peut alors commuter 1’intégrale et la dérivée seconde

(

1 OFP(x,t —
_2/ t <X’ )de = ZatQCD(CT> 7'),
A J(xf=ery 47 [[x] ¢
02P(x,t _
/ ﬂdsx = c10*®(cT,T), (1.91)
{||x||=c7} 4 ||x||
20,®(x,t —
/ #dsx = 20,P(cr, 7).
\ J{|x||=cr} dr||x||
En sommant ces trois expressions, il suit
Od(x, t) T 0*® 0*® 0P
. WSx = T35 ) - a9 ) —2— 9 dr.
/{”XCT} Tl s o (cr,T) —cT 57 (eT,T) o (e, T)dT
(1.92)
On obtient
* 9P >*® P
(OG,P)p. = /0 TW(CT, T) — C2TW<CT’ T) — ZCE(CT, T)dr. (1.93)
Le calcul de cette intégrale s’effectue en introduisant la fonction
r 0P — 0d
V(r,t) = ——(r,t) — O(r,t —(r,t 1.94
(rt) = S5 t) =B ) — (1) (194)
qui vérifie
d 0*P *P 0P
p <\Il(cr, 7')) = TW(CT, T) — cZTW(cr, T) — ZCE(CT, 7). (1.95)
Ainsi il suit
T=+00
(OG, @) = |¥ler,7)] = ~w(0,0)
7=0
(1.96)
= @(0,0) = @(0,0).
C’est a dire
OG(x,t) = 6x 6; dans D'(R® x R). (1.97)
|
Lemme 1.11 L’unique solution de (1.12) est donnée par
Ix—yll
i
u(x,t) = / 9y iy (1.98)
(x—yl<cty 47l[x =yl
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Démonstration :
L’unique solution de (1.12) est donnée par

u(x,t) = G*g(x,t) (1.99)
Le produit de convolution au sens des distributions est défini par

<Gxg,p>pi= (GR G, V)paypsa avecP(x,t,y,7) =¢x+y,t+7)

(1.100)
C’est a dire
oo , +vy,t+7)dyd
<G*g,p>pu = C/ </ fR4g(y T)SDELX y T)desx>dt
0 {lxll=ct} m||x]|
_ C/ /+°°(/ 9y, T)e(x +y t+7) \dtayr
rs Jo {lx||=ct} dr||x|| L 101)
On effectue alors le changement de variable
X =x+y, t'=t+71, y=y, p=ct (1.102)

On obtient

+oo t — P t
<Gxgp>p = / / (/ g(yé’l )PIX, )d5x>d,0dydt
Rt Jo Uxyl=y A7lx—=yl

—+o0 t— HX Y|| t
_ / / / q(y, )p(x, )dsx>dpdydt
R {Ix—yll=p} 47THX yl|
(1.103)

On remarque alors que

+oo
[ etxynis)d = [ otxynax ok
0 {Ix-yll=p} RS

Il suit
_ Iyl ¢
<Gxg,p>p1 = / / (vt Jelx, )dxdydt
R+ JR3 47T||X_Y”
ey (1.105)
gy, t = =21
= : dy)go(x, t)dxdt
/]R‘l </]R3 dr|lx -yl
D’ou GG * g est donnée par
lIx—yll
b= =
G g(x) = / 9ty ) 4. (1.106)
re Am|x =yl
Enfin que g(x,t) = 0 pour tout ¢t < 0, on obtient (1.98). [
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Lemme 1.12 La solution du probléeme (1.12) est donnée par

u(x,t) = %(uk(x) exp(—iwt)) +r(x,1).

avec

RS

)| < /
lx—yl|>ct

Démonstration :

f(y) exp(ik|x —y])

drlx -yl
|f(y)]

g

irfx -y

dy,

Il nous faut tenir compte ici de la forme particuliere du terme source

9(v,t) = R(S(y) exp(—iwt)).

Il suit d’apres le lemme 1.11

u(x,t) = %(exp(—iwt)/

y—x||<ct

f(y) exp(ik||x — YH)dy)

drx -yl

= %(exp(—iwt) uk(x)> +r(x,t)

avece

r(x,t) = E)%(exp(—iwt)/

f(y) exp(ik|lx —yl|)

ly—x[|>ct

drlx -yl

Cette derniere fonction peut &tre majorée par

1f(y)l

r(x, t)‘ = / ————dy.
) lly—x||>ct dr||x -yl

Ceci termine la preuve.

On est en mesure de démontrer le principe d’amplitude limite

Théoreme 1.13 Ona

lim |Ju(x,t) — R(exp(—iwt) Uk<X))HL6(R3) =

t—+o00

20
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(1.107)

(1.108)

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)

(1.113)



Démonstration :

I1 nous suffit de montrer
Im |Jr(-, )| sy = O (1.114)

t—+o00

On remarque tout d’abord que
‘r(x,t)‘ <wp(x) VxeRPetVE >0 (1.115)

avec w)y| défini par (1.54) qui vérifie d’apres le lemme 1.7,

Jwin < +oo, (1.116)

LS(R?)
D’autre part comme f est a support compact, on a
vx € R® 3, >0 Vy ¢ B(x,cty) f(y)=0. (1.117)
I suit que pour tout x € R3 et pour ¢ > t,
r(x,t) = 0. (1.118)

Ainsi, la fonction r(x, t) converge simplement pour ¢ tendant vers 1’infini. On peut
alors appliquer le théoreme de Lebesgues. |

1.4 Le principe d’absorption limite

Proposition 1.14 Soient k. > 0 et f : une fonction de classe L*(R?) a support
compact. La fonction

exp ((ik —¢)x =y )/ (¥)

Uktie = Gk—i—is * f = / dSy (1.119)
r [x =¥l
est ['unique élément de H' (R3) vérifiant
—Auppic(x) — (k4 i)’ upri(x) = f(x). (1.120)

Démonstration :

D’apres le lemme 1.5, G}, est une fonction de Green de —A — (k + i€)%. La
fonction uy, ;. = Gy * f est solution de

Auk+i5(X) + (k’ + 7;5)2 Uk-i—ia(x) = (AGk—Hf + (k + 7;5)2 Gk’-i—ia) * f(X)

= —0x f(x) = —f(x).
(1.121)
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Pour ||x|| > 2r (support(f) C B(0,r)), on a d’apres (1.39)

[x—yl| > @ (1.122)

En majorant I’expression (1.119), il suit qu’au voisinage de 1’infini

]ukﬂg(x)] < S 5) /R )y (1.123)

1l suit que la fonction ug . est donc dans L*(R?). On agit de méme pour le gra-
dient. On a
Vup(x) = (VGryic) * f (1.124)

Comme VG . est exponentiellement décroissant uy, ;. is H*(R?). [ |

On est en mesure de démontrer le théoreme 1.3 :

Démonstration :

nous remarquons tout d’abord que

1 exp (ik|x|) rexp(—ellx|) =1+ 7
Grpie(x) — Gr(x) = — ( E) s
wrieX) = Grl(x) = 0 —e < (1.125)
Il suit que
o () = k()| = (Gsic = Ga)  (x)
ikllx — x’ — —-xX|)-1+ =
’/ xp (ikx ,XH)(eXp( clx XE”) +”“>f(x’)dx’ (1.126)
re  Amlx —x'|| =%
On peut alors passer a la valeur absolue
O jep(—elx X -1+ %),
i€ - S = |d
‘um (x) uk(x)‘ /Rg 4rf|x — x| 1—= *
(1.127)
Comme exp(_s”’:’;m_pﬁ <2,ona
ik
’uk+i€(x)—uk(x)’ < 2wy (x) (1.128)

avec wyy| la fonction définit par (1.54) du lemme 1.7. D’autre part on a pour tout
x € R3 et supp(f) € B(0,r))

exp(—e(x|-r) -1+ | (1.129)

Uk+ie(X) — uk(x)‘ < wyp(x) 1— = e—0
ik
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Comme w)s € L%(IR?) et que le terme de droite de (1.129) tend simplement vers
0 presque partout, il suit du théoreme de Lebesgues

= 0. (1.130)

lim Huk — Upts
e T Lo
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