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est le déterminant de la matrice jacobienne construite & partir des dérivées de la transformation de
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est constant, en général il est un polynome de degré lié au degré de 1'élément fini (mais pas le
méme sauf dans quelques cas) dont la valeur dépend du point de calcul. Valider un élément revient
donc a étudier le signe de ce polynéme quand on parcourt 1’élément.
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Lagrange finite element of degree 1 and 2

Abstract: A finite element is valid if its jacobian is strictly positive everywhere. The
jacobian is the determinant of the jacobian matrix related to the partials of the mapping
function which maps the parameter space (reference element) to the current element. Apart
when it is constant, the jacobian is a polynomial whose degree is related to the degree of the
finite element (but not the same in general). The value of the jacobian varies after the point
where it is evaluated. Validating an element relies in finding the sign of this polynomial when
one traverses the element.

This paper, actually a synthesis of various reports, shows how to calculating the jacobian
of the different usual Lagrange finite elements of degree 1 and 2. To this end, we take the form
of this polynomial as obtained in the classical finite element framework (shape functions and
nodes) or after reformulating the element by means of a Bezier form (Bernstein polynomials
and control points) which makes easier the discussion. We exhibit sufficient (necessary and
sufficient in some cases) conditions to ensure the validity of a given element.

Key-words: Finite Element - First order - Second order - Jacobian - Lagrange - Bézier
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1 Introduction

La résolution de nombreux problémes formulés en E.D.P. nécessite le recours & des élé-
ments finis de degré deux ou plus, en particulier, pour les problémes fortement non-linéaires
(problémes de plasticité en mécanique des solides, ..). En outre, de tels éléments permettent
une représentation plus fidéle de géométries complexes (frontiéres courbes) avec, dans de
nombreux cas, un nombre réduit d’éléments.

Autour de ce qu’est un maillage de degré 2, se posent de nombreuses questions, a com-
mencer simplement par définir les critéres de validité puis sur la définition de la notion de
qualité pour un élément de degré 2. Ici, nous allons nous intéresser aux éléments finis de
Lagrange usuels de degré 2, le triangle & 6 nceuds, les quadrilatéres & 9 et 8 nceuds pour
la deux dimensions et le tétraédre a 10 noeuds, les pentaédres a 18 et 15 noeuds ainsi que
les hexaédres a 27 et 20 nceuds. Au passage, on discutera aussi des éléments correspondants
de degré 1 ainsi que du cas particulier des pyramides en notant qu’il existe bien d’autres
éléments moins classiques.

La vision Bézier des éléments de degré 2 et sa vision habituelle élément fini sont mises en
correspondance en montrant, au passage, quelques aspects théoriques plus ou moins cachés
du probléme. Grace a cette facon de regarder le probléme, on pourra également aborder le
cas d’éléments de degré plus élevé.

La premiére section donne quelques rappels sur les polynémes de Bernstein, ingrédients de
base des formes de Bézier. La seconde section décrit les différentes formes de Bézier utilisées
par la suite, les courbes, les carreaux surfaciques, les carreaux volumiques et les polynomes
pouvant s’écrire avec le méme formalisme.

Ensuite, on analyse les éléments finis sous leur forme classique, élément de référence,
transformation géométrique, polynémes de base ou fonctions de forme et calcul du jacobien.
L’analyse du polynome jacobien est réalisée dans ce cadre et on voit alors qu’il est difficile
de conclure dans la majorité des cas.

Puis on analyse les éléments finis aprés les avoir écrits dans le formalisme de Bézier. On
montre ’équivalence des deux écritures puis I'analyse du polyndéme jacobien est réalisée dans
ce cadre et on voit alors qu’il est facile de conclure en donnant des conditions suffisantes de
posititvité dans tous les cas. On montre également que ces conditions peuvent étre affinées
pour s’approcher, de plus en plus, de conditions nécessaires et suffisantes.

On donne, enfin et avant de conclure, quelques idées sur la fagon pratique d’utiliser les
résultats théoriques obtenus. Quelques remarques sur le cas de degrés plus élevés terminent
I’étude.

Pour faciliter la lecture, on donne ici les principales notations utilisées par la suite dans
tout le papier.

Inria
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Nomenclature.
— u,v,w,t, les paramétres des formes de Bézier,
= BI'(.), B5 (., ), Blg (s ) B (-, 55 .), les polynomes de Bernstein dans leurs diverses
occurences,
- O, 0L, Oy, O

— T,7,7(.),7(.,.), une courbe de R? ou R3,

- X%,0,0(,.),0(..,.), un carreau plan ou surfacique,

-0,0,0(.,.,.),0(.,.,., ) un carreau volumique,

- W, 7 W < WV >, TWAT,|WT|,|WTW|, des vecteurs, le produit scalaire, le produit
Vectorlel le déterminant,

- K K,z.9,2,2,y, 2z, %, ..., I'élément de référence, 'élément courant, les coordonnées
dans K, les coordonneeb courantes, ’abscisse d’un noeud d’indice i, ...

- Fg,J, Ai, C;, p;, la transformation géométrique, le jacobien, les nceuds, les points de
controle et les fonctions de forme (ou polynomes de base) dans la notation éléments
finis,

- P;, Pyj, Piji, Pijii, les points de controle dans le cadre Bézier,

— Ny, Nij, Niji, Nijri, les coefficients de controle.

C’?}kl, les coefficients de ces polynomes,

2 Rappels sur les polynéomes de Bernstein

Les polynémes de Bernstein sont 'ingrédient de base pour la construction des courbes,
des carreaux et, plus généralement, des formes de Bézier. Ces polynémes ont de nombreuses
propriétés et sont faciles a manipuler. Cette section précise les définitions relatives & ces
polynémes. Elle indique comment en trouver les dérivées et comment les multiplier entre

eux, opérations qui nous seront trés utiles par la suite.

2.1 Définitions

Les polynomes de Bernstein se présentent sous deux formes selon ’espace de paramétres
sur lequel ils sont définis.

Polynomes définis sur un intervalle. Soit u un paramétre et soit I'intervalle [0, 1], alors
le polyn6m€E| de degré n en u s’écrit

B ) = Ol (1 =) = (1= W

ot les C}* sont simplement les coefficients du binéme.

Notons que ces polynémes peuvent étre définis via la relation de récurrence
B} (u) = uBj (u) + (1 — ) B}~ (u), (2)

qui permet une évaluation trés simple de ces polynémes (c’est 'algorithme de De Casteljau
utilisé pour évaluer une courbe, un carreau, ..., en une valeur donnée, voir plus bas).

Polyndémes définis sur un systéme de coordonnées barycentriques. Soient u,v et
w un systéme de coordonnées barycentriques avec donc v + v +w = 1, u, v et w dans [0, 1],
alors alors le polynome de degré n en u,v et w s’écrit

n'
Bl (u,v,w) = Oy uvIwk = f 'k'u wiwh aveci +j+k=mn, (3)
ou les coefficients sont notés C"k, mais avec trois indices. Cette représentation sera utilisée
naturellement pour les trlangles On trouvera également le méme type d’écriture pour un

1Selon les auteurs, on trouvera comme notation By, ;(u), BY(u) ou BP(u) avec le degré en exposant et
c’est cette derniére écriture que nous retenons ici.

RR n° 8376
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segment ou un tétraédre, c’est-a-dire, respectivement :

B?j(u,v) = C;njulUJ = ﬁuzvj aveci+j =netu+uv = 1, (4)
gl
et

RN

Bl (u,v,w,t) = C’fjkluivjwktl = uvIwFt avecitj+k+l = netutvtwtt =1. (5)

Notons que ces polynomes peuvent également étre définis via la relation de récurrence,
par exemple

Bl (u, v, w) = uijll’Lk(u, v,w) + vBZJZlLk(u, v,w) + wBZj_’,Ll(u, v,w), (6)

qui permet une évaluation trés simple de ces polyndomes (c’est 'un des algorithmes de De
Casteljau).

2.2 Dérivation

Pour B! (u), Relation , un simple calcul montre que
B} (u) = n(B}7)! (w) — B~ (u)). (7)
Pour Bj; (u, v, w), Relation , et les expressions analogues, les dérivées partielles sont faciles
& obtenir, on a

0

ou
et des expressions identiques pour les deux autres. Ces dérivées vont permettre de construire
des dérivées directionnelles (dans le cas du triangle et du tétraédre) utiles par la suite.

By (u,v,w) = nBi”j;l(u, v, W) . (8)

2.3 Multiplication

La multiplication de deux polynémes de la forme est immédiate, on a

B (u)B" = C’fC';”Bli 9
i (u) i (u) Cm,+n i+7 (’LL) ) ( )
i+

c’est-a-dire que 'on sort le polynéme, on rajoute son coefficient multiplicateur et on pondére
en anticipant le nouveau coefficient.

La multiplication de deux polynémes de la forme (3) ou d’une forme analogue se fait de

maniére identique, par exemple, on a

B

n
i151k1

O
(2 3
(u,v,w)Bngzkz(um,w) = CmJi‘r]Ll e Bz?iiz,j1+j2,k1+k2(u’v’w)' (10)

i1+12,51+j2,k1+k2

La multiplication de trois polynoémes entre eux se fait en appliquant deux fois le méme
procédé, ...
3 Formes de Bézier

On se donne des valeurs (coefficients, points, vecteurs, ...) de contrdle et, en utilisant les

polynémes de Bernstein sous leur écriture la mieux adaptée, on construit telle ou telle forme
de Bézier. On indique aussi, dans le cas d’une courbe, comment élever son degré.

Inria
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?4_ - P,M
/ 7 (b) \ ‘ X[u)'\r)
£ ?2 on foz

—-—tg

——— !
(4 & W 4 |

F1G. 1 — La courbe, son espace de paramétre(s) et ses points de contrdle dans le systéme
naturel (& gauche) et dans le systéme barycentrique (4 droite).

3.1 Courbes de Bézier

Ici, les valeurs de controle sont des points de l'espace R? ou R? que l'on note P; ou Pj;
selon la définition choisie. La courbe I' = {~(¢),¢ € [0, 1]} définie par

V()= Y B}t)P; avec te[0,1], (11)
1=0,2

est la courbeﬂ de Bézier de degré 2 (un arc de parabole) contrdlée par les P;. Dans certains
cas, il est plus simple de définir cette courbe dans un systéme de coordonnées barycentriques,
c’est-a-dire que la méme courbe, vue ici comme I' = {y(u,v),u + v = 1}, est définie par

v(u,v) = Z B?j(u,v)Pij avec utv=1, (12)
itj=2

avec les mémes points de contréle notés difféeremment en accord avec la définition.

Ces courbes de Bézier de degré 2 correspondront aux arétes des éléments finis de Lagrange
de degré 2 comme on le verra plus tard.

Quelques propriétés de ces courbes. Sion ouvre la Relation , on a
Y(t) = (1 —t)?Py +2t(1 — t)P, + t*P,

et il est immédiat de voir que v(0) = Py et que (1) = P». Par suite la courbe passe par P,
et P,. Par contre, le point P; n’est qu’un point de controle et la courbe ne passe pas par ce
point. Le point milieu est défini par la valeur t = % et on a, si M désigne ce milieu :

_P0+P2+2P1

AM — Py — P,
1 —_— .

M
2

et, inversement, P; =

Notons, et nous y reviendrons (algorithme d’évaluation), que M est le milieu des milieux de
POP1 et de P1P2.

Exprimée en fonction des trois noeuds, Py, P> et M, la courbe s’écrit :
yt) =1 =) (1 =2t)Pp +4t(1 —t)M +t(2t — 1) Py

Si on considére 'autre écriture, a savoir la Relation (12)), on retrouve les mémes propriétés.
Comme
2 2
v(u,v) = u*Pag + 2uvPy1 + v° Py

2Par abus de langage, on fera, dans les cas non ambigus, la confusion entre I', la courbe, 7, la fonction et
~(t) un point.

RR n° 8376



8 P.L. George et H. Borouchaki

on a (1,0) = Py et (0,1) = Py2, tandis que le milieu, M, correspond a u =v = % et ainsi

Py + Poo + 2Py AM — Pyy — Py

M 1 et, inversement,P;; = >

Exprimée en fonction des trois nceuds, Psg, Pyo et M, la courbe s’écrit :

Y(u,v) = u(u — v)Pag + duvM + v(v — u) Pz .

Une propriété remarquable de ces courbes est qu’elle sont inscrites dans le polygone associé
a leurs points de controle.

La tangente. En partant de la Relation et en utilisant la Relation , on trouve

V() =2 > (BL(t)P,— B} (t)P) =2 Y _ (B} (t)Piy1 — B} (t)P)),
i=0,2 i=0,1

Y(t)=2 > Bit)(Piy1—P)=2 Y B} ()PP,
i=0,1 i=0,1

la dérivée est donc une forme de Bézier de degré 1 (1 de moins que le degré de la courbe)
dont les controles sont les vecteurs P; P 1. Comme Bj(t) =1 —t et que Bi(t) =t, il vient

’yl(t) = 2(1 — t)PoPl + 2tP1P2 s

et, ainsi v'(0) = QITP{ et v'(1) = QITPZ)7 la tangente en Py est portée par le vecteur ]?Pl),
celle en P» est portée par le vecteur PP, autrement dit, le point de contréle P; permet,
avec les extrémités Py et P, de construire les tangentes en ces extrémités. Pour ¢ = %, on
trouve (%) = ]TP; , donc la tangente en M est paralléle au segment droit PyPs.

En partant de la Relation et en utilisant la Relation , on trouve, bien str, les
mémes résultats. A noter cependant que les tangentes sont inversées, par exemple, celle en
Py est portée par le vecteur Pyq Py (et non PagPi1), ceci est lié au fait que u et ¢ varient en
sens inverse, u = 1 quand ¢ = 0 et réciproquement (en fait %7; =-1).

Algorithme d’évaluation. En se basant sur la Relation , on obtient un moyen trés
simple et géométriquement parlant pour trouver tel ou tel point de la courbe (donc évaluer
~(t) pour une valeur de ¢ donnée). En effet, on écrit :

v(t) =) BIN)P;

i=0,2

comime

y(t) = (1 —1t) Z B}(t)Pi +t Z Bil(t)PiJrl )

i=0,1 i=0,1

en passant du degré 2 au degré 1 puis puisque

> Bl(t)Pi=(1—-t)P+tPy et > Bl(t)Piy1=(1—t)P| +tPy,
1=0,1 i=0,1

on a l'idée de la construction utilisée pour ’évaluation en tout ¢, qui est traduite par I’al-
gorithme étonnement simple écrit ci-dessous, numéroté , qui n’est autre que I'un des
algorithmes bien connus et fascinants de De Casteljau. Il est valable pour tout degré et nous
Putiliserons plus tard dans ce contexte (pour des degrés autres que deux), voir les figures
correspondantes.

Inria
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Algorithm 1 Algorithme d’évaluation d’un point d’une courbe

— on construit le point associé a la valeur ¢ sur chaque segment du polygone de contréle, ceci
donne un nouveau polygone,

— on itére tant que le nombre de segment du polygone courant est plus grand que 1, sinon,
le point trouvé est le point cherché et on a ainsi terminé I’algorithme.

Pseudo-code (variable naturelle) :
— Données : n le degré de la courbe, les points de controle P; et ¢ la valeur du paramétre.
Initialisation : P? = P; pour i = 0, n.
— Faire pour kK =0,n—1

— Faire pour i =0,n — (k+1)

- Pikﬂ = (1-t)Pf + tPilj-l

— Fin Faire pour
— Fin Faire pour k&
— P§' est la solution.

Pseudo-code (variables barycentriques) :

— Données : n le degré de la courbe, les points de contréle P;; et u la valeur du parameétre
(donc v).

~ Initialisation : P} = Pj; pour i 4 j = n.

Faire pour k =0,n —1

— Faire pouri+j=n—(k+1)
- Pi’;H = UPi’} + UPik—l,j+1

— Fin Faire pour 7 4 j

— Fin Faire pour k&

o est la solution.

FIG. 2 — Evaluation du milieu (a gauche) et du tiers (¢ droite) pour une courbe de degré 2, P}
est la solution. On construit les deux P} correspondant a la valeur de t choisie, puis l'unique
P2, la solution cherchée.

FiG. 3 — Evaluation du milieu pour une courbe de degré 4, P§ est la solution. On construit
les quatre P} correspondant a la valeur de t choisie, puis les trois P?, puis les deuz P? et

enfin Uunique P}, la solution cherchée.

RR n° 8376



10 P.L. George et H. Borouchaki

Algorithm 2 Algorithme de raffinement d’une courbe par subdivision

— on pose P? = P;, pour i = 0,2,

— on calcule P! = (1 —t)P? +tP? | pour i = 0,1,

— on calcule P? = (1-t)P} +tPi1+1 pour ¢ = 0, ce qui n’est autre que 'algorithme d’évaluation
présenté ci-dessus,

—on pose 1 (t) = ;g5 Bf (1)Qi avec Qo = Py, Q1 = Py, Q2 = P et t € [0, 1],

— on pose a(t) = ;g5 B (1)Qi avec Qo = Py, Q1 = P, Q2 = P et t € [0,1].

Pseudo-code (variable naturelle) :

— Données : n le degré de la courbe, les points de controle P; et ¢ la valeur du parameétre.
— Initialisation : P? = P, pour i = 0, n.

Utiliser I'algorithme d’évaluation pour trouver les Pik pour k=1,n— 1.

— Définir la courbe de gauche par ses points de controle : Q; = Pi pour i = 1,n.

— Définir la courbe de droite par ses points de controle : Q; = Pi"_i pour i = 1,n.

Pseudo-code (variables barycentriques) :

— Données : n le degré de la courbe, les points de controle P;; et u la valeur du paramétre
(donc v).

~ Initialisation : P} = P;; pour i 4 j = n.

— Utiliser I'algorithme dévaluation pour trouver les Pl’; pour k=1,n—1.

— Définir la courbe de gauche par ses points de controle : Q;; = PZO pour ¢ + j =n.

— Définir la courbe de droite par ses points de contréle : Q;; = PZ;-_] pour ¢+ j =n.

Algorithme de raffinement. Pour comprendre cette idée de raffinement, on va montrer
que l'on peut couper en deux une courbe et définir ses deux "moitiées" de facon & suivre
exactement la méme géométrie.

Soient P; trois points de controle et la courbe y(t) = 32, , B2(t)P; pour t € [0,1]. On
calcule le milieu M et on va définir les deux courbes v1(t) et v2(t), la premiére telle que
Y1(t) = y(t) sur [0, 3], la seconde telle que ¥2(t) = (t) sur [3,1]. Le processus pour couper
en la valeur t est I'algorithme .

Il est immédiat de vérifier que les deux (sous-)courbes sont identiques, sur leur plage
commune, & la courbe initiale (mémes valeurs, mémes tangentes, ...). Si t = %, on a coupé
par le point milieu, si ¢t a une autre valeur, on a coupé en le point correspondant a cette
valeur.

Le point important qui nous servira par la suite est de constater que les points de controle
(par exemple le milieu, @)1, pour la courbe de degré 2) sont plus prés de la sous-courbe que
ne ’étaient ceux de la courbe initiale. C’est 1a que réside 1’idée du raffinement, le polygone
de controle et la courbe se rapprochent.

Cet algorithme se généralise a tout degré et c’est dans ce cas que nous 'utiliserons plus
tard.

Elévation du degré d’une courbe. Pour finir sur les courbes, on donne la formule per-
mettant d’en élever le degré, formule qui aura une application intéressante pour traiter les
polyndmes jacobiens des éléments finis Serendip.

On considére une courbe de degré n avec ses points de contrdle P;, variable naturelle. La

courbe s’écrit :
Yt)= > BPHP;

1=0,n

et on va ’exprimer comme une courbe de degré n + 1, c’est-a-dire comme :

y(t) = Z B (1)Q:.

1=0,n+1

Inria
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F1G. 4 — Raffinement par le milieu pour une courbe de degré 2, on montre [’état initial, v(t),
et, en éclaté, les deux sous-courbes v1(t) et yo(t). A partir des trois P;, on construit les deux

P} puis lunique P?, le point évalué pour couper la courbe. De ces points de contréle, on
déduit les Q;.

R

AL
Q.

F1G. 5 — Raffinement par le milieu pour une courbe de degré 3, on montre [’état initial, y(t),
et, en éclaté, la sous-courbe de gauche, v1(t). A partir des quatre P;, on construit les trois
P} puis les deux P? et enfin l'unique P32, le point ot 'on coupe la courbe. De ces points de
controle, on déduit les Q;.

RR n° 8376



12 P.L. George et H. Borouchaki

Pour ce faire, il suffit de trouver les nouveaux points de controle, les @;. La solution est la
suivante, on définit :

Qo=
i P;_ 1—-19)P; .
Q; = tict +T(Ln—|—+1 ) , pouri=1n
Qn-{-l - Pn

Il est immédiat de vérifier qu’ainsi, on a bien défini la méme courbe.

Formellement et on le confirmera plus tard, ce mécanisme permet également de traiter un
polynéme Bézier pour en élever le degré. Soit J(t) un polyndéme de degré n de cette forme,

| I =3 BION;,

1=0,n

ou les N; sont des coefficients de controle, alors définir n + 1 coefficients M; par :

My = Ny
i IN;_ 1—19)N; .
Mi:Z 1t ) , pourt=1,n
n+1
Mn+1:Nna

permet d’écrire :
T = Y BOM;.
i=0,n+1
Cette technique sera également utilisée lors de I'analyse des éléments réduits pour lesquels
le polynome a traiter sera incomplet. Par exemple, si ¢ = 1,n (au lieu de ¢ = 0,n) pour le
polynéme de départ, on définira :

N
M1::+11, pour i = 1
N 1—4)N;
Mizz ‘ 1+(n++1 ) L pouri=2,n
n
M1 =N,.

3.2 Surfaces ou carreaux de Bézier

Il existe deux sortes de carreaux, ceux définis par un produit tensoriel et ceux définis
sur un espace lié & un systéme de coordonnées barycentriques. Le premier cas construit des
carreaux "quadrilatéraux", le second des carreaux "triangulaires".

Ici, les valeurs de controle sont des points de I'espace R? ou R? que ’on note P;j ou Py,
selon la définition utilisée.

— Carreaux quadrilatéraux.
Soient u et v variant dans [0, 1], le carreau, noté 3, associé a la fonction o définie par
2 2
o(u,v) = Z Z B; (u) B3 (v) Pyj (13)
i=0,2 j=0,2
est le carreau quadrilatéral de degré 2 x 2 s’appuyant sur le réseau formé par les neuf points

de controle P;;. On a donc ¥ = {o(u,v),u € [0,1],v € [0, 1]}.

De fagon générale, on peut définir des carreaux de degré quelconque dont le degré n’est
pas nécessairement identique dans les deux directions, par exemple :

o(wv)= Y > BMu)BJ'(v)P;.

1=0,n j=0,m
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>

& -

Fi1G. 6 — Un carreau quadrilatéral, son espace de paramétres et ses points de controle.

?‘;2 P\Q_ Pz';, &02'
’ T @
?oo ’ ?40 Pla FZoo ?uo ?o?_o

F1G. 7 — Réseau logique pour un carreau quadrilatéral 2 x 2 (4 gauche) et réseau logique pour
un carreau triangulaire de degré 2 (a droite).

— Carreaux triangulaires.

Soient u,v et w variant dans [0,1] et tels que u + v + w = 1, le carreau, noté encore 3,
construit & partir de la fonction o, définie par

U(’U,,U,U)) — Z B?jk(u,v,w)Pijk (14)
i+j+k=2

est le carreau triangulaire de degré 2 s’appuyant sur le réseau formé par les six points de
contrdle P;;i. On a donc ¥ = {o(u,v,w),u +v+w = 1.}

A toutes fins utiles, avant d’aller plus loin, nous rappelons la correspondance entre les
coordonnées naturelles en x et y et les coordonnées barycentriques en u, v et w. Comme on a

u=1l—z—y, v=x e w=y,

Podz_

o A

Fi1G. 8 — Un carreau triangulaire, son espace de parameétres et ses points de controle.
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14 P.L. George et H. Borouchaki

Fi1G. 9 — Correspondance entre les coordonnées naturelles, x et y, et les coordonnées barycen-
triques, u,v et w. Il est facile de voir que v = x, v étant la surface du triangle (de gauche)
appuyé sur P divisée par celle du triangle initial, tandis que w = y, w étant également la
surface du triangle (du bas) appuyé sur P divisée par celle du triangle initial.

PaoLl

?o[la
?qu

F1a. 10 — Réseau logique (4 gauche) et réel (a4 droite) pour un carreau triangulaire de degré 4.
on trouve ce que montre la Figure @

De facon générale, on peut définir des carreaux de degré n quelconque :

o(u,v,w) = Z Bl (u, v, w) Pijy, .
i+j+k=n

Quelques propriétés de ces carreaux. Comme attendu, chaque carreau passe par ses
points de controle sommets et les arétes des carreaux sont les courbes de Bézier de degré 2
passant par leurs extrémités et controlées (tangences) par le point de controle de Paréte autre
que ses sommets.

Dans le cas d'un carreau quadrilatéral, on a B3 (u) = (1 — u)?, Bf(u) = 2u(l — u) et
B2(u) = u?. Donc, par exemple, pour u = v = 0, on trouve simplement o(0,0) = Py, le
carreau passe par le sommet Py (et, de méme, pour les autres). Faisant v = 0, v € [0, 1],
alors

o(u,v) = Z Z B} (u) B} (v) Py se réduit ao(u,0) = Z BZ(u) Py,

i=0,2 j=0,2 i=0,2
qui n’est autre que la courbe de Bézier de degré 2 définissant I’aréte d’extrémités Pyg et Pag.

Il en est de méme pour les autres arétes.

Dans le cas d'un carreau triangulaire, on a B3y, (u,v,w) = u?, B?,(u,v,w) = 2uw,
By (u,v,w) = v2, B2, (u,v,w) = 20w, Biys(u,v,w) = w? et By (u,v,w) = 2uw. Donc,
par exemple, pour © = 1, v = w = 0, on trouve simplement o(1,0,0) = Pag, le carreau passe
par ce sommet (et les autres évidemment). Pour v = 0, on a

o(u,v,w) = Z ijk(u,uw)Pijk qui se réduit ao(u,0,w) = Z B2, (u,0,w) Pioy
it+j+k=2 i+k=2
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qui n’est autre que la courbe de Bézier de degré 2 définissant 'aréte d’extrémités Psgg et
Pyoo. Il en est de méme pour les autres arétes.

Tangentes et plans tangents. On sait que les tangentes aux arétes en un sommet sont
simplement portées par le vecteur issu du sommet en question joignant le point de controle
de I'aréte observée. On en déduit que le plan tangent (surface dans R3), en un sommet est
porté par le triangle "coin" associé & ce sommet. Par exemple le triangle [PyoP1oPo1] pour
le sommet Pyy d’'un carreau quadrilatéral de degré 2 ou le triangle [PagoPi10Pi01] pour le
sommet Phyo d'un carreau triangulaire de degré 2.

Algorithme d’évaluation. L’algorithme vu dans le cas d’une courbe s’applique également
ici pour évaluer le point de X correspondant & une valeur donnée des paramétres.

Pour commencer, on considére le cas d’'un carreau quadrilatéral et, pour simplifier, on
déroule le cas d'un carreau de degré 2 dans chaque direction avant de donner le cas général
pour un degré quelconque.

Nous allons voir qu’il y a deux possibilités pour évaluer un point. qui conduisent a deux
algorithme d’évaluation différents qui donnent, évidemment le méme résultat. Cependant,
ils ne produisent pas les mémes évaluations intermédiaires et, par suite, n’ont pas la méme
utilité, par exemple, pour concevoir ’algorithme de raffinement que nous discuterons plus
tard.

La Figure [7] montre le réseau formé par les points de controle qui définisssent quatre
(sous-)éléments. L’équivalent de la méthode vue dans le cas d’une courbe conduit, pour une
valeur du couple (u,v) donnée, 4 :
— construire le point de chaque sous-élément du réseau associé au couple (u,v) pour le
degré 1,

— considérer le nouveau réseau formé par ces points,

— construire le point de chaque sous-élément associé au couple (u,v) pour le degré 1 du
réseau courant. Ici, il n’y a qu'un seul sous-élément et le point trouvé est la solution
cherchée.

Pour n plus grand que 2, on itére tant que le réseau courant n’est pas réduit & un seul
élément, Figure c’est ce que traduit lalgorithme général numéroté (3).

Algorithm 3 Algorithme d’évaluation d’un point d’un carreau quadrilatéral (1)

Pseudo-code :

— Données : n x n le degré du carreau, les points de contrdle P;; et (u,v) la valeur des
parameétres.

~ Initialisation : P}’ = P;; pour i = 0,n et j = 0,n.

Faire pour k =0,n —1

— Faire pour i =0,n— (k+1) et j =0,n— (k+1)
= PP = (1= u)(1 =) PEY +u(l — ) PRE S+ (1 —wpu PR+ wPEY

— Fin Faire pour 7 et j

Fin Faire pour k

— P§y" est la solution.

En fait, cet algorithme donne un moyen facile, une utilisation répétée de l'interpolation
de degré 1, pour évaluer un point mais n’est pas commode pour construire un processus de
raffinement. On va donc donner une construction différente plus adaptée a ce cas. L’idée est
de procéder en deux temps en conduisant d’abord une évaluation en u, v fixé, puis en v. Ceci
est traduit par l'algorithme suivant numéroté (|4)).

Pour un carreau triangulaire, le principe est le méme. On part du réseau initial (voir
les Figures |7| et et on construit les réseaux successifs liés au degré 1 jusqu’a obtention
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F1G. 11 - Evaluation (méthode (1)) du point correspondant au couple (1, 1), a gauche, et au
couple (%, %), a droite, pour un carreau quadrilatéral de degré 3 x 3.

3
1720 ?nff

1o
Fo&?a% 0%
S

F1G. 12 — Evaluation (méthode (2)) du point correspondant au couple (%, 1) pour un carreau
de degré 3x 3. A gauche, la subdivision en u, & droite, on compléte avec la subdivision en v et
on trouve la solution P33. En médaillon, le sous-carreau bas gauche obtenu aprés raffinement

(voir plus bas).
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Algorithm 4 Algorithme d’évaluation d’un point d’un carreau quadrilatéral (2)

Pseudo-code :
— Données : n x m le degré du carreau, les points de contrdle P;; et (u,v) la valeur des
parametres.
— Initialisation : PZ%-O = Py pour i =0,n et j =0,m.
— Faire pour k =0,n—1
— Faire pour i =0,n— (k+ 1) et j =0,m
- Pi’;H’O =(1- “)Pil;"o + upi’i?,j
— Fin Faire pour 7 et j
— Fin Faire pour k
— Faire pour [ =0,m — 1
— Faire pouri=0,net j=0,m— (I +1)
- Pilj"lﬂ =(1- U)Pi’;"l + UPi]?jz-l
— Fin Faire pour 7 et j
— Fin Faire pour [
— Pgg™ est la solution.

de la valeur cherchée. Les points générateurs des différentes réseaux sont définis dans les
sous-triangles "homothétiques" au triangle coin de sommet P, voir la figure.

Le cas d’un carreau triangulaire de degré quelconque, voir la Figure conduit a 'algo-
rithme de numéro .

Algorithm 5 Algorithme d’évaluation d’un point d’un carreau triangulaire

Pseudo-code :

— Données : n le degré du carreau, les points de controle Pjji et (u,v,w) la valeur des
parametres.

— Initialisation : Pfjk = Py pour i +j+k=n.

— Faire pour k=0,n—1
— Fairepour i +j+k=n—(k+1)

- PZ}F =uPfy + Pl WPl

— Fin Faire pour i+ j + k

— Fin Faire pour k&

— Pl est la solution.

Algorithme de raffinement. L’algorithme vu dans le cas d’une courbe s’applique éga-
lement ici pour couper ¥ en plusieurs morceaux (deux ou quatre dans le cas quadrilatéral,
deux ou trois dans le cas triangulaire selon que ’on coupe en introduisant un point sur une
aréte ou a l'intérieur du carreau).

Pour comprendre le mécanisme, on va considérer le cas ot ’on coupe un carreau de degré
2 x 2 par le milieu de son aréte v = 0. La méthode comprend les phases suivantes :

— Construction du milieu de 'aréte PygPso via le raffinement de cette aréte. On dispose
donc des points de controle Pi) et Pi puis de P2).

— Construction du milieu de 'aréte PyoPso via le raffinement de cette aréte. On dispose
donc des points de controle Pl et Py puis de PZ).

— Construction des points de controle Pi et Pl entre Py; et Poi.

— Définition du sous-carreau de gauche, ses points de controle, notés @;;, sont les suivants :

Py +2Py; + Py

Q2j - 4 pour .7 = 0727

Poj +P1j

Qoj = Py, Q1 = > ;

d’aprés l'algorithme de raffinement d’une courbe appliqué ici pour les 3 courbes iso-j.
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ia %) soit pour ('U/,’U,U}) = (%7 %7 i)7
)

donc un point de l’aréte PyzoPoos,

F1G. 13 — Evaluation du point correspondant au couple
a gauche, et au couple (i, i) soit pour (u,v,w) = (0, i,

a droite, pour un carreau triangulaire de degré 3.

!

— Définition du sous-carreau de droite, ses points de contrdle sont définis de maniére
analogue.

On va montrer que le point P du carreau initial pour (u,v) donné n’est autre que le point
de couple (2u,v) du sous-carreau de gauche. Ce carreau s’écrit :

Z Z B? (u)Bj2 (v)Qj ,on Pouvre en i, il vient :
J

i
> B (0) {B3(w)Qo; + B (w)Qu; + B (0)Q2}
J
on remplace les @;; par leurs expressions en fonction des P;; puis on calcule

P = Z Z B} (2u) B} (v)Qi; ,

le résultat est immédiat on trouve
SN BB )@, = . Y BX(w) B (v) Py,
i g g

ce qui prouve que le sous-carreau est identique au carreau initial dans leur plage commune.

On peut maintenant donner l'algorithme de raffinement dans le cas général avant de
revenir & ce cas particulier. On regarde donc le cas d’une subdivision en définissant un point
interne, le candidat le plus évident étant le point de couple (%, %) La seule difficulté est de
trouver une convention parlante pour définir les indices nécessaires a la construction sachant
que celle-ci, en temps que telle, est élémentaire.

Pour découper sur une aréte, on utilise I'algorithme .

Notons qu’il est assez naturel de couper par le milieu mais que tout autre position est
également possible.

Dans le cas d’un carreau triangulaire, on va en premier regarder le raffinement via un
point interne puis le cas ou on coupe une aréte. Pour fixer les idées on reprend le cas du
degré 2 et on introduit le barycentre (u,v,w) = ( %, %, %) Le méthode comprend les phases

suivantes :

— Initialisation, on pose Pz%k =Pjppouri+j+k=2.
— Construction du barycentre de ’élément via I’algorithme d’évaluation. On dispose donc,
pour [ = 1,2, de points de controle, qui s’expriment par

7

Pljk pour ¢+ j+k=2,aveci=2,letl=1,2,
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Algorithm 6 Algorithme de raffinement d’un carreau quadrilatéral

Pseudo-code :

— Données : n et m le degré du carreau, les points de controle P;; et (u,v) la valeur des
paramétres du point de coupe.

— Initialisation : P?jo = PF;; pouri=0,net j=0,m.

— Appliquer l'algorithme d’évaluation (version (2)) pour trouver le point de coupe et la
séquence des Pijl.

— Définir les quatre sous-carreaux via leurs points de contréle :
— en bas a gauche, Q;; = Pyl
— en bas a droite, Q;; = Pt ",
— en haut a gauche, Q;; = ng"_j ,

N . _ pn—im—j
— en haut a droite, Q;; = P;; .

FIG. 14 — La séquence de subdivision pour une coupe a (i, i) (petit carré noir) et les points de

controle (petits ronds noirs) des quatre sous-carreauz pour un carreaw initial quadrilatéral de
degré 3 x 3. Notons que les points de contréle ne sont que certains des points des subdivisions
Técursives.

Algorithm 7 Algorithme de raffinement d’un carreau quadrilatéral sur une aréte

Pseudo-code :

— Données : n et m le degré du carreau, les points de controle P;; et (u,v) la valeur des
paramétres du point de coupe.

— Initialisation : P}’ = P;; pour i = 0,n et j = 0,m.

— Appliquer 'algorithme général ci-dessus.

— Ne retenir que les deux sous-carreaux non dégénérés. En effet, comme FPjy™ est sur 'une
des quatre arétes initiales, les deux quadrilatéres correspondant n’existent pas dans la

subdivision.
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en remarquant que le point de coupe n’est autre que Pg),. Cette évaluation revient
donc & faire successivement

Pl
200 3 )
plo_ PPy + Poao + Py
110 = 3 )
pLo_ Py, + P§i1 + Pioo
101 = 3 )
p2 Poo + Pl + Plgy
200 = 3 )

et G, le barycentre est G = Py-
— Définition du sous-carreau du bas, ses points de controle, notés Q);;, sont les suivants :

Qijo = Pijo,i+j =2,Quo1 = Paog, Qo1r = Plyy et enfin = Qooz = Py =G,
soit la forme générique trés simple suivante :
Qiji = Pliy jopouri+j+k=2.

— Définition des deux autres sous-carreaux de droite, les points de contrdle étant définis
de maniére analogue (le plus simple est de faire un dessin, voir par exemple la Figure
qui illustre un cas de degré 3, et de trouver la correspondance entre les Pilj & €t les points
de controle du sous-carreau considéré) ou d’utiliser les formes génériques suivantes :

Qijr = Pij+j,0,k pouri+j+k =2
a "gauche" et _
Qijx = Plypouri+j+ k=2
J ijk
a "droite".

On va montrer, pour le sous-carreau du bas, que le point P du carreau initial pour
(u,v,w) et le point  du sous-carreau pour son triplet, noté (U, V, W), dans ce sous-carreau
sont identiques. En remarquant que QQ = UPagg + V Pyoo + WG et que G = W,
on a Q = (U + %)Pgoo + (V + %)POZO + %POOQ et ainsi :

w w w
U—U+?,U—V+§;w—?7

et, inversement :

U=u—w,V=v—w,W=3w.

On calcule alors
Q = Z B'?jk(u_w7v_w73w)Qijk7

i+j+k=2

on a, in extenso :
Q = U?Qa00 + 2UV Q110 + VZQo20 + 2VW Qo11 + W2 Qoo + 2UW Q101 ,

et, en reportant les valeurs des points de contréle, il vient :

2VIW
Q = U?Pa0 + 2UV Py19 + V2 Poao + T(Pno + Po2o + Poi1)

w2 20W
+T(P200 + 2P110 + 2P101 + Po2o + 2Pp11 + Pooz) + T(ono + P19 + Pio1),
soit,
w2 oUW VW 22 VW W2
Q= <U2+T+T)P200+(2UV+ T+ 9 )P11o+(V2+T+ ?)Pmo
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FiG. 15 — La séquence de subdivision, 4 gauche, et les points de controle des trois sous-
carreauz, éclaté a droite, pour un carreau triangulaire de degré 3.

VW 22 o2W2 o2W2 20W
3 + T)Pou + ( 9 )Pooz + ( 9 + T)P101 ,

et, en reportant les valeurs en (u,v,w) dans (U, V,W), on a :

+(

Q = u?Pago + 2uv P19 + v* Pogo + 2vwPo11 + w? Poog + 2uwPyoq

c’est-a-dire que Q = P, ce qui termine la démonstration, dans leur plage commune, le carreau
initial et le sous-carreau du bas sont identiques. Il en va de méme pour les deux autres sous-
carreaux.

On peut maintenant généraliser ce processus au cas d’un carreau de degré n quelconque
(et la Figure [15| montre un cas de degré 3), c’est algorithme .

Algorithm 8 Algorithme de raffinement d’un carreau triangulaire

Pseudo-code :

— Données : n le degré du carreau, les points de contréle Pjji et (u,v,w) la valeur des
paramétres du point de coupe.

— Initialisation : Pzg'k = P;j, pour i + j + k =n.

— Appliquer l'algorithme d’évaluation pour trouver le point de coupe et, au passage,

construire les Piljk pourl=1,neti=1,n.

— Couper en trois le carreau initial et définir les trois réseaux de controle :
n _ pk
— en bas (carreau [Pho0, Pono, Prool), Qijr = Pi+k7j’0,

— a gauche (carreau [P00, P, Poon)), Qijk = P7,'j+j,0,k7

—a droite (carreau [PTTLLOO? P0n07 POOn])a Qijk = P,ij

Notons qu’il est assez naturel de couper par le barycentre mais que tout autre position
est également possible.

3.3 Volumes de Bézier

Comme dans le cas des surfaces, il existe deux sortes de carreaux volumiques, ceux défi-
nis par un produit tensoriel et ceux définis sur un espace lié a un systéme de coordonnnées
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Algorithm 9 Algorithme de raffinement d’un carreau triangulaire sur une aréte

Pseudo-code :

— Donner le triplet (u,v,w) du milieu de 'aréte a découper, par exemple (u, v, w) = (%%, 0).

— Appliquer algorithme général ci-dessus.

— Ne retenir que les deux sous-carreaux non dégénérés. En effet, comme P, est sur 'une
des trois arétes initiales, le triangle correspondant n’existe pas dans la subdlvmon.

n

barycentriques. Le premier cas construit des carreaux "hexaédriques", le second des car-
reaux "tétraédriques". Mais on trouve aussi une combinaison originale, un carreau de surface
barycentrique "tensorisé" dans une troiséme direction qui conduit & un carreau volumique
"pentaédrique" ou prismatique.

Ici, les valeurs de contrdle sont des points de R® que I'on note Pijr ou Pjjp; selon la
définition utilisée.
— Carreaux tétraédriques.

Soient u,v,w et t variant dans [0,1] et tels que u 4+ v + w + t = 1, le carreau, noté ©,
associé a la fonction 0(u, v, w,t) définie par

O(u,v,w,t) = Z ijkl(u,v,w,t)Pijkl (15)
i+jt+k+1=2
est le carreau tetraédrique de degré 2 s’appuyant sur le réseau formé par les 10 points de
controle Pjji;. On a donc © = {f(u,v,w,t),u.v,w € [0,1]avecu + v+ w +t = 1}.

De facon générale, on peut définir des carreaux de degré quelconque, par exemple
O(u,v,w,t) = Z Bl (w, v, w, 1) Pjga -
i+j+k+i=n
— Carreaux hexaédriques.

Soient w,v et w variant dans [0, 1], le carreau, noté O, associé¢ a la fonction 6(u,v,w)

définie par
0(u, v, w) Z Z Z BZ(u v) B (w w) Piji (16)

i=0,2 j=0,2 k=0,2
est le carreau hexaédrique de degré 2 x 2 x 2 s’appuyant sur le réseau formé par les 27 points
de controle P;j;. On a donc © = {f(u,v,w),u € [0,1],v € [0,1], w € [0, 1]}.

De fagon générale, on peut définir des carreaux de degré quelconque dont le degré n’est
pas nécessairement identique dans les trois directions, par exemple :

0(u, v, w) Z Z ZB" (v) By (w) Py, -
1=0,n j=0,m k=0,p

— Carreaux pentaédriques.

Dans ce cas, on a le produit entre un carreau triangulaire et un carreau linéique dans la
troisiéme direction. Soient donc u,v,w et t variant dans [0,1] et tels que u +v+w =1, le
carreau, noté ©, associé a la fonction 0(u, v, w,t) définie par

O(u,v,w,t) Z Z Bzyk w,v,w) B} (t) Piji (17)

i+j+k=21=0,2

est le carreau pentaédrique de degré 2 x 2 s’appuyant sur le réseau formé par les 18 points
de controle P;jj;. Onadonc © = {0(u, v, w,t),u € [0,1],v € [0,1],w € [0,1],t € [0,1],u + v+ w = 1}.

De fagon générale, on peut définir des carreaux de degré quelconque dont le degré n’est
pas nécessairement identique dans les directions, par exemple :

9(u 'U w, t Z Z B'L]k‘ u,v w)Bl ( )Rjkl °

i+j+k=nl=0m
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Quelques propriétés. Le carreau passe par ses faces qui sont des carreaux de surfaces
tels que décrits ci-dessus. Les arétes du carreau volumique sont les courbes de Bézier déja
discutées. La démonstration est immédiate.

Tangentes et plans tangents. On retrouve, pour les faces du carreau, les plans tangents
et pour ses arétes, leurs tangentes.

Algorithme d’évaluation. Les algorithmes déja vus se généralisent au cas des carreaux
volumiques.

Algorithme de raffinement. Les algorithmes déja vus se généralisent au cas des carreaux
volumiques.

3.4 Forme de Bézier d’un polynoéme

L’étude de la validité des éléments finis qui seront décrits plus bas se résume a évaluer le
signe de leur jacobien en tout point de I’élément. On va montrer que ce jacobien n’est autre
qu’un polynéme d’un certain degré en plusieurs variables qui peut se formuler via une forme
identique a l'une de celles vues dans le cas des courbes et des carreaux, les points de controle
(les P;;j, par exemple) étant remplacés par des valeurs de contrdle que ’on notera N;;j. Ainsi
si J désigne un tel jacobien, on devra examiner le signe d’un polyndéme écrit, en accord avec
la définition de 1’élément étudié, par exemple pour un quadrilatére Q2 a 9 nceuds, comme :

J(u,v) = Z Z B}'(u)B} (v)Nij (18)

1=0,n 7=0,n

ou n est le degré correspondant & I’élément fini analysé (et pas nécessairement le degré de
ses propres polynoémes de base ou fonctions de forme, ici, dans notre exemple, n = 3 alors
que le degré de 1’élément est 2). L’intérét de cette écriture est que l'on va pouvoir trouver
des conditions, a tout le moins suffisantes, permettant de savoir si I’élément est valide ou non
et que 'on va pouvoir utiliser les algorithmes d’évaluation et de raffinement sous une forme
adaptée afin d’affiner I’analyse du signe du jacobien.

L’analogie évidente avec une courbe ou un carreau de Bézier va étre utilisée dans cette
étude. Le jacobien sera strictement positif si une courbe adéquate ou un carreau adéquat
associé a ce jacobien est située "au dessus" d’une droite ou d’un plan représentant la valeur
nulle.

Quelques propriétés. On retrouve les propriétés classiques de formes de Bézier, le poly-
noéme prend la valeur de certains de ses coefficients pour une valeur précise de ses variables
et, par contre, ne passe pas par tous ses coefficients.

Algorithme d’évaluation. Les algorithmes d’évaluation s’appliquent sans difficulté. Par
exemple, sur le cas précis ci-dessus, il suffit d’utiliser I’Algorithme en remplacant les
Pijl par les Ni’“jl construits & partir des N;; de et la solution est, pour (u,v) donné,

j(u,v) :NOQg

Elévation du degré. Les algorithmes d’élévation du degré pour une courbe s’appliquent
de maniére immédiate aux polynomes.

Algorithme de raffinement. Les algorithmes de raffinement s’appliquent également sans
difficulté et permettront une analyse plus fine du signe du polynoéme en cas de doute. L’idée
est de couper le polyndéme initial en plusieurs parties telles que chacune, dans sa plage, soit
identique au polynoéme initial. L’intérét est que les nouveaux coefficients de controle sont de
plus en plus "proches" du polynéme.
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Positivité du polyndéme. Pour trouver le signe d’un tel polynéme et, en particulier, pour
savoir s’il est positif partout, on a une condition suffisante évidente qui est liée aux propriétés
des Bézier. Comme les variables varient entre 0 et 1, il suffit que les coefficients soient :

— Propriété 1 - strictement positifs en une valeur des variables interpolante (le polynéme
passe par le coefficient),
— Propriété 2 - positifs ou nuls ailleurs.

Cette propriété simple sera a la base de notre analyse du jacobien des éléments finis
étudiés dans ce papier, sans perdre de vue que cette condition n’est que suffisante (sauf dans
certains cas ou elle est également nécessaire) et peut étre affinée sous certaines conditions (la
- Propriété 1 - est vraie) en utilisant l’algorithme d’évaluation puis celui de raffinement.

4 Eléments finis de Lagrange de degré 1 et 2

On décrit d’abord les éléments finis usuels de Lagrange de degré 1 et 2 dans la vue
classique éléments finis, c’est-ad-dire en donnant leurs polyndémes de base ou fonctions de
forme, leurs neeuds et en indiquant ce que sont leurs jacobiens puis en montrant comment
trouver des méthodes pour analyser le signe de ces jacobiens. Ensuite, on montre que ces
éléments peuvent également étre écrits sous une forme de Bézier qui en facilite I’analyse,
cette forme étant exprimée en fonction des polyndmes de Bernstein et de points de contréle
et non des nceuds (sauf au degré 1 ot noeuds et points de controle sont, de fait, identiques).

4.1 Deéfinitions sous forme élément fini

On adopte ici les notations classiques des éléments finis, du moins telles qu’utilisées
dans [4] et [5], on donne les polynomes de base (ou fonctions de forme) et on exprime le
jacobien. Un élément fini est défini par le triplet

(K, {A;,i=1,n}{pi,i=1,n}]

ott K est un élément de référence (le triangle, le carré, ...) le plus souvent unitaire, {A“z =
1,n} est un ensemble de n nceuds définis sur K et {p;,;i = 1,n} est un ensemble de n
polynomes (de Lagrange ici).

Les fonctions de forme, les p;, permettent de construire une fonction, notée Fy, qui, &
son tour, définit I’élément courant, noté K, dont les sommets sont notés A; :

K:{M:FK(M):Zpi(M)Ai’MGK}’

autrement dit, M, le point courant de K est I'image de M le point courant deAK' . On notera
indifferemment p; (M) ou p;(&, 9, 2) avec &,§ et 2 les coordonnées de M dans K. Par ailleurs,
on notera x;,¥y; et z; les coordonnées du noeud A; et x,y et z celles d'un point quelconque.

On se place dans R3, le jacobien de Fi n’est autre que le déterminant de la matriceE| des
dérivées, soit :

0Fk OFk OFk

= 1
J ‘ or 0Oy 0z (19)
et, plus précisément, en indiquant la dépendance en les variables :
n A oA aFK(ﬁjvywé) aFK(‘%vﬂvé) aFK(ﬁc,g},é)
= 2
I@3.2) = [P - o (20)

Ainsi, le jacobien, J(Z,9, 2), évalué en A est le déterminant de la matrice :

3ou matrice jacobienne.
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L i i i J
ou les z;,... sont, rappelons le, les coordonnées des nceuds, A;, de I’élément considéré.
Ainsi, J dépend du choix des A; (les noeuds d’évaluation) puis des A; (I'élément courant).

Par abus de langage, on parlera de J(A) pour indiquer que le nceud d’évaluation est A,

’ A : Op; |~ — Opi , 7\ i, A =
lantécédent de A. Si on note W = Z o (A)A;, v = zl: 9y (A)A; et W = zl: P (A)A;,

3
le jacobien ci-dessus s’écrit également comme le produit mixte

<TWA(TAW) >, (21)
ou encore comme le déterminant
|w T W, (22)
qui mesure donc le volume du tétraédre (virtuel) formé par ces vecteurs au facteur 6 pres.

Notons, en deux dimensions, un résultat analogue, le jacobien est le déterminant de la
matrice :

Opi | Opi ,
> o (A Y dy (A)z;

~Opi 4 ~api ’
zi: oy A XZ: 3 (A)yi

mais il peut étre écrit comme le déterminant de la matrice :

Opi - i -
> e e D5 (A

’ Opi , - Opi , ; ,
; oy (A Z 3 (Ayy; 0
0 0 1

qui mesure donc le volume du tétraédre (virtuel) formé par ces vecteurs au facteur 6 prés ou,
simplement, la surface du triangle (virtuel) formé par les deux premiers vecteurs, au facteur 2
pres.

Le jacobien est un polynéme dont le degré dépend du degré des fonctions de formeﬁ de
Pélément fini. Hormis le cas simple des simplexes de degré 1 (triangle a 3 nceuds et tétraédre
a 4 noeuds) ou la valeur du jacobien est constante, celle-ci dépend du point d’évaluation.
Par suite, savoir son signe revient a étudier le polynéme quand on explore tous les points
d’évaluation possibles et, a priori, pas seulement un échantillon quelconque, par exemple
simplement les noeuds de K.

La suite de ce papier se propose d’indiquer comme faire pour trancher la question du
signe de ces jacobiens.

4.2 Triangles et quadrilatéres en deux dimensions

En deux dimensions, on trouve le triangle & 3 nceuds, le quadrilatére a 4 noeuds pour
le degré 1 et le triangle & 6 nceuds, le quadrilatére a 9 noeuds, dit complet, et, enfin, le
quadrilatére a 8 nceuds, dit Serendip, pour le degré 2. Pour chaque élément, on donne le
triplet [K, {A;,i = 1,n},{p;,i = 1,n}] et la transformation F-.

4 Avec la remarque que pour les éléments droits, les fonctions de forme - géométriques - sont de degré 1
tandis que ’élément - interpolation - peut étre de degré plus élevé.
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Pour les éléments de degré 2, on ne va regarder que le cas ou ils sont courbes (isopara-
métriques), en effet quand leurs arétes sont droites, la condition de validité est la méme que
celle de I’élément de degré 1 construit sur les seuls sommets de 1’élément de degré 2 examiné.

4.2.1 Le triangle de degré 1 a 3 nceuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets. La numérotation des sommets de K , le triangle
droit de coté 1, est celle du schéma :

1 2

Les polynoémes de base sont les suivants :

7p1:(1_£_y)7
7p2:j7
7p3:;1?7

Enfin, on a F K(M ) = Z pi(M )A;, tandis que la matrice des dérivées des polynomes

i=1,3
-1 1 0
-1 0 11"’

autrement dit, cette matrice est constante et, par suite, le jacobien sera constant sur 1’élément.
Les vecteurs @ et ¥ de la Formule (22)) valent :

de base est :

ﬂ):AQ—AlelAQ et ?=A3—A1:A1A3

et, ainsi, le jacobien, déterminant de ces deux vecteurs, n’est autre que la surface (au facteur 2)
du triange examiné. Par suite, 'analyse est simple dans ce cas, un triangle de degré 1 sera
valide si sa surface est strictement positive. Notons que ceci n’a de sens que parce que
les éléments sont orientés, ici de fagon naturelle, dans le sens trigonométrique, une normale
au plan étant choisie.

Ceci conclut I'analyse du triangle & 3 nceuds.

4.2.2 Le quadrilatére de degré 1 a 4 noeuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets. La numérotation des sommets de K, le carré de
coté 1, est celle du schéma :

4 3
1 2

Les polynomes de base sont les suivants :

-p=1-2)(1-9),

- P2 = j:(l - g)a

- P3 = j::ga

—pa=(1-2)3.

Enfin, on a F K(M ) = Z pi(M )A;, tandis que la matrice des dérivées des polynomes
1=1,4

de base est : . o A

-1-9) (1-9 9 -3
—(1-2a) - z (1-2)
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Les vecteurs W et ¥ de la Formule (22)) valent :

—

T = (1—§) A1 Ay — § A3 A,

B N

T =(1—2)A A+ 2 Ay As,
et, par suite,
J(&,9) = | (1 - §) A A — §AzA;  (1—2) AjAq + 2 A Ay,

soit encore, en explicitant tous les termes :

J(&,9) = (1-9)(1-2)| A Ay A Ay +2(1—§)| A1 Ay ApAs| — @Az Ay AzAz| — (1-2)g|AsAs AjAq,

qui s’écrit simplement comme :
Z pi(&,9)T (As),

c’est-a-dire que le jacobien s’écrit exactement comme Fg. Comme les p;(.,.), quand (Z, )
parcourt K sont positifs ou nul on déduit immeédiatement une condition nécessaire et
suffisante de validité de I’élément, les jacobiens aux sommets doivent étre strictement positifs
(c’est la convexité de I’élément).

Il est trivial de voir que le minimum de J(Z,9) est atteint sur l'image du bord de K.
Comme les arétes sont droites, ce minimum correspond a I'image d’un sommet. Donc J (2, §) >
min; J (/All) Ceci permet de conclure, la condition nécessaire et suffisante de validité est que
les 4 jacobiens "sommets" soient strictement positifs. Autrement dit, tout quadrilatére
convexe est validtﬁ et cette convexité se traduit par la stricte positivité de la surface des
quatre triangles résultant des deux découpes en triangles du quadrilatére examiné.

Ceci conclut 'analyse du quadrilatére & 4 nceuds.

4.2.3 Le triangle de degré 2 a 6 nosuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets et ses "milieux" d’aréte. La numérotation des
nceuds de K, le triangle droit de coté 1, est celle du schéma :

3
6 5
1 4 2

Les polynomes de base sont les suivants :

-p=01-2-9)(1-22-29),

— P2 Zi‘(Qi‘— 1),

- p3 =929 - 1),

- pa=4(1-2-9)z,
- p5:4§7:&,

—ps =41 -2 —9)7.

Enfin, on a Fx(M) = Z pi(M)A; et les arétes sont des courbes de Bézier de degré 2.
i=1,6
En effet, par exemple, pour § = 0, Fx(&,0) se réduit a

FK(Q, O) = p1A1 +p2A2 +p4A4 = (1 — i’)(l — 2@)141 + 4@(1 — (ﬁ)A4 -+ i’(?(ﬁ — ].)AQ

5Ce qui n’est pas le cas pour la plupart des autres éléments, ne serait-ce que le suivant.
6Ce qui n’est pas vraiment surprenant.
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qui est le résultat attendu.

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, se définit a partir des dérivées
des polynémes de base. La matrice des dérivées des polyndémes s’écrit :

—344(@+9) 48—1 0 41 -28-19) 49 —45
—344(E+9) 0 45—1 —43 48 A1-2-29) |-

En exprimant ce que valent les vecteurs @ et @ de la Formule (22]), on calcule le jacobien
et, en explicitant les termes, on trouve :

T, 9) =1-2—9)(1-2&-27)T (A1) + (28 — 1)T(A2) + 525 — )T (4s),
+A4(1— & — §)iJ(As) + 42 9T (As) + 4(1 — & — §)5T (Aq).

c’est-a-dire que :

J(&,9) = Z pi(#,9)T(A;),

et, ainsi, le jacobien s’écrit exactement comme F', c’est d’ailleurs le seul élément de degré 2
qui a cette propriété. Comme les p;(.,.) ne varient pas entre 0 et 1, on en déduit que la
positivité des 6 jacobiens aux noeuds est une condition nécessaire mais n’est pas, a priori,
une condition suffisante. On va donc revenir plus tard sur ce cas en formulant 1’élément sous
sa forme de Bézier pour voir si on peut en dire plus et trouver une condition nécessaire et
suffisante.

4.2.4 Le quadrilatére complet de degré 2 a 9 noeuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets, ses "milieux" d’aréte et un nceud central. La
numérotation des nceuds de K, le carr droit de c6té 2 centré a lorigine, K = [—1,1]x[—1, 1],
est celle du schéma :

4 7 3
8 9 6
1 5 2

Les polynoémes de base sont les suivants :

- p1=329(1 - 2)(1 - 9),

- p2 = g1+ 2)(1 - 9),

- p3 = 329(1+2)(1+79),

~pi= ka1 51 +9).

- Ps= 1*5(1 +&)(1 = 2)g(1 - 1),

- o = 51+ )1 - 5)(1 +9),

—pr=3(1 =) (1 +2)5(1 +9),

= ps = —5@(1 —2)(1 - §)(1 +9),

~po=(1-2)1+2)(1-9)(1+79)

Enfin, on a Fy (M) = pi(M)A; et les arétes sont des courbes de Bézier de degré 2.
i=1,9

En effet, par exemple, pour § = —1, Fk (&, —1) se réduit a

. 1, . 1, . . .
Fr(Z,—1) =p1A1 + p2As + psAs = —550(1 —2)A1 + §z(1 +2)As 4+ (1 —2)(1 + 2)As
et, par changement de variable pour se situer dans l'intervalle [0, 1], il vient

Fre(#,0) = (1 — 2)(1 — 28) Ay + 42(1 — £) A5 + (22 — 1) Ay

Tusuellement, on choisit le carré de coté 2, il est évidemment possible de choisir le carré unitaire et les

polynémes lui correspondant.
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qui est le résultat attendu.

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, se définit & partir des dérivées
des polynoémes de base. La matrice des dérivées des polyndémes s’écrit :

(1 =201 =5) —5(1—§)(L+20) 491428 (28~ Dj(1+7) 45(1— )
F1-2)1-29) zQ+2)(29-1) zQ+2)(1+29) -1 -2)(1+29) 20—-2)(1+2)(29-1)
2(1 +24)(1 — §)(1 + ) —4&(1 + ) 21— G +§)(2E 1) —8a(1—g)(1+7)
—agp(ld) 21— @)1+ )1 +29) 44(1 - 2) —8j(1— &)(1+ 2)

Meéme sans exprimer ce que valent les vecteurs @ et ¥ de la Formule , on voit que cette
matrice ne nous conduit pas facilement & une expression permettant d’obtenir un résultat
(une condition, méme suffisante) sur la validité de I’élément. Par suite, nous reviendrons plus
tard sur ce cas en formulant I’élément sous sa forme de Bézier.

4.2.5 Le quadrilatére Serendip de degré 2 4 8 noeuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets et ses "milieux" d’aréte. La numérotation des

neeuds de K, le carr droit de coté 2 centré a Dorigine, K = [—1,1] x [—1,1], est celle du
schéma :
4 7 3
8 6
1 5 2
Les polynomes de base sont les suivants
= 31- - g1 - - ),
- p2= %(1 +2)(1-9)(-1+2—79),
= b1+,
—pa= %(1 -2+ 9 (-1 -2 +79),
-m=ti-a0+a-g).
o= 10—+ g1+ a),
“m=ta-Ha+an+g),
- ps =51 =9A+9)1-2).
Enfin, on a Fx (M) = Z pi(M)A; et les arétes sont des courbes de Bézier de degré 2.
i=1,8

En effet, par exemple, pour § = —1, Fi (&, —1) se réduit a

1 1
FK(.fZ, —1) = p1A1 +p2A2 +p5A5 = —5(1 — .f).iAl + 5(1 + i‘)i‘Ag + (1 — .i‘)(l + f)Ag,

et, par changement de variable pour se situer dans 'intervalle [0, 1], il vient
Fr(2,0)=(1-2)1 —22)A; +43(1 — 2)As + 2(22 — 1) Az

qui est le résultat attendu.

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, se définit & partir des dérivées
des polynoémes de base. La matrice des dérivées des polyndémes s’écrit :

—y)(2z —y)
+2)(2y — )

1] (1-
4] (1-

(1+y)(2z —y)
(1-2z)(2y — =)

(1+y)(2z+y)

y)(2r+y) (1
1 1+ 2z)(2y+x)

)2y +z) (

8¢f. infra.
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—4(1 —y)x 20-y)(1+y) —Az(l+y) —2(1-y)(1+y)
201 -2)1+2z) —-4Q+4+2)y 20-=z)(1+=x) —4(1—2a)y

La conclusion est identique & celle correspondant & 1’élément & 9 noeuds, méme sans
exprimer ce que valent les vecteurs @ et @ de la Formule , on voit que cette matrice ne
nous conduit pas facilement a une expression permettant d’obtenir un résultat (une condition,
méme suffisante) sur la validité de I’élément. Par suite, nous reviendrons plus tard sur ce cas
en formulant I’élément sous sa forme de Bézier.

Notons que cet élément n’est autre que le carreau défini par interpolation transfinie a
partir de ses 4 arétes courbes frontiéres, nous y reviendrons plus tard en le formulant a la
Bézier, voir [14].

4.3 Tétraédres, pentaédres et hexaédres

En trois dimensions, on trouve le tétraédre a 4 nceuds, le pentaédre & 6 noceuds et ’hexaédre
a 8 noeuds pour le degré 1 et le tétraédre a 10 noeuds, le pentaédre a 18 nceuds, dit complet, le
pentaédre & 15 nceuds, dit Serendip, I’hexaédre a 27 noeuds, dit complet et, enfin, ’hexaédre a
20 nceuds, dit Serendip, pour le degré 2. Pour chaque élément, on donne le triplet [K , {A“z =
1,n},{pi,i = 1,n}] et la transformation Fik.

Pour les éléments de degré 2, on ne va regarder que le cas ou ils sont courbes (isopa-
ramétriques), en effet quand leurs arétes sont droites et les faces sont planes, la condition
de validité est la méme que celle de I’élément de degré 1 construit sur les seuls sommets de
I’élément de degré 2 examiné.

4.3.1 Le tétraédre de degré 1 a 4 nceuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets. La numérotation des sommets de K , le tétraedre
droit de coté 1 est celle du schéma (le bas a gauche, le haut & droite) :

1 2 4
Les polynomes de base sont les suivants :

7p1:(1—j3—y—2?)7

—p2=,
7p3::gv
- pa=2Z

Enfin, on a F K(M ) = Z pl(]\Zf ), tandis que la matrice des dérivées des polyndmes de
i=1,4
base est :
-1 1 0 0
-1 0 1 0],
-1 0 0 1

autrement dit, cette matrice est constante et, par suite, le jacobien sera constant sur I’élément.
Les vecteurs W, ¥ et W de la Formule (22)) valent :

W:AQ_AlelAQ s ?:Ag—AlelAg et W:A4—A1:A1A4

et, ainsi, le jacobien, déterminant de ces trois vecteurs, n’est autre que le volume (au facteur 6)
du tétraédre examiné. Par suite, ’analyse est simple dans ce cas, un tétraédre de degré 1
sera valide si son volume est strictement positif. Notons que ceci n’a de sens que parce
que les éléments sont orientés.

Ceci conclut ’analyse du tétraédre a 4 nceuds.
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4.3.2 Le pentaédre de degré 1 4 6 noeuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets. La numérotation des sommets de K , le triangle
droit de coté 1 "tensorisé par U'intervalle [0, 1] est celle du schéma (le bas & gauche, le haut
a droite) :

1 2 4 5

Les polynomes de base sont les suivants :

“p=(01-2-9)(1-2),

- p2=2(1-2),

- P3= @(1 - Z)v

—pi=(1-2-9)%

- P5 = Iz,

~ pe =Yz

Enfin, on a F K(M ) = Z pl(M ), tandis que la matrice des dérivées des polyndomes de

i=1,6
base est :
—(1-3%) (1-2) 0 -3 20
—(1-2) 0 (1-32%) -2 0 2
—(-i-j) —&  —§ (-i-§) @ g

Ici aussi, et nous ne sommes que dans le cas d’'un élément de degré 1, méme sans exprimer
ce que valent les vecteurs W, ¥ et W de la Formule , on voit que cette matrice ne nous
conduit pas & une expression permettant d’obtenir facilement un résultat sur la validité de
I’élément. Par suite, nous reviendrons plus tard sur ce cas en formulant ’élément sous sa
forme de Bézier qui, sans surprise, est strictement identique puisque les points de controle
sont les sommets.

4.3.3 L’hexaédre de degré 1 a 8 nceuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets. La numérotation des sommets de K, le cubeﬁ de
cOté 2 centré a lorigine, K = [—1,1] x [—1,1] x [—1, 1], est celle du schéma (le bas a gauche,
le haut a droite) :

1 2 5 6

Les polynomes de base sont les suivants :

~p=01-2)A -9 -2),
- p2e=2(1-9)(1-2),

- p3=2y(1 - 2),
—pa=(1-2)(1-2),
-ps=01-2)(1-9)%

— P = j:(l - A)27

- pr = TYZ,

- ps=(1-1)g2.

9¢f. infra.
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Enfin, on a FK(M) = Z pi(M).

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, est définie a partir des dérivées
des polynoémes de base. La matrice des dérivées des polyndémes s’écrit :

—1=-9@A-2) (1-91-2%) 9(1-2) —9(1-2) -1=-92z (A-9)2 92
—(1-#)1-2) —a(1-5) #(1-2) (1-2)1-2) —(1-%)3 —i5 12 (1-4)
-1-2)1-9) -z1-9) —iy -1-2)y (QA-2)1-9) 2Q1-9) 27 (

et la conclusion est similaire, on ne pourra avancer qu’en regardant I’élément comme un
Bézier.

4.3.4 Le tétraédre de degré 2 a 10 nocuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets et les "milieux" des arétes. La numérotation des
neeuds de K, le tétraédre droit de coté 1 est celle du schéma (du bas a gauche vers le haut a
droite) :

3 10
7 6
1 5 2 8 9 4

Les polynoémes de base sont les suivants :

=0 -2-g-2)(1-22-29-22),

- p2=2(22 - 1),

- p3=9(29 1),

- py=2(22-1),
“ps=4(1-2-9—2),
7p6*4i.gv

- pr=4(1-2—-9—2)3,
—ps=4(1-2-9-2)2,
*])9:4.%2’,
~po=492.

La transformation Fx permettant de passer de KakK , I’élément courant de nceuds A;,
est Fx (M) = Z pi(M)A;, 1l est facile de voir que les arétes sont des arcs de parabole donc
i=1,10
des courbes de Bézier de degré 2. Ainsi, par exemple pour §§ = 0 et Z = 0, seuls contribuent
dans Fi, p1,p2 et ps et on a

Fr(#,0,0) = (1 — 2)(1 — 22) Ay + 42(1 — &) A5 + (23 — 1) A,

qui est le résultat attendu.

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, est définie a partir des dérivées
des polynoémes de base. La matrice des dérivées des polyndémes s’écrit :

—3+4(z+9+2) 4z-1 0 0 41-28—-9—2) ...
—-3+4(z+9+2) 0 49 —1 0 -4 L
—3+4z+y+2) 0 0 4z-1 -4z
...... 49 —4y —42 4z 0
...... 43 4(1—-2—29—2) —42 0 4z |,
...... 0 —4g 41—2—9—22) 4z 4y

et la conclusion est inchangée, on va regarder cet élément sous sa forme de Bézier qui, ici,
différe de la forme élément fini.
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4.3.5 Le pentaédre complet de degré 2 4 18 nceuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets, ses noceuds "milieux" d’aréte et un nceud par
face quadrilatérale, soit 6+9+3, 18 nceuds. La conventiorm de numérotation des nceuds est
la suivante, les 6 sommets en premier (1 & 6), les 3 noeuds "milieux" des arétes de la face
du bas (7 & 9), les 3 nceuds "milieux" des arétes de la face du haut (10 & 12), les 3 noeuds
"milieux" des arétes latérales (13 & 15), les 3 noeuds "centraux" des faces latérales (16 a 18),
soit le schéma suivant, coupes du bas (a gauche) vers le haut (a droite) :

3 15 6
9 8 18 17 12 11
1 7 2 13 16 14 4 10 5

L’élément de référence est défini comme le triangle [0, 1] en (&, ¢) via le segment [0, 1] en
Z. Les polynomes de base correspondant & la convention de numérotation sont les suivants :
pr=(1—3—§)(1— 25— 24)(1 - 2(1 - 25),
- p2 =228 —1)(1 — 2(1 — 22),
~ =929 — 1)(1— 2(1 - 25),
(1—i—§)(1—2&—29)3(22 — 1),

— Py = _
- ps = 2(28 — 1)2(22 - 1),

— pe = (20 — 1)2(22 — 1),
~pr=4(1—d - g)E(l - 2)(1 - 22),
— ps =4aj(1—2(1-22),
~po=4(1— & —g)i(1 — 2(1 — 22),
— P1o = (1— —QJZA(QZA:—l,

“pis=41-2-9)(1-22—-29)2(1 - 2),
— pra = 4222 — 1)2(1 - 2),
- p15s = 49(29 — 1)2(1 - 2),

La transformation Fx permettant de passer de KakK , 'élément courant de nceuds A;,

est Fx(M) = Z pi(]\;[ )A;, il est facile de voir que les arétes sont des arcs de parabole
i=1,18

donc des courbes de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = 0 et 2 = 0, seuls contribuent dans

Fr,p1,p2 et pretonap = (1—2)(1—2%), po = 2(22 — 1) et p;y = 4&(1 — Z), par suite
Fy(#,0,0) = (1 — 2)(1 — 22) Ay + 42(1 — #) Ay + (22 — 1) A,

qui est le résultat attendu. Pour le cas £ = ¢ = 0, on trouve les contributions de p; =
(1—=2)(1—22), ps =2(22—1) et p13 =42(1 — 2) et F}, se réduit a

F.(0,0,2) = (1 —2)(1 —22)A1 +42(1 — 2)A13 + 2(22 — 1) Ay,
qui est le résultat attendu.

Sans aller plus loin, on ne va regarder que la forme de Bézier pour analyser cet élément.

107] ne s’agit que d’une convention.
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4.3.6 Le pentaédre Serendip de degré 2 a 15 noeuds

Cet élément a pour nceuds ses sommets et ses nceuds "milieux" d’aréte, soit 6+9, 15
neceuds. La conventiorﬂ de numérotation des nceuds est la suivante, les 6 sommets en premier
(1 a4 6), les 3 nceuds "milieux" des arétes de la face du bas (7 & 9), les 3 noeuds "milieux" des
arétes de la face du haut (10 a 12), les 3 nceuds "milieux" des arétes latérales (13 a 15), soit
le schéma suivant, coupes du bas (a gauche) vers le haut (& droite) :

3 15 6
9 8 12 11
1 7T 2 13 14 4 10 5

L’élément de référence est défini comme le triangle [0, 1] en (&, ) via le segment [0, 1] en 2.
Les polynomes de base correspondant & la convention de numérotation sont les suivants :

-pm=0-z-9)(-14+224+29+22)(2-1),

—pe=x(22-22+1)(2-1),

- p3= %7(22 -2+ 1)(2-1),

—pa=(1-2—-9)(-1-2&—-27+22)3,
fp5:i‘(2A—|—22—3)2,

- pe=9(29+22—3)3,

- pr=401-2-9)2(1 - 2),
7p8:43%g( _2)7

- po=49(1 -2 —-9)(1 - 2),

— P10 = 4(1 — JAJ — :l)).’f}Z,

- p11 = 4292,

- prz =4(1 -2 — 99z,
—p3=4(1-2—-9)2(1 - 2),

La transformation Fx permettant de passer de K & K, 'élément courant de nceuds A;,
est Fie (M) = Z pi(M)A;, il est facile de vérifier que les arétes sont des arcs de parabole
i=1,15
donc des courbes de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = 0 et £ = 0, seuls contribuent dans
Fk, p1,p2 et pretonapy = —(1 —2)(—1+ 2%&), po = —2(—2& + 1) et pr = 48(1 — &), par
suite
Fr(2,0,0) = (1—2)(1 —22)A; +42(1 — ) A7 + £(22 — 1) A,

qui est le résultat attendu. Pour le cas £ = ¢ = 0, on trouve les contributions de p; =
(1-2)(1—22), pa = 2(22—1) et p13 = 42(1 — 2) et F}, se réduit a
Fr(0,0,2) = (1 —2)(1 —22)A; +42(1 — 2) A1 + 2(22 — 1) A4,

qui est le résultat attendu.

Notons que cet élément ne se définit pas par interpolation transfinie, cf. [I5].

Sans aller plus loin, on ne va regarder que la forme de Bézier pour analyser cet élément
ou utiliser un biais.
4.3.7 L’hexaédre complet de degré 2 a 27 noeuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets, ses nceuds "milieux" d’aréte, un nceud par face
et un noeud interne, soit 841246+ 1, 27 nceuds. La convention?| de numérotation des nceuds

7] ne s’agit que d’une convention.
121] ne s’agit que d’une convention, assez naturelle pour les 20 premiers nceuds et le dernier, choisie arbi-
trairement pour les nceuds de 21 & 26, en fait, on suit ici la numérotation des faces du code Modulef.
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est la suivante, les 8 sommets en premier (1 & 8), les 4 noeuds "milieux" des arétes de la face
du bas (9 a 12), les 4 nceuds "milieux" des arétes des faces latérales (13 a 16), les 4 neeuds
"milieux" des arétes de la face du haut (17 & 20), les 6 noeuds "centraux" des faces (21 a 26)
et, enfin, le noeud "central" (27), soit le schéma suivant, coupes du bas (a4 gauche) vers le
haut (& droite) :

4 11 3 16 26 15 8 19 7
12 21 10 22 27 25 20 24 18
1 9 2 13 23 14 5 17 6
L’élément de référence est choisi comme K = [—1,1] x [=1,1] x [—1, 1]. Les polynomes de

base correspondant & la convention de numérotation sont les suivants :
- pr=—g2gz(1 - 2)(1 - 9)(1 - 2),

8
—p2 = 3221+ &)(1 - g)(1 - 2),
- 3= g1+ )1+ 9)(1 - 2),
- pu = §agE(1- 8)(1+ )(1 - 2),
- ps = 52921 - 2)(1 - 9) (1 + 2),
~pe = —g2P2(L+2)(1—9)(1+ 2),
— pr= 22921+ 2)(1+9)(1 + 2),
- b= ~bagE(1 - )1+ §)(1+ 2,
—po=—3(1+2)(1-2)5(1 —§)2(1 - 2),
~ o = $a(1+8)(1 = )1+ )21 - ),
- pun=371-2)Q+2)9(1 +9)2(1 - 2),
~pi2=—32(1 =) (1= 9)(1+9)2(1 - 2),
- P13 = %M(l - 3%)(1 - @)(1 - 22)»
- pu=—3a(1+2)(1 - )1 - 2?),
— p1s = 129(1+ 2)(1+9)(1 - 22),
~ P16 = —?@(1 —&)(1+9)(1 - 2?%),
- pir=—7(1+2)(1—-2)9(1 —9)2(1 + 2),
- pis = a1+ 2)(1 - )1+ {1+ 2),
—po=31-2)A+2)g(1 +9)2(1 + 2),
- a0 = =381 =8)(1 = )1+ §)3(1 + 2),
—p=—51+2)(1-2)y(1 -1 - 2?),
~ o = $a(1+ )1~ )1+ )(1 - )
— pas = 3(1—2)(1+2)§(1 +9)(1 — 22),
- p = —$(1—8)(1—§)(L+3)(1 - ),
“pan=—51-2)1+2)(1 -9 1 +9)2(1-2).
~pa=5(1-2)(1+2)(1 -9 (1 +9)2(1+2).
~par=(1-2)1+2)(1 -9 +7 (1 - 2.

La transformation Fx permettant de passer de KakK , I'élément courant de nceuds A;,

est F (M) = Z pi(M)A;, il est facile de vérifier que les arétes sont des arcs de parabole
i=1,27

donc des courbes de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = —1 et Z = —1, seuls contribuent dans

Fy, p1,p2 et pg et on a p; = —%i‘(l — 1), po = —%A( + &) et pg = (14 &)(1 — &), par suite

Ficld, ~1,-1) = (1~ #)A1 — (14 8)(1 — ) g — 25(1+2)4s
sur [—1,+1], soit
Fre(2,0,0) = (1 — 2)(1 — 22)A; + 42(1 — &) Ag + #(24 — 1) A,

sur [0,1] qui est le résultat attendu. Pour le cas & = § = —1, on trouve les contributions de
p1=—322(1—2), ps = 22(1 4 2) et p135 = (1 — 22) et I} par suite

1 1
Fr(—1,-1,%) = _55(1 — A+ (1 -2 A3+ 5;/3(1 + 2)As,
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sur [—1,+1], soit
Fi(0,0,2) = (1— 2)(1 — 25)A; +42(1 — £)Ays + (25 — 1) As

sur [0, 1] qui est le résultat attendu.

Sans aller plus loin, on ne va regarder que la forme de Bézier pour analyser cet élément.

4.3.8 L’hexaédre Serendip de degré 2 a 20 noeuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets et ses nceuds "milieux" d’aréte, soit 8+12, 20
neceuds. La conventiorﬁ de numérotation des nceuds est la suivante, les 8 sommets en premier
(1 & 8), les 4 nceuds "milieux" des arétes de la face du bas (9 a 12), les 4 nceuds "milieux"
des arétes des faces latérales (13 a 16), les 4 nceuds "milieux" des arétes de la face du haut
(17 & 20), soit le schéma suivant, coupes du bas (& gauche) vers le haut (a droite) :

4 11 3 16 15 8 19 7
12 10 20 18
1 9 2 13 14 5 17 6
L’élément de référence est choisi comme K = [—1,1] x [~1,1] x [—1,1]. Les polynomes de

base correspondant & la convention de numérotation sont les suivants :

“m = {(2-E -1 -a) 001 - 2)
fp2:§(—2+i—y—2)(l+x)( 91— 2),
Cpr = (24— 20+ +9)(1-2),
~pa= §(—2—~%+17—2)(1 —2)(1+9)(1 - 2),
~py=3(1-2%)(1-9)(1-2)
— po = %(1 +2)(1-9*)(1-2)
- pu = %(1 —#)(1+9)(1 - 2)
- P12 = §(1 —Z)(1 - @2)(1 —Z)
— P13 = %(1—53)(1—@)(1_22)
- P4 = %(1 +&)(1-9)(1 - 2%)
- pi5s = %(1 +2)(1+9)(1 - 2%)
- pie=1(1=2)(1+9)(1—2?)
Sp=d(2—E -+ 21— )1 -9)(1+2),
Cpe= (24 E =g+ 20+ -9)(1+2),
—pr= §(—2+@+g+z)(1+az~)(1+17)(1+2),
“ps=g(2-2+9+2)(1-2)1+9)(1+2),
- pir = %(1—i2)(1—@)(1+2)
- p1g = %(1 +&)(1=§*)(1+ 2)
- P19 = %(1*3}2)(1+?)(1+2)
- D20 = 1(1 —2)(1 - A2)(1 +2)

La transformation Fx permettant de passer de K a K, élément courant de noeuds A;,
est Fg(M) = Z pi(M)A;, il est facile de vérifier que les arétes sont des arcs de parabole
i=1,20
donc des courbes de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = —1 et 2 = —1, seuls contribuent dans
Fk, p1,p2 et pg et on a p; = —%i(l — 1), p2 = —%ﬁs(l +2) et pg = (1 — #2), par suite, on
retrouve la méme situation que pour I’élément & 27 noeuds et

Fr(#,0,0) = (1 — 2)(1 — 22) A1 + 43(1 — &) Ag + #(24 — 1) Ay

sur [0,1], ce qui est le résultat attendu. Pour le cas & = § = —1, on trouve les contributions
de p1 = —22(1 — 2), ps = 22(1 + 2) et p13 = (1 — 22) et on retrouve également la méme

131] ne s’agit que d’une convention, assez naturelle ici.
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situation que pour I’élément & 27 nceuds donc
Fr(0,0,2) = (1 —2)(1—22)A1 +42(1 — 2)A13 + 2(22 — 1) 45

sur [0,1], ce qui est le résultat attendu.

Notons que cet élément n’est autre que le carreau défini par interpolation transfinie &
partir de ses 12 arétes courbes frontiéres qui définissent les 6 faces qui, a leur tour, définissent
le volume, voir [16].

Sans aller plus loin, on ne va regarder que la forme de Bézier pour analyser cet élément
ou utiliser un biais.

4.4 Le cas particulier des pyramides

Les éléments pyramidaux ne sont pas des éléments de Lagrange. Ces éléments sont utiles
pour permettre la construction de maillages conformes mélangeant tétraédres, pentaédres et
hexaédres utilisés avec plus ou moins de bonheur dans certains types de calculs.

En fait, plusieurs définitions sont proposées. Il n’est pas possible de trouver des poly-
nomes de base non rationnels satisfaisants aux propriétés désirées. Ainsi, dans le code Aster
développé a 'EDF, on trouve une pyramide de degré 1 & 5 nceuds et une pyramide de degré 2
a 13 noeuds. L’élément de référence, K , est le carré de coté /2 centré a lorigine et pivoté de
45 degrés avec comme cinquiéme sommet le noeud As = (0,0,1).

La numérotation des nceuds est naturelle, les 5 sommets en téte, puis pour ’élément de
degré 2, les nceuds milieux de la base puis les nceuds milieux des arétes issues de la base vers
le sommet As.

Les polynoémes de base de la pyramide a 5 noeuds sont les suivants :
_ (it l)(—a—g+i-1)

- n= (1-2)

—py = (f:vfy+z4z11)_(§)fz)+éfl)
~py= (®+17+22(11)$;z)+2—1)
—py= (ﬁ:+@+2741()1(:§)+@+271)
- P5 = Z.

Les polynémes de base de la pyramide & 13 noeuds sont les suivants :
(=84 9+2—1)(—2—9+2—1)(§—0.5)

R T ) R

—py= (7w7y+z71)2((117_y;)r271)(y70.5)

— 3= (aic+1?+f—1)(€E1gj?§i1)(—ﬁio.5)

—py= (a:+y+z71)(72x(%1~g;f)z71)(7y70.5)

~ ps = 25(2 - 0.5)

_ _ (=241 (=2—g+2-1)(E—9+2-1
bo="" " -5

— pr= (frfy+zf1)(:62?1@/_+;)71>(Hy+zf1)

— ps = (w+y+zf1)(w*2y(ﬁg)1)(*w+y+z*1)

_ _ @+g+2-1)(=2+9+2-1)(=2—9+2-1)
Po =515

— pro = z(fz+y+zflll(27:cfy+zfl)

- z(fzfy+z1i)zx7y+zfl)

— pro = z(z+y+z7112(2w7y+271)

~ pig = Z(w+y+z—11£;w+v+z—1)

La matrice des dérivées partielles est horrible & calculer et, par suite, trouver le polynéme
jacobien n’est pas vraiment réaliste, on utilisera donc une méthode alternative pour évaluer
ces éléments.
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4.5 Deéfinitions sous forme Bézier

L’analyse via I'approche élément fini pure ne nous a permis de conclure que pour le
triangle, le quadrilatére et le tétraédre de degré 1. Pour étudier tous les autres éléments,
nous allons les reformuler sous la forme de Bézier adaptée a leur géométrie et & leur degré

parmi celles des Relations , , , ou , au moins pour les éléments complets

(non Serendip). Les écritures sous forme de Bézier sont les suivantes :

— la Relation (|14)), degré 2, pour le triangle & 6 noeuds,

— la Relation (|13]), degré 2, pour le quadrilatére complet & 9 nceuds,

— la Relation (|15]), degré 2, pour le tétraeédre & 10 noeuds,

— la Relation (16]), degré 1, pour I'hexaédre a 8 nceuds et degré 2 pour ’hexaédre complet
a 27 neceuds,

— la Relation , degré 1, pour le pentaédre & 6 nceuds et degré 2 pour le pentaédre
complet & 18 noeuds,

— pour les éléments Serendip, nous verrons que, selon le cas, on pourra trouver soit une
formulation incompléte soit un biais.

4.5.1 Equivalence des deux définitions

On ale résultaﬂ (formulé comme un lemme) suivant :

Lemme 1. La formulation éléments finis via les nceuds et les fonction de forme est équiva-
lente & la formulation Bézier via les points de controle et les polynomes de Bernstein. (Il

On va démontrer (vérifier) ce résultat sur quelques exemples (d’éléments "complets") et
en déduire un second lemme portant sur les jacobiens.

e L’exemple du triangle de degré 2 & 6 noeuds.

Vu sous la formulation élément fini classique, cet élément s’écrit :

Fr(M) =Y pi(M)A;,
i=1,6

tandis que la Relation est :

o(u,v,w) = Z ijk(u,v,w)Pijk.
i+j+k=2

On part de Fx que 'on modifie de maniére évidente en M (&, §) = Z pi(Z,49)A;. En déve-
loppant, on a i
M(z,9)=1-2—-9)(1—-2&-29)A + £(22 —1)As + §(20 — 1)As
+4(1 -2 —9)3As + 42 §As + 4(1 — & — §)yAs.

On va vérifier que le terme en A; est en u?, soit B3y, et que le terme en Cj, le point

de controle associé a l'aréte A; Ay et le nceud Ay est 2uw, soit B?,, pour un systéme de
coordonnées adéquat. Notons que A; intervient via pi, ps et pg donc via lui-méme et A4 et
Ag. Comme on a Ay = 20atditdz of gg = 2Cetditds ] vient donc, comme coefficient :

l-z-9)1-2z-29)+(1-2—-9)T+ (1-Z—-9)y
soit (1 —& — )3,

en posant © = 1 — & — ¢, on trouve un terme en u2. Pour Cy, le coefficient cherché vient du
terme en Ay, & savoir
2(1—d - §)a,

1 qui est évident puisque les deux systémes de polynémes forment une base de ’espace des polynomes.
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avec u = 1 — & — g et en posant v = & on trouve le coefficient cherché 2uv. De fait, ce
changement de variable revient & utiliser les coordonnées barycentriques, u, v et w ol u +
v+ w =1, donc w = §. Ainsi,

M(&,9) = u?A; + 2uvCy + ...

que l'on note
M(u,v,w) = u?A; + 2uvCy + ...

et en prenant les notations classiques des Bézier, ici Pygg = A1 et Pi19 = C4, on obtient

M (u,v,w) = w2 Py + 2uvPiig + ...
Il est clair que 'on retrouve également les autres coefficients des 4 autres points de controle
et que la Relation est bien une écriture équivalente a celle des éléments finis.

La forme en Fx implique les 6 nceuds du triangle, la forme de Bézier implique les 6 points
de controle du triangle. Elle va nous permettre d’établir le résultat intéressant cherché sur
son jacobien que nous n’arrivions pas a trouver en ne regardant que la formulation éléments
finis.

e [’exemple du quadrilatére de degré 2 & 9 nceuds.

Fi(M) =Y pi(M)4;,

i=1,9
tandis que la Relation est :

o(u,v) = Z Z BE(U)BJZ(U)PU-

i=0,2 j=0,2

Les A;, les C; et les Pj; se correspondent comme I'indique le schéma suivant :

Py Py Py Ay Cr Az
Poir Pi1 P et Cg Cy Cg
Py Pip Py A Cs A,

Pour établir le résultat on va identifier les polynomes p; et les B%(.) se correspondant. Pour
po, coefficient de Ag, c’est immédiat, il suffit de le comparer avec le produit B?(u)B?(v),
coefficient de Pj1. On a Pj; = Cg et 4Cy donne la contribution pour Ag.

Pour pj il suffit de regarder les contributions de Bf(u)B3(v)P1; et de Bf(u)BE(v)Pig vis
a vis de As, Cy contribue comme —As et Cy contribue comme 2As.

Pour p; on regarde les termes B?(u)B?(v)Py1, B?(u)B3(v)Pio et Ba(u)Bi(v)Py1, Cs et
Cy contribuent comme — A, 4Cy contribue comme Aj.

Pour retrouver exactement ’équivalence, il faut, dans chaque cas, faire le changement de
variable pour ramener la plage de variation dans [0, 1] en u et v alors que K = [—1,1] x[~1,1].

La forme en Fg implique les 9 nceuds du quadrilatére, la forme de Bézier implique les
9 points de controle du quadrilatére. Elle va nous permettre d’établir le résultat intéressant
cherché sur son jacobien que nous n’arrivions pas a trouver en ne regardant que la formulation
éléments finis.

Pour les autres éléments (complets), ’équivalence entre les deux approches se vérifie de
la méme fagon.

4.5.2 Le cas des éléments Serendip

L’équivalence entre la formulation éléments finis et la formulation Bézier incompléte est
établie pour le quadrilatére a 8 nceuds et I'hexaedre a 20 noeuds, cf. [I4] et [I6]. Comme ces
éléments sont construits par interpolation transfinie, il suffit d’écrire celle-ci sous forme de
Bézier incomplet.

Pour le pentaédre & 15 noeuds, nous n’avons pas réussi a établir le résultat analogue. Par
contre, cet élément se construit par élimination (tout comme les autres, d’ailleurs).
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4.6 Une équivalence sur les jacobiens.

Le Lemme 1 a une contrepartie portant sur les polynémes jacobiens. C’est le résultat
suivant :
Lemme 2. Le polynome jacobien des éléments finis complets peut s’écrire en utilisant les
fonctions de forme de ’élément fini de méme géométrie mais de degré celui de ce polynéme. [

La démonstration est immeédiate (et on I'a déja vu dans le cas du triangle de degré 2 ou
le degré du jacobien est également 2). Par anticipation, nous prenons le cas du tétraédre de
degré 2 dont le jacobien est de degré 3 ol on pourra écrire :

j(:&gaé) = Z pl(i'agaé)Bla
i=1,20

ot les B; sont les images par Fx (de degré 2) des nceuds de référence du tétraedre de degré 3,
de méme que les p; sont les fonctions de forme de cet élément.

5 Validité d’un élément fini

On va analyser les éléments en regardant I’expression de leur jacobien calculé a partir de
leur écriture sous la forme Bézier en utilisant les facilités de calcul offertes par ce formalisme.

5.1 Calcul du jacobien

L’écriture en Bézier va nous simplifier les calculs par utilisation des formules de dériva-
tions et de multiplications rappelées au début de ce papier. On va en déduire une condition
suffisante de validité qui, dans certains cas, pourra étre affinée.

5.1.1 Le triangle de degré 1 a 3 noeuds

On a déja établi la condition : surface positive.

5.1.2 Le quadrilatére de degré 1 a 4 nceuds

On a déja établi la condition : convexité.

5.1.3 Le triangle de degré 2 a 6 noeuds

On a déja établi une condition nécessaire de validité pour cet élément, on va I’examiner
ici sous sa forme de Bézier. On regarde donc & nouveau le jacobien de F, & savoir :

0Fx O0Fk
oz ]

)

|

et on connait ¢ défini par :

o(u,v,w) = Z sz7k(u,v,w)1:’,;jk
it k=2

que l'on va utiliser pour trouver ce jacobien car les calculs sont nettement plus faciles. Comme
u=1—2—9g,v==2et w=yget que ainsi u =1 — v — w, on exprime ¢ uniquement en v et
w, soit

(v, w) =o(u,v,w),

c’est-a-dire simplement que ’on exprime u en fonction de v et w Dans la suite on fera la
confusion entre les deux notations. Vu sous cet angle, on a

oF oF
j:’ K K’

OJo  Jo
ot oy

v Ow
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Il suffit maintenant de remplacer les dérivés partielles en v, w pour obtenir la fonction
cherchée. Pour calculerﬁ les dérivées, on ouvre o(u,v,w) en (u,v,w), il vient :

o(u,v,w) = B3y Paoo + Bi10P110 + BiaoPo2o + Bii1 Poi1 + Biga Pooz + Bigi Piot
autrement dit :

U(u, v, w) = u2P200 + 2uv P10 + U2P()20 + 2vwPy11 + w2P002 + 2uwPio1 ,

donc :
do(u,v,w)
0 - 2 {uPi10 + vPo20 + wPo11} — 2 {uPago + vPi10 + wPio1} ,
0o (u,v,w)
90 = 2 {uPio1 +vPo11 + wPpo2} — 2 {uPsgo + vPi1o + wPio1} -
Alors :
OF, Oo
8; =50 = 2 {u(P110 — P200) + v(Po20 — Pr10) + w(Poi1 — Pio1)} »
° OFk 0
o
8; =5 = 2 {u(Pro1 — Paoo) + v(Po11 — Pr1o) + w(Poo2z — Pio1)} -
En posant
—> —>
AR = PiykPi1jik et A)R = PypPi1 ki1
il vient :
OFKk 100 100 100 1
Cr 2 {ulyqp +vAT + WAy = 2 Z B (u,v,w) A
it+j+k=1
et OF
8; =2 {U‘Ag(l)g +’UA(1)18 +’U}A[1)(1)(1) = Z B’L]k‘ u,v w)AH-l,Jk
i+j+k=1

Au final le jacobien J est le déterminant :

_ 1 100 1 010
J =4 E B (u, v, w) AT i, E B (u, v, w) A k| s
itj k=1 it ith=1

ou encore :

1 1 100 010
z : z : Biljlkl (u’v’w)Bizjzkz (U,U,’LU) ‘A11+17]1k1 Ai2+1,j2k2| )
i1+j1+k1=1i2+ja+ko=1

et, par la régle de multiplication, il vient :

C! C!
1 1 i1j1k1 " i2j2k2
Biljlkrl (U,’U,’U))Bizjsz(U,U,IU) 02 B11+12,jl+]2,k1+k2(u v ’UJ)

i1+i2,51+72,k1+k2

Par suite, on trouve :

cl L.
_ i1j1k1 i2jaka 100 010
J =4 E : § : 2 BZ1+12,J1+J2 k1+k2(u v U}) |A11+1,J1k1 A22+1,]2k2

i14j1Hki=1d0+jotko=1 G1Hi2,01+]2,k1+k2

15Dans cet exemple, nous faisons le calcul & la main, pour les autres on utilisera les formules génériques
données au début du papier.
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A3

ool
Vo Pot4 Le ¢s
PZoo Puto Vozo s 4 e
Niro‘&
o o4
N'-Z;,ﬂ Nato Noro

Fia. 16 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neeuds
et les points de controle, numérotation logique des coefficients de controle et exemple d’un
coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a un sommet (ici Nogo), deux
termes pour un (le seul) coefficient attaché a une aréte (ici Ni1o).

On regroupe alors les termes pour trouver une écriture de la forme :

2
J= Y, Big(uwv,w)Nyk,
T+J+K=2

ce qui revient & trouver les coefficients Ny ji. Au passage, on connait le degrﬂ du polynéme
jacobien, 2 et le nombre de coefficients de controle, 6.

L’écriture formelle des Ny i de 'expression issue du regroupement est la suivante

cl. oY
N — 4 i1j1k1 " iajake | 100 A010 | (23)
IJK — oz i1+1,51k1 io+1,52k2 | >
i14j14ki=1io+jotke=1  t1+i2,j1+72,k1tka

avec iy +iy = I, 71 + jo = J, k1 + k2 = K et en notant que les C! valent 1. Ce qui donne, in
extenso :

Nogg = 4| A,C; AC|
Nio = 2|A4Cy CiCy| + 2|CiA;  ACs|
Nozo = 4|CiA; CyC |
Nouw = 2|Cid; CsAz| + 2|CsCs  CaCs |
Nooz = 4|CsCy  CoAs|

—_—

Nio1 21A1Cy CeAs| + 2]1CsCs  A1Cs |

16¢t nous sommes dans le seul cas ou le degré des fonctions de forme et celui du jacobien sont identiques.
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soit, de maniére plus parlante (par simple permutation pour mettre les sommets en téte),
pour les trois coins :

Nogy = 4|ACy AiCs|
Nogo = 4]A:C5 AxCy|
Nooz = 4|A3Cs AsCs|

et, par ouverture pour parcourir les arétes de leur premiére extrémité vers la seconde, pour
les trois autres coefficients :

Nio = 2|A:Cy CCs| + 2|CLAy  A1Cs |
Noin = 2 | AxCs  C5C5 | + 2 | CsAs  AyCy |
Niogt = 2|A3Cs CeCyu| + 2|CsAr  AsCs |

qui, ainsi, ont tous la méme forme (ce qui n’était pas trés évident sur la premiére écriture
issue de l'application mécanique de la Formule (23])). Notons que, en partant de I’expression
de Nygg et de Ny1g seulement, on obtient les autres coefficients par simple permutation.
Recherche de ’extremum. On ouvre le jacobien, soit :

j(u, v, w) = U2N200 + 2uvNi19 + U2N020 + 2vwNp11 + w2N002 + 2uwNqg1 ,

et on cherche s’il existe un extremum. Dans un tel cas, il correspond au zéro des dérivées
premiéres qui se calculent Commelz celles de Fk, soit :

NS

0 2 {u(N110 — Nago) + v(No20 — N110) + w(Noir — Nio1)}
et

NS

B0 2 {u(N1o1 — Nago) + v(No11 — Ni1o) + w(Nooz — N1o1)} -

En premier, on montre que I'extremum n’est pas atteint sur une aréte (sauf pour un élément
droit avec les nceuds aux milieux des arétes). En effet, supposons que laréte A; Ay porte
I’extremum, alors on a :

0 = u(N110 — Naoo) + v(No2o — Ni1o) »

0 = u(N1o1 — Nago) + v(No11 — Ni1o)

comme v = 1 — u, c’est impossible si ’élément est courbe. Par suite, I’extremun est atteint
dans I’élément. On repart de :

0= U(Nuo - NZOO) + U(Nozo - N110) + w(Nou - Nlol),

et
0 = u(N1o1 — Nago) + v(Noi1 — Niio) + w(Nooz — Nio1) ,

et on remplace w par 1 — u — v, par suite on trouve un systéme linéaire de deux équations &
deux inconnues. La solution donne le triplet (u,v,w) ol Pextremum est atteint et permet de
conclure.

Intuitivement, I'extremum est atteint en un point ou la proximité des arétes courbes
interagit le plus fortement.

17on remplace simplement les P par les Nyjp.
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Une autre expression des coefficients de contréle. On repart de ’expression déve-
loppée du jacobien :

T (u,v,w) = u®Nagg + 2uvNi10 + v2 Nogo + 2vwNoy1 + w? Noog + 2uwNyo;
et on instancie. Par exemple, pour u = 1,v = w = 0, on trouve
J(1,0,0) = Nogo
et pour u = %,v = %,w = 0, on trouve :

11 7N200 N110 NOQO
2’2’0)* 1 T2 T

J(
qui est une relation identique & celle liant nceuds "milieux" et points de controle, en effet, la

relation s’écrit également :

11 Nago + 2N110 + N,
j(§,§,0): 200 4110 020’

et, en sens inverse :

47(%,3,0) = 7(1,0,0) — 7(0,1,0)
Ny = 2 '

Les autres coefficients ont la méme forme. En remplacant les coefficients par ces valeurs
et en regroupant les termes, on retrouve que le jacobien s’exprime comme 1’élément fini, le
regroupement des monoémes conduisant aux polynoémes p; de cet élément fini.

Gardons, pour plus tard, le fait que I'on peut calculer les N;;;, par combinaison linéaire
des seuls J(4;).

Cette formulation du jacobien et de ses coefficients de controle permet d’écrire une condi-
tion suffisante de positivité, voir plus bas.

Mais le calcul explicite, possible ici, de I'extremum permet d’écrire une condition néces-
saire et suffisante, voir plus bas.
5.1.4 Le quadrilatére de degré 2 4 9 nceuds

Comme

o(u,v) = Z Z B} (u) B} (v) Pij ,

i=0,2 j=0,2
on a, par la régle de dérivation :
9o (u,v) 1,0 1.0 _pp
=2 > ) Bl (w)B(v) A avec Al = PP ;-
i=0,14=0,2
et 9o )
o (u, v N
Tv’ =2 B} (u)Bj (v) Aa’jl avec A?;jl =P,Pi 1.
i=0,2 j=0,1

Par suite le déterminant représentant le jacobien s’écrit :
1 2 2 1 1,0 0,1
J =4 Z Z Z Z B;, (w)Bj, () By, (u) Bj, (0)[A; 75 Al
41=0,1 j1=0,2 i2=0,2 jo=0,1
et, par la régle de multiplication, on sait que :
_ GG

BHw)BR(w) = it B u(w),
i+k

et de méme en v. Par suite :
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_ 1,0 0,1 3 3 1,0
‘7 - 4 KiliQKjlszil-‘riz( )le+jf_;( )|Ai1,j1
i1=0,1 j1=0,2 i2=0,2 j>=0,1
avee 1 2 2 2 1 2
w _ChCE Gy GG, G
i1d2 3 3 Jijz T 3 o3
i1+1i2 i1+1i2 Jiti2 Jiti2

On regroupe alors les termes pour trouver une écriture de la forme

—42 ZB[ QIJ7

1=0,3 J=0,3

0,1 |
12,J2 17

ce qui revient a trouver les coefficients QJ;;. Au passage, on connait le degré du polynéme

jacobien, 3 dans chaque direction, et le nombre de coefficients de controle, 16.

L’écriture formelle des 7y de l'expression issue du regroupement est la suivante

C? c: 1,0

Qry = Z Z 322 03]1 |Ail’,j1 A?zylh' (24)
(i1i2) i1 +ia=I (ju,j2) j1+je=J  1ti2 TJiti2
Ce qui donne, in extenso :
Qoo = \A—ds M\
Qo1 = %|m C8A4|+3|C809 A Cq |
Qo2 = %|m AO8|+3|OSCQ CsAs |
Qo = | A,C7  CsAy|
Qo = %Vm M|+§|C5Ag /TCQI
Qu = 2|AC; CoCr| +4|CsCy C5Col + 4| T4y Cos| +31CaCy AiCK|
Qs = 2| 407 CsCol| +41CsCy CoCr| + §|CrAy AiCy| + 2|CoCq CsAyl
Q13 %|m @@H% CTA?: C_'s—c_i\
(20 %|m xm”-l-% CsAs Cs5Cy |
Qu = §|A4C; Ceds| +2|CsCo AxCs| +2|CsA; CoCrl + §1CoCs  CsCy|
Qe = §| 407 ACq| +2|CsCy Ceds| +2|Crds CsCol + §1CoCe  CoCr|
Q23 = %|m @4—@ CTC'7>|
Q30 = |C5A;  AyCh |
Qs = %|C5—Az> M|+§|m A5C; |
Q32 = %|C7—A£ M|+§|CTC6) CoAs |
Q33 = \07143 C'GAB\

On introduit alors les coefficients Nj; définis par :
Nij = 4Q1s,

et le jacobien s’écrit comme la forme classique attendue :

> > Biw)BI(v)Ni,,

1=0,3 J=0,3

J (u,v)

ce qui permet d’écrire une condition suffisante de positivité.

(25)

Comme déja vu pour le triangle de degré 2, en partant de I'un des coefficients de type
coin ou des deux coefficients de type aréte, on obtient les autres coefficients de ces mémes
types par simple permutation (le suivant de A4 est Aj, le suivant de Cs est C et le suivant
de Cy est lui-méme). Pour les quatre coefficients centraux, c’est, en apparence, un peu plus

compliqué de le vérifier mais cela reste vrai comme attendu.

Cette formulation du jacobien et de ses coefficients de controle permet d’écrire une condi-

tion suffisante de positivité, voir plus bas.
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3 * NM

[EEREAR

Fi1a. 17 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neuds
et les points de contréole, numérotation logique des coefficients de controle et exemple d’un
coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a un sommet (ici Ny ), deux

termes pour les deuz coefficients attachés & une aréte (ici Nig et Nog), quatre termes pour
un coefficient central (ici Ny ).

NS
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5.1.5 Le tétraédre de degré 1 a 4 nceuds

On a déja établi la condition : volume positif.

5.1.6 Le pentaédre de degré 1 a 6 noeuds

On cherche le jacobien de Fg, a savoir :

OFx OFx OFk
9r 0y 02

7-|

et on connait # défini par :

O(u,v,w,t) = Z ZB”kuvw)Bl()Pijkl'

i+j+k=11=0,1

Comme les P; ;1 ne sont autres que les sommets A; de 'écriture élément fini, on a simplement
O(u,v,w,t) = Fg(&,9,2). De fait,onau=1—%—¢, v =2, w= g et t = Z et, par suite :

o 0 o
ov OJw Ot

OFx OFx 0Fg
9r 9y 02

Par la régle de dérivation, on a :

89(u v, w, t)
0100
E E Bzgk u,v,w Bl (t) Ajgo avec Az;kl = PijiPi1,j+1,kl
i+j+k=01=0,1
30(u v,w, t) -
0010
E E Buk u, v, w Bz (t) Afoos aveCAmkl = Pijrili-1,j k41,0
i+j+k=01=0,1
5‘0(u v, w,t)

0001 B
Z ZBz]k u, v, w) B} () Al ikl aVeCAljkz = PijriPijk 41 -
i+j+k=11=0

Ces expressions génériques se simplifient en :

00(u,v,w,t)

D) S B A
1=0,1
90 (u, v, w, t)
1=0,1
L t
% = 3 Bly(uv,w) AW
i+j+k=1

et, par suite, le jacobien vaut :
1 0100 1 0010 1 0001
Z By, (t) Aloor, Z By, (t) Aloou, Z Bijp(u,v,w) Ao | »
1,=0,1 l5=0,1 i+jtk=1
soit encore

1 1 1 0100 0010 0001
E Bj, (t) E By, (t) E B (u,v,w) AN s AN Aiko|
1h=0,1 19=0,1 it itk=1

1 1 1 0100 0010 0001
E E E By, (t) By, () Bij1.(u, v, w) |AY0L Ao, Ao
11=0,112=0,1i+j+k=1

)

et il suffit d’appliquer la régle de multiplication pour obtenir le résultat.
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cltct
_ 2 1 Il 0100 0010 0001
J = E E Bll+l2(t)Bijk(uaU>w)Cg ‘Amoh A10012 ijk0
i+j4+k=111+12=0,2 L1+l

et, au final
2 1
j(uavaw7t) = § E Bll+l2(t)Bijk(u7va)NijkL )
i+j+k=111+12=0,2
avec L = I1 + Iy et, ainsi, les coefficients de controle sont :
11
N _ G, G, ‘ 0100 A0010 A 0001
IJKL = 2 10014 10015 IJKO
litlo=L ~litl2

: (26)

en notant que Cll1 C’ll2 = 1. Le degré du polyndéme est donc de 2 dans la direction ¢t et 1 dans
le plan, le nombre de coefficients est 9. Ce qui donne, in extenso :

Niogo = |A1Ay A1As AL A4
Nowoo = |A1Ay  AsAs  AxAs |
Nooto = | A1As AxAs  AzAg |
Nwor = 3|Asds AjA3 AjAL| + 5| A1Ay AAg AjA4|
Nowon = 3|Asds AjA3 AxAs| + 1| A1y AjAg  AAs |
Nooiw = 3|Asds A1As AszAg| + é|A1A2 AgAe  AzAg |
Nigo2 = | AgAs  AgAs A1 A4
Noo2 = | AsAs  AgAs  AxAs |

Nooi2 = | AyAs  AgAg  AsAg |

et, par permutation pour les "coins" afin de trouver une écriture identique pour ces 6 coeffi-
cients avec le sommet en téte, on a :

Nioo = |A1Ay AjAs AjA4
Nowoo = [A2A3 AzA;  AyAs|
Noowo = |AsA;y AzAs  AzAg|
Nigoe = |A4As AsAs A1A4
Nowz = |AsAs AsAy  AxAs |
Nooiz = |AsAs AgAs AzAg|

c’est-a-dire une simple permutation sur le triangle de la face du "bas" pour construire deux
vecteurs, le troisiéme étant l'aréte issue du sommet et "normale" au plan pour les trois
premiers et la méme construction sur le triangle de la face du "haut". Pour les trois derniers
coeflicients liés aux arétes joignant les deux triangles, la construction fait intervenir 'aréte
porteuse et les deux arétes incidentes croisées (donc deux termes). Par simple réécriture on
trouve en effet que ces trois coefficients se mettent sous la forme :

Niwor = 3|Asds AjAy AjAL| + L A1 Ay AjAg A AL
Nowot = 3|As4s AsA]  AsAs| + LA Ay As;A;  AAs |
Noout = 3|AcAs AsAy AzAg| + 3| AsA] AgAs  AzAq|

ol 'on a mis en évidence la construction par simple permutation des indices.

Faces quadrilatérales planes. Dans le cas ou les faces quadrilatérales sont planes, on
peut affiner la décision. On regarde les coefficients Nigg1, No1o1 €t Noo11-

On a Nigor = %|A4A5 A1As A1 A4l + %|A1A2 AgAg A1 A4]l. On suppose que la
face [A1 A3 A5 A4] est plane, par conséquent on peut écrire

A4A5 = aA1A2 + bA1A4

avec a et b deux coefficients, alors

| AgAs A1As  A1Ay = |aA1As +bA1Ay A1As A A4
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Fic. 18 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neeuds
et les points de contréle, numérotation logique des coefficients de controle et exemple d’un
coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a un sommet (ici N1goo) et
deux termes pour un coefficient attaché & une aréte verticale (ici Nigo1 ).

soit encore

laA1Ay A1As  AAs| = a| A1Ay A1As A1 A4 = aNiooo s

de la méme fagon, on montre que le second terme a la méme propriétés et que les deux autres
coefficients ont aussi cette propriété. Par suite, les trois coefficients qui nous intéressent sont
des combinaisons linéaires des jacobiens "coins". Comme ceux-ci sont supposés strictement
positifs, le facteur a (et les autres) sont eux aussi positifs. Le résultat est alors le suivant, plus
simple que le résultat général : un pentaédre de degré 1 dont les faces quadrilatérales
sont planes est valide si et seulement si ses 6 jacobiens "coins" sont strictement
positifs.

Remarquons également que cela signifie que les faces quadrilatérales sont convexes.

Au lieu d’avoir une condition suffisante utilisant les 9 coefficients, on a une condition
nécessaire et suffisante portant sur les seuls 6 coefficients associés aux sommets.

Faces quadrilatérales quelconques. Pour le cas général (faces non planes), on suivra le
résultat général discuté plus bas.
5.1.7 L’hexaédre de degré 1 & 8 nceuds

On cherche le jacobien de Fg, a savoir :

- 8FK 8FK 6FK
“ oz 9y 0z

J
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et on connait 6 défini par :

0(u, v, w) = Biu)Bj(v) By (w) Pijg .
i=0,1 j=0,1 k=0,1

Comme les P;j;, ne sont autres que les sommets A; de I’écriture élément fini, on a simplement
O(u,v,w) = F(&,9,2). De faitlﬂ onau=42,v=7yet w=2% et, par suite :

OFk 0Fx OFk| _ |08 06 06
oz oy 0z ou Ov Ow
Par la régle de dérivation, on a :
u o) Z Z Z BO ( )Al ik a'VeCAljk = PijrPit1,jk
i=0 j=0,1 k=0,1
8 (u, v, w) -
Z Z Z Bi( )Bi(w) A?j avec Azgk = PiirPijt1,k s
1=0,1 j=0 k=0,1
6(u,v,w) _ ZBl(u)Bl(v)BO(w) A avec AV = Py Pij
8'1,U - 2 7 k ijk z]k — Ljk4Lig,k+1

i=0,1j=0,1 k=0

Ces expressions génériques se simplifient et on trouve :

Buvw ZZB Aé?,?,

§=0,1 k=0,1
8 (u,v,w)
2: 2: 010
B A10k7
i=0,1 k=0,1
8 (u,v,w)
001
=D D Bl(wBj(v) A%
1=0,1 5=0,1

Par suite, le jacobien vaut :

Y 3 Bl)BHw) A S S BlwBhw) A% ST Y Bl (w)Bl(v) A%,

7=0,1 k=0,1 +=0,1 k=0,1 i=0,1 j=0,1

soit encore

1 1 1 1 1 1
Z Z Z Z Z Z (v)By,, (w) By, (u) By, (w) By, (u) By, (v) |Aogk, Ao, Aljol »

2 2 2 11 1 1 1
-y >y B ()52 0 ) G 2
12+l3 ]1+J3 k1+ko or) C? 02

io+i3=0 j14+73=0 k1 +ko=0 tgFi3 T jit+ys Tkitke

100 010 001
‘Aojlkl Alzokz A13]3 ‘

2 2

2
et au final 7 (u, v, w) :ZZZB VB2 (w) Nryk

=0J=0K

otl, en notant que les produits des C! se simplifient, les coefficients de contréle sont :

100 010 001
Nk = Z Z Z C2C2C2 |A0J1/€1 1207’32 Alsjao ’ (27)
io+iz=1I j1+j3=J k1+ka=

18s0us réserve de choisir la méme plage de variation.
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o1

Le degré du polynome est de 2 dans chaque direction, il y a 27 coeflicients :

B e
= [ = o 9
o o o o O
| | o

e O T O s |

=+ 1

=+ 4+ + 1 + 1

2=z
[ ] [ &) %] - [} o
[V} [\ [ V] [NV} [\ [V}
1 e

N112 =
_|_

|A1Ay A1Ay A1A5 |

%| AjAy AxAs AjAs| + %| AjAy A1Ay ArAg
|A1Ay AsAs AsAg|
LA A; AAy AyAq| + 3| A1Ay Ay Ay AzAq|
| AgAs  AsAs  AzA7|
$1A4A3 AyAs A Ag| + | A4A3 AjAy AzAq|
| AsAs A1Ay AsAg|
%| AgAy AAy AAs| + %| A1Ay A1Ay AgAg
1 A1Ay AyAy AyAg| + 3| A4A; AvAL ArAq
i| AgAs AxAs AjAs| + %| A1Ay A1Ay AsA7|
31 AsAg A1Ay AA5| + 3| A1Ay AsAg AjAs)|
1l A1Ay AgA; A1Ag| + 31 A1Ay AsAg AjAg|
i| A5A6 A2A3 A1A5‘ + i| A5A6 A1A4 A2A6|
1 A1Ay AgA; AAg| + 3| AsAg AxAy  ArAq
1l AsAg  AyAs  A3A7| + 3| AsA; AyAs  AjAg|
11 A1A; AgA;  A3A7| + 1| A4A3 AgAr  AxAg|
A4 A; AgA; AzA7| + 3| AsA; Ay Ay AzA;|
1l AsA; Ay A3 A4Ag| + 31 AsA; AjA, AzA7|
11 A4As AgA; A Ag| + 1| A4As AsAg AzAq|
31 AsAs AsAs  AsAg| + 3| AsA; A1Ay  AuAg|
11 AsA; A1Ay AA5| + 1| A4Ay AsAg AjAs)|
1 AsAg A1A; AyAg| + 3| A1Ay AsAy AyAg]
S| AsA7 AAs AjAs| + 5| AsAs AgAr  AiAs|
21 AgA; A1A; AAg| + §| A4As AsAg AxAg|
%| AjAy AsAs AzAg| + %| AsAg A1Ay  A3A7|
1 A1Ay AgAr AyAg| + 3| AsAg AxAy  AuAg|
| AsAg  AsAg A1 As|
31 AsAs  AsA7; A1As| + 3| AsAs AsAs  AxAg|
| AsAs AsA7  AsAg|
31 AsAg AgA7  AsA7| + 3| AyAs AgAr  Aydq|
| AgA7  AgA7  AzA7|
1| AgAr AsAs  A4Ag| + 3| AsAr AsAs AzAq|
|A8A7 AsAs  AsAg ‘
31 AsA; AsAs  AA5| + 3| AsAg AsAs  AuAg)|
i| AsAs AgA7  AyAg| + i| AgA7 AgA7 A1 As|
1l AsAg AsAs  A3Az| + 3| AsA7; AsAs  AxAg|

et, par permutation pour les "coins" afin de trouver une écriture identique pour ces 8 coefhi-
cients avec le sommet en téte, on a :

et on reconnait le tétraédre coin du sommet considéré

Nooo
Nago
Naagg
Noa2g
Noo2
Naga
Naga
Noaz

|A1Ay A1Ay A1As |
| AsAs  AsAy  ApAg|
| AsAy  AzAs  AzAq|
| AgA1 AgAs AuAg
| AsAg  AsAg  AjAs |
| AsA7  AsAs AzAg |
| A7Ag  A7Ag  AzA7|
| AgAs  AgA7  AyAg|

. Les 4 premiers s’écrivent mécanique-

ment [sommet — suivant, sommet — precedent, sommet — " dessus”], les 4 derniers s’écrivent
[sommet — suivant, sommet — precedent,” dessous” — sommet].
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Fig. 19 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neeuds
et les points de contréle, numérotation logique des coefficients de contréle et exemple d’un
coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a un sommet (ici Nooo), deux
termes pour un coefficient attaché a une aréte verticale (ici Nigo), quatre termes pour un

coefficient attaché a une face (ici N1g1) et huit termes pour le contréle central (Ny11) dont
un seul est montré.
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Les autres coeflicients sont de trois types, ceux associés aux arétes avec 2 termes, ceux
liés aux faces avec 4 termes et le coefficient central avec 8 termes. De la méme fagon on peut
voir une trés grande similitude entre les coefficients d’un type donné. Ainsi, pour prendre un
exemple d’aréte, on a :

N = 3|A1A; AAy AjAg| + L A1Ay AjAy Ay Aq|
Noto = 3| A4A3 AyAs A Ag| + 3| A1Ay AsAs  AzAq|

qui s’écrit comme :

N = 3i|A1A; AyAy AjAs| + L A1Ay AjAy  AyAg|
Nato = 3| AA3 AzAy AAg| + 3| A1Ay AA3  AzAq|

c’est-a-dire, encore ici, une écriture totalement mécanique comme [arete — arete suivante —
extremite non commune+"dessus”] et [arete precedente—arete—extremite non commune+
"dessus”].

L’exemple d’un coeflicient de face, soit :

Nio = 3|A1As AyAy AAg| + 1| A4As AjAy AxAq|
+ %|A4A3 As A3 A1A5\+%|A1A2 A1Ay A3A7|

ou encore

Niig = i|A1A2 Az A3 A4A8\+i|A3A4 AgAr ArAg |
+ 1 A4 AzAy AjAs| + 3 ALA] AjAy AgAq

montre que les termes ont tous la méme forme, a savoir [arete—arete suivante—sommet oppose+
"dessus”].

Enfin, le coefficient "central" a une forme bien réguliére. Ses termes sont tous de la forme
arele —arete arsjoinite — arete arsjointe| avec chaque arete dans un plan (logique rrerent.
t te disjoint te disjoint h éte d lan (logi différent

Faces planes. Dans le cas o les faces sont planes, on peut affiner la décision. Pour ce
faire, on va regartder un coeflicient d’aréte, un coefficient de face et le coefficient central.

On examine le coefficient Nygg, & savoir

1 1
N100=§\A1A2 AxAs A1A5|+§|A1A2 A1As ArAq,

comme, ici, la face [A; Ay A3 A4] est plane, on peut écrire

A2A3 = aA1A2 + bA1A4

avec a et b des coefficients adéquats. De méme, en considérant I'autre face plane incidente,
on a

A1A4 = CA1A2 + dA2A3 s

et, en remplacant, on a :

b d b d
Nigo = §|A1A2 AAy AAs |+ 5\141142 AsAs  AAg| = iNooo + §N2007

comme b et d sont nécessairement positifs (pour etre valide, a minima, les jacobiens coins
sont strictement positifs), alors Nygp est positif, autrement dit, il n’apporte rien de plus dans
le controle.

On examine maintenant le coefficient Nyg1, & savoir

1 1
Nig1 = Z'AlAQ AgA7r  A1As| + Z|A1A2 AsAs  ArAg |
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1 1
+Z|A5A6 AsAs  A1As| + Z|A5A6 AAy AsAq ],

le raisonnement est le méme, on exprime judicieusement la coplanéité des faces pour obtenir
un résultat analogue. En effet, par exemple pour le premier terme, on écrit

A6A7 = aA5A6 + bA5A8 ;

alors

| A1Ay AsA7 A1As| = b|A1As AsAs  A1As|,

puis on exprime

A5A8 = CA1A5 + dA1A4 s

d’ou

‘ A1A2 A6A7 A1A5 | = bd | A1A2 A1A4 AIAS | = bdNOO() )

la conclusion est inchangée, ce terme n’apporte pas plus que Nggg, comme b et d sont positifs
pour la méme raison que ci-dessus. Il en va de méme pour les trois autre termes de ce
coefficient. Par suite, N1g1 est positif, autrement dit, il n’apporte rien de plus dans le contréle.

On examine maintenant le coefficient N111, & savoir

1 1 1
Niip = §|A8A7 AyAs  A1As| + g\A4A3 AgA7  A1As| + §|A8A7 A1Ay AsAg |

1 1 1
+§|A4A3 AsAg  AxAg| + g\A1A2 AsAg  A3A7| + §|A5A6 AAy A3Az]|

1 1
+§|A1A2 AgA7  AsAg| + §|A5A6 AyAs  AyAg]|

et on regarde si on a la méme propriété (dés lors que les coins sont positifs, le terme ne
contribue pas). Nous n’avons pas trouver de résultat sur ce point donc on ne sait pas conclure
comme pour le pentaédre & faces (quadrilatérales) planes.

Faces quelconques. Pour le cas général (faces non planes), on suivra, a fortiori, le résultat
général discuté plus bas.

5.1.8 Le tétraédre de degré 2 a 10 noeuds

N

La discussion est identique a celle faite pour le triangle de degré 2 & 6 nceuds ou 'on
avait :

o(u,v,w) = Z Bij7k(u,v,w)Pijk

i+j+k=2
2
J = E B[JK(U7U77~U)NIJK7
I+J+K=2
avec
1 1
N -4 Ci1j1k10i2j2k2 |A100 A010
IiK = z: cz i1+1,51k1 io+1,52k2|
i1+j1+k1=1,ia+jotke=1 t1tiz,J1+Jj2,k1+k2
et

100 5 o 010 -
Ajje = PijiPic1jyie et Ay = PikPiq ket -

Il est donc immédiat de passer au tétraédre en généralisant ces résultats. Ainsi, on a succes-
sivement :

2
O(u,v,w,t) = Z B} pi(u,v,w,t) Prjgg
itk =2
3
J = Z By i (u,v,w, t)Nrjkr
I+J+K+L=3
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Nrjkr = 8

i1+j1+k1+Hli=1i2+ja+ke+l2=1,i3+j3+ks+I3=1

oF Cct cl

i1j1k1ls Ti2jokals Tizjaksls

>

100 010 001
‘Ail‘f‘l)jl]flll Ai2+17j2k2l2 Ai3+1>j37€313

avec les C! a1 et les A définis par

)

3
Ci1 +ia+isz,j1+Jj2+7i3,k1+ka+ks,li+la+13

(28)

100 010 001
Ajjkr = PijriPic1 v et Ay = PPkt et Ay = PijiPio1 k41 -

Le degré du polyndéme jacobien est donc 3, le nombre de coefficients de contréle est 20.
Ce qui donne, in extenso :

N3000 8] 4105 A1C7 ACy|
Nowo = $1A4:C5 A1Cr CsCol| + 51 A1C5 Cs5Cs ACs| + 51C54; A1Cr AiCy
Nizoo = 51C5A; C5Cs A1Cs| + 3| C54; A1Cr G50y | + 51 A1C5 CsCs Cs5Cy |
Nozoo = 8[CsA2 C5Cs C5C9 |
Nozio = 5|C54; CsCs CqrCi| + 8|C5A; CrA3 CsCo| + 31C7Cs C5Cs  C5Cy |
Noizo = $|Cs4; CrA; C:C| + 51C7Cs C5Cs CrCig| + 5| C7Cs CrA3 CsCq |
Noozo = 8|C7Cs CrA3 C7Cy0 |
Nz = 5|C7Cs CrA; A\Cs| + 8|C7Cs A1Cr CrCi| + 8| A1C5 CrA3 C7Cy|
Noowo = 5|A41Cs AC7 CiCio| + 31 A1Cs CrA; ACs| + §|Crd; A C7; ACs|
Nogor = 514105 A1Cr CsAy| + 51 A1Cs CsCiy AiCs| + 3|CsCy A1C7r ACs |
Niwoz = 35|CsCy CsCiyp AiCs| + 3|CsCy A1Cr CsAy| + 51A1C5 CsCrg CsAy|
No2o1 = % |C5A42 C5Cs  CgCy| + % |C5A42 CsCip Cs5Cy | + % |CsCy C5Cs  Cs5Cy |
Nowz = 5|C54; CsCr CsAg| + §1CsCy CsCs CsAy| + 8|CsCy CsCry Cs5Cy |
Noo2zi = 3|C7C CrA; CsCy| + 8|C:Cs CsCigp CrCio| + 8|CsCy  CrA; CrChg |
Nooiz = 35|CsCy CsCig CrCio| + 51C7Cs CsCro CsAyg| + §1CsCq C7C5  CsAy|
Nooos = 8| CsCy CCig CgA4]
Noi1 = % |C5Ay CrAz  CsCy| + % |C5A42  CsCrg C7Cyg| + % |C7Cs  C5Cs  CsAy|
+  $]C7Cs CsCiy Cs5Cy| + £]CsCy C5Cs CrCrg| + & |CsCy C:C3  C5Cy |
Nioni = #|41C5 CrA; CsAi| + +|A1C5 CsCip CiCil + §|C7Cs A1C7 CsCy|
+  $1C:Cs CsCip AiCs| + §|CsCy A1C7 C7Cro| + §|CsCy C:C3  A1Cs|
Nior = §|AC; CsCs CsAs| + ¢ |A1Cs CsCg Cs5Cy| + |C542 A1Cr CsAy|
v 1|CA, CsCn AiCh| + 1|CeCo 405 CoCo| + & |CsCy CiCs ArCh|
Niwo = §|A1C5 CsCs CrCio| + §|A1C5 CrAy CsCo| + £|C5Ay A1C7 C7Cy|
+ % |C5A2 C;As ACy | + % |C7CG A1Cr; C5Cy | + % | C;Cs Cs5Cs A1C% |

Les coefficients sont de trois types, ceux associés aux sommets, ceux associés aux arétes
et ceux liés aux faces.

e Un coefficient (un terme) associé a chaque sommet.

C’est un jeu d’écriture de voir que les coefficients associés aux sommets mesurent le volume

(a un facteur prés) du tétraédre dont les sommets sont le sommet considéré et les trois points
de controle adjacents.

e Deux coefficients (3 termes) associé a chaque aréte.

Ainsi, pour prendre un exemple d’aréte, on retrouve le cas d’un triangle de degré 2 avec
la contribution de chaque face incidente pour la premiére partie de I'aréte plus un terme
appuyé sur la seconde partie et un triangle non adjacent, ’autre coefficient ayant une forme
symeétrique (voir Najgg €t N1200, Na1go se construit facilement a partir de N3goo, on triplique et
on remplace, tour a tour, 'un des vecteurs par son homologue tandis que Nyogg est symétrique
de Na1gg, on permute les roles des deux sous-arétes et on prend, pour les autres vecteurs, les
vecteurs alternatifs possibles).

e Un coefficient (6 termes) associé a chaque face.
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Fia. 20 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neuds et
les points de controle, numérotation logique des coefficients de controle (certains n’étant pas
montrés).

Pour un coefficient de face, par exemple Njj19, on a 6 termes, chacun est de la forme
|@ T W] avec toutes les combinaisons possibles entre ces 3 vecteurs selon la régle suivante,
W a 3 occurences, les trois vecteurs selon la premiére direction (soient A;C5, Cs5 Az et C7Cl),
pour 7, les 3 occurences dans 'autre direction (soient A;C7,C5Cs et C7A3) et pour W la
seule occurence possible quand les deux autres vecteurs sont fixés (qui est donc le seul vecteur

de la troisiéme direction non incident aux deux autres).

Construction des Nyjkr. Pour obtenir les coefficients, il suffit de trouver, pour chaque
quadruplet (IJKL), toutes les combinaisons possibles des quadruplets (i1j1k1l1), (izj2kals)
et (izjsksls). L’algorithme suivant donne le résultat :

Algorithm 10 Construction des quadruplets des coefficients du tétraedre & 10 nceuds

— Trouver toutes les combinaisons telles que I + J + K + L = 3,
— pour une combinaison donnée, trouver les indices tels que :

— i1+l +iz=1

“Jitjetiz=J

— k1t ko +ks=K

—li+l+il3=1L

—htpthki+th =1

—d2tjathkatla=1

—i3+jsthkstlz=1
— En sortie, le ou les triplets de quadruplets d’indices convenants.

Nature des termes des Nj . Un examen attentif des termes des coefficients montrent
qu’ils ne sont autres que toutes les combinaisons possibles de trois vecteurs, chacun dans une
direction. On en déduit le nombre total de termes, 4 x 4 x 4, soit 64 termes.

Cette formulation du jacobien et de ses coefficients de controle permet d’écrire une condi-
tion suffisante de positivité, voir plus bas.

Une autre expression des coeflicients de contrdle. On va retrouver ici la méme mé-
thode alternative que pour le triangle & 6 nceuds. Le calcul du jacobien aux 20 nceuds du
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Fic. 21 — Un exemple d’un coefficient de chaque type, un terme pour un coefficient attaché a
un sommet (ici Naooo), trois termes pour chacun des deux coefficients attachés & une aréte
(ict Najoo et Niago)et siz termes pour un coefficient attaché a une face (N1110)-
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tétraedre de degré 3 permet, par instanciation, de retrouver les 20 coefficients N;;i;. La
méthode est la suivante :

— on définit les nceuds d’évaluation du tétraédre de référence de degré 3, notés B I, avec
BZ- = /L pour ¢ = 1,4 et B5 et B6 les nocuds de 'aréte /11212, calculés via la transfor-
mation de degré 2, etc.,

— on fixe w = ¢t = 0 et on instancic u & 2 puis & + avec v = 1 — u pour trouver les 2

3 3
Nijoo pour ¢ + j = 3. On obtient en effet un systéme de deux équations en ces deux
inconnues :
J(Bs) = 8N3000 + 12N210(;;r 6N1200 + Nosoo
T(Bg) = N3000 + 6N2100 + 12N1200 + 8 No3oo

27

On trouve donc comme solution :

—5J(By) + 187(Bs) — 97 (Bg) + 27 (Bs)
6 b

Na1oo =

27 (By) — 9T (Bs) + 187 (Bs) — 57 (By)
6 b

Nizgo =

avec As et Ag les noeuds de coordonnées (1 — u,0,0) dans le systéme (2, ¢, 2) ot Uon
devine les noeuds de la premiére aréte du tétraédre de degré 3 de mémes sommets que
notre élément de degré 2.

— on répéte la méme démarche pour les 5 autres arétes qui sont définies de fagon identique,
c’est-a-dire avec deux coordonnées nulles parmi le quadruplet (u,v,w,t).

De la sorte on connait 16 (les 4 "coins" et les 12 obtenus ci-dessus) des 20 coefficients
cherchés. Pour calculer les 4 manquants, on instancie, en (Z,9, %), les noeuds de calcul de
coordonnées (%, %, 0) puis (%, 0, %) et (0, %, %) et enfin (%, %, %), ol 'on devine les nceuds des
faces du tétracdre P3. Ceci donne un systéme de 4 équations & une seule inconnue (les N,z
autres que ces quatre étant maintenant connus), permettant ainsi de trouver ces inconnues.

Par exemple, la premiére équation s’écrit :

11
«7(575,0) = Z B?,j,k,l(uvvvw7t>Ni,j7kJ
(i,5,k,1)EE

+ Bfm,o(u’ v, w,0)Ny 11

syl

o+ Bil,o,l (u,v,0,t)N1,1,0,1

+B%,0,1,1(u7 0, w>t)N1,0,1,1 + 38,1,1,1(077]’ w7t)N0 11,1,

sdydy

avec pour &, I’ensemble des indices tels que i + j + k + | = 3 avec 2 ou 3 indices nuls. Mais,
comme t = 0, cette expression se résume a :

j(g,g,o) = Z B} i (,v,w,0) Ny j o + 6 uvwNiiio,
(i,4,k,1)€E

soit, puisque u =v = w = %,

11 111 2N1110
J(3,3,0) = > Bij,k,l(gag-go) Nijwi + —g—
(i,5,k,1)€E
donc, on obtient finalement :
9 11 111
Nito = = —,-,0) — B3 (=,=.=0)N; ,
1110 9 j(37 3’ ) Z l,],k,l(37 3 3 ) WJhksl

(i.4,k,1)€E
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en fait, £ se réduit aux seuls indices correspondants aux coefficients de controle associés a
la face t = 0, & savoir ceux associés aux 3 sommets et aux 6 nceuds d’aréte de cette facd™}
Ni110 est donc calculé via une combinaison linéaire comprenant dix termes. Cela donne, in
extenso, la formule suivante :

9 11 N3000 + Nozoo + Noozo
Nito = = {J(5,3,0) —
1110 2 {j(?)a 3) ) 27

3 (N2100 + Ni2oo + Nozio + Noi2o + Nio20 + N2o10) }
27 ’

formule que l'on peut exprimer uniquement en fonction des J (BZ) pour ¢ = 1,10, sauf,
évidemment ¢ = 4 (le noeud opposé a cette face), ces nceuds étant ceux du tétraédre de
référence de degré 3. On remplace maintenant les IN;j,; par leurs valeurs en fonction des
J(B;) et, tout calcul fait, on trouve :

L1 2(T(B1)+ T (B2) + T (By)
Niio = = J(g,?o) + o7

_J®9+J@@+J@ﬁ+J@@+J@Q+J@mq
: .

On a évidemment des relations analogues pour les 3 derniers Njjp;.

Cette formulation du jacobien et de ses coeflicients de controle permet d’écrire une condi-
tion suffisante de positivité, voir plus bas.
5.1.9 Le pentaédre de degré 2 a 18 noeuds

On cherche le jacobien de Fg, a savoir :

OFx OFx OFy
ot 0y 02

7-|

et on connait # défini par :

Q(Uth Z ZBkauvw)Bl()Pijkl'

i+j+k=21=0,2

Commeonau=1—2Z—g,v=2, w=yett=2alors:

OFkg OFkg OFg| |00 00 00
or 0y 02 v ow ot
Par la régle de dérivation, on a :
09 (u, v, w,t) 10 -
7(9 Z Z B”k u,v,w Bl( )A i+1,5kl avecA”kl Pijklpifl,jJrl,kl,
i+j+k=11=0,2
00(u, v, w,t) N
ow Z Z Bz]k u,v,w Bl ( )Az-i-l Jkl avec Az]kl PijklPi—17j;’C+1,l )
i+j+k=11=0,2
00(u,v,w,t) 001 01
87 Z Z Bz;k u, v, w) By (t ) A avec Al = P Pijii41 -
i+j+k=21=0,1
19 ; o 3 111 2 .
11 est facile de vérifier que 1 — Z B; ik l(g 530) =g cequi est rassurant.

(4,5,k,1)€E
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Par suite, le jacobien vaut, au facteur 8 prés :

soit encore

Z Z Z Z Z Z Billjllcl (uav7w)Bl21 (t)Bilzjzkz (u,v,w)Bi (t)Bizgjgkg(

i1+j1+k1=111=0,2 ia4+j2+k2=115=0,2 i3+j3+k3=213=0,1

AL 010 001
t1+1,j1k1ls ia+1,j2kals i3J3ksls

et il suffit d’appliquer la régle de multiplication pour obtenir le résultat. On trouve alors
j(u,v,w,t) = Z Z B}IJK(U,(an)Bi(t) NIJKLv
I+J+K=4L1=0,5

avec
Nk = 8 E : Z
i1+io+iz=1,j1+j2+js=Jk1+ka+k3=K l1+la+I3=L

100 010 001
|Ai1+17j1k1l1 Ai2+1,j2/€212 Ai3j3k313‘ :

C2CRCL CLu Ol C2

i1j1k1 Tiagoka Tizjsks
5 4
cy Crik

qui se simplifie en

Npjgr =8 > >

c? Ct
ivtistis=Ig1+j2+is=Jkithotks=K Litlals=L L TLJK

CEC}E C?

i3j3ks

100 010 001
|Ai1+1,j1k1l1 Ai2+17j2k2l2 Ai3j3k313|'

(29)
Le degré du polynoéme jacobien est 4 x 5, le nombre de coefficients de controle est 90.

On va essayer de donner un exemple de chaque type de coefficient, les autres s’en déduisant
en principe facilement.

e Un coefficient (un terme) associé & chaque sommet.

Prenons le cas de Nyggo. On a ici i1 = i5 = 1,93 = 2 et tous les autres indices sont nuls.
Par suite, le coefficient n’a qu’un seul terme, les C' valent tous 1, et il reste

_ 100 010 001
Naooo = 8 [Azg00  Adgoo Adogo] »

soit, en fonction des A; et des C; :

Nipoo = 8 ‘A107 Aq1Cy A1013‘

qui est le résultat habituel, le coefficient est, & un facteur prés, le volume du tétraédre de
sommets le sommet et les trois points de controle adjacents. Les autres coefficients coins ont
la méme forme.

Dans ce qui suit, les coefficients sont calculés au facteur 8 prés.

e Trois ou quatre coefficients (avec 3, 4 ou 5 termes) associés a chaque aréte.

On va regarder N3100, Noggo €t N13gp pour une aréte incidente a une face triangulaire et
Nuoo1, Naoo2, Naoos et Nigos pour une aréte incidente a deux faces quadrilatérales, ceci au
facteur 8 preés.

— Pour N31¢9 on a trois combinaisons d’indices, [(1000), (1000), (1100)], [(1000), (0100), (2000)]
et [0100), (1000), (2000)], d’ou la solution :

1 1 1
N3100:Z|A107 C:Cs A1C’13\+§|A107 A1Cy 07016|+1|C7A2 A1Cy AChs).
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[)Z 1

P’Lwl

Fi1G. 22 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neuds et
les points de contréle, numérotation logique des coefficients de contrédle (certains n’étant pas
montrés).

— Pour Njz00 on a 4 combinaisons d’indices,[(1000), (1000), (0200)], [(1000), (0100), (1100)],
[(0100), (1000), (1100)] et [(0100), (0100), (2000)], d’owt la solution

1 1
Naogp = 6|A107 A1Cy  AyChy| + §|A107 C7Cs  C7Ch6)

1 1
+§|C’7A2 A1Cy C7CIG|+6|C7A2 C7Cs  Ai1Chgl.

— Pour Nj3g0 on a trois combinaisons (qui sont symétriques de celles du coefficient N3qq)
d’indices, [(0100), (0100), (1100)], [(0100), (1000), (0200)] et [1000), (0100), (0200)], d’out
la solution :

1 1 1
N130021|C7A2 A1Cy A2C14\+§|C7A2 C7Cs C7CI6|+1‘AIC7 C7Cs  AyChy4l.

pour cette aréte et pour les autres arétes commune a une face triangulaire et, pour une aréte
et les autres communes & deux faces quadrilatérales :

— Pour Nygp1 on a trois combinaisons d’indices, [(1000), (1001), (2000)], [(1000), (1000), (2001)]
et [1001), (1000), (2000)], d’ou la solution :

2 1 2
Nyoor =g|A1C7 C13C13 A1013|+5\A1C7 A1Cy 013A4|+3|013016 AiCy A Chsl.

— Pour Nygo2 on a 5 combinaisons d’indices, [(1000), (1001), (2001)], [(1001), (1000), (2001)],
[(1001), (1001), (2000)], [(1002), (1000), (2000)] et [(1000), (1002), (2000)], d’owt la solu-

tion :

2 2
Nyoo2 = E|A107 Ci3Cis  Ci3A4| + T0|Cl3016 A1Cy Ci3A4]

4 1 1
+E|013016 C13C18 A1013|+E|A107 AyCha A1013|+E|A4010 A1Cy  AChsl.
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— Pour Nygo3 on a les combinaisons symétriques de celles de Nygg2, d’ott la solution :

2 2
Nygo3 = T0|A4010 Ci3Cis A1Chs| + T0|013016 AsCia A1Ch3]

4 1 1
+E|C’13016 Ci3C18 013A4|+T0\A4010 A1Cy 013A4|+E|A107 AsCra CisAyl.

— Pour Nygg4 on a les combinaisons symétriques de celles de Nyg91, d’ott la solution :

2 1 2
Niooa = 5|A4Cw C13C1s C13A4|+5\A4010 A4Cr2 A1013|+g|013C16 AyCra Cr3Ay4l.

e Trois ou seize coefficients associés a chaque face.

On va regarder Naji5, U'un des coefficients d’une face triangulaire et Nsig1, I'un des
coefficients d’une face quadrilatérale.

— Pour Naj15 on a les combinaisons suivantes : [(1002), (0102), (1011)], [(0102), (1002), (1011)],
[(1002), (0012), (1101)], [(0012), (1002), (1101)], [(1002), (1002), (0111)], soit 5 termes, &

savoir :

2 2
Noyis = E|A4010 C10C11 C18C12| + E|CNA5 AyCra Cr1gC1a|

2 2 4
+E|A4Cm Ci246 016010|+ﬁ|cl2011 AyCha 016010|+E|A4010 AyCia Ci7Cha].

Les autres coefficients de faces triangulaires ont le méme nombre de termes et s’ob-
tiennent par permutation.

— Pour N3101 on a les combinaisons suivantes, [(0100), (1001), (2000)], [(0101), (1000), (2000)],
[(1000), (0101), (2000)], [(1001), (0100), (2000)], [(1000), (1000), (1101)], [(1000), (1001), (1100)],
[(1001), (1000), (1100)], [(0100), (1000), (2001)], [(1000), (0100), (2001)] soit 9 termes, &
savoir :

2 2 2
N3101=%\C7A2 C13C1s A1013|+%‘016014 A1Cy A1C’13|+%\A107 C16C17 A1Chs|

2 2 1
+%|013016 C7Cs A1013|+%|A107 A1Cy 016010|+%|C7A2 A1Cy CisA4

1 4 4
+%|A107 A1Cy C13A4|+%|A107 Ci13C18 CI3A4|+%|013016 A1Cy Chi3Ay4].

Les autres coefficients de faces quadrilatérales sont différents selon leur position dans
la face ou sont identiques et s’obtiennent par permutation, la question se pose (!).

e Douze coefficients internes.

On aimerait regarder No111, 'un des douze coefficients internes. L’énumération des combi-
naisons valides est impossible a obtenir & la main, seul un programme peut donner la solution,
c’est-a-dire les quadruplets et leur nombre.

Construction des N;jix;. Pour obtenir les coefficients, il suffit de trouver, pour chaque
quadruplet (IJKL), toutes les combinaisons possibles des quadruplets (i171k1l1), (i2j2k2l2)
et (igjsksls). L’algorithme suivant donne le résultat :

Nature des termes des N;jxr. Un examen attentif des termes des coefficients montrent
qu’ils ne sont autres que toutes les combinaisons possibles de trois vecteurs, chacun dans une
direction. On en déduit le nombre total de termes, 9 x 9 x 12, soit 972 termes.

Cette formulation du jacobien et de ses coefficients de controle permet d’écrire une condi-
tion suffisante de positivité, voir plus bas. Néanmoins, de maniére pratique, il est impossible
(ou fastidieux) d’exprimer a la main tous ces coefficients et il va falloir trouver un moyen
réaliste d’y parvenir via un programme ou une méthode alternative.
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F1G. 23 — Un exemple d’un coefficient de type sommet ou aréte. Pour un sommet, un seul
coefficient avec un seul terme, voir Nyggo. Pour une aréte d’une face triangulaire, trois co-
efficients, l'un a 8 termes, le central a 4 termes et le dernier comme le premier, on montre
N3100 €t Naggg. Pour une aréte incidente a deux faces quadrilatérales, quatre coefficients, le
premier et le dernier a 8 termes, les 2 centraux & 5 termes, on montre Nago1 et Nigoz.

Algorithm 11 Construction des quadruplets des coefficients du pentaédre & 18 noeuds
— Trouver toutes les combinaisons pour I + J + K =4 et pour L =0,5
— pour une combinaison donnée, trouver les indices tels que :
— i1 +iatiz=1
~Jitjetiz=J
— ki t+kot+ks=K
~li+la+Il3=1L
— i+t ki=1do+jo+ke=1etizg+j3+ks =2,
- l1 2072, l220,2 et l3=0,1
— En sortie, le ou les triplets de quadruplets d’indices convenants.
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5.1.10 L’hexaédre de degré 2 a 27 nceuds

Tout comme, on avait déduit le cas du tétraédre & 10 noeuds par généralisation du cas du
triangle a 6 nceuds, on va déduire les résultats relatifs & ’hexaédre a 27 noeuds de 'extension
de ceux du quadrilatére & 9 noeuds. On avait :

U(U,’U) = Z Z B?(U)B?(’U) Pi,j7

i=0,2 j=0,2
Z Z 3(
13[ )]VjJa
1=0,3 J=0,3
avec
ci C3
_ 12 1,0 0,1
Ny =4 Z Z 3 O3 | 11,71 A12>]2|’
(i1si0) i1 +ia=I (j1,42),j1+jo=J TPz ~J1ti2
ou

—_—— 01 =

Ay} =PPy; et A}l =PyP .

Il est donc immédiat de passer & I’hexaédre en généralisant ces résultats. Ainsi, on a succes-
sivement :

0(u, v, w) Z Z 232 v)Bi(w) Pij ,

1=0,2 j=0,2 k=0,2

T (u, v, w) Z Z Z B} (u)Bj(v)B(w)Nrk

1=0,5J=0,5 K=0,5

avec

N =5 Y > >

2 2 2 2 2 2
Ciz Cis le Cja Ck1 Ck2

cs .. C5 .. (B
(i1ia,i3) 01 +ia+is=T (j1,j2,43) g1 +a+is=J (k1,ka,ks),k1+kethka=K 1 tiztis Zjitiatis “hkithetks
1,0,0 0,1,0 0,0,1
| i1,j1,k1 i2,752,k2 is,j3,k3|’ (30)
ou

1,00 B5—pH—— 0,10 B —pH—— 00,1 H—p—
Aiike = PigkPivrje s A% = PikPijrie, et A7 = PijiPij et

Le degré du polynéme jacobien est donc 5 dans chaque direction, le nombre de coefficients
de controle est 216.

On va essayer de donner un exemple de chaque type de coefficient, les autres s’en déduisant
en principe facilement.

e Un coefficient (un terme) associé a chaque sommet.

Prenons le cas de Nygg. On a ici tous les indices nuls. Par suite, le coeflicient n’a qu’un
seul terme, les C valent tous 1, et il reste

1,0,0 0,1,0 0,0,1 .
Nooo = [Aphg Agss Apoo | ou, en fonction des A; et des C;, 8 |[A;Cy  A1Ch2 A1Chs

qui est le résultat habituel, le coefficient est, & un facteur prés, le volume du tétraédre de
sommets le sommet et les trois points de controle adjacents. Les autres coefficients coins ont
la méme forme.

Dans ce qui suit, les coeflicients sont calculés au facteur 8 preés.

e Quatre coefficients (3 ou 5 termes) associé a chaque aréte.

Inria



Eléments finis de Lagrange de degré 1 et 2 65

On va regarder Nigg, Nogo, N300 €t Nagog- N1go et Nago sont symétriques 1'un de 'autre,
Nogp et Nagg aussi. On a, pour Nigg, les combinaisons entre (000), (000) et (100) soient 3
termes :

2 2 1
Nigo = 3|A109 CyCo  A1Ch3| + 3|A109 A1Crz CyCas| + g|CgA2 A1Cie A1Ch3]

et donc :

2 2 1
Nago = 3|CQA2 AsChg CyChs| + 5|09A2 CoCy1 ACh4| + 5|A109 AsChg  AsChyl.

Et pour les deux autres, on a 5 termes :

2 2 4
N200:T0|09A2 CoCo1 A1013|+T0|09A2 A1C12 09023\+T0\A109 CoCa1  CyCas|

1 1
+T0|A109 A2Cho A1013|+T0\A109 A1Cr2 AsChy]

et donc :

2 2 4
N300=T0|A1C9 CyCo1 A2014|+TO|A109 A>Chg 09023\+T0\09A2 CoCy1  CyChs]

1 1
+TO|09A2 A2C1o A1013|+E|CQA2 A1Cr2 AxCuyl.

e Seize coefficients associé a chaque face.

On va regarder l'exemple de Nyp1. En ¢ seul, on peut avoir 0 ou 1), en j on a 0, en k on
peut avoir 0 ou 1. De toutes les combinaisons possibles, seules 5 sont valides. Ceci donne :

4 4 2
N101:?5|A1C9 C23Co7 A1013\+%|A1C9 C13Ca CQC23|+?5|A109 CyCa1  Ci34s|

2
+%|A109 A1Cr2 Co3Chy|

2 1
+?5|09A2 C13C9 A1013\+%|C'9A2 A1Cry Ci3As]

4 4 2
+%\C13023 CyCo A1C13\+%|C13023 A1Cqa 09023\+%|023024 ACry AiChgl,

Les coefficients de face de ce type ont 5 termes. Comme pour les arétes, on a plusieurs
types de coefficients de face dont le nombre de termes est variable d’un type a 'autre.

e Soixante quatre coefficients internes.

On va regarder Ny11. En ¢ on peut avoir 0 ou 1, idem en j et en k, ceci donne 27 termes,
i.e, 3 cas dans chaque direction (par exemple, en i c’est soit i, soit ig, soit i3 qui vaut 1),
donc 3 x 3 x 3.

Comme pour les arétes et les faces, on a plusieurs types de coefficients internes dont le
nombre de termes est variable d’un type a lautre, cf. [I6], ainsi, pour les coefficients les plus
interne, on trouve 125 termes.

Construction des Njjix. Pour obtenir les coefficients, il suffit de trouver, pour chaque
triplet (IJK), toutes les combinaisons possibles des triplets (i1j1k1), (iajoke) et (izjsks).
L’algorithme suivant donne le résultat :

RR n° 8376



66 P.L. George et H. Borouchaki

F1G. 24 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neuds et
les points de controle, numérotation logique des coefficients de controle (certains n’étant pas
montreés).

DE e

KO \\ N 16\9_}/1\7\]
vil ] B
Fia. 25 — Un exemple d’un coefficient de type sommet ou aréte avec un seul terme pour un

coefficient attaché a un sommet (ici Nogg), 3 ou 5 termes pour chacun des quatre coefficients
attachés a une aréte (ici Nigo et Nago).
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Algorithm 12 Construction des triplets des coefficients de ’hexaédre a 27 nceuds
— Trouver toutes les combinaisons pour I = 0,5, J =0,5et K =0,5
— pour une combinaison donnée, trouver les indices tels que :
— i1 +ig+iz=1
~jitjetiz=J
ki +ky+ k=K
- il 2071,j1 :0,2 et /{51 2072
- i2:0727j2:0,1 et k2:0,2
—i3=0,2,j3=0,2et ks =0,1
— En sortie, le ou les triplets de triplets d’indices convenants.

Nature des termes des Nrjix. Un examen attentif des termes des coefficients montrent
qu’ils ne sont autres que toutes les combinaisons possibles de trois vecteurs, chacun dans une
direction. On en déduit le nombre total de termes, 18 x 18 x 18, soit 5832 termes.

Cette formulation du jacobien et de ses coefficients de controle permet d’écrire une condi-
tion suffisante de positivité, voir plus bas. Néanmoins, de maniére pratique, il est impossible
(ou fastidieux) d’exprimer a la main tous ces coefficients et il va falloir trouver un moyen
réaliste d’y parvenir, via un programme ou via une méthode alternative.

5.1.11 Les éléments Serendip

e Le quadrilatére de degré 2 & 8 noeuds.

On se donne 8 points de controle, notés P;;, et 4 arétes, y(u,v) pour u variant, v fixé a 0
ou 1 et v variant, v fixé & 0 ou 1. On définit par interpolation transfinie le carreau ¥ par :

o(u,v) = (1 =v){7(4,0) = (L = u)Poo)} + u{y(1,v) = (1 —v)Pao}

+U{7<ua 1) 7UP22}+ (1 7“) {’Y(O,U) 7UP02} ) (31)

avec, par exemple, y(u,0) = >°,_,, BZ(u)Piy, Relation 1) et des expressions analogues
pour les autres arétes.

En notations Bézier, le carreau devient :

o(u,v) = By(v) Z B} (u) Py — By (u) Poo

>

Z B} (v)Paj — B} (v) Py
=0,2

+B](v) > B (u)P — Bl (u)Pa p + Bj(u) B} (v)Po; — B (v)Po2

1=0,2 7=0,2

Donc

—(u,v) = Bi(w) {2 B} (w)A}§ + P p +{ > B} (v)Py; — Bj(v)Pag
i=0,1 j=0,2

+B(1)42 > Bl(wA} — Py —< > Bi(v)Py; — B{(v)Poz ¢
i=0,1 j=0,2

soit encore :

do
Py W) =2 > Bl (w)By()Al) + 2 Y Bl(u)Bl(v)A + > Bj(v)AF)

i=0,1 i=0,1 §=0,2

= By(v)A% — Bi(v)AF;,
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avec les notations Aj) = Py Py j et AF) = P;jPiyo j et au final, comme Y, Bf(u) =1, ...,
on trouve :
0
qufQZB A}S— +QZB A}S— + Y B2w)AY.
1=0,1 1=0,1 7=0,2

De facon mécanique, on déduit la valeur de 22 5o (u,v), & savoir :

8 A02 A02
() =2 Y BI 0B @A - T2 +2 3 BBl WGY - 52+ Y Bwak.
j=0,1 j=0,1 i=0,2

Le jacobien comprend les 9 termes suivants :

(1) Y Y BL(w)B(v)BL(v)Bi(u) 2A1% — A% 249, — A%
11=0,1 j2=0,1
(2) + Z Z B} (v) B}, (v) Bl (u) 241 — A3} 2A9) — A%

11=0,1 j2=0,1

(5) + D D BL(wBs(0)B}(w) 247 — AR AY

i1=0,112=0,2

@)+ Y > BL(wBi(w)B),(v)B;(u) 285 - AR 245, — AG|
11=0,1 j2=0,1
B + > > Bl (v)Bj,(v)Bi (u) [2A70 — AGy  2A%], — A

11=0,1 j2=0,1

(M) + D Y BLwBI()B(u) 2855 - AF A

i1=0,112=0,2

® + > > B (v)By (u) |AT;,  2A5;, — AG)|

71=0,2 j2=0,1

© + > > B (0)Bi (u) |AT;,  2A3), — A%

71=0,2 j2=0,1

© +> 2 B () A, Al

71=0,272=0,2

Les termes (1), (2), (4) et (3) présentent la méme forme, ils ne font intervenir que les arétes
incidentes en un coin, de méme les 4 suivants sont relatifs aux noeuds d’aréte tandis que le
dernier concerne le "centre".

L’idée est de regrouper ces termes entre-eux afin de calculer les coefficients de controle de
I’élément. Pour ce faire il faut trouver des expressions comparables et le moyen de les obtenir
est de calculer ce que sont les polynémes puis d’en élever le degré & 3. On va donc, dans ce
but, traiter une & une les expressions ci-dessus.

Onprend (1) 3 30 BL)BYw)BL)BYw) 241 — A% 24L, - A
11=0,1 j2=0,1

soit (1) Z Z B} (u)BJQQ( )02 I 12A15—AF) QAS;Q—AS%\ qui donne les coefficients lel?jz.

11=0,1 j2=0,1 172
. , 1
Ceci est noté : (1) g E B?(u g} ,
1=0,1J=0,1
ensuite, on éléve le degré de 1 dans chaque direction. En v, on construit la séquence :

1) 4 9g)

: by 2%
IO_QIO ) R(Il): £ 3 ) Rgz):%

)
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puis la séquence, en u :

1 1 1
g _ py o) _ Ry + 2Ry g _ 2RY)
o) =1s o P = 3 voP2 T T
et on obtient au final pour cette expression : (1) Z Z B3 (u) S}lj) .
1=0,2.J=0,2
On regarde maintenant (2) Z Z B}, Bl( )Bi (u) [2A15— A% 2A2J2 ~A%
i1=0,1 jo=0,1
. 1
soit Z Z B} 1 (u)B:, (v )WBA}&)—A% 2095, — A%,

i1=0,1 j>=0,1 i1+1

1
qui s’écrit  (2) E E B (u)B]Zz (v) YR |2A1110_170—A(2)8 Ag%2 A% et donne les coefficients lez,)jz'
17 J2

i1=1,2 j,=0,1

Ceci est noté :  (2) Z Z B3 (u ng)],

I1=1,2 J=0,1

ensuite, on éléve le degré de 1 dans chaque direction. En v, on construit la séquence :
2 _ H® 2 _
Riy =Qp » Ry =

puis la séquence, pour u :

(2) (2) (2)
g _ 2Ry, g _ 2B+ Ry, 5 _ p@
1J 3 ’ 2J 3 ) 3J 2J
et on obtient au final pour cette expression : (2) Z Z B (u (2) .
1=1,3J=0,2
On regarde maintenant (3) Z Z B}, B1 L(0)B1 (u) [2A]%—AZ) Agle — A
11=0,1 j2=0,1
. 1
soit (3) > D By(w)Bj (v )W 2477 — AF 2455, — A%,
i1=0,1 j2=0,1 t1+1j2+1
qui s’écrit Z Z B, (v) cz 02 12410, ,—AF 2A3Y | —AJ| et donne les coefficients
11=1,2 j,=1,2
Ceci est noté :  (3) Z Z B (u (3)
I1=12J=1,2
ensuite, on éléve le degré de 1 dans chaque direction. En v, on construit la séquence :
®3) (3) (3)
R® _ 2¢n R® _ 2Qn +Qn R® — 0®
n = 3 ) 12 = 3 ) 13 =Wz
puis la séquence, pour
(3) (3) 3)
g® _ 2Ry, g _ 2+ Ry, ¥ _ p®
= T3 v P2 3 v P3J 2J
et on obtient au final pour cette expression : (3) Z Z BY( (3) .
I=1,3J=1,3
On regarde maintenant (4) Z Z B}, Bl( )Bg () [2A7°%—AZ) A8J12 —AY?|

11=0,1 j2=0,1
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. 1
wit () Y BB () g 201 - 0% 288, - )
11=0,1 j2=0,1 J2+1
qui s’écrit Z Z B} )C2 oz 2A1%—A% 2A)! a1 —AY2| et donne les coefficients
21 01]2 12
Ceci est noté :  (4) Z Z B3 (u)B2(v)Q%Y
1=0,1J=1,2

ensuite, on éléve le degré de 1 dans chaque direction. En v, on construit la séquence :

(4) (4) (4)
1) 2Q 1) 2Qp +Qy 4 4
Rgl) = 311 ) Rgz) - = Rgs) = gQ)

3 )

puis la séquence, pour u :

(4) (4)
=Rl s T gy 2

et on obtient au final pour cette expression : (4) Z Z B?(u)Bf}(v)S%) .

Les termes (5) et (7) présentent la méme forme, en effet, on a :

Clc?
z Z B} ., (wB(v) 0131 2 2A15 A% A% qui donne les coefficients ngiiz’o

i1=0,114=0,2 i1+iz
Ci.Cr . : 7
Z Z B} ;. (u)Bi(v) 03 2 [2A1%—AF3  AY)|  qui donne les coefficients lel_i%l,
i1=0,1i2=0,2 i1tz
donc :
6) > D BHwBQu et () Y Y Bi(w)Bj©)Qu.
1=0,3 J=0 1=0,3 J=1

Les termes (8) et (6) conduisent également & un regroupement analogue :

cj,C?
i 01 02 : : (8)
Z Z ]H_Jz Bj (u) C3 1 |A0]1 2005, —Agp| qui donne les coefficients Qg ;, .,
71=0,2 j2=0,1 J1+72
5, A2 2A% —AY2 id 1 ffici
Z Z Jlﬂz Bi(u )C3 |AG;, 25, —A%| qui donne les coefficients Q1j1+j2,
Jj1=0,2 j2=0,1 Jitj2
donc :
) DD BiwBi)Qu et (6) D, ) BiwBj(v)Qus,
1=0J=0,3 1=1J=0,3

et le dernier terme, (9), a la forme directe :

9) Z Z B?(u)B%(v)Qrs qui donne les coefficients QES -
1=0,2 J=0,2

On éléve maintenant le degré de ces cing derniéres expressions. Le dernier terme, le plus
simple, car complet, va étre élevé d’un degré pour chaque direction. On écrit ainsi :

ST N BB 0)QY) = 3 Biu) (Y. B3(v)

1=0,2 J=0,2 1=0,2 J=0,2

et on définit la séquence d’élévation du degré en v :

IO + 2Qn

© 4 o®
2
- On tO9n o RO _ O

9 9 9 9
R(I): go) J R§1)— J R(I): 3 12>
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et on obtient la nouvelle expression de cette somme, & savoir :
2 : 2 : 9)
BI RIJ 5
1=0,2 J=0,3

que l'on traite de la méme maniére. On construit donc la séquence d’élévation du degré en w :

9) 9)
sy-ry . syt gy

2R%) + RY)

9 9
L LT

et l'expression finale est :  (9) Z Z B?(U)Bﬁ(v)SEf’]) .
1=0,3 J=0,3

Les termes restants ont en commun une direction au degré 3 et l'autre, incompléte, au
degré 1, que I'on va élever en deux temps.

Ainsi pour (5) Z ZBI ( )

1=0,3 J=0
5 5 5 Q(5)
on construit la séquence en v Rgo) = 50) , Rgl) = i
RO 4 op®) 2R( ) R( )
puis, toujours en v S}g) = R%) , S}i) = % , Sg) = %,
et on obtient : (5) Z Z B} (u S’g) .
1=0,3 J=0,2
Pour (7) Z ZBI (7)
1=0,3 J=1
(7)
on construit la séquence en v Rg) = Qi , R%) = (171)
2R QR( ) R(7)
puis, toujours en v : Sg) = % , S’g = % , Sg) = Rg) ,
et on obtient : (7) Z Z B} (u ng)
1=0,3J=1,3
Pour Z Z BI (6)
I=1J=0,3
6
Qi)

. . 6
on construit la séquence en u Rg J) = —

oR(®) 2R(6) R(G)
puis, toujours en u : S\%) = TU . 5% = U; , 8% =R
. 6
et on obtient :  (6) Z Z B3 (u S}}
1=1,37=0,3
Et enfin pour Z Z B (8)
1=0J=0,3
it 1a sé . p®) _ H®8 (8 _ ((ng)
on construit la séquenceen u : Ry; =Qy; , R; = 5
R® 2R(8) oR®
puis, toujours en u : S((JSJ) = R((f,) , 558‘]) =0~ 1J —;, , SégJ) = 731‘] ,
et on obtient : (8) Z Z B3 (u (8) .
1=0,2 7=0,3

RR n° 8376



72 P.L. George et H. Borouchaki

Chaque coefficient va étre obtenu via la somme des coefficients ci-dessus, par exemple
Ny contient des contributions de tous les Qoo qui existent dans certaines des neuf sommes.
Comme les sommes sont incomplétes, pour les autres coefficients, ¢’est moins évident. Etablir
la correspondance entre les Ny; et les Q(Ilf,) se fait en regroupant convenablement les termes
des 9 sommes. En fait, il suffit maintenant de regrouper les coefficients de ces 9 sommes ayant

les mémes indices pour construire les coefficients effectifs.

Coefficients coins. On va, en premier, calculer les coefficients associés aux 4 sommets.
Par exemple, pour trouver Ny, on regarde dans quelles sommes se trouve un terme indicé (.
Il vient :

1 5 8 9
= 5§+ 55 + 558 + 55
soit : Nog = Rl + R<5> + R+ RS = QW) + Q%) + Q) +Qfy,
on remplace alors les Q) par leurs expressions.
Noo = 2460 — A3 2400 — AG| + 2460 —AJG AR, +IAZ 245 —AG| + [AT A

soit :

|2A1C’5 — A1A2 2A108‘ + |A1A2 2A108| ,11 vient donc 3N00 =4 \AlC5 A108| ,

qui est le résultat attendu. Le jacobien évalué pour A; est représenté par la surface du triangle
coin. On a, de méme :

Nao = Q%) + Q%) + Q1) + Q%)

et, par suite :

Nap = [2810-A% 245 —A%| + 2815 - A% A] + AT 245 A%, +]A% Al

soit :|2C5A2 - AlAQ 2A206| + |A1A2 2A206|,
qui est similaire a ’expression trouvée ci-dessus, par conséquent :
—— e
N30 =14 |C5A2 AQC6| .
On trouve de méme :

Noz = ((é) + Qg? + Qé? + Qég) et le calcul donne 4|A,C7 CgAy|

Et, pour finir avec les 4 jacobiens coins :

(3) e —_

N33 = Q + Qgg) + Qégz) et le calcul donne 4|C7A3 CgAs|

Coefficients associés a une aréte. On passe & une aréte et ses deux coefficients, par
exemple Nig et Nog. On a :

Nip =8 + 83 + 50 4 5 4 g® 4 g

1 1 2 6 8 8 9 9
N R + 2R 2Rl RO | 2r®  RB) 4 op® RO 4 oR®)
10 3 Ty 3 3 * 3 ’

3 N1o = Q) +2Q17 +20f7 + 301 + QfF + 20 + QY + 2017,
on exprime alors les @ (avec les poids) présents dans cette somme.
S = 1288 — A% 248 — A%
20\ = 2419 — A% 2405 — A%
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208 = 26 - 8% 288 - AF
3Q1 = |2A — A% Al + 212400 — AT AL
Y = 1% 280 A
Q(g) 2|A% 2800 — A
b =185 A%
2010 = 2(a3 AR

en additionnant, les 2 premier termes s’annulent tandis que d’autres termes s’annulent par-
tiellement par regroupement. Ne restent alors que :

2|Ag 245 — A%
2A10 Al + 21245 AR
2420 2A%0 — A% | ouvert en |24 2A00 _ AR | et 2410 2A0L — AQ2|
soit :

3N = 2|Agg 285 — A3 +2[2850  AJ] +[2800 2850 — AGS| + [2A15 245/,

et au final : .
3N = 2|28 Vool +41A1)  AY
avec .
Voo = 2475 + (2455 — AGS) + (245 — AR,
ou encore

Voo = 2A% + (A% — A} + (A% — A%).
En fonction des A; et des C;, on a :
3Ny = 2|A:1C5 m| +4|C542  A1Cy,

avec

Voo = 2C5C + (A,Cs — CsAy) + (A3Cs — CsA3)

et ce vecteur n’est autre que le vecteur 4@ , voir la Relation l) de I’élément complet
quand on définit Cg & partir du nceud Ag obtenu en prenant 'image du couple (0,0)@ de
lélément réduit, cf. [T4]. Ainsi les coefficients N1 de ’élément complet et de I’élément réduit
sont, via cette construction, strictement identiques.

Pour vérifier plus avant, on va calculer Nyg. On a :

Noo = S 4 5@ 4 5O 4 6O | g®) | g0

R(l) R(Q) +R(2) R(G) + R R(S) R(9) +R(9)
Nog = 3 4 2 —|—Ré%)—|— . 20 ; i . 7

20 En effet, comme, élément réduit :
A1+ A+ A3+ Ay | As+ Ag + A7 + As
Ag = — + )
4 2
il vient 4Ag9 = 7(A1 + Ao + As + A4) + 2(A5 + Ag + A7 + Ag) s
et puisque, élément complet :
1649 = (A1 4+ A2 + A3 + A4) + 2(Cs5 + Cs + C7 4+ Cg) + 4Cy
on a, en remplacant Ag par sa valeur : 4C9 = —(A1 + A2 + Az + A4) +2(Cs5 + Cs + C7 + C3),

et, par suite, on trouve successivement :

P

4C5C9 = —(A1 + A2 + Az + A4) + 2(Cs + Cs + C7 + Cg) — 4C5
4C5Cy = 2C5C7 + A1Cg + A2Cs + A3Cs + A4Chy

qui est bien Voo.
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3 Nan = 205 + 2057 + Q5 + 35 + 201 + Qo + 2047 + Q%

on exprime alors les @ (avec les poids) présents dans cette somme dont certains ont déja été
explicités lors du calcul de Nog.

2\ = 2419 - A% 240 — A%
201 = 208 — A% 249 — AR
§ = 12410 — A% 249 — AR
3Q% = 2080 — A% AR| + 2[2410 - A% A%
2010 =2|A% 2% — A%
S = 1A% 2A% - A%
2@5%) = 2|73 A%,
Q=188 AR

en additionnant, le second et le troisiéme terme s’annulent tandis que d’autres s’annulent
partiellement par regroupement. Ne restent alors que :

2A15 245 — Al
2800 A% + 212415 AT
2|AZ  2A5% — A% ouvert en2|A) 2450 — AR jet 2|AL) 249 — A%

soit :
3Nao = 2A10 245 — AGG| + 22415 AY| + 2[A1g 245 — AR| + 2|Ag 245,
et au final :

3Noo = 2|AL) ‘Eﬂ + 4]AYS  AdY| avec le vecteur Voo introduit pour Nyg .

En fonction des A; et des C;, on a :
3Ny = 2|C5A2 m‘ + 4\AlC5 A206| R

qui est le symétrique de Nig comme espéré.

Coefficients centraux. On va ici donner 'expression du coefficient Nji, les trois autres
s’en déduisant. On a :

Nip =8 + 87 + 80 + 5 + 57 + 89 + 57 + 57 + 57,

Ry + 2Ry 2RY) 2R Re) +2RY R 2R 2R 2Ry Ry + 2R | Ry + 2R

Ny = ,
3 3 3 3 3 3 3 3 3

soit

qui, exprimé en fonction des (), donne :

1) (1) (1) (1) (2) (2) (3) (4) (4)
2 2 2
3N = 290 _; Qo1 +2 ‘; 201, +9 Q ‘; Q1 +9 C?))11 + % +92 Q311
Q(9) + QQ(Q) (9) + 2Q
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soit :
9Ny, = (1)+2Q(1) ( (1)+2Q(1)) ( (2)+2Q(2))+4Q(3)+2Q(4)+4Q(4)

+6Q15 +3Q17 + 3017 + 605 +Qf + 2067 +2(Q1) +2047)

soit encore :
ON1 = QU + 208 +20Q%) +4Q1 + 201 + 407 + 4@ + 20} + 4Q(Y

+6Q15 +3Q17 + 3017 + 605 +Qf + 2067 + 204 +4Q17

on exprime alors les @ (avec les poids) présents dans cette somme dont certains ont déja été
explicités pour Nig et Nog.

§o = 12858 — A3 248 — A%
200 = 1248 — A% 2481 - A
%) = 2410 — A% 246 — Agl
= 2810 — AT 240 — AG|
2017 = 12800 — A% 245 — A%
1Q1Y = 2435 — AF) 24%] - A%
fi) = 2005 — A% 243 — A
QWY =248 — A2 249 — AP
4Q1Y = 2A15 — A3 248 - A%
6Q10 = 22410 — A% AR + 42438 — A% A%
3017 =130 2091 — A%R| + 2] 243 — A%
3017 = 22438 — A3 ARl + 2413 - A% A%
6Q0 = 41A3 245 — AR + 2143 2481 — AR
& = 1A% A
2Q67 =21a% A%
2Q10 = 2|A38 A(1) |
4017 =41A3) A%,
les termes 1 et 2, 3 et 4, 5 et 6 et 8 et 9 s’annulent, ne restent que :
4Q7 = 2283 — A3 243 — A%
6Q = 202415 — AT A + 41245 - A% A%
3017 = 1430 2081 — A%l + 2143 248 — A%
3017 = 212438 — A3 ARl + 2418 - A% A
6Qor = 4IA30 2455 — AR| + 215 2451 - A
& =183 A
2000 =243 Af|
210 =21A3 A%
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1Q17 =41A% Af.
On ouvre tous les A0 et les A% et on répartit le dernier terme :
4Q17 = 1838 — Afy A% — A%

6010 =21A1 — A AR + 41A50 - Al AL
301 = A3 A% - ALl + 288 AL - A
3Q1 = 21858 — AlY AR + |AIS - AR Af
6Q0) = 41A5) AR — ARl + 2|A%  Af - A

Qéo AT A%

205 =21A% A

2010 =213 AL
1Q1) = 21A% AR+ 2148 A%

On cherche les termes en |A2) .| et en |... A$2|, on trouve les deux expressions sui-
vantes :

[AG] 2476 +2(A% — A%y) +4(Ag — Afy) + 2(AG)!,

soit
2A5) AT+ (A% — A%) +3A% — AGl,
et
2487 +4(Ag0 — A1g) +2(Ag3 — A19) +2(AF)) AT,
soit

2|AF} + 3000 — Afg + (Agy — AjD) A,
expressions totalement symétriques. Restent alors & assembler :
3
407 =15 - Ag A% - Adj]
6Q55 = 2/A15 — AfS A
3@1 =A% A9 — A%
7
3Q17 = |Al5 - AY AR
8
6Q0) = 213 AjL - Af|
= |A% Al

10 10 : 10 10
On cherche les termes en |Ajg ...| et en |Ajg .| puis en |[Aj3 ...| et en |A]) .|, on
trouve les quatres expressions qui suivent :

Aoy — 2405 — 2481 + Aj — Agg + 2(Ag1 — Agg) + Afp + Ay
[Agp = BAG + Gy + Agy — Ayl
|ATS 2408 4+ 2401 + AST — ASL +2(Ad — ASY) + A + AST
|AL) AO(1)+5A 1+ A — AN,

restent alors :
10 10 01 01
4@11 = |Apz — A1y Agp — Ay

3Q1) = A1 - Al AR

donc :
Aoy (A5 — Adp) — Ag|
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A1y A — (A% — A,
en résumé, on a les termes :
[Agh = 3A00 + AfL + (A1 — A%l
|ALD A +5AG + (A1 — A,
(Ag2 — Afp) Ay — Ag — AR
21A8) AL+ (Azp — A%D) +3A5 — AGl,
2|AF) +3A50 — Afp + (Agy — Aly) A%

Au total, le coefficient N1; est la somme des termes calculés ci-dessus, ot 'on voit la
nature des contributions, ’aréte "centrale" de chaque direction, ’aréte proche avec ses deux
"moitiés" et, pour finir, 'aréte éloignée. Ecrit en fonction des A; et des C}, ceci donne :

ONy; = |A1C:  —3A,Cs + CsAs + (CoAs — A3C5)|
+|C5As A;Cs + 5CsAs + (CoAs — A2Cy)]
+|(A4C5 — C7A3) AyCq — CoAs — AL A,

+2|CsCq  CsCs + (A3Cq — CgAs) + 3A1Cs — Cs Aa|

+2|CsCq + 34,Cs — Cs Ay + (A3Cr — CrA3)  C5Ch).

Cette expression peut semblé assez bizarre et délicate & décrypter, en fait elle cache des
vecteurs "naturels" que 'on va exhiber ci-dessous en vérifiant que ce coefficient est identique
a celui de la Relation quand on construit Cy, élément complet, & partir de Ag de I’élément
incomplet. On part de

ON1; = 9x4Q11 =8| A1C5 CoCr | +16|CsCy C5Cq | +4|C542 CgAy|+8]C9Cs  A1Cs|,

on remplace Cy par son expression et on exprime tous les vecteurs ayant Cy9 comme extrémité.
Il vient :

ONu =2|AC5 Voa| + |Too Vool + 4|CsAs CsAs| +2|Uz AiCsl,

avec

Uoo = 2C5Cs + (A1C5 — C5A2) + (A4C7 — C7 A3),
Uso = 2C5C5 + (CsAs — A1C5) + (C7 A3 — AyCr)
( )+ ( )

Voo = 2C5C7 + (A,Cs — CgA, AsCs — CsAs) ,
Vos = 2C5Cr + (Cs Ay — A1C3) + (CsAs — A5C5) .

Il faut donc montrer que les deux facons de calculer le coefficient conduisent au méme
résultat ce qui n’est pas immédiatement évident. Nous choisissons de montrer que, terme
a terme, les deux formules sont identiques. La démonstration consiste donc & énumerer les
produits & réaliser, c’est ce qui suit (avec des notations simplifiées) :

le developpement du quad 8:
| 15 produit - 3 18 + 84 + ( 63 - 26 ) + 6 57 |

| 52 produit 18 + 584 + (63 -26) - 257 |
| 47 - 73 produit (26 -63) -14+ 257 |
| 86 produit 4 57 + 2 ( 26 - 63 ) + 6 18 - 2 84 |

le developpement du quad 9:
| 15 produit 4 57 + 2 ( 84 -18 )+ 2 ( 63 -26) +2 57
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+ ( 18-8 ) + ( 26 -63) -2 18 |
| 52 produit -2 57 - ( 18 -84 ) - ( 26 -63) + 484+ 218
| 47 - 73 produit 2 57+ ( 18 -8 ) + ( 26 -63) - 2 18 |

| 86 produit 4 57 + 2 ( 18 -84 ) + 2 ( 26 -63) + 4 18 |

puis, cette énumération faite, montrer que la différence est nulle.

La structure de ce coefficient permettra de trouver les 3 autres coefficients centraux en
permutant, par symétrie, les vecteurs et les poids en repartant de I’élément complet qui offre
un meilleur aspect.

Au final, on a, pour les coefficients, la liste suivante :

Noo = 4|4,C;  A,Cs)

Ny = 245 Vool + 4C5A;  ALCH|

Noyy = %|C5—A2> m|+%|m MI

Niy = 4|m M|

Ny = 21Uz A5Cq| + 41054, Cods)|

N3y = 31020 Cﬁﬁg@f’ A2C|

Nyz = 4|C7A3  CpAs|

Nz = 2|A,C7 Vio| + 41C7 A5 CsAy

Noy = 307 As Vool + 5|07 CoAs

Nos = 414,07 CsA4|

Noy = 2000 AiCs| + 4[4 C;  CsAs|

Noy = §|U_>00 CsAs| + 3|AsC7 A Cs|

Nu = Q|4 Vol + |Us Vool + 4|CsA; CsAs| +2|Us AiCy))
Ny = 12|CsAs Vool + U Vool + 4| A:0s Cods| +2|Uoy AxCe)
N = L@IAC: Vool +|Ux Vool +4[CrAs AiCy| +2|Tay CsAi)
Ny = 12|y Vool + U Vool + 4| XaCr ACol| +2|TUn0 Codi ),

avec les vecteurs déja vus :

Uoo = 2C5C4 + (A1C5 — C5A3) + (AaCr — C7 A3)

Usg = 2C5Ce + (C5 A3 — A1C3) + (C7 A3 — A4C7),
Voo = 2C5C7 + (A1Cs — CgAy) + (A2Cs — CsAs)
Voz = 2C5C7 + (Cs A, — A,Cy) + (C Az — A5C5) .

En remarque finale sur cet élément, on note que, plus simple dans son aspect élément fini,
il est peu évident d’analyser son jacobien et que, par suite, construire un élément complet
semble étre la meilleure solution pour valider I’élément réduit.

Remarquons que pour un élément droit de co6té unité, tous les coefficients valent 1, ce qui
est rassurant.

e Le pentaédre de degré 2 & 15 nceuds.

Pour cet élément, I'écriture & la Bézier incompléte est difficile, techniquement, & exhiber
car cet élément ne se défini pas par une interpolation transfinie, cf. [15]. Le moyen de trouver
cette formulation est de considérer la forme élément fini en exprimamt les noeuds des arétes
en fonction des points de controle puis en regroupant les termes en fonction de cette écri-
ture. On obtient donc une forme de Bézier incompléte qui, toutefois, conduit & des calculs
fastidieux, nous allons donc proposer comme méthode d’analyse ce que nous avons fait pour
le quadrilatére réduit, a savoir se ramener au cas d’un élément complet en créant les trois
neeuds manquants et les trois points de controle associés.
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F1G. 26 — Correspondance entre les numérotations Bézier et élément fini pour les neuds et
points de controle, numérotation logique des coefficients de controle et exemple d’un coefficient
associé a un sommet, des deux coefficients associés a une aréte et de l'un des 4 coefficients
centraur.

Indiquons que les noeuds manquants sont définis comme :

1 1
Aig = _Z(Al + A+ Ay + As) + §(A7+A1o + Ay3 + A1q)

1 1
A7 = *Z(Az + Az + A5 + Ag) + §(A8 + A5 + A1r + Aug)

et : 1 1
Arg = =7 (Ar+ A + Ag 4 Ao) + 5 (Ao + Ais + Awp + Aus)

puis que les points de controéle s’en déduisent simplement, par exemple on a :
1 1
016 = _Z<A1 + AQ + A4 + A5) + 5(0‘7 + ClO + 013 + 014) .

e I’hexaédre de degré 2 & 20 nceuds.

La difficulté technique vue ci-dessus dans le cas du quadrilatére Serendip se retrouve ici
avec encore plus d’acuité bien que cet élément soit bien défini par une interpolation transfinie.
Pour éviter le coté pénible d’une telle analyse a la Bézier nous allons également proposer
comme méthode d’analyse ce que nous avons fait pour le quadrilatére réduit, c’est-a-dire de
construire un élément complet pour retrouver ce cas.

Les noeuds manquants des faces se définissent comme dans le cas d’un quadrilatére ou
d’une face quadrilatérale d’'un pentaédre. Le nceud central, quant & lui, présente une forme
différente. On a en effet, Ay7 image du triplet (0,0, 0), donc :

1 1
Aoy = _Z(Al +...+Ag)+ Z(A%? + o+ Ago) -

Une fois les nceuds manquants construits, on calcule les points de controle. Pour les nceuds
de face, le controle se trouve comme dans le cas précédent, en effet, on a, par exemple :

1 1
Ao = _Z(Al + Ax + Az + Ag) + 5(149 + A1o + A1 + Ar2) .
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F1G. 27 — A gauche, un triangle de degré 2 valide, au milieu et & droite, deuz cas invalides,
le jacobien associé au sommet Ay est nul ou négatif respectivement.

et par suite :
1 1
Co = _E(Al + Ao+ As + Ay) + 5(09 + Cio + Ci1 + Ci2) .

Ceci étant calculé, pour le noeud central, le controle est calculé a partir de la relation le liant
aux autres, a savoir, comme on a :

1 1 1
Agr = A+ ...+ Ag) + @(Cg + ...+ 020) + TG(Czl + ..+ 026) + §027,

1
a1
on déduit que :

8Co7 = 64 A7 — (Al + ...+ Ag) — Q(Cg + ...+ CQO) - 4(C21 + ..+ CQG) s

et, au final :

1
Cyr = 8As7 — g(z‘h + ...+ Ag) (Cy+ ... + Cy) (Co1 + .. + Cs),

1 1
4 2
qui s’exprime également aprés avoir remplacé A7 comme :

5 3
Cor = —g(Al + ...+ Ag) + Z(Cg + ...+ C) (Co1 + ..+ C%).

1
2

L’élément complet équivalent est ainsi parfaitement défini.

5.2 Positivité du jacobien
5.2.1 Quelques jacobiens particuliers

Certains jacobiens particuliers (voire tous mais ce n’est pas évident a I'ceil) ont une
interprétation géométrique trés intéressante. De méme, certains coeflicients sont faciles a
interpréter.

— Les jacobiens "coins" s’interprétent simplement, & un facteur prés, comme la surface

(le volume) du triangle (du tétraédre) de sommets le sommet en question et ses deux
(trois) points de contrdle adjacents. Ils controlent ’angle entre les tangentes issues du
sommet et, en trois dimensions, I’angle entre les plans tangents aux sommets.

— Les coefficients de jacobien qui s’appuyent sur un point de controle central controlent le
non retournement de 1’élément (par exemple, pour un quadrilatére de degré 2, le nceud
As n’est pas au "dessus" du nceud Az).

— Les coeflicients de jacobien purement "centraux" controlent I’écrasement de I’élément
vers son "centre" (c’est le cas d’un hexaédre avec les huit jacobiens "coins" positif avec
un coefficient N11; négatif).

La Figure |27 montre, sur I'exemple d’un triangle, un cas ou le jacobien associé & un coin

est strictement positif, nul et négatif, de gauche & droite.
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5.2.2 Expression générique et positivité

Le jacobien, on I’a vu pour la plupart des éléments, a une expression sous la forme d’un
polynome de Bézier dont les coefficients ont une forme générique. On a vu ces expressions
lors de la discussion. Rappelons que si les coefficients sont,

— Propriété 1 - strictement positifs en une valeur des variables interpolante (le polynome

passe par le coefficient),

— Propriété 2 - positifs ou nuls ailleurs,
alors le jacobien est positif partout et que si la Propriété 1 est vraie mais que la Propriété ne
I’est pas, on peut affiner I'analyse.

Pour s’assurer de la positivité d’un jacobien, on vérifie en premier la stricte positivité des
jacobienﬂ associés aux sommets, les "coins". Ensuite, on calcule les coefficients associés aux
arétes, s’il y en a. Si l'un est négatif, on raffine 'aréte. Ensuite on passe a ceux des faces (s’il
y en a) puis, enfin aux coefficients internes (s’il y en a).

5.2.3 Raffinement par la subdivision d’une aréte

On calcule le jacobien au noeuﬂ "milieu", s’il est négatif I’élément est faux. Sinon, on
coupe l'aréte en ce nceud et on définit les deux moitiés d’arétes avec leurs nouveaux points
de controle. A partir de ces nouveaux points, on calcule les nouveaux coefficients de 1’aréte
qui sont alors analysés.

En pratique, les nouveaux coefficients peuvent étre obtenus de maniére directe en suivant
exactement ’algorithme de De Casteljau. Pour fixer les idées, on considére le cas d’un tétra-
édre de degré 2 et on suppose que ses 4 jacobiens coins sont valides tandis qu'un coefficient
d’aréte est négatif. Prenons le cas de laréte [4; A3] ou, en notation Bézier, [PsoooPoz200]. Le
jacobien se réduit a quatre termes :

J (u,v,0,0) = u®N3goo + 3uvNaigo + 3uv? Ni2go + v* Nosoo

avec Nagoo > 0, Nosoo > 0 et, par exemple, Najgo négatif. On calcule J(u,v,0,0) pour
U=v= %, ce qui est le choix le plus naturel. Si cette valeur n’est pas strictement positive,
lélément est faux. Sinon, on va couper l'aréte en deux morceaux, I'un défini sur [A;As],
lautre sur [A5As]. Pour le premier, on cherche les coefficients M,k tels que le jacobien
s’écrive :

J(u,v,0,0) = u3M3000 + 3u21)M2100 + 3U1)2M1200 + U3M0300

et 'algorithme d’évaluation de De Casteljau donne les nouveaux coefficients :

M3000 = N3000

11
Mosoo = \7(57 3

puis, pour trouvre les autres coefficients, on définit la séquence

_ M3000 + M2100

0,0)

M3g0 = B
Ma100 + Mig00
M0 = - 5
Miooo + M2
M2 = 23000 : 32100

et J devient sur ce morceau :
T (u,v,0,0) = u®Msooo + 3u?vM3q00 + 3uv? Mo + v> Mozoo -

Le méme raisonnement s’applique pour le second morceau de l'aréte. L’'intérét est que la
condition qui portait sur Najgo porte maintenant sur Miy,, et M2y, qui sont beaucoup plus
proches du polynéme, ainsi ’analyse est plus fine.

2ldont le signe ne change pas aprés un raffinement.
226u en un point, le milieu, dans le cas ot il n’y a pas de noeud, exemple de I'hexaédre de degré 1.
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5.2.4 Raffinement par la subdivision d’une face

Ici on a déjé passé le cap de la vérification des arétes, on passe alors aux coefficients
associés aux faces. On calcule le jacobien en un nceud (ou un point quelconque) de la face,
s’il est négatif I’élément est faux. Sinon, on coupe la face en ce nceud et on définit les deux,
trois ou quatre sous-faces avec leurs nouveaux points de controle. A partir de ces nouveaux
points, on calcule les nouveaux coefficients de la face qui sont alors analysés.

En pratique, les nouveaux coefficients peuvent étre obtenus de maniére directe en sui-
vant exactement ’algorithme de De Casteljau. On reprend ’exemple ci-dessus et on suppose
maintenant que le coefficient Ny11¢ est strictement négatif. Dans cet exemple, le jacobien se
réduit & 10 termes :

3 2 2 3 2 2 3
J(u,v,w,0) = u”N3pgo+3u“vNaigo+3uv” Ni2oo+v° Nogoo+3v°w No21o+3vw” Noi2o+w Nooso

+3uw2N1020 + 3u2wN2010 + 6uvwNi110-
On calcule alors J(u,v,w,0) pour v = v = w = % qui correspond & un point de la face
noté G, ce choix étant le plus naturel. Si cette valeur n’est pas strictement positive, I’élément
est faux. Sinon, on va couper la face en trois morceaux 1'un défini sur [A; AG], autre sur
[A2A3G] et le dernier sur [A3 A1 G]. On utilise & nouveau l'algorithme d’évaluation qui consiste
A construire la séquence :

N300 + N2100 + N2o10

1
Msp00 = 3
1 Na100 + Ni200 + Ni110
Ms190 = 3
1 Ni200 + Nosoo + Noz1o
M09 = 3
1 Nao1o + Nit1o + Nio2o
My = 3
Ml Ni110 + Noz1o + Noi2o
1110 = 3
Ml N1o20 + No12o0 + Nooso
1020 = 3 ;
puis :
MEo M3o00 + M3100 + Msp10
3000 = 3
M2 M990 + Migo + Mi11o
2100 = 3
MEo M310 + Mi110 + Migao
2010 = 3
en notant que
ME Moo + M3100 + Mspio
3000 =

3
n’est autre que ._7(%7 %, %,O).

Ainsi, la condition Ny119 positif ou nul est remplacée par la condition de positivité ou de
nullité de ces neuf coefficients, ’analyse est ainsi plus fine.

5.2.5 Raffinement par la subdivision d’un élément

Ici on a déja passé le cap de la vérification des arétes et des faces. On calcule le jacobien
en un noeud (ou un point) interne a I’élément, s’il est négatif ou nul I’élément est faux. Sinon,
on coupe I’élément en ce nceud (ou point) et on définit les différents sous-éléments avec
leurs nouveaux points de controle. A partir de ces nouveaux points, on calcule les nouveaux
coefficients de 1’élément qui sont alors analysés.

Dans le principe, les nouveaux coeflicients peuvent étre obtenus de maniére directe en
suivant exactement le méme algorithme de De Casteljau.
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A AP

F1G. 28 — Les vecteurs en jeu pour un triangle de degré 2 (haut), pour un quadrilatére a
9 neuds (bas).

5.2.6 Une méthode alternative totalement mécanique

Comme nous avons exprimé les jacobiens sous la forme (ou une forme équivalente)

J(u,v) = ZZB?(U)B;H(U)NU,

%

et que 'on a :
Nij = ZwkTijka
k

avec wy, un poids (positifs avec ), wi = 1,4 ou 8, respectivement pour le degré 1, le degré 2
en deux dimensions et le degré 2 en trois dimensions) et Tj;; un déterminant, une condition
suffisante de validité est que tous ces termes T, soient positifs ou nuls (les jacobiens étant
strictement positifs aux "coins"). Ceci nécessite d’énumérer tous ces termes, il est néanmoins
facile de voir que I'on peut les trouver sans réfléchir, ’algorithme est le suivant :

— prendre tous les vecteurs construits sur les sommets et points de contréle dans chaque
direction,

— former tous les déterminants possibles entre ces vecteurs (un dans chaque direction),

— calculer ces déterminants, s’ils sont tous positifs ou nuls (les jacobiens étant strictement
positifs aux "coins"), I’élément est valide.

La Figure 28 montre, sur deux exemples, les vecteurs de chaque direction qui se combinent
pour former les termes de controle. Notons que pour les éléments réduits, les vecteurs & mettre
en jeu ne sont pas nécéssairement ceux construits sur les points de contrdle (voir ci-dessous).

La condition est suffisante mais plus exigeante car elle exclut des combinaisons qui pour-
raient se compenser.

5.2.7 Une méthode alternative pour les éléments Serendip

Une méthode simple dans son esprit peut étre utilisée pour valider les éléments incomplets,
il suffit de les compléter. Par exemple pour le quadrilatére a 8 noeuds, on calcule le point
image du couple (%, %) que l'on désigne par Ag puis on construit un élément complet avec ce
nceud comme neuviéme noeud et on calcule le point de contréle Cy achevant ainsi la définition
d’un quadrilatére complet dont ’analyse est plus simple. Sur le papier les autres éléments
incomplets peuvent étre traités de cette fagon.

On peut également utiliser la méthode alternative liée au cas complet et donnée ci-dessus
en définissant comme vecteurs, ceux associés aux arétes enrichi des paires de vecteurs liées

au fait qu’il manque un nceud par face ou un nceud interne.
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5.3 Syntheése

Le Tableau (1) synthétise les résultats obtenus.

forme degré # de degré | # de # de commentaires
des p; | noeuds de J | coeff. | termes
triangle P1 1 3 0 1 1 surface du triangle
quadrilatére Q1 1 4 1x1 4 4 | convexité du quadrilatére
triangle P2 2 6 2 6 9 jacobiens aux nceuds
+ extremum
quadrilatére Q2 2 9 3x3 16 36
quadrilatére QQ, 2 812x2+1x3+3x1 16 ¢élément Serendip
+ vecteurs "naturels"
tétraédre P1 1 4 0 1 1 volume du tétraédre
pentaédre R1 1 6 1x2 9 12
hexaédre Q1 1 8 2x2x2 27 64
tétraédre P2 2 10 3 20 64
pentaédre R2 2 18 4 x5 90 972
pentaédre R2 2 15 élément Serendip
+ vecteurs "naturels"
hexaédre Q2 2 27 5x5x5 216 5832
hexaedre Q2 2 20 élément Serendip

+ vecteurs "naturels"

Tableau 1 : Caractéristiques des éléments finis de Lagrange.

Quelques commentaires sur ce tableau, élément par élément (CS pour condition suffisante,
CN pour nécessaire, CNS pour nécessaire et suffisante).

Pour tous les éléments, on a une CN portant sur les coeflicients (jacobiens) coins.

— Triangle P1 : le calcul de la surface donne la CNS.
— Quadrilateére Q1 : la convexité (le calcul de 4 surfaces) est la CNS.
— Triangle P2 : une CS portant sur 6 coeffcientﬂ une CNS si on calcule I'extremum.
— Quadrilatére @2 : une CS portant sur 16 coeflicients.
— Quadrilatére Q2 réduit : une CS portant sur 16 coefficients ou un passage par ’élément

complet.

— Tétraédre P1 : le calcul du volume donne la CNS.

— Pentaédre R1 : une CS portant sur 9 coefficients ou une CNS portant sur 6 coefficients
seulement quand les faces quadrilatérales sont planes.

— Hexaédre @1 : une CS portant sur 27 coefficients.

— Tétraédre P2 : une CS portant sur 20 coefficients.

— Pentaédre R2 : une CS portant sur 90 coefficients sous réserve de savoir les énumérer
sinon une CS par une méthode alternative.

— Pentaédre R2 réduit : une CS par une méthode alternative ou la construction virtuelle

d’un élément complet.

— Hexaédre Q2 : une CS portant sur 216 coefficients sous réserve de savoir les énumérer
sinon une CS par une méthode alternative.
— Hexaédre Q2 réduit : une CS par une méthode alternative ou la construction virtuelle

d’un élément complet.

— Pyramides : une CS par une méthode alternative.

6 En pratique

On indique ici comment, en pratique, procéder pour vérifier la validité d’un élément de

degré 2. Les étapes sont les suivantes :

23En fait, comme pour les autres éléments, les (3, ici) conditions sur les "coins" sont nécessaires.
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F1a. 29 — Les vecteurs en jeu pour un triangle de degré 2 avant et aprés un raffinement en
coupant en Ay. Avant raffinement, il y a le terme avec le déterminant |C4As CgAs| qui
est négatif. Apres raffinement, cette interaction est remplacée par une interaction entre les
vecteurs CyAy et CoAs avec un déterminant positif, Cy étant le nouveau point de controle
associé & l'aréte issue de A; et joignant Ay, le nouveau sommet A/Q de U’élément de gauche
du découpage.

e Pour les éléments complets.

— Si ’élément est droit, utiliser son homologue de degré 1

— Sinon :

1 Calcul des points de controle,

2 Calcul des jacobiens "coins", si 'un est négatif ou nul, I’élément n’est pas valide,
FIN.

3 Calcul des coefficients associés aux arétes, si I'un est négatif, évaluer le jacobien en
un noeud de l'aréte, s’il est négatif ou nul, I’élément n’est pas valide, FIN. Sinon,
raffiner I'aréte et continuer tant que.

4 Calcul des coefficients associés aux faces, si I'un est négatif, évaluer le jacobien en un
neeud de la face, s’il est négatif ou nul, I’élément n’est pas valide, FIN. Sinon, raffiner
la face et continuer tant que.

4 Calcul des coefficients "internes", si I'un est négatif, évaluer le jacobien en un nceud

interne a ’élément, s’il est négatif ou nul, ’élément n’est pas valide, FIN. Sinon,
raffiner I’élément et continuer tant que.

e Pour les éléments incomplets.

— Si I’élément est droit, utiliser son homologue de degré 1

— Sinon :
1 Calcul des points de controle,
2 Calcul des jacobiens "coins", si I'un est négatif ou nul, I’élément n’est pas valide,
FIN.
3 Utilisation de la méthode alternative (en rajoutant les "bons" vecteurs), un raffine-

ment explicite de I’élément pouvant étre fait (qui change la nature des liens entre
les vecteurs qui interagissent) ou ajout des nceuds manquant pour retrouver le cas
standard.

Les ingrédients nécessaires a la mise en ceuvre de ce processus de vérification sont :

— un programme de calcul du jacobien en un point quelconque,
— un programme de calcul des coefficients de controle,
— un programme de raffinement pour une aréte, une face ou I’élément lui-méme.
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Remarque. 1l est clair que les arétes courbes réalisant une approximation précise de la
géométrie au sens ou ’écart entre la courbe et la corde est petit conduisent & avoir les
jacobiens positifs automatiquement.

Remarque. Si le nombre de calculs devient prohibitif, on peut penser a ne calculer que
certains coefficients, impérativement ceux associés aux sommets et aux nceuds des arétes,
s’il en est, puis, en aléatoire un échantillon parmi les autres nceuds ou, mieux, toujours en
aléatoire, un échantillon de jacobiens (et non de coefficients) sur des points sur les arétes, les
faces et a 'intérieur.

Une autre idée est de valider 1’élément en calculant ses coefficients coins (impérativement)
puis de ne calculer les coefficients qu’aux points de la quadrature (par exemple de Gauss)
qui sera utilisée plus tard lors des calculs propremnet dits.

7 Quelques autres applications

En bref, on indique quelques autres applications de cette étude.

Analyse de maillages surfaciques. On utilise les résultats pour analyser un triangle (un
quadrilatére) de degré 2 de I’espace R3. La notion de jacobien n’ayant pas de sens dans ce
cas, on construit deux éléments virtuels de part et d’autre du triangle (prenons ce cas), des
tétraédres a 10 nceuds qui sont alors analysés en tant que tels en s’assurant que les noeuds
créés et le quatriéme sommet ne bruitent pas ’analyse via leurs arétes (virtuelles), voir [12] et
[13]. Pour un élément quadrilatéral, on définira, de méme, deux hexaédres virtuels en évitant
toute interférence parasite.

Correction de maillages surfaciques faux. Si on sait detecter (voir ci-dessus) un tri-
angle de surface faux, gardons ce cas, I’examen du ou des jacobiens ou coefficients impropres
des tétraédres virtuels construits permet de savoir comment corriger le triangle (revoir la
Figure [27] et voir [13]).

Notons qu’'un cas fréquent de maillage faux est celui ol une aréte courbe part tangente
a l'une de ses arétes (droites) consécutives. La correction revient alors a courber également
cette aréte droite.

Construction automatique de maillages de degré 2. Partant d’une surface composé
de triangles & 6 nceuds, il est possible de développer un mailleur automatique en tétraédres
a 10 nceuds, voir [12]. L’idée est de partir d’un maillage au degré 1 puis de enrichir, ceci
nécessite cependant de modifier la fagon de construire le maillage de degré 1 car il faut
anticiper la création ultérieure des éléments de degré 2.

Maillages mobiles. La résolution des problémes ot le maillage bouge au cours du temps
nécessite de garantir qu’a chaque déplacement le maillage reste valide. En particulier, il n’est
pas suffisant de vérifier que le maillage est valide & I'instant initial et a ’instant final mais qu’il
’est & tout instant. Ce probléme revient & vérifier que le jacobien d’un élément de R? extrudé
dans une quatriéme dimension est valide. La généricité de notre analyse permet de dégager
des conditions suffisantes dans ce cadre en étudiant le jacobien d’un tétraédre tensorisé par
la direction de déplacement.

Extension aux degrés élevés et p-adaptation. Sur le principe, notre analyse s’applique,
en pratique, voir la remarque formulée ci-dessous dans la conclusion.
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Fi1G. 30 — Détection des éléments faux d’un maillage de surface composé de triangles de
degré 2. La construction de tétraédres virtuels est utilisée pour analyser les triangles et repérer
ceur qui sont fauz.

Fi1G. 31 — Deux vues de zones courbes ou les éléments courbes permettent de représenter
fidelement la géométrie. Noter que certaines arétes sont courbées dans la zone plane par
"contagion” et au regard de critéres de qualité.

8 Quelques exemples de maillages de degré 2

Les Figures [30] et 1] montrent quelques exemples de maillages de degré 2. La premiére
figure est un maillage de surface ot quelques éléments ne sont pas valides. La détection de
ces éléments a été faite en utilisant des tétraeédres virtuels et en analysant leur jacobien au
travers des coefficients concernés. La deuxiéme figure montre 'intérét évident des élémenst
courbes pour bien capter une géométrie courbe avec un minimum d’éléments.

9 Conclusions et perspectives

On a discuté de la validité des éléments de Lagrange usuels aux degrés 1 et 2. Hormis
quelques cas simples ot on a montré une condition nécessaire et suffisante, on a seulement
su exprimer une condition suffisante en regardant la forme Bézier des éléments.

L’hexaédre de degré 1 est apparu comme délicat & analyser malgré son apparente sim-
plicité. On a vu que les simplexes sont sensiblement plus faciles & analyser que les autres
éléments et, dans cet esprit, on a vu que les éléments incomplets sont délicats. Pour les sim-
plexes, il est relativement facile de mener I'analyse pour des degrés quelconques, méme dans
des espaces de dimension quelconque, cf. [I1], pour les autres éléments la généricité du for-
malisme & la Bézier conduit a la méme conclusion avec, cependant, ’apparition de polynéme
de degré trés élevé. Dans cet ordre d’idées, on a vu que le nombre de calcul a effectuer pour
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valider un élément devient, en trois dimensions, rapidement prohibitif en particulier pour
les éléments non simpliciaux et, notons le, que le degré du polyndéme jacobien est, pour les
simplexes, sensiblement moins élevé que pour les autres éléments (ce qui semblerait impliquer
une plus grande stabilité). Il est facile de voir qu’en augmentant le degré, ce nombre explose.

L’utilisation d’éléments finis de degré élevé semble ainsi peu réaliste dans le cas de géo-
métrie complexe, sauf a restreindre ’approximation géométrique au degré 2 puis a utiliser
pleinement le degré des éléments dans les calculs proprement dits.

Peut on affiner les conditions et obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, peut
on trouver comment traiter facilement (et a moindre cotit) les éléments dont les coefficients
sont en trés grand nombre voire pratiquement impossibles & énumérer, ..., sont quelques
pistes a regarder. Pour finir, que peut on dire des méthodes s’appuyant sur des constructions
géométriques plus complexes comme, par exemple, les B-splines ou les Nurbs ? Un début de
réponse, de notre point de vue, se trouve dans [I7], [I8] et dans [I0] pour les Bézier rationnels
dans le cas des triangles et tétraédres puis dans le cas des quadrilatéres et hexaédres.
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Annexe

On montre ici le programme (en Fortran!) de calcul du jacobien d’un tétraédre de degré 2
en un point quelconque d’un élément donné.

SUBROUTINE P2DUVW(IEL,NOEUDS,SIMP,COOR,XCH,DET2)
A I o i o
BUT : JACOBIEN EN XCH

IN : IEL,NOEUDS,SIMP,COOR,XCH

OUT : DET2 : LE JACOBIEN
USAGE : GHS3D P2
+++++++++
PROGRAMMEUR : PL G INRIA 2011.
INTEGER NOEUDS(6),SIMP(4),IEL
REAL COOR(3,*)
REAL*8 XCH(3)
REAL*8 DET2

locNoNoNoNoNoNoNo N NO ]

REAL*8 PX(10),PY(10),PZ(10),XYZ(3,10)
REAL*8 X,Y,Z,MAT1,MAT2,MAT3,MAT4,MAT5,MAT6,MAT7 ,MATS,MAT9
INTEGER I,J,K
C -—- CHARGEMENT DES COORDONNEES DES NOEUDS DE L’ELEMENT SIMP(1:4)
DO K=1,4
C --- LES NOEUDS SOMMETS
I = SIMP(K)
XYZ(1,K) = COOR(1,I)
XYZ(2,K) = COOR(2,I)
XYZ(3,K) = COOR(3,I)
ENDDO
DO K=1,6
C -—- LES NOEUDS DES ARETES
I = NOEUDS(X)
XYZ(1,K+4) = COOR(1,I)
XYZ(2,K+4) = COOR(2,I)
XYZ(3,K+4) = COOR(3,I)
ENDDO
C -—- CALCUL DU JACOBIEN P2 EN X,Y, Z DEFINIS PAR XCH
X = XCH(1)
Y = XCH(2)
Z = XCH(3)
C --- DERIVEEES EN X AUX NOEUDS REFERENCES
PX(1) = - 3.D00 + 4.D00 * ( X +Y + Z )
PX(2) = 4.D00 * X - 1.D0O
cc PX(3) 0. PX(4) = 0.
PX(56) = 4.D00 * ( 1.DO0 - 2.D00 * X - Y - Z )
PX(6) = 4.D00 * Y
PX(7) =-4xY
PX(8) = - 4.D00 * Z
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PX(9) = 4.D00 * Z
cc PX(10) = O.
C -—- DERIVEEES EN Y AUX NOEUDS REFERENCES
PY(1) = PX(1)
cc PY(2) = 0.
PY(3) = 4.D00 * Y - 1.D00O
cc PY(4) = 0.
PY(5) = - 4.D00 * X
PY(6) 4.D00 * X
PY(7) = 4.D00 * ( 1.D00 - X - 2.D00 * Y - Z )
PY(8) = - 4.D00 * Z
cc PY(9) = 0.
PY(10) = 4.D00 * Z
C --— DERIVEEES EN Z AUX NOEUDS REFERENCES
PZ(1) = PX(1)
cc PZ(2) = 0. PZ(3) = 0.
PZ(4) = 4.D00 * Z - 1.D0OO
PZ(5) = - 4.D00 * X
cc PZ(6) = 0.
PZ(7) = - 4.D00 * Y
PZ(8) 4.D00 * ( 1.D00 - X - Y - 2.D00 * Z )
PZ(9) = 4.D00 * X
PZ(10) = 4.D00 * Y
C -—- LA MATRICE JACOBIENNE
MAT1 = PX(1) * XYZ(1,1) + PX(2) * XYZ(1,2)
MAT4 = PX(1) * XYZ(2,1) + PX(2) * XYZ(2,2)
MAT7 = PX(1) * XYZ(3,1) + PX(2) * XYZ(3,2)
DO J=5,9
MAT1 = MAT1 + PX(J) * XYZ(1,J)
MAT4 = MAT4 + PX(J) * XYZ(2,J)
MAT7 = MAT7 + PX(J) * XYZ(3,J)
ENDDO
C
MAT2 = PY(1) * XYZ(1,1) + PY(3) * XYZ(1,3) + PY(10) * XYZ(1,10)
MAT5 = PY(1) * XYZ(2,1) + PY(3) * XYZ(2,3) + PY(10) * XYZ(2,10)
MAT8 = PY(1) * XYZ(3,1) + PY(3) * XYZ(3,3) + PY(10) * XYZ(3,10)
D0 J=5,8
MAT2 = MAT2 + PY(J) * XYZ(1,J)
MATS = MAT5 + PY(J) * XYZ(2,J)
MAT8 = MAT8 + PY(J) * XYZ(3,J)
ENDDO
C
MAT3 = PZ(1) * XYZ(1,1) + PZ(4) * XYZ(1,4) + PZ(5) * XYZ(1,5)
MAT6 = PZ(1) * XYZ(2,1) + PZ(4) * XYZ(2,4) + PZ(5) * XYZ(2,5)
MAT9 = PZ(1) * XYZ(3,1) + PZ(4) * XYZ(3,4) + PZ(5) * XYZ(3,5)
DO J=7,10
MAT3 = MAT3 + PZ(J) * XYZ(1,J)
MAT6 = MAT6 + PZ(J) * XYZ(2,J)
MAT9 = MAT9 + PZ(J) * XYZ(3,J)
ENDDO
C --- LE JACOBIEN P2 AU NOEUD DE MESURE XCH :
DET2 = MAT1 * ( MAT5 * MAT9 - MAT8 * MAT6 )
+ MAT4 * ( MAT3 * MAT8 - MAT2 * MAT9 )
+ MAT7 * ( MAT2 * MAT6 - MAT5 * MAT3 )
c

END

Inria



Eléments finis de Lagrange de degré 1 et 2

91

RR n° 8376



V4

: in[orma!ics/mutheman’:s

RESEARCH CENTRE
PARIS - ROCQUENCOURT

Domaine de Voluceau, - Rocquencourt
B.P. 105 - 78153 Le Chesnay Cedex

Publisher

Inria

Domaine de Voluceau - Rocquencourt
BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex
inria.fr

ISSN 0249-6399



	Introduction
	Rappels sur les polynômes de Bernstein
	Définitions
	Dérivation
	Multiplication

	Formes de Bézier
	Courbes de Bézier
	Surfaces ou carreaux de Bézier
	Volumes de Bézier
	Forme de Bézier d'un polynôme

	Éléments finis de Lagrange de degré 1 et 2
	Définitions sous forme élément fini
	Triangles et quadrilatères en deux dimensions
	Le triangle de degré 1 à 3 nœuds
	Le quadrilatère de degré 1 à 4 nœuds
	Le triangle de degré 2 à 6 nœuds
	Le quadrilatère complet de degré 2 à 9 nœuds
	Le quadrilatère Serendip de degré 2 à 8 nœuds

	Tétraèdres, pentaèdres et hexaèdres
	Le tétraèdre de degré 1 à 4 nœuds
	Le pentaèdre de degré 1 à 6 nœuds
	L'hexaèdre de degré 1 à 8 nœuds
	Le tétraèdre de degré 2 à 10 nœuds
	Le pentaèdre complet de degré 2 à 18 nœuds
	Le pentaèdre Serendip de degré 2 à 15 nœuds
	L'hexaèdre complet de degré 2 à 27 nœuds
	L'hexaèdre Serendip de degré 2 à 20 nœuds

	Le cas particulier des pyramides
	Définitions sous forme Bézier
	Équivalence des deux définitions
	Le cas des éléments Serendip

	Une équivalence sur les jacobiens.

	Validité d'un élément fini
	Calcul du jacobien
	Le triangle de degré 1 à 3 nœuds
	Le quadrilatère de degré 1 à 4 nœuds
	Le triangle de degré 2 à 6 nœuds
	Le quadrilatère de degré 2 à 9 nœuds
	Le tétraèdre de degré 1 à 4 nœuds
	Le pentaèdre de degré 1 à 6 nœuds
	L'hexaèdre de degré 1 à 8 nœuds
	Le tétraèdre de degré 2 à 10 nœuds
	Le pentaèdre de degré 2 à 18 nœuds
	L'hexaèdre de degré 2 à 27 nœuds
	Les éléments Serendip

	Positivité du jacobien
	Quelques jacobiens particuliers
	Expression générique et positivité
	Raffinement par la subdivision d'une arête
	Raffinement par la subdivision d'une face
	Raffinement par la subdivision d'un élément
	Une méthode alternative totalement mécanique
	Une méthode alternative pour les éléments Serendip

	Synthèse

	En pratique
	Quelques autres applications
	Quelques exemples de maillages de degré 2
	Conclusions et perspectives

