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Résumé

Cet article présente un algorithme de recherche lo-
cale guidée par I'analyse de conflits pour résoudre le
probléeme SAT. L'usage d'une telle analyse, permettrait
d'exploiter les dépendances entre les variables particulie-
rement présentes dans des instances structurées et d'ac-
croitre l'effet de la propagation unitaire. Les premiers
résultats expérimentaux sont prometteurs.

1 Introduction

Le probléme de satisfiabilité (SAT) consiste a déci-
der si une formule booléenne sous la forme normale
conjonctive est satisfiable. SAT est I'un des probléemes
NP-complets les plus étudiés a cause de son impor-
tance aussi bien sur le plan théorique que pratique.

L’intérét des mécanismes de ’analyse des conflits
et de I'apprentissage des clauses dans la résolution du
probleme SAT a été notamment démontré dans les dé-
monstrateurs complets (par exemple dans [3, 7]). Ce-
pendant, peu de travaux exploitent de telles techniques
dans le cadre de la recherche locale [1, 4]. Par ailleurs,
des instances SAT, en particulier structurées, peuvent
contenir des dépendances entre les variables dont la
prise en compte permet d’améliorer leur résolution.
Nous présentons dans ce papier une nouvelle intégra-
tion de I'analyse des échecs dans une recherche locale
qui permet d’inclure la propagation unitaire sur une
interprétation complete en cours de réparation cap-
tant ainsi d’éventuelles relations entre variables. Cette
intégration introduit aussi un caractere tabou dans la
recherche prévenant ainsi l'occurrence de cycles lors
de I’exploration de ’espace de recherche. Les premiers
résultats expérimentaux nous semblent prometteurs.

*Avec le soutien du projet ANR-08-BLAN-0289-04

Ce papier est organisé comme suit : dans la section
2 apres la donnée de quelques définitions et notations,
nous effectuons un rappel sur la recherche locale pour
SAT, par la présentation de Walksat [8] qui est utilisé
comme base dans notre approche, et un bref rappel du
principe de 'analyse de conflits. La section 3 est consa-
crée a la description de notre approche, en décrivant
les éléments qui la composent puis en expliquant son
principe de fonctionnement. Les sections 4 et 5 pré-
sentent des travaux proches et des premiers résultats
expérimentaux, avant de conclure dans la section 6.

2 Préliminaires

2.1 Définitions et notations

Une instance F du probleme de satisfiabilité (SAT)
est définie par la paire F = (X,C), tels que
X = {x1,x9, - x,} est un ensemble de variables
booléennes (leurs valeurs appartiennent a ’ensemble
{vrai, faux}) et C = {c1,ca,- - cm} est un ensemble
de clauses. Une clause ¢; € C est une disjonction fi-
nie de littéraux et un littéral est soit une variable (z;)
ou sa négation (—x;). Une clause est aussi représen-
tée par I’ensemble des littéraux y apparaissant. Pour
un littéral donné I, var(l) = {z;| | = z; ou | = —z;}
correspond & l’ensemble singleton de la variable sur
laquelle porte [. De plus, pour une clause donnée c;,
var(cj) = U ¢ ¢;var(l) est 'ensemble des variables
apparaissant dans c. La clause vide est toujours fausse
et notée par 0. Une interprétation Z des variables de
F est définie par un ensemble de littéraux, tel que
V{l1, lo} C Z, var(ly) # var(lz). Une variable qui
apparait positivement (resp. négativement) dans 7 si-
gnifie qu’elle est fixée & vrai (resp. & faux). Z est dite
partielle si |Z| < n et compléte sinon. Un modele de F



est une interprétation compléte qui satisfait toutes les
clauses de F. Enfin, le probleme de satisfiabilité (SAT)
consiste a tester si F possede un modele. Si c’est le cas
alors F est dite satisfiable, sinon F est insatisfiable.

2.2 La recherche locale pour SAT

La description qui suit se limite & un rappel de I’al-
gorithme Walksat [8] utilisé comme base dans cet ar-
ticle. Partant d’une configuration complete Z. falsi-
fiant certaines clauses d’une instance F donnée, Walk-
sat tente de minimiser le nombre de clauses falsifiées
dans Pespoir d’atteindre un modele. En effet, a chaque
étape, Walksat tente de réparer Z. en inversant la va-
leur d’une variable (flip) apparaissant dans une clause
falsifiée c;, choisie aléatoirement. Pour toute variable
x; € var(c;), une fonction score calcule le nombre de
clauses qui seront falsifiées en cas de flip de x;. Ces
scores servent a choisir la variable a flipper. Ainsi, s’il
existe une variable a score nul alors une telle variable
est choisie (descente). Sinon, la recherche se trouve
dans un minimum local. Dans ce cas, avec une proba-
bilité p (noise probability), la variable avec le plus petit
score est sélectionnée et avec une probabilité 1 — p une
variable est sélectionnée aléatoirement dans ¢; (marche
aléatoire). Etant incomplet, Walksat ne garantit pas
la construction d’un modele pour les instances satis-
fiables et ne peut prouver 'inconsistance des instances
insatisfiables.

2.3 Analyse de conflits et graphe d’implications

L’analyse de conflits dans le cadre de la satisfiabilité
a été introduite dans [7]. Elle est exploitée dans une
recherche complete et arborescente, travaillant donc
sur des interprétations partielles. Dans cette derniere,
certaines variables sont fixées par décision et d’autres
sont le résultat de la propagation des clauses uni-
taires induites par l'interprétation successive des va-
riables. L’analyse des conflits est conduite lors de ’oc-
currence d’'un échec correspondant a la falsification
d’une clause. Dans ce cas, cette analyse identifie les
littéraux (les faits) responsables de cet échec (conflit).
Pour éviter que la recherche visite a nouveau la par-
tie de ’espace de recherche contenant ce conflit, un
nogood est ajouté sous forme d’une clause, dite asser-
tive, aux clauses initiales de 'instance traitée. De plus,
cette clause assertive permet d’augmenter l'effet de la
propagation unitaire.

L’analyse de conflits nécessite la définition d’un
graphe d’implications sur une interprétation partielle
Z,. Ce graphe est acyclique ol les sommets sont des lit-
téraux de Z,, et il existe un arc d’'un sommet /; vers un
sommet [; si ’affectation de var(l;) implique celle de
var(l;) par propagation unitaire. Ainsi, les variables

de décision ne possedent pas d’arcs entrants. Aussi,
tout sommet (littéral) est étiqueté par la clause (de-
venue) unitaire ayant provoquée sa propagation et &
tout littéral est associé un niveau de décision.

L’analyse de conflits exploite ce graphe d’implica-
tions (le plus souvent) par le mécanisme Unique Im-
plication Point (UIP) [9]. Le nogood (clause assertive)
responsable de ’échec est généré en effectuant des ré-
solvantes entre les clauses participant a la génération
du conflit. Au méme temps, un niveau de retour-arriere
non-chronologique est défini.

3 Notre contribution : AcWalk

3.1 Motivations

L’une des faiblesses de la recherche locale est son
manque d’exploitation des dépendances entre les va-
riables. Il est reconnu qu’une telle exploitation per-
met d’augmenter Uefficacité des démonstrateurs SAT,
qu’ils soient complets ou & base d’une recherche locale.
La prise en compte de ces dépendances passe notam-
ment par la propagation unitaire, technique qui est
difficile & mettre en ceuvre dans une recherche locale
qui, comme vu précédemment, agit sur des configura-
tions completes. Un autre probleme “classique” de la
recherche locale est sa tendance, dans certains cas, a
se retrouver piéger dans une zone de ’espace de re-
cherche sans pouvoir la quitter. L’une des solutions
a ce probleme est d’appliquer la métaheuristique ta-
bou [5]. Nous verrons dans la suite la mise en place
de cette derniere dans notre approche. Par ailleurs,
Iintérét de ’analyse de conflits et 'apprentissage des
clauses (nogoods) n’est plus & démontrer. Ces tech-
niques sont des composantes indispensables dans les
démonstrateurs SAT actuels. Toutefois, on ne trouve
dans la littérature que tres peu de travaux sur l'in-
tégration de ces mécanismes de ’analyse des conflits
dans une recherche locale (par exemple [1, 4]).

La section suivante décrit le principe de notre algo-
rithme, que nous appelons AcWalk, qui tente de ré-
pondre aux points cités ci-dessus.

3.2 Composantes d’AcWalk

Comme exposé précédemment, 'une des difficultés
liées a la recherche locale est 'incapacité de celle-ci a
intégrer la propagation unitaire lors de la recherche.
Par ailleurs, I’analyse de conflits nécessite la construc-
tion d'un graphe d’implication, sur la base des pro-
pagations unitaires, a partir d’une interprétation par-
tielle ce qui est incompatible avec 'usage d’interpréta-
tions completes pour une recherche locale. D’ou 'idée
de maintenir & la fois une interprétation partielle 7,



(servant pour la construction du graphe d’implica-
tions) et une interprétation compléte Z. (servant pour
la recherche locale). Tout le long de la recherche, la
relation 7, C 7. sera maintenue comme expliqué ci-
apres.

3.2.1 Construction de 7, et 7,

Dans ce papier, l'algorithme de recherche locale
que nous utilisons est Walksat qui effectue a chaque
itération un flip sur une variable x; selon la fonction
score rappelée dans la section 2.2. Deux cas se
distinguent, soit score(x;) = 0 donc on est dans le cas
d’une descente et dans le cas contraire (score(z;) > 0)
un minimum local est atteint.

Définition 1. (Clause conflit) Soit F une instance
SAT et une interprétation complete Z. sur les va-
riables de F et soit ¢, une clause falsifiée par Z.. ci
est dite clause conflit si Vz; € var(cy), score(x;) > 0.

Autrement dit, une clause conflit est une clause
falsifiée ou toutes les variables ont des scores négatifs.
Nous définissons ainsi une variable conflit comme suit :

Définition 2. (Variable conflit) Soit F une instance
SAT et une interprétation complete Z. sur les va-
riables de F et soit ¢; une clause falsifiée par Z.. Si ¢
est une clause conflit alors toute variable de var(cy)
est dite variable conflit.

Lors d’un flip par Walksat d’une variable conflit x;
dans Z., le littéral correspondant a ce flip est ajouté
a 7, ainsi que les propagations unitaires obtenues par
lapplication de Z,, a F. Le résultat de ces propaga-
tions est aussi appliquée a Z. permettant ainsi a la
recherche locale de tirer profit de cette opération et
de capturer certaines dépendances hypothétiques entre
les variables. Avec une telle construction, a chaque flip
d’une variable conflit, d’autres variables peuvent étre
aussi flippées. Aussi, on a bien Z,, C Z..

Par opposition a une variable conflit, notons que si
une variable z; apparait dans une clause falsifiée tel
que score(z;) = 0, le flip de cette variable ne produira
aucun conflit si elle venait & étre ajoutée a 7, et ne
provoquera ainsi aucune analyse de conflits.

3.2.2 Construction et exploitation du graphe d’'im-
plications

Le graphe d’implications est construit sur la base
des variables conflits. Ainsi, & chaque flip d’une telle
variable, le littéral correspondant est ajouté a Z, et le
graphe d’implication est mis a jour, en 'augmentant

par les sommets et les arcs correspondant a ce flip ainsi
que les littéraux propagés et leurs causes.

Intéressons nous maintenant & son exploitation : du-
rant l'extension du graphe d’implication, un conflit
peut se produire sur la base de linterprétation I,.
Dans ce cas, une analyse de conflits est effectuée
comme décrit dans la section 2.3, ou le niveau de dé-
cision de chaque littéral dans Z,, correspondant a 1’ité-
ration de la recherche locale ayant provoqué son ajout
a Z,. Plus précisément, lors d'un conflit un nogood
(clause assertive) est ajoutée a la base des clauses et
un niveau de retour-arriere it est fourni. Il s’en suit la
suppression de Z,, de tout les littéraux ajoutés depuis
I'itération it. Apres cette opération, l'inclusion de 7,
dans Z. est toujours vérifiée.

Notons que dans certains cas, la clause assertive
peut-étre vide ce qui conduit a prouver l'insatisfia-
bilité de l'instance SAT traitée. Cela confére a cette
recherche locale une capacité qu’elle ne possédait pas
de fait de son caractere incomplet.

3.2.3 Gestion tabou

Lors d’une nouvelle réparation par Walksat, ce der-
nier se restreint a choisir une variable dans une clause
falsifiée, dont aucun littéral correspondant n’appar-
tient a Z,. Ce qui revient a utiliser 7, comme une
liste tabou et la durée tabou de chaque variable (lit-
téral) est dynamique : tant que ce littéral n’est pas
effacé de Z,, a la suite d’une analyse de conflits, la va-
riable correspondante reste tabou. La volonté de mar-
quer ce caractere tabou vient du fait que les valeurs
des variables dans Z,, refléteraient une certaine dépen-
dance entre les variables qu’il conviendrait de main-
tenir. Un procédé comparable a été utilisé aussi dans
[2, 6]. Toutefois dans notre approche, on applique un
critere d’aspiration qui permet de lever le caractere
tabou d’une variable z; si le flip de celle-ci permet de
réaliser une descente, autrement dit score(z;) = 0. A
la méme occasion, on leve le caractere tabou de toutes
les variables flippées ou propagées depuis le flip de x;
en supprimant de Z, les littéraux correspondant (en
conséquence Z, C Z, reste vérifiée) et en mettant a
jour le graphe d’implications.

3.2.4 AcWalk résumé

L’algorithme AcWalk résultant est un algorithme de
recherche locale basé sur Walksat. Il a pour objectif de
tirer profit de la propagation unitaire et de I’analyse de
conflits, et peut méme prouver dans certains cas 'insa-
tisfiabilité de I'instance. Cette capacité reste toutefois
secondaire dans la pratique. AcWalk maintient tout le
long de la recherche deux interprétations : une partielle
(Z, initialisée & ()) et une autre compléte (Z. initialisée



aléatoirementt). Tant qu'un modele n’est pas trouvé
dans le cas de la satisfiabilité (ou que la clause assertive
n’est pas vide, dans le cas d’une instance insatisfiable),
une variable a flipper est choisie selon les criteres évo-
qués et un graphe d’implications est maintenue a jour
tout en appliquant l’effet des propagations sur les va-
riables de l'interprétation complete. La configuration
partielle sert aussi de liste tabou qui est toutefois re-
mise en cause dans le cas d’une descente. A chaque
essai, AcWalk effectue un nombre fixé de réparations
sur une configuration initiale générée aléatoirement et
ce processus est répété selon un critere d’arrét pré-
défini (limitation de temps, nombre maximum d’essai
autorisés ...).

4 Travaux connexes

Cette courte étude bibliographique se limite a 'in-
tégration de ’analyse des conflits dans une recherche
locale. Dans [1], les auteurs proposent un algorithme
de recherche locale CDLS (aussi basé sur Walksat) uti-
lisant I'analyse de conflits que dans le but de s’échap-
per des minima locaux. Dans ce cas, une interprétation
partielle est dérivée a partir de 'interprétation com-
plete courante. Elle sert a la construction d’un graphe
de conflits qui est analysé par la suite. Ainsi, tan-
dis qu’AcWalk maintient un graphe d’implications et
une interprétation partielle (et complete) tout le long
de la recherche, CDLS reconstruit un graphe conflit
a4 chaque minimum local. Dans [2], une méthode Sa-
tHys est définie par I’hybridation d’une recherche lo-
cale et un démonstrateur complet de type minisat [3].
Ces deux recherches travaillent alternativement selon
des criteres bien définis et partagent certaines informa-
tions. Cette hybridation constitue une premiere diffé-
rence majeure avec AcWalk qui est un algorithme de
recherche locale. Une autre distinction est la gestion
de la liste tabou dans Sathys, qui n’introduit pas un
mécanisme d’aspiration.

5 Résultats expérimentaux

Une étude expérimentale préliminaire a été effec-
tuée sur une premiere implémentation d’AcWalk. Les
tests sont effectués sur des instances structurées et sa-
tisfiables issues principalement de SATLIB. Les ins-
tances aléatoires présentant peu de relations structu-
relles entre les variables, elles sont de ce fait hors du
cadre de nos objectifs. Nous comparons AcWalk (codé
en C/C++) avec CDLS et Walksat. Le choix de CDLS
est motivé par le fait qu'’il soit (& notre connaissance)
le seul algorithme de recherche locale connu exploitant
I’analyse de conflits. AcWalk étant basé sur Walkat, la
comparaison avec celui-ci est pertinente afin de me-

surer ’apport de notre approche. Les tests sont réa-
lisés sur des lames de calcul avec 2 processeurs Intel
Xeon 2.4 Ghz et 24 GO de mémoire vive. Les trois
algorithmes sont testés avec un nombre maximum de
réparations de 10% par essai. Les essais sont répétés
pendant un temps limite de 1800 secondes. Chaque al-
gorithme est lancé 10 fois et nous mesurons le taux
de réussite (¢ dans [0, 1]), le temps moyen (tmoy) et
médian (tmed) en secondes sur les exécutions ayant
abouties a la construction d’un modele. Dans tout les
tests, la probabilité p pour la marche aléatoire est fixée
a 0.5.

Comparé a Walksat, les gains sur ces instances sont
tres significatifs, que ce soit en temps d’exécution ou
en taux de réussite. Nous observons aussi des meilleurs
résultats par rapport a CDLS. Méme si d’autres tests
sont nécessaires afin de positionner notre approche
par rapport a d’autres démonstrateurs incomplets, ces
premiers résultats montrent toutefois la pertinence de
notre approche.

6 Conclusion

Pour mieux résoudre des instances structurées, nous
avons présenté une nouvelle approche permettant
d’intégrer l'analyse des conflits et I’apprentissage de
clauses dans un algorithme de recherche locale pour
SAT et les premiers résultats sont encourageants.
Parmi les points a améliorer, la gestion des clauses
apprises est 'un des points essentiels. En effet, dans
la version actuelle d’AcWalk, les clauses asservies sont
utilisées pour augmenter l'effet de propagation unitaire
et comme nogoods. Le calcul des scores des variables
ne se fait que sur les clauses originelles (non apprises).
Ce choix est di & une observation empirique qui a
montrée qu’il n’était pas judicieux (du moins d’un
point de vue efficacité pratique) d’inclure ces clauses
dans le choix de la variable a flipper. Aussi, le nombre
de clauses apprises doit étre maitrisé afin d’éviter un
accroissement trop important, provoquant ainsi une
perte significative de 'efficacité pratique de notre sol-
veur. Les techniques utilisées dans le cadre d’une re-
cherche de type minisat sont une premiere solution
mais qu’il est nécessaire d’affiner dans le cadre de la
recherche locale.

Par ailleurs, une gestion plus étudiée de la liste ta-
bou doit-étre menée. En effet, telle que présentée, cette
gestion peut-étre agressive (lors de ’application du cri-
tere d’aspiration) si la variable a flipper figure parmi
les premieres a étre insérées dans I'interprétation 7.
Une premiere approche consisterait a introduire un se-
cond critére lors de choix de la variable flipper qui
consiste a prendre en compte ’age de la variable, qui
correspond a sa date d’insertion dans Z,.



Instances ‘Walksat CDLS (t/tmoy/tmed) AcWalk
(t/tmoy/tmed) (t/tmoy/tmed)
bmc-ibm-1 0/-/- 1/50.9/49.74 1/1.77/1.75
bmc-ibm-2 0/-/- 1/0.03/0.03 1/0.01/0.01
bme-ibm-3 0/-/- 1/101.4/101.0 1/6.33/6.23
brme-ibm-4 0/-/- 1/33.0/33.0 1/1.50/1.17
bme-ibm-5 0/-/- 1/1.60/1.65 1/0.09/0.09
bmec-ibm-6 0/-/- 1/84.78/80.21 1/2.34/2.29
bmc-ibm-7 0/-/- 1/0.04/0.04 1/0.03/0.03
brme-ibm-10 0/-/- 1/36.9/35.5 1/16.51/15.90
brme-ibm-11 0/-/- 0.8/1451.8/1437.8 1/11,66,/10,98
bme-ibm-12 0/-/- 0/-/- 1/305.86/292.24
bmc-ibm-13 0/-/- 0.7/1185.6/1314.1 1/118.91/104.48
bme-gal-8 0/-/ 1/492.7/500.4 1/7.47/7.41
bme-gal-9 0/-/- 1/715.8/725.0 1/13.22/12.98
ag1-07 1/24.4/18.6 1/0.18/0.15 1/0.03/0.03
agl1-08 0/-/- 1/472.76/398.37 1/11.63/5.99
qg2-07 1/18.4/6.5 1/0.17/0.15 1/0.02/0.02
qg2-08 0/-/- 0.6/819.2/836.9 1/69.51/42.18
qg3-08 1/9.5/7.7 1/0.08/0.05 1/0.002/0.002
qg4-09 1/63.2/14.0 1/0.78/0.21 1/0.007/0.004
agh-11 0/-/- 1/0.47/0.27 1/0.22/ 0.14
qg6-09 0-/- 1/0.02/0.02 1/0.006/0.008
qg7-09 0.1/1078.9/1078.9 1/0.01/0.01 1/0.00,0,004
qg7-13 0/-/- 1/169.2/98.9 1/12,8/6,87
bw_large.c 0.3/926.7/941.4 1/4.17/ 4.14 1/0,40/0.38
bw_large.d 0-/-/- 1/138.5/121.2 1/23.87/25.28
parl6-1 0-/-/- 1/96.0/ 28.1 1/16.29/10.30
par16-2 0-/-/- 1/176.1/122.2 1/54.09/33.75
parl6-3 0-/-/ 1/180.3 /168.9 1/19.27/16.98
parl6-4 0-/-/- 1/119.0/123.8 1/13.02/7.57
parl6-5 0-/-/- 1/124.9/108.2 1/29.78/31.79
parl6-1-c 0-/-/- 1/25.4/23.1 1/39.86/30.21
parl6-2-c 0-/-/- 1/78.4/46.2 1/82,12/63,74
parl6-3-c 0-/-/- 1/60.05/43.02 1/0,42/0,06
par16-d-c 0-/-/- 1/31.5/26.5 1/33,62/14,94
parl6-5-c 0-/-/- 1/81.2/84.4 1/34,29/26,68
vmpc_24 0.1/1184.1/1184.1 0.7/504.53/447.86 1/227.21/55.23
vmpc_25 0-/-/- 0.7/280.28/302.86 1/313.58/179.54
vmpe_26 0-/-/- 0/-/- 0.9/469.99/394.66
vmpc_28 0-/-/- 0/-/- 0.5/476.01/221.78
vmpc_29 0-/-/- 0/-/- 0.3/753.80/463.35
vmpc_30 0-/-/- 0/-/- 0.2/507.74/507.74
vmpc_33 0-/-/- 0/-/- 0/-/-
vmpc_34 0-/-/- 0/-/- 0/-/-
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