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Résumé : Ce court rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis classiques de
Lagrange de degré 2 et des éléments finis basés sur des Bézier rationnels. Le but est de regarder les
éléments finis, dits généralisés, correspondant & ces courbes en exhibant leurs fonctions de forme
ou polyndémes de base.
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Shape functions for the rational Bezier generalized finite
elements.

Abstract: Following our previous reports related to classical Lagrange finite elements of
degree 2, we consider the case of rational Bézier patches and the corresponding generalized
finite elements. The purpose is to give the expression of the shape functions of those elements.

Key-words: Lagrange and Rational Bézier patch. 6-node Triangle. 9-node Quad.
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1 Introduction

Dans [I], on a décrit le triangle de Lagrange de degré 2 avec ses 6 noeuds et ses 6 fonctions
de forme (ou polynomes de base) appuyées sur ses noeuds. On a montré que cet élément est
en fait un carreau de Bézier faisant intervenir les polynomes de Bernstein et, maintenant, les
points de controle de ’élément courant. On a montré qu’il est immédiat de passer de I'une de
ces écritures a 'autre. On rappele ici ce cas puis on considére le carreau rationnel, voir [4],
pour en déduire 'aspect de 1’élément fini que ’on peut en déduire en exhibant ses fonctions
de forme. Un tel élément est dit élément fini généralisé.

On traite également le cas d’un quadrilatére a 9 nceuds de Lagrange, voir [2], afin d’établir
le méme paralléle avec son homologue rationnel décrit dans [3].

2 Triangle & 6 noeuds

On donne, pour mémoire, les six polynémes de base de ce triangle de Lagrange afin de
pouvoir les comparer avec ceux associés & un carreau de Bézier rationnel.

2.1 Triangle de Lagrange

En notation classique, en Z, ¢, les 6 fonctions de forme du triangle de Lagrange s’écrivent :

-p=01-2-9)(1-22-29),

- P2 = i(lﬁ - ]-)7

- p3 =929 1),

- pa=4(1-2-9),

- P5s = 4i‘§a

- pe=4(1—-2—9)3.
tandis que dans le systéme de coordonnées barycentriques défini par u =1 —z —y,v =z et
w =y, les expressions se réduisent simplement a :

- p1 =u(l —2v —2w),

— pa =v(2v —1),
- p3 =w(2w—1),
- P14 = 41“}5

— ps = 4dvw,

- pe = duw.

Si on note A; les noeuds de I’élément fini courant et Fx la transformation permettant de
passer de I’élément de référence a 1’élément courant, on a, dans le formalisme éléments finis :

M(&,9) = Fr(2,9) = Y pil@,9)Ai.
i=1,6

Dans le formalisme de Bézier, ce méme point s’exprime comme :

RR n° 8289



4 P.L. George et H. Borouchaki

Fi1G. 1 — L’élément de référence, I’élément fini courant et le carreau associé€ avec les différentes
notations des neeuds et points de controle.

M (u,v,w) = Z B?jk(u,v,w)ﬂjk,
itjt+h=2

oil les P;;;, sont les points de contréle de I’élément courant. Il est immédiat de passer d'une
écriture a l'autre en exprimant dans un sens les A; en fonction des Pj;; ou, dans l'autre sens,
les P;j1, en fonction des A4;. On a, en effet :

Ay = Paoo, Az = Pooo, As = Poo2

pour les noeuds sommet et :

_ Pyoo +2P110 + Po2o

N 4

pour le noeud de aréte Ay As et des expressions similaires pour les deux autres nceuds d’aréte
tandis que, en sens inverse, on a :

Ay

Paoo = Ay, Pyoo = Az, Pooz = A3
et, par exemple pour Pjqg :
4A4 — Ay — As
2
et des expressions similaires pour les autres points de controle des arétes.

Py =

2.2 Triangle Bézier rationnel

Sous forme Bézier, un tel triangle (de degré 2) est défini par :

2
E wijk Bijr, (u, v, w) Py,

i+j+k=2
M (u,v,w) = ax 5 ) (1)
Z wijk Biy, (u, v, w)
itj+k=2

expression de laquelle on va déduire la forme élément fini (généralisé) associée. En notant
D(u,v,w) = Z wijk By, (u, v, w), Vexpression devient :
itj+k=2

E : 2
wijkBijk(u, v, ’LU)P”k

M _ ititk=2
(u,v,w) D(u,v,w)
Rappelons que :
o 20 L
B?jk(uvvﬂw) = C?jkulvjwk = i!j!k!ulv]wk aveci +j+ k=2, (2)

Inria



Fonctions de forme des Bézier rationnels 5

ainsi, pour un sommet, par exemple (u,v,w) = (1,0,0), on a :

Z wijk‘B?jk;(17070)Pijk
itjthk=2 _ w200B30(1,0,0)Pagg  wanoB3o(1,0,0) Pagy

M(1,0,0) = = =
(’ ’ ) D(L0,0) D(l,0,0) w200

Pour un noeud d’aréte, par exemple (u,v,w) = (%, %, 0), on a :

:P2

:0)Po20  waooPaoo + 2wi10P110 + wo20 Po2o

2 11 2 (11 2 (1
w200B300 (55 550)P200 + w110 Bi10(5, 35 0) Pr1o + wo20 Bao (5
1

(u=0,v=

1
2
2 (1 1 2 (1 1 2 (1 =

w200B300 (3 3,0) + wi110B710(3, 3, 0) + wo20Bag (55 5,0) wao0 + 2w110 + Wo20
et, en notant D119 = wapo + 2w110 + w20, o1 a la relation entre M(%, %,0), alias M710 (ou
Ay, voir le dessin) et Pi1g ainsi que la relation en sens inverse. Il suffit alors de remplacer
les P;j, de I’'Expression en fonction de ces M;j, pour avoir I’écriture élément fini de ce
triangle en exhibant ses six fonctions de forme. Une simple identification donne le résultat
pour les trois premiéres fonctions qui sont la somme de trois termes, ainsi

B3 o (u,0,w B2, (u,v,w
(,0,w) = D B3y (u,v,w) — 110(2 ) 101(2 ) B Dagou(1 — 20 — 2w)
pi\u, v, 200 D(u,v,w) D(U,’U,UJ) )

et des expressions analogue pour p, et p3 tandis que pour les trois derniéres la réponse est
immeédiate (un seul terme), ainsi

( ) Dllou’U
UV, W) = ————
b D(u,v,w)
et des expressions analogue pour ps et pe.

On vérifie que ces polyndmes sont nuls aux nceuds autres que celui leur correspondant et
valent un en ce dernier. Par exemple :

1 1
p1(u,v,w) = 0pour(u = 0), (v = W= 0),(v=0,w= 5),

soit les 5 autres noeuds, a savoir :

1 1 1 1 1 1

§,w:O),(u:0,v: W= 2),(u—0,v—0,w= ), (u= V= i,sz),(u: V=
tandis que :

D D
p(1,0,0) = 200 _ DPaoo _

D(17070) B D2(]O N

De méme, par exemple pour le quatriéme polynéme, on a la seule valeur non nulle :

car D(%, %,0) = —D}lw.

Deux remarques s’imposent :
— le polynoéme rationnel se réduit au polynéme de Lagrange quand les poids sont égaux
(ce qui est rassurant),
— le polynéme rationnel se construit simplement a partir du polyndéme de Lagrange, on
remplace le coefficient (ici 1 ou 4) par la fraction Digi .
Z wijkBink(u,v,w)
itj+h=2

RR n° 8289
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6 P.L. George et H. Borouchaki

En conclusion et in extenso, les polynémes sont les suivants :

Do w200
= 20 19y —2w) = 220 12y 2
p1(u,v,w) Dla,v,0) u( v — 2w) D(u,v,w)u( v — 2w)
Dy wo20
= w-1)= 20 9y 1
pz(u’ " w) D(u7v7w)v( ! ) D(u7v7w)v( ! )
Dqo2 woo2
2w —1) = =202 00— 1
pg(U,’U,’LU) D(u,v,w)w( w ) D(’LLﬂ),’lU)w( w )
(u, v, w) = Dy10 o — L0200 + 2w110 + wo20
Pl ¥, D(u,v,w) D(u,v,w)
(u, v, w) = Dy1y o — £020 + 2wo11 + woo2
Psith ¥, D(u,v,w) D(u,v,w)
(u, v, w) = D101 wp — £200 + 2w101 + woo2
Port, ¥, D(u,v,w) D(u,v,w)
avec, rappelons le, D(u,v,w) = Z wijkajk(u,v,w) et I’élément fini s’écrit classique-
i+j+h=2
ment :
M(ua v, ’U}) = Z pl(u, v, w)A’L]kZ B
i=1,6

avec A;jx les nceuds (et non plus les points de contréle) de 1'élément courant.

3 Quadrilatére & 9 nceuds

On regarde de la méme fagon le quadrilatére & 9 nceuds en rappelant ce qu’est 1’élément
de Lagrange et son écriture en Bézier puis le carreau rationnel afin d’en exhiber la forme
élément fini avec ses fonctions de forme.

3.1 Quadrilatére de Lagrange

En notation classique, en Z, ¢, les 9 fonctions de forme du quadrilatére complet de La-
grange s’écrivent :
- pr= 321 —2)(1 - 9),

>
>

~ pa=—3&g(1+2)(1 - ),

- ps = 329(1 + 2)(1 +9),

—pa= —%561)(1 —2)(1+9),

- ps=—5(1+2)(1-2)9(1 —7),

- pe = éfc(l +2)(1-9)(1+9),

- pr=51-2)1+2)y(1 +79),

- ps=—32(1—2)(1-9)(1+9),
“po=(1-2)(1+2)(1-9)(1+9).

quand le carré de référence est K = [—1,1] x [—1, 1]. Pour faciliter la comparaison avec le cas
rationnel, par changement de variable, on regarde comment s’écrivent ces mémes polynémes.
On note u = &L et v = ZEL et on obtient :

= (w1 — 20){1 - v)(1 - 20),

— p2 = —u(l —2u)(1 —v)(1 — 2v),

- p3 = u(l — 2u)v(l — 20),

—ps=—(1—u)(1-2u)v(l —2v),

~ s = du(1 — u)(1 - v)(1 - 20),

- pe = —du(1l — 2u)v(l —v),

- pr = —4du(l — u)v(l — 2v),

- ps =41 —u)(1 = 2u)v(1 — v),

— po = 16u(1 — u)v(1l — v).

Inria



Fonctions de forme des Bézier rationnels 7

Fi1G. 2 — L’élément de référence, I’élément fini courant et le carreau associé avec les différentes
notations des neeuds et points de controle.

Si on note A; les noeuds de I’élément fini courant et Fx la transformation permettant de
passer de ’élément de référence a 1’élément courant, on a, dans le formalisme éléments finis :

M(&,9) = Fi(2,9) = Y pil#,9)Ai.
i=1,9

Dans le formalisme de Bézier, ce méme point s’exprime comme :
M(u,v) =Y > B} (w)Bj(v)Py,
i=0,2 j=0,2

ot les P;; sont les points de controle de I’élément courant. Il est immédiat de passer d’une
écriture a 'autre en exprimant dans un sens les A; en fonction des F;; ou, dans l'autre sens,
les P;; en fonction des A;. On a, en effet :

Ay = Pog, Ay = Py, Az = Py, Ay = Py

pour les noeuds sommet et :
_ Poo +2Pyo + Pao
B 4

As

pour le nceud de I'aréte A; A et des expressions similaires pour les trois autres nceuds d’aréte
tandis que le nceud central vaut

(Poo + Pag + Poa + Po2) + 2(Pio + Poy + Pia + Po1) + 4P

A:
9 16

En sens inverse, on a :
Pog = A1, Pog = Ay, Py = Az, Pop = Ay

et, par exemple pour Py :

et des expressions similaires pour les autres points de contréle des arétes. Enfin, pour le
centre :
(P00+P20+P22+P02)+2(P10+P21 +P12+P01) — 16A9

Py = 1

RR n° 8289



8 P.L. George et H. Borouchaki

3.2 Quadrilatére Bézier rationnel
Sous forme Bézier, un tel quadrilatére (de degré 2) est défini par :
> 0221 02B‘2( )B?( v)wi; P
die 0,2 ZJ 0232( )B (v)wij
en notant D(u,v) =32, 55 02 B} (u) B: (v)wij, Vexpression devient :

> ie 0223 =0,2 B} (u )BQ(U)WUP
D(u,v)

M(u,v) =

s (u,v) €0,1] x [0,1], (3)

M(u,v) =

Rappelons que :
B} (u) = CPu' (1 —u)*™" = ———u'(1 - u)*~", (4)
En un sommet, par exemple (u,v) = (0,0), on a :

D02 2j—o.2 Bi(0)BF (0)wi; Py ~ wootoo
D(0,0) ~ D(0,0)

M(0,0) = = Poo,

et pour les trois autres sommets, on a la méme forme. Pour un nceud d’aréte, par exemple
— (1 .
(u,v) = (5,0), on a:

1 Dic0.2 Y=o Bi (3) B3 (0)wi; Py _ wooPoo + 2w10P1o + wao Pao
0)

M(=,0) =
(2 ) D(3, woo + 2w10 + w2

1y
2
et, en notant D19 = wpo + 2w19 + wag, on a la relation entre M(%, 0), alias M;g ou encore As
(voir le dessin) et Pjg ainsi que la relation inverse que nous utiliserons par la suite. Les autres
liens entre nceuds d’aréte et points de controle d’aréte on la méme forme. Il reste a voir le
lien entre le noeud central et les points de contrdle. On fixe donc (u,v) = (3, 1), il vient :

212
11 2 im02 20,2 (%)B (3)wi; Pij

M(fa 7) = )
2°2 D(3,3)

en notant que

11 D1y

p(}. 5=

272 16

avec
D11 = (woo + wao + wa2 + wo2) + 2(w1g + wa1 + wiz + wo1) + dwi1,

il vient :

D11 Ag = (woo Poot+wao Pag+waz Pea+wo2 Poz) +2(w1o Pro+wa1 Pei w12 Pra+wo1 Po1 ) +4wi1 Py,

expression qui avec les autres va nous permettre d’exprimer les points de controle en fonction
des nceuds et, ainsi, de trouver les polynémes cherchés. Ils sont de trois types, pg, puis p1
(avec pq, p3 et py qui ont la méme forme) et enfin p5 (avec pg, p7 et pg qui ont la méme forme).

Pour trouver pg, on regarde comment Ag se cache dans la formule générale. Il n’y a qu’un
seul terme provenant de Py; et la contribution sur Ag est simplement :

1 D11 B} (u) B} (v) D1y

po(u,v) = 1 D(w, ) = D(uw)u(l—u)v(l—v).

Pour trouver, par exemple ps, on regarde comment Ay se cache dans la formule générale. Il
y a deux termes, celui provenant de Pjo directement et celui provenant de ce méme P via
le terme en Piq, ceci donne donc :

ps(u,v) = Dl(il’ov) & (UEBO B (u)fl W) Dl(i o) {u(@ = w)(1 = v)* —u(l —wo(l —v)}

Inria



Fonctions de forme des Bézier rationnels 9

qui se réduit & :

Dyq
D(u,v)
Pour trouver, par exemple p;, on regarde comment A; se cache dans la formule générale. 11
y a six termes, celui provenant de Py directement et ceux provenant de ce méme Fyg via le
terme en Pjg et celui en Py; plus ceux provenant de Py; qui sont au nombre de 3 (via Pyg, Pig
et Py1). Ceci donne donc :

ps(u,v) = (u(l —u)(1 —v)(1—20v).

Doo BYw)B(v) BRwBi(v) BB, BRwBH() , BH(wBR()

Pi(0) = Frts (B ) Byw) 3 ; ; 1Y),

qui se réduit & :

Dy
D(u,v)

Bi(w)B3(v) _ Bi(wBi(v)  Bi(u)Bi(v)

2 4 )

pi(u,v) = (B3 (w) B (v) —

qui vaut, en regroupant :

pi(u,v) = DZOOU) (1= u)(1 — 20)(1 — v)(1 — 20).

On a les mémes remarques que pour le triangle :

— les polynomes ont la propriété du Kronecker (nullité et valeur 1),

— le polynéme rationnel se réduit au polynéme de Lagrange quand les poids sont égaux
(ce qui est rassurant),

— le polynéme rationnel se construit simplement & partir du polynlc;)me de Lagrange, on

3

remplace le coefficient (ici 1, 4 ou 16) par la fraction S oa S Do o BB

En conclusion et in extenso, les polyndmes sont les suivants :

pr(u,v) = Dl(ﬁov) (1= w)(1 = 2u)(1 — v)(1 — 20) = D“é‘z?v) (1= w)(1 — 2u)(1 — v)(1 — 20)
pa(u,v) = —D%Ov)ua —2u)(1—v)(1—20) = —Dzdj?v)u(l —2u)(1 — v)(1 — 2v)
p3(u,v) = D%fv)u(l —2u)(1 - 20) = %u(l — 2u)v(1 — 2v)
palu,v) = —Diffv) (1 —u)(1 - 2u)o(1 — 20) = _DL(US,QU) (1 —u)(1 - 2u)v(l — 2v)
ps (11, v) = D?;,OU) u(1 = u)(1 — v)(1 — 20) = 200 ﬁ‘:z; “20) (1 = w)(1 — v)(1 — 20)
po(u,v) = Dﬁzlv)“(l ~ou)u(l —v) = — @20 +D2(zf2v)+ “20) 41— 2uyu(1 — v)
pr(u,v) = —D%fwu(l _u)o(l — 20) = — @22 +D2(°2172;L “02) (1 — (1 — 20)
P, v) = %(1 W) (1 = 2u)u(1 — v) = 0 +D2(‘;’£1U;L “02) (1 _ ) (1 = 2u)o(1 — v)
po(u,v) = D%fv)ua — w)o(1 = v), voir ci-dessus la valeur de Dy,

avec, rappelons le, D(u,v) =3, 552 02 wij B (u) B (v) et I'élément fini s’¢écrit classique-
ment :
M (u,v) = Z pi(u,v) Az,
i=1,9

avec A;; les noeuds (et non plus les points de controle) de I’élément courant.

RR n° 8289



10 P.L. George et H. Borouchaki

4 Conclusion

On a donné lexpression des fonctions de forme associées aux éléments finis généralisés
construits a partir de carreaux de Bézier rationnels. Le résultat est étonnament simple, ces
polynémes se déduisent facilement des polynémes de Lagrange. La discussion donnée ici pour
le degré 2 s’étend évidemment a tout degré et a la trois dimension, & tout le moins pour les
tétraédres, les pentaédres (prismes) complets et les hexaédres complets.
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