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Modéle d’écoulement dans les CMCs

Résumé : On propose un modéle asymptotique pour I’écoulement incompress-
ible de 'oxyde produit dans les fissures de compositesa matrice céramique auto-
cicatrisants. Le modéle est validé par de simulations d’étalement de gouttes.

Mots-clés : modéle asymptotique, écoulement incompressible asur surfaces
reactives
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1 Présentation du probléme

1.1 Description

On considére un fluide de hauteur h(t, x) evoluant sur un fond b(t, z). L’épaisseur
du fluide est notée §(t,x) = h(t,z) — b(t,x). Le fond est composé de zones in-
ertes ¢; et de zones réactives ¢, génératrices de fluide.
Le but est de développer un modéle 1D pour I’écoulement du fluide en prenant
en compte des paramétres physico-chimiques tels que : tension de surface, in-
jection de fluide via le fond, recul de surface dans la partie rA@active, et angle
de mouillage. La figure [1| montre les différents paramétres qui seront utilisés
dans le modéle.
On note u(t,z) = u(t, )
w(t, )
les normales pour le fond b et la surface libre h sont respectivement : n, =

~0:b\ & _ ( —O:h
1 eb . = 1

1 sizelb(t,x),h(t,x
par :@(t,x,z):{o sinon[( ) hit, z)]

la vitesse du fluide en un point z donné,

et ¢ reprA@sente I'indicateur de phase défini

N———

1.2 Equations du modéle

Le systéme d’équations pour ce modéle est inspiré des modéles développées par

IGP00, Mar07].
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Figure 1: Représentation schématique d’une goutte (rouge) posée sur un fond
irrégulier (bleu) comportant une phase réactive

L’équation sur I'indicateur de phase est écrite en prenant en compte le phénoméne
d’injection de fluide sur la partie réactive ¢, :

o+ V- (tp) = 0y - Ve (1)
Avec Uy = Uinj — Urec la différence entre ¥y, la vitesse d’injection de fluide
et Uree la vitesse de recul de la surface sur la phase réactive.

L’équation de continuité s’écrit :

V-i=0 (2)

L’équation de Navier-Stokes :
Oyt + 0u® 4 0, (uw) + 0pp = 0pOpy + 0204 (3)
0w + Oy (uw) + O,w? + 0.p = —g + 0p04. + 0.0, (4)

Avec p la pression du fluide, g 'accélération gravitationnelle et oy, 0, €t
0., les composantes du tenseur des contraintes défini par :

200,u v(0.u + Oyw)

Q
Il

v(0,u + O, w) 200, w

1.3 Conditions aux limites

Dans ce modéle, les conditions aux limites vont faire appararaitre les différents
ph’enoménes que 'on veut prendre en compte :

Inria
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e La tension de surface, qui s’écrit pour z = h(t, ) [Mar07] :
(—pId+U)'ﬁh=ﬂI€/ﬁh (5)

avec 3 le coefficient de capillarité et x la courbure moyenne de la surface
du fluide

e Le recul de la surface décrit par :

8tb = (brﬁrec : ﬁb (6)

e La condition au bord b(¢,z) comporte les termes d’injection de liquide et
de description du mouvement de la ligne de contact|GL09| entre le liquide
et la surface par ’ajout dans I’équation d’un terme appelé "uncompensated
Young stress” dans [QWS06] :

(0 -7 -t — kl[t]|T - Ty + B(En - T — cos 0)|[ts]| = 0 (7)

avec ty, t, les vecteurs tangents A b(t,z) et h(t,z), k le coefficient de
friction entre le fluide et le fond et 6 I'angle de contact statique.

Finalement les conditions aux limites pour ce probléme peuvent s’écrire :

En z = h(t,z) :

(—pld+0) -7y, = Br Ay
En z =b(t,x) :

O4b = GrUrec - Ty

(0 7) - Ty, — kl[to]|T - T + B(En - T — cos§) = 0

2 Deéveloppement du modéle

2.1 Adimensionnement des équations

Afin de faire apparaitre les ordres de grandeur de chaques termes, les équa-
tions et conditions aux limites sont mises sous une forme non dimensionnelle en
utilisant les notations suivantes :

H W L U?
—_— = T== pP=U? Fppr==_
TTTU U " T YH

1 L k BK
G:—FT2 Re:—y =T "o

Les équations et conditions aux limites définies précédemment peuvent etre
réécrites en faisant apparaitre les grandeurs caractéristiques.

O +V - (Up) = ¢pUy - Voo (8)
V.i=0 (9)

RR n° 8240



6 Perrot € Ricchiuto & Vignoles

1 1
2
= — —_— 1
Opu + Opu” 4 0, (uw) + Ozp 66300”6 + “Fe 0,04 (10)

€ 1
R€3 Ozz + Rea o (11)

avec : Ogy = 20,u, 0,5, = 20,w et 05, = %(’Lu + e0,w

Opw + 0, (uw) + d,w* + 0.p = —G +

2.2 Traitement des conditions aux bords
2.2.1 Condition au bord libre z = h(t, )

La condition sur le bord libre prend en compte 'effet de tension de surface :

(—pId + 0‘) . ﬁh = ﬁfﬁﬁh
On A@crit cette relation sur chaque composante :
7(*]7 + Urr)arh + 0xz = *B’iaﬂch
_O'xzacvh —pP+ 0= BK‘

On remplace le terme o, de la seconde équation par la premiére ligne.

—(=p+ 042)0sh + 04, = —BrOh
—p (1= (05h)?) + 022 — 042(0:h)* = Br (1 — (95h)?)

On met les équations ci-dessus sous forme non dimensionnelle, on obtient :

1 1 1
—e(—p+ Eam)azh + e (saxw + E@u) = —e710,h

2

1
0 — 0 (0,h) =7 (1—e*(0,h)%)

_ 2 2
p(l £ (0sh) )+Re Re

On se place a l'ordre 2 pour obtenir les relations finales en z = h(t, x) :

1

Eazu = 0(e?) en z = h(t, x) (12)

p= %@w — 74+ 0(?) en z = h(t, ) (13)

2.2.2 Conditions au fond z = b(¢, z)
La premiére condition pour z = b(t,z) concerne le recul de la surface réactive
suivant une vitesse de recul donnée v,.. = f (ﬁ) Sous forme non dimen-
sionnelle, cette condition s’écrit :

Ot = —PpUpecOpb + GrWpee en z = b(t,x) (14)

La seconde condition fait apparaitre le glissement du fluide sur la surface
ainsi que l'angle avec le fond.

Inria
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(a'ﬁb) %\b - k”/t\b”(ﬁ'i' (Z)rﬁrec) %\b"‘ﬁ(%\h '%\b - COSQ) =0

Soit en développant :
Ozx Ozxz _amb 1 / 2 U+ ¢rurec 1
+5<( 01h ) ( alb ) —COSH) =0

& — Urmaa:b + Ogz — Ogz (amb)2 + Jzzamb - k(u + d)'r‘urec - (w + ¢rwrec)axb) ]- + (axb)Q
+ B (1 + 0phdyb —cosf) =0

On passe sous forme non dimensionnelle :

i(—aM +0.2)0.b+ 1 (1- 52(81b)2) Oz — (U + Grtipee — 2(W + GrWree)0xb)\/1 + €2(0,)?

Re Re
+ (1 + 20, hdzb — cos 9) =0
ouy= ﬁ
U

On se place a l'ordre 2. On trouve en repassant sous forme dimensionnelle

kE(u+ ¢rtipec) + B(1 —cos0) = (—04z + 022)0:b+ 042

Or I’équation de continuité @ nous permet d’écrire :

Opu+ 0, w=0<%< 2v0,u+ 2vd,w =0

& Ogg = — 0z

D’ou

k(’u + ¢rurec) + B(l — COSs 9) = —20,20:b + 042 en z = b(tvx) (15)

2.3 Intégration des équations
A présent que les conditions aux limites ont été traité, on va intégrer les dif-
férentes équations sur la hauteur de fluide h(¢, x).
2.3.1 Equation pour ¢
Dans un premier temps on va intégrer I’équation entre —oo et +00 :

—+o0 —+o0 +oo +oo

/ 81590 =+ / aﬂ;u@ + / 6zw90 = ¢7/ UXV()O
— 00 —0o0 —0o0 —

RR n° 8240
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Or la réaction chimique ayant lieu sur le fond b(t, z), I'intégrale du dernier
terme devient :

+o0 b+dh
U,V = lim Ve +0=7, - ny
X X X
/—oo dh—=0 Jp_dp

L’équation devient donc :
00 + 05 (0u) + 0 = ¢, Uy -
Dot

0¢0 + 0z (0u) = —dpuy Orb + drwy (16)
A présent, on intégre ’équation entre b et h :

h h h h
/ 8t50+/ 8zu<p+/ D, wp = ¢, U, Vo
b b b b
—+o0

Comme précédemment : / U,V = Ty - Ny, donc :

8,55 — (@h — 8,51)) + (995(5’&) — (u‘hﬁyh — U|baxb) + ’LU‘h — w|b = (,257«17)( . ﬁb
Or d’aprés ’équation , on peut écrire :

—(0¢th — 0tb) — (uy, 0xh — 1), 0:b) +w), —w}, =0

On en déduit les relations suivantes :

wy, :8th+u‘h8mh (17)

wy, Zatb—‘ru‘bawb (18)

2.3.2 Equation de la pression

On intégre maintenant 1’équation , projection de ’équation de Navier-Stokes
sur I’axe z. On éécrit donc ’équation :

L

7 (0:0u+ £20p,w) + iazzw — &% (Qyw + 9 (uw) + O, w?)

0.p= -G+ Tee

A Tordre 2, on a

_ 1 2 2
0.,p=—-G+ Reﬁxaqur ReazszrO(s )

Que 'on peut écrire sous la forme :

1 2
0,p=-G+0, <R68Iu + R@@w) (19)

En intégrant cette équation entre h et z, on a :

Inria
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z z z 1 2
/hazp__/h G+/h 0. <R€8Iu+Reazw)

1
p—op, =Gh—2)+ e (Opu + 20,w) — (Opu + 20,w)

In

Grace a I'équation de continuité@, on peut écrire

Opu+ 0, w =20
On utilise cette relation dans I’équation de la pression :

1
p—p|h,=G(h—Z)—E

A présent, on se sert de la condition au bord z = h(t, x) pour simplifier
notre équation, il reste donc :

1 2
Ogpu — E&Euh - Eazwh

1 1

p=Gh—2z2)— Eaxu — Eazuh -7 (20)

En considérant la relation 7 on peut écrire :
—Glh—2) - ~om— 2om

p= 2) = poOsl— o OsU— 7

Finalement
G(h —2) 1 (21)
= - — 475 Oxax — T
b Re

2.3.3 Equation sur la vitesse

Afin de traiter 'intégration de I’équation (10)), on revient & des variables dimen-
sionnelles, ce qui donne les relations suivantes :

Oyu + 9pu® + 9. (uw) + Oup = 0304y + 0204

— (=D}, + Oaz|,)0zh + 042, = —BrOLh

k(up, + ¢rtiree),) + B(1 — cos0) = —2044|,0:0 + 042,
p=g(h—2) =04 — Br

wy, = Oth +u, 0zh

w), = Otb + u),0zb

(22)

On intégre maintenant la composante sur = de I’équation de Navier-Stokes :

h h h h h h
/ atu—i—/ Opu? +/ 9, (uw) —|—/ Oyp z/ Oy 0z +/ 0,045
b b b b b b

Ce qui nous donne :

0y (6u) — (uy, Oh — uy, 0sb) + O (6u?) — (u‘zhamh - ulzb&,;b) +u,w), —y,w), =

h
- a$/ D+ (p\hawh - p|baxb) + aw((saww) - (wa|haa:h - Uma:|baa:b) + Uwz\h - Ua:z|b
b

RR n° 8240
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En regroupant certains termes, on peut faire apparaire les relations définies
précédemment :

9y (0u) + 05(6u®) — ), (Oh + w), Oph — wy,) + 1wy, (Oeb + u), 02b — w),) =
h
- az/ p+ aa:((so-wx) - (_p|haa:h + Uwa:|haa:h) + Uwz\h + U$x|b8xb - Umz|b - p|,,8zb
b

Les relations permettent de simplifier I’équation :

h
8t(5u)+8x(5u2) = _az/ p"‘aﬂc(égmr)_(_p\n8mh+0m|ha®h)+afﬂz\h+0m|bafﬂb_0mzlb_p\bafb
b
h
0y (6u) + 0, (6u?) = —83¢/ P+ 0:(0042) — BEOLh + 014, 0xb — 04z, — D), 0ub
b

h
at(au)+aw(5u2) = —893/ p—l-ag;(50m)—ﬂ/@6zh—k‘(u‘b+¢Turec|b)—ﬁ(l—cos 9)—am‘b(‘3wb—p‘b8wb
b
Or p=g(h—2) — 04z — BK, donc en z = b(t, x) :

P, = 96 — Ogz|, — BH

En multipliant la relation par d,b, on a :

D), Oxb — 012),0:b = —gd0,b + BrID

D’ou en remplacant dans I’équation :

h
0y (6u)+0, (0u?) = —@5/ P+0:(0022) —BrOh—k(u|, +¢rtrec|, ) —B(1—cos 0) —gd 0, b+Br0,b
b

h
O (0u) 40, (0u*)+BK0,6 = —8$/ P02 (0022) —k(u), +Prtirec|,)—B(1—cos 0)—gdd.b
b
Le terme sur la pression peut etre intégré :

h 52
8m/b p =90 <2> — 04(0042) — 0 (08K)

L’équation sur la vitesse s’écrit alors :

D1(0u) + 0u(602) + Brdyd = — (gaz (52) — 0,(6020) — amwﬁm)) +0,(602)

— k(u), + ¢rtiree),) — B(1 — cos ) — gdd.b

soit :

Inria
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2

0 (6u)+0, (0u?)+g0, <62)+g(53$b—ﬁ(58$m+k(u|b—i—qﬁTuTecb)—!—ﬁ(l—cos 0) = 20, (6042)

Or la courbure x peut s’écrire sous la forme :

Opah
k= e = Oppeh + O(E°)
1+ (0,h2)°

La forme finale de ’équation sur la vitesse est :

2

0y (6u)+0, (0u?)+g0, <62)—|—g(58wb—658wmh+k(u—|—¢,.u7.ec)—|—6(1—cos 0) = 0,(4v§0,u)
(23)

2.3.4 Reécapitulation des équations

Les équations & résoudre pour modéliser ce probléme composent le systéme
suivant

010 + 05 (0u) = — ¢ty 050 + Prwy, (24)

8tb = _¢rurecazb + ¢rwrec (25)
2
O (6u) + 0, (6u?) + g0, <52> + g00,b — BI0szah + k(u + drtiyee) + B(1 — cos8) = 0, (4v00,u)

(26)

3 Validation numérique

On repart des équations précédentes et onen négligeant les termes liés a la gravité
qui ne joue pas un role important dans les applications envisagées.

8tb = _(Z)rurecaa:b + ¢rwrec
0¢6 + 02 (0u) = —¢ruy 010 + drwy,
O1(0u) + 05 (6u?) — B6Oyzah + k(U + Grttrec) + B(1 — cos0) = 0, (4v30,u)

On cherche maintenan a discretiser ce systéme, en résolvant d’une part

léquation sur le fond b(¢, x), et d’autre part les équations du systéme ( (;; )

Les vitesses ty, Wy, Urec €6 Wree liées a la chimie sont de la forme suivante :

v(t,z) =V k(t, )

1 1 h(t,z)
= —+
k(t,l’) kr DO

dans le liquide.

Avec , ot Do, est le coefficient de diffusion de 'oxygA "ne

2

RR n° 8240



12 Perrot € Ricchiuto & Vignoles

3.1 Traitement de la variation du fond

L’équation de la variation du fond est résolue par un schéma centré :

n+1 n n
bi — b} bi+1 _ bi*l

7 P () ol el o™
At ¢T, ? urec, 7 2 AZE + ¢7”, ? wrec, ()

At

anrl —p — ut
i % (bT rec,i9 A g

(bPy — b)) + AL w? (27)

rec,i

3.2 Schéma pour le systéme (0, du)

Les équations sur ¢ et du peuvent etre réécrites pour faire apparaitre les dérivées
en temps et en espace des variables :

0¢0 + 0y (du) = —druy 03b + drwy
0 (6u) + 0, (0u® — 4v00,u) = BIOszsh — k(U + drtiyec) — B(1 — cos b)

Elles sont approchées numériquement comme suit:

n
i—1

5?+1_5?+(§u)?+%—(5u) b o4 'b§‘+1—b;’_1+¢ "
At Az Ot IO A i W

su)"tt — (su)r  Fel —Fely
( )z ( )z _ +3 2 +D’:L+% _D’:l_% =7

At Az
Avec :
pen Db A ORE (0 + 67) (i — uf)
itz 2 2 Az )
Le flux centré évalué en i+§ et ifi
P et U W g YOO (O et Y
- 2 2 Ax

Ul_(wm+w+Aa«mw%—ww>
o (Tt ]

i+3 2 2 Ax )
n n non n Les termes de décentrement
pr o, — g + ui 4| 4 Az (67 ui — 6 quit )
i—3 2 2 Az

Et le terme source :

0f 1 + 0" hit o — 3hiy + 3R} — R
Az 4 Az
+ B(1 —cosO) — k(ui + &r, ilrec, i)

Off +0i"y hitey —3hi +3h , —hi'
Az 4 Az

Sr =8

3

+

Inria
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3.3 Mise a jour des variables
Les nouvelles valeurs sont données par les relations suivantes
Oip Uiy — 0"

Ui biy — by
QAJ,‘ _¢T,iAtuX,iW+¢T,iAth,i

it = o7 — At

F
(Gu) T = (6u)! + At

7

c, —Fc
i+3 3 n _ nn n
: At(Dp, = Dr )+ AL

Le calcul de la vitesse u s’effectue grace a la relation :
15 \ntl
u" = V267 (du)}

\/(5?“)4 + max (AIQ, (5;”’1)4)

RR n° 8240



14 Perrot € Ricchiuto & Vignoles

4 Résultats

On teste le code pour le cas d’une bulle de liquide posée sur un fond non régulier
comprenant une partie réactive (ﬁgure, la figure ci-dessous représente le début
de la réaction :

0,25
0,2
0,15 —b(5,x)
0,1

—h(5,x)
0,05

On peut regarder les valeurs de la vitesse du fluide pour différentes itérations

0,18

==u(10,x)

seeeu(25,x)
u(75,x)

==u(150,x)
u(300,x)

Figure 2: Evolution de la vitesse du fluide au cours du temps

La vitesse diminue rapidement, ce qui signifie que la bulle s’étale d’abord
rapidement puis ralentit & cause de l'effet de la tension de surface qui diminue,
I'injection de liquide d’abord importante, puis de plus en plus faible tire la bulle
initiale vers la droite, ce qui est représenté par le pic sur la courbe pour ¢t = 10

On obtient les résultats suivants pour différents temps, la réaction chimique

étant arretée a t = 100, afin de pouvoir observer uniquement effet de la ten-
sion de surface :

Inria
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0,25 4 ¢
0,2
0,15 ~—hb(25,x)
0,1

—h(25,%)
0,05

(a) t=25

0,2
0,15 —b(75,x)
0,1

—h(75,%)
0,05

(b) t=75

0,25
0,2
0,15 —b(150,x)
0,1

—h(150,x)
0,05

(c) t=150
0,25
0.2

0,15 —b(300,x)

01

—h(300,%)
s W

0 T T T T T

0,6 038 1
(d) t=300

Figure 3: Evolution de la hauteur de fluide au cours du temps

Le recul de la surface est proportionnel & 'inverse de la hauteur de fluide,
ce qui se justifie par une plus grande difficulté pour 'oxygéne d’atteindre le
fond, et de réagir avec le solide. La quantité de fluide augmente au cours du
temps, grace a l'injection de matiére par la partie réactive, et on constate que
le fluide s’écoule lentement vers la droite de I'image jusqu’a arriver & un état ou
la surface du fluide est quasi plane.
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