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Résumé : Ce rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis classiques de Lagrange de
degré 2. Ici, on regarde le cas des carreaux de Bézier rationnels non pas en temps qu’ingrédients de
base d'une méthode de définition de surfaces (application de R? dans R?) mais en temps qu’éléments
support de calculs (application de R? dans R?). Dans ce cas, se pose la question de la positivité
du jacobien de cette transformation. C’est donc ce point que nous regardons pour un carreau
quadrilatéral et un carreau hexaédrique, c’est la partie 1 de ce travail. Ici, la partie 2 de ce rapport
regarde le cas des triangles et des tétraédres.
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Rational Bezier patches of degree 2. Part 2.

Abstract: Following our previous reports related to classical Lagrange finite elements of
degree 2, we consider the case of rational Bézier patches not as a method to define a surface
(and then a mapping from R? to R?) but as the support of a calculus (therefore a mapping
from R? to R?). In this usage, the jacobian of the mapping must be positive and this is the
point discussed in this report for both a quad patch and a hex patch (Part 1). Hereafter,
Part 2 discusses the case of triangular and tet patches.

Key-words: Rational Bézier curve. Rational Bézier patch. Triangle. Tet.
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1 Introduction

L’utilisation d’éléments finis de degré autre que 1 nous a amené & examiner les éléments
finis classiques de Lagrange de degré 2, par exemple pour le quadrilatére dans [3] et pour
I’hexaédre dans [4], en exhibant des condition suffisantes (nécessaires et suffisantes dans
certains cas) assurant la positivité du jacobien (le déterminant de la matrice jacobienne de
la transformation). On a vu que ces éléments (dans leur version compléte) ne sont autres que
des carreaux de Bézier. Dans le formalisme éléments finis, les éléments sont définis via les
fonctions de forme et les noeuds, dans ’écriture sous forme de Bézier, ces mémes éléments sont
définis par les polyndmes de Bernstein et les points de controle, avec un passage immédiat
d’une écriture a 'autre.

L’idée de prendre comme fonction de forme pour effectuer un calcul, les fonctions définis-
sant la géométrie est une idée ancienne récemment remise a la modeﬂ et largement exploitée.
Les fonctions utilisées en CAO peuvent étre des Bézier (et on retrouve les éléments finis
de Lagrange) ou d’autres type de description comme les Bézier rationnels, les B-splines, les
Nurbs, etc. La partie géométrique (la CAO) ne s’est pas directement intéréssée au prérequis
permettant d’effectuer correctement des calculs avec ses propres fonctions. En particulier,
nous n’avons pas trouvé de discussion sur le signe du jacobielﬂ des transformations utilisées.
L’objet de ce rapport est justement de regarder ce probléme en examinant le cas des Bézier
rationnels et plus précisément au degré 2.

Etudier directement le degré 2 nous a semblé quelque peu délicat aussi, dans une pre-
miére partie, on revient au degré 1 qui, méme s’il ne présente pas de réel intérét, permet
de commencer a se familiariser avec les Bézier rationnels et quelques uns de leurs aspects
dans leur écrirure dans le systéme de coordonnées barycentriques utilisé pour les triangles
et les tétraédres. En particulier, le degré des polyndémes jacobiensEl n’est pas celui auquel on
pouvait, a priori, s’attendre. Dans ce cas, on pensait & un polynéme de degré 2 et on trouve
un polynéme de degré 1 qui est identique a celui obtenu pour un carreau de Bézier classique.

Lyoir tout ce qui a trait & 1"isogeometric analysis".

2Notons que le jacobien n’est défini que pour des applications de R% dans R?, c’est dire que I'espace des
parameétres et I’espace physique sont les mémes excluant de fait le cas des surfaces.

30n verra, en fait, que ’on se débarrasse du dénominateur et que le polynéme étudié n’est pas le vrai
jacobien mais se comporte, pour ce qui a trait a son signe, comme lui.
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4 P.L. George et H. Borouchaki

La seconde partie concerne le degré 2. De méme un calcul direct indique que le degré
est 4 alors que, en affinant I'analyse, nous ne trouvons que le degré 3, réduction de degré
immédiate aux bords mais obtenu par continuité pour le carreau lui-méme.

Avant de conclure, on regarde le cas d’un carreau volumique (tétraédre) de degré 2. Dans
ce cas, 'analyse exhibe un degré 5 mais on montre qu’il se réduit & un degré 4. Le cas, sans
réel intérét, du degré 1 est déduit de la discussion.

Du point de vue pratique, le calcul des coefficients de controle devra étre réalisé via un
programme.

2 Courbe de Bézier rationnelle de degré 1

Certainement d’un intérét limité (si ce n’est de modifier la position des points, par exemple
le milieu), cette courbe (un segment de droite) est regardée pour faciliter la compréhension
des courbes de degré 2.

Systéme avec le paramétre naturel. Pour définir la courbe, on se donne des points de
controle P; et des poids w; supposés positifs. L’expression de la courbe est :

Yico1 B} (u)w; P;
’7(“) = : Bl )
Zi:(m i (u)w;

,u€0,1], (1)

c’est-a-dire simplement :

() = (1 — w)woPo + uwi Py _ (1 — wwoPy + uwy Py
(1 —w)wo + uwr D(u)

en posant D(u) = (1 — u)wo + uw; .

Un calcul direct donne la tangente, on a :

D(u)*y(u) = wowi PPy,

la tangente est paralléle au segment. A noter que 1’on pouvait s’attendre a trouver une
expression de degré 1 au numérateur alors que 1’on ne trouve qu’une expression de degré 0,
caractéristique qui sera confirmée en discutant du degré 2. Quand les poids sont égaux, on
retrouve le cas classique.

Systéme de paramétres barycentriques. La méme courbe s’écrit maintenant :

y(u,v) = 2itj=1 B}, (u, v)wi; Pij
b Z BI(U,U)WZJ

i+j=1"1j

,u€0,1],v€[0,1] avec u+v=1, (2)

et, ici, les Bernstein sont définis par :

B}j(u,v) =uditj=1ut+v=1.
Si on pose D(u,v) = wigu + wp1v, la courbe s’écrit simplement comme :

_uwipPro + vwoer Por
’Y(u? 'U) - D(u ’U) 9

et un calcul direct donne la tangente, & savoir, au facteur m prés :

—_
wiowo1 o1 Pio ,

qui est a 'envers de la direction trouvée plus haut (car u varie en sens inverse ici par rapport
au cas naturel).

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 2. 5

3 Triangle de Bézier rationnel de degré 1

Le carreau se définit par :

Zi+j+k:1 Biljk(uv v, w)wijk Pijk
Zi+j+k=1 Biljk(uv U, W)wijk

o(u,v,w) = ,u€l0,1],ve[0,1],w € [0,1] avec utv+w=1,

(3)

avec
Biljk(u,v,w):uivjwk,iquJrk:l,querw:l-

3.1 Calcul et comportement du jacobien

Pour analyser le jacobien de cette transformation, on reprend la méthode par compo-
santes telle que décrite dans [5]. On considére le point P = o(u,v), w et on note (x,y) ses
coordonnées. Si (mijk, yijk) désigne les coordonnées du point de controle P;jx, on a :

Zi+j+k:1 Biljk(u7 U, W)Wk Tijk

Zi+j+k:1 Biljlc(u7 vV, W)wijk

Tr =

_ Zi+j+k:1 Biljlc(uvvvw)wijkyijk

B Zi+j+k:1 Biljk(uvvﬂw)wijk

Comme v + v+ w = 1, on considére le jacobien comme le déterminant :

oz Oz
Ttwvw) = | G % |
Jv ow

Si on note D(u,v,w) = ZiJerrk:l Biljk(u, V, W)Wijk, O & :

D(u,v,w) 2% — x PWow) - pyyy gy, qp) 09X x OPCwv.w)

1 ov ow
v, w) = D(u, v, w)* 0D (u,v.w) OD(uww) |
s Uy oY D (u,v,w oY 0D (u,v,w
D(U/,’U,IU)W —YT D(U/,’U,IU)% —YT
. 1 1
avec, maintenant, X = E B (u, v, w)wijrrijr et Y = E B (u, v, w)wijryijr

i+j+k=1 i+j+k=1
les numeérateurs de ces quantités telles que définies initialement.
En développant ce déterminant, on obtient ’écriture sous la forme du déterminant 3 x 3
suivant :
29X 98X
v ow X
1 oy oy y
D(u,v,w)3 | o 0w

oz oz
B ow 2

)

avec Z = D(u,v,w). Passant dans R®, on définit les points Qijx par Qijx = (Pijk,wijk),
c’est-a-dire de coordonnées (w;jkTijk,WijkYijk, WijkZijk) avec 2Zi;x = 1 puis le point @ de R?
de coordonnées (X,Y, Z) données par :

1
X = E B (u, v, w)wijeTijk »
itjt+k=1

1
Y = Z Bijk(uavaw)wijkyijk7
i+jt+k=1

1
Z = Z Bijk(u7vyw)wijkzijka
i+j+k=1
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6 P.L. George et H. Borouchaki

alors ce point de R® est défini par un Bézier classique :

Q(u,v,w) = Z Biljk:(uﬂvaw)Qijkv

itjk=1
et on a (si O désigne Vorigine) :
B 1 0Q 0Q
j(”?’l}?w) - D(u,v,w)3 | 31} aw @'a

c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son

signe est celui de :

0Q 0Q

‘ a. 4a.. ()’Q) | )

v Ow
et le polynome correspondant est obtenu en exprimant ces quantités. On trouve comme
polynoéme :
1 010Q 001Q A~
Z Bijk(u7v7w)‘ Ao Aigo” OQijkl
i+j+k=0,1

. . . 010Q __ 001Q _
soit 3 coefficients. Dans cette relation, on a Aijk = Qi—1,j+1,k—Qijk et A,L.jk = Qi1 k+1—

Qijk, dans R? donc. Explicitant ce polynome, on trouve :
010Q 001Q ~~— 010Q 001Q ~A~— 010Q 001Q ~~—
ul Ajgg Adgo OQ100 | + v| Ajpg Ao OQo10 | + w| Ajpg Adgo OQoo1 |,

ou

ul Q100Qo10  RQ100Qo01 OQRQ100 | +v| Qi00Qo10 Q100Qo01  OQo10 |+ w| Q100Qo10  RQ100Q001

qui se simplifie en :

(u+v+w)|QiooQoi0 R100Qoo1 OQ1o00 |,

et, au final :

|Q100Q010 QlOOQOOl OQlOO ‘ )

ou encore, en fonction des Pjjy, :

wioowoiowooi| PiooPoio  ProoFoot | -

Ce résultat est identique & celui du triangle classique (et les poids n’interviennent pas). A
noter la simplicité de ce calcul qui donne immédiatement la condition de positivité (comparé
au cas du quadrilatére, [5], dans lequel il avait fallu combiner de nombreux termes pour
arriver a nos fins).

3.2 Conclusion sur le carreau de degré 1

Une analyse rapide du jacobien indique qu’il se comporte comme un polynéme de degré 2,
une analyse plus fine montre que ce polynome est de degré 1, ce qui était prévisible (puisque
l’élément est droit). On retrouve ici le méme résultat que celui relatif aux quadrilateres, cf. [5],
mais il convient de noter que I'analyse du triangle est nettement plus simple. Le coefficient
de controle unique est la surface du triangle (et les poids n’interviennent pas).

4 Courbe de Bézier rationnelle de degré 2

4.1 La courbe
L’expression de la courbe (en coordonnées barycentriques) est :

’7(u U) = Zi+.j:2 B?j(uvv)WUPLJ
| 2 B (u, v)wi;

i+j=2 "1ij

,u€0,1],v€[0,1] avec u+v=1, (4)

Inria
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Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 2. 7

**g— = e s ?z_(l}

Pt

F1G. 1 - Le cas classique de la construction d’un arc de cercle (centré a l'origine et de rayon
1), P20 = (O,*l),Pll = (1,71),1302 = (1,0) et W20 = W11 = 1,0)02 = 2. Sur le dessin
Pyy = Py, P11 = Py et Pya = Ps, passage des indices barycentriques aux indiices naturels.

et, ici, les Bernstein sont définis par :
2 20 i
B (u,v) = Z'—j'uv Jd+ji=2,ut+v=1.
La courbe s’écrit également
’7(’11,, U) = Z R12] (7_[,, U)}Dij,a
i+j=2

avec
Rz,(u v) = ij(u, v)wis
o Zk+l:2 B%z(“v“)wkl ’

les R?;(u,v) étant les fonctions de formes. En introduisant D(u,v) = Dtz BY;(u, v)wij, il
vient :

B2 (u, v)w;;
2 _ Bijlw,v)wi;
Rij(ua ’U) - D(u, U)

La courbe passe par Py (u = 1), alias Py, et par P, (v = 1), alias Pye, tandis que le noeud

milieu qui correspond & u =v = % vaut

waoPag + 2w11 P11 + woa Po2
wa2p + 2w1i1 + wo2

M =

et que, en sens inverse, le noeud milieu permet de trouver le point de controéle Pi; :

2wi1 P11 = (wa0 + 2wi1 + wo2) M — wagPag — w2 Po2 -,

4.2 La tangente

La dérivée de D(u,v) a la forme classique :

D'(u,v) =2 > Bl(u,0) (Wit — wij+1)-
i+j=1

On calcule maintenant la dérivée de Rfj (u,v), il vient :

ij (u, v)lD(u, v) — B?j(u, U)D/(u, v)
D2(u,v)

R?’(uv U)/ =

7 Wij »

RR n° 8202



8 P.L. George et H. Borouchaki

qui se comporte comme

’

{ij (u, U)ID(u, v) — ij(u, v)D (u, v)} Wij

puisque le dénominateur est positif. Par suite, la tangente se comporte comme :
Z {ij(u, v)/D(u, v) — B?j(u,v)D/ (u,v)} w;j Pyj .
i+j=2

Cette expression suggére que la forme est de degré 3, en fait, on va montrer qu’elle n’est que
de degré 2 dans le cas général et méme de degré 1 quand tous les poids sont égaux. Pour
ce faire, on manipule I’expression précédente. En premier, on considére séparément les deux

termes de ’expresion et, dans le premier, on explicite la dérivée des B?j (u,v), on a ainsi :

2 Z By (u,v) D (u, v) (W41, Prt 1,0 — Wh 141 P i41) — Z ij(u,v)D/(u,v)wijPij,
k=1 itj=2

ensuite, on explicite D(u,v) et sa dérivée, il vient :

2 Z Bjy(u,v) Z B (1, v)wij (Wrt1,Pes 1, — Wii1 Pris1)
ki=1 itj=2

—2 Z B?j(“vv) Z Bél(uvv)(wk-‘rl,l_wk,l-l-l)wijpija
i+j=2 k+i=1

omettant le facteur 2, on regroupe les termes :

Y D Bi(u0)Big(u,0) {wig (@rs11Prar = wrpe1 Poin) = @k — wis)wig P}
itj=2 ktl=1

et on examine le terme w;;j (Wr+1,1Pr41,0— Wk, i+1 P 141) — (Wh+1,1 — Wk 141 )w;; Py en factorisant
les différents w_w;; P;;. 11 vient :

WijWht 1,1 Pk 1,0 — WijwWh 41 Pk 141 — Weg1,1wi5 Psj + Wi i41wi Pij -
Pour wsegPsg on a les indices suivants :
(k=1,1=0,1,2)(...)(k=0,1)(k=0,1),
ce qui fait 7 termes, en explicitant les Bernstein :
B (u,v) Big(u, v)woz + B (u, v) Big(u, v)win + Big(u, v) Big(u, v)wso—
By (u,v) By (u, v)win — By (u, v) Big(u, v)wao+

BSO(U” U)B(%l (u7 U)WOQ + Bgo (uv U)B%O (u7 U)wll s

soit la somme :
BgQ (u7 U)Bllo(u’ U)w02 + B%I (u’ U)B%O (u7 v)wll -

B%O(“a U)Bél (ua U)w11+
B%O(u’ U)Bél (uv U)WOQ + Bgo (uv v)B%O (uv U)wll ’
ou encore, en factorisant les poids :

(Bfy (u, v) Big(u, v) — B3o(u,v) Byy (u, v) + Bio (u, v) Byg (u, v))wi +

(Bda(u, v) Bio (u, v) + By (u, v) By, (u, v) Jwoz

qui se réduit a :
u2w11 + uvwo2 -

Inria
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Pour w11 P11 on a les indices suivants :
(k=0,0=0,1,2)(k=1,:=0,1,2)(i=1,k=0,1)(i =1,k =0,1),
ce qui fait 10 termes, en explicitant les Bernstein :
ng (u’ U)Bél (u, U)WOQ + B%l (u7 U)B(%l (uv v)wll + B%O (u7 U)Btl)l (u7 U)WQO_
By (u, v) Bo(u, v)woz — B (u, v) Big(u, v)wiy — Biy(u, v) Blg(u, v)wao—
BY (u,v) By (u, v)wiy — BYy (u,v) Bio(u, v)wso+
3121 (u7 U)B(l)l (u7 U)w02 + Bfl (u7 ’U)B%O (u, U)wll )
qui se réduit & :
_UQUJQO + v2w02 .
Pour wgo Pyo on a les indices suivants :
(.)(k=0,i=0,1,2)(:4=0,k=0,1)(¢s =0,k =0,1),
soit 7 termes, en explicitant les Bernstein :
_B(2)2 (u7 U)Bél (u7 ’U)WOQ - B%l (u’ U)Boll (u7 U)wll - B%O (u7 U)Bél (U" U)wQO_
By (u,v) By, (u, v)win — Big(u, v) Big(u, v)wzo+
B(%Q (u7 U)Bél (u’ U)WOQ + BgQ (uv U>Bllo (u7 U)wll )
qui se réduit & :
—Uvwoy — v2w11 .
On obtient le résultat en regroupant ces trois contributions, soit :
(uPwi1 + uvwoa)wao Pag + (—uwag + v2wo2)wi1 Pi1 — (uwvwag + v2w11)wo2 Poz
et, en explicitant :
wPwr1w20 Pao + uvwoawso Pao — utwaowi1 Pi1 + v2woewi1 Pi1 — uwvwagwos Poa — v2wiiwos Poz
c’est-a-dire :
wPwi1wao Pr1 Pag + uvwoawag Poa Pag + v2woawi1 Poa Pr1 -

Notons que cette expression est de degré 2 seulement et peut étre comparée & 1’expression
trouvée dans [5] dans le systéme de paramétres habituels.

La tangente en Py, u = 1,v = 0, est paralléle & Py Pog. En Py, elle est paralléle & Pys Py1,
5 1 N 5 = -
au milieu, u = v = 3, elle est paralléle & wiiwag P11 P20 + wWoawao Poz Peo + wozwi1 P2 Pr1-

Quand les poids sont égaux, on trouve :

u? Py Pag + uvPoa Pag + v Poa Py
et, en ouvrant PysPoo en Py, il vient :

uPy1 Py + vPya P11,

qui est de degré 1 comme attendu, la courbe rationnelle se confond avec la courbe de Bézier
classique.

5 Triangle de Bézier rationnel de degré 2

Le carreau se définit par :

Zz’+j+k=2 Bizjlc(uv v, w)wijk Pijk

Zi+j+k:2 Bz'zjk(ua U, W)Wijik

o(u,v,w) = ,u€l0,1],ve[0,1],w € [0,1] avec utv+w=1,

(5)
avec
2!

z’!j!kz!uivj“’k’i+j+k:2,u+v+w:1.

Bzzjk(Uﬂ v, w) -

RR n° 8202



10 P.L. George et H. Borouchaki

5.1 Calcul et comportement du jacobien

Pour analyser le jacobien de cette transformation, on reprend la méthode par compo-
santes telle que décrite dans [5]. On considére le point P = o(u,v), w et on note (x,y) ses
coordonnées. Si (x;jk,yijr) désigne les coordonnées du point de controle P;j, on a :

it jkez Bl (v, w)wijraijy

x pr—
Zi+j+k:2 B?jk(u’ v, w)wijk

Zi+j+k:2 B?jk(ua U, W)WijkYijk
Zi+j+k=2 ijk(ua U, W)Wijk

Comme u + v +w = 1, on considére le jacobien comme le déterminant :

y:

Oz  Ox
T(uyv,w) :] TR ‘
dw

v

Si on note D(u,v,w) =37, 51 o ijk(u,v,w)wijk, on a:

D(u,v,w)2X — X 9Dwvw) D(u,v,w)2X — x9Pwvw)

1 ov ov ow ow
J (v, w) = D(u, v, w)* 9D (u,,w) oD(uww) |
s Uy oY D(u,v,w D(u,v,w
D(u,v,w)PE — y 22l Dy, v,w) e — y o)
: 2 2
avec, maintenant, X = Z B (u, v, w)wijrwijr et Y = Z B (u, v, w)wijryijr
i j+h=2 i+j+h=2

les numérateurs de ces quantités telles que définies initialement.
En développant ce déterminant, on obtient 1’écriture sous la forme du déterminant 3 x 3
suivant : X ox y
ov ow
1 oy oy
D(’LL, v, ’UJ)B ov ow

9z  9Z
ov ow Z

b

avec Z = D(u,v,w). Passant dans R?, on définit les points Q;jx par Qijr = (Pijk, wijk),
c’est-a-dire de coordonnées (wi;xTijk, WijkYijks WijkZijk) avec z;;, = 1 puis le point @ de R?
de coordonnées (X,Y, Z) données par :

2
X = Z Bijk(U,an)wijkxijkv
i+j+k=2

Y = Z B?jk(uvvvw)wijkyijka

i+j+k=2

2
§ B (u, v, w)wijrzijr
itjrh=2

alors ce point de R? est défini par un Bézier classique :

Q(u v, U) Z Bzgk u,v w)Q’L]k?

i+j+k=2
et on a (si O désigne l'origine) :

1 oQ 3Q @|

I (w,v,0) = D(u,v,w)? o v

c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son

signe est celui de :
oQ 5Q
|50 oql.
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Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 2. 11

et le polynome correspondant est obtenu en exprimant ces quantités. On trouve comme
polynéme :

1 010Q 1 001Q 2
|2 Z Bijk(ua v, w)AHij 2 Z Bijk(uvvvw)Ai+1,jk Z Bijk(uvvvw)Qijk| )
i+j+k=1 i+j+k=1 itj+k=2

avec, rappelons le :

010

Aiij = Qifl,jJrl,k - Qijk )
001

Aiij = Qi-14k+1 — Qijk -

Le polynéme est de degré 4. Considérons, pour v et w non nuls, le polynéme suivant :

. __voe  _wiQ
\7 (u,v,w) - 2 6’0 2 611] Oﬁh
en notant que J*(u,v,w) = 47 (u,v,w), on a également :
. __voe  _woQ _v0Q _woQ
T (w0, w) 2 0v 2 Ow od 20v 20w’

et la troisiéme colonne s’écrit :

2 1 010Q 1 001Q
Z Bijk(u7 0, W) Qijk — v § Bijk(“» v, w)Ai+1,jk -—w E Bijk(u7 v, w)Ai+1,jk )
i+j+k=2 i+j+k=1 i+j+k=1

que 'on développe, il vient :
u? Q200 + 2uvQ110 + v’ Qo20 + 20wQo11 + W Qoo2 + 2uwQ101

—v{u(Q110 — Q200) + v(Qo20 — Q110) + w(Qo11 — Q101)}
—w {u(Q101 — Q200) + v(Qo11 — Q110) + w(Qooz — Q101)} ,
qui se réduit, pas a pas, a :
(u? + uv + uw)Qa00 + (2uv — uv + 0% + Vw) Q110 + (2uw + vw — uw + w?) Qo1 ,
w(u+ v+ w)Qa00 + v(u + v+ w)Q110 + w(u + v + w)Q101 ,
uQ200 + vQ110 + w101 ,

et on a gagné un degré. Ceci se formalise en :

> Bl 0,w)Qit1 ik

i+j+k=1

et ainsi :
vw 010 001
T (u,v,w) = T| 2 Z Bz’ljk<u7vaw)Ai+1%k 2 Z Biljk(uﬂvﬂw)AiJ,-l%k Z Biljk(u>v7w)Qi+1,j’k |
it jtk=1 itjrk=1 itj+k=1
ou encore
010 001
T (u,v,w) = vw| Z Biljk(u7v7w)Ai+1%k Z Bz'ljk(wvvw)Ai-i-l%k Z Biljk(uﬂ)a w)Qi+1,5,k |,
i+j+k=1 i+j+k=1 i+j+k=1
donc
010 001
J(u,v,w) = 4| Z Biljk(uvvvw)AiJrle'k Z B}j}g(“vvaw)AiJrl%‘k Z Biljk(uavaw)Qi-i-l,j,k ‘ )
i+j+k=1 i+j+k=1 i+j+k=1

est le polyndéme qui traduit le comportement de 1’élément. Ce polynome est de degré 3 et
posséde 10 coeflicients. Il s’écrit aussi (multiplication des Bernstein) comme :

1
_ 3 010Q 001Q ] )
J(u,v,w) =4 E B3k (u,v,w) E o3 |Ai1+1,j1k1 Ai2+1,j2k2 Qis+1,5s.ks | »
I+J+K=3 i1tiotig=1l,... 1JK
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?5,02,
3 Podl
=
l.sza
Pdofg
) P{flﬂ
?lvo

Fi1Gg. 2 — L’élément courant, la numérotation facon éléments finis et en notation Bézier. Le
schéma synoptique des coefficients de contréle et leur numérotation.

soit :
Z 3
JT(U;W)QU) = lg[]}{(uavvlu)]VjJ}()
I+J+K=3
avec
Ny — 4 1 A010Q A001Q Qs
IJK = 3 | i1+1,51k: io+1,joks i3+1,j3,k3

i1tiztis=I,.j1+ja+js=J k1 +kaths=K 1JEK

Notons que ce résultat établi pour v et w non nuls s’étend, par continuité, au carreau
tout entier.

Calculs des coefficients. 11 y a 10 coefficients qui sont de 3 types, ceux associés aux
sommets, ceux associés aux arétes (deux par arétes mais I'un symétrique par rapport a
Pautre) et un coefficient interne.

On explicite un coefficient relatif & un sommet, par exemple, N3gg pour lequel i; = iy =
i3 = 1, les autres indices étant nuls. Il vient (un seul terme) :

010 001
Nsoo = 4| AJSE  AYLE Q2001

soit, pas a pas :
N3go =4| Q1,10 — Q2,00 Q1,01 — Q200 @200,

Nioo=4| Q110 Q101 Q200!

N3oo = dwaoowi1owi01] PaooPr,10 PeooProq |,
coeflicient qui controle I’angle entre les deux tangentes en Psqq.

On regarde un coefficient relatif & une aréte, soit Naojg, ici on a ky = ko = k3 = 0, I'un
des ji, j2 ou j3 qui vaut 1 (3 combinaisons) et la somme de deux des indices en i qui vaut 2
(3 combinaisons). Il y a, a priori, 9 combinaisons possibles, mais il y en a moins car on a les
contraintes comme iy + j; + k1 = 1 qui interdisent certaines d’entre elles.

en i: en j : en k:
110 000
101
011

donnerait:

110 100 000
100 110 000
100 100 010 existe

cor

00
10
01

110 000 100
100 010 100 existe
100 000 110

010 100 100 existe

000 110 100
000 100 110

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 2. 13

donc

Voo = (A0 A Quol + 1AL AW Quol + (AN AR Q).

Nayp = §{| Q110 — Q200 Q101 — Q200 Q10| + [Q110 — Q200 Qo11 — Q110 Q200 + [Qo20 — Q110 Q101 — @
Najo = §{| — Q20 Qi1 Quiol + [Quio Qo Q200] + |Qo20 — Q110 Qo1 Q2001} »

Najo = % {IQu0 Qior Q00| + [Qu10 Qoir Q00| + [Qo20 Qio1 Qo200 + [Quor Quio Q200l} ,

4
N210 = g {| QllO QOll Q200| + |Q020 QlUl Q2UO |} ’

et, en fonction des P;jy, :

4
Noig = 3 {w110w011w200| PoooPr1io  PaooPo11 | + wozowioiwa00] P200Po20  PaooPion | } .

Le coefficient V159 doit avoir la méme forme, on trouve :

4
Nigo = 3 {w110w101w020| P110Poy20  Pr1oPio1 | + wozowor1w2o0| PaooFPozo  PaooFort | } ;
qui est bien de la méme forme. Les coeflcients des autres arétes s’en déduisent et le dernier
coefficient & calculer est INi11. Les combinaisons sont les suivantes mais seules celles qui
conviennent sont notées dans ce qui suit :

en i: en j : en k:

0
1
0

= oo
cor

0
1
0

= oo

10
01
00

cowr
» oo

donnent seulement:
100 010 001
100 001 010

010 100 001
010 001 100

001 100 010
001 010 100

donc

4 010 001 010 001 010 001
Nin = 6 {|A200Q AnoQ QlOl‘ + |A200Q A101Q QHO‘ + ‘AHOQ A200Q Q101|+

soitE|:
4
Niii = 6 {1Q110 — Q200 Qo11 — Qii0 Qio1| + | Q110 — Q200 Qooz — Qro1 Qui0|+

| Qo20 — Qu10 Qo1 — Q200 Qio1| +|Qo20 — Q110 Qoo2 — Qior Q200 |+
| Qo1 — Qio1 Qior — Q200 Qi10] + [Qo11 — Qior Qo1 — Q1o Q2001}
4
Ny = 5 {|Q110 — Q200 Qo11 — Qii0 Qior| — | Q200 Qooz — Qo1 RQi10|—

|Qo20 — Q110 Q200 Quo1| +]Qo20 — Qi10 Qooz — Qior Q200+
[Qoi1 — Qo1 Qio1 — Q200 Quiio]| + | Qo1 — Qior Qoir — Qiio Q2001} »

et, en ouvrantﬂ on a simplement :

010 001 010 001 010 001
A110Q A101Q Q200 | + ‘AlolQ A200Q Quo| + |A101Q AnoQ Q200 |} )

4
Nin = E{Q\Quo Qo1 Qo1 | + [Qo20 Qooz Q200l} ,

soit :

4
Nii = G {2w110w011w101 | ProiPiio PioiPoir | + wozowoozw200| PaooPo20  PaooPoo2 |} ;

qui est totalement symétrique et se compose des deux seuls triangles qui "entourent" le milieu
du triangle.

4par facilité les vecteurs sont a envers ce qui ne change pas le résultat.
5prenant notre courage a deux mains.
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e
B

N
(@)

Fi1a. 3 — Un exemple de chaque type de coefficients, N3gg pour un sommet, Nojg et Nyisg pour
une aréte et N111 pour le controle central.

5.2 Conclusion sur le carreau triangulaire de degré 2

Une analyse rapide du jacobien indique qu’il se comporte comme un polynéme de degré
4, une analyse plus fine montre que ce polynéme est de degré 3, c’est-d-dire un de plus
que le degré du triangle P2 classique. On retrouve ici le méme résultat que celui relatif
aux quadrilatéres, cf. [5], mais il convient de noter que l'analyse du triangle est nettement
plus simple. Les coefficients de controle sont au nombre de 10 et se compose de 17 termes,
Figure A noter que les poids interviennent dans les coefficients composés de plus d’un terme.

6 Extension au cas volumique
Le carreau se définit par :

2
Ei+j+k+l:2 Bijkz(ua 0, W, wi ki Pijrt
2
Zi+j+k+l:2 Bz‘jkl(“a v, w, t)wijkl

O(u,v,w,t) = ,u€el0,1],ve[0,1],w e [0,1],t € [0,1],

(6)

avecu+v+w+t=1et

e

B?jkl(u,v,w,t) = vlwrt i+ k+l=2 u+v+wHt=1.

6.1 Calcul et comportement du jacobien

Notre analyse dans [5] de I’hexaédre (au regard du quadrilatére) nous permet directement
de dire que le jacobien se comporte comme le déterminant :

0X 0X 0X
S ow o X

Y )4 Y
1| % 8w B Y

i
DU oz o0z 0z 4
v ow ot

oT oT oT
S ow or T
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2 4 . .
avec T = D(u,v,w,t) = ZiHJrkH:z Bijkl(u,v,w,t)wijkl. Passant dans R*, on définit les
s . _ ) NT A
points Qjjx Par Qijxt = (Pijkt, wijki), ¢'est-a-dire de coordonnées (wi;x1Ti ki, WijkiYijkis Wijki Zijkls Wijkitijkl)
avec t;j = 1 puis le point @ de R* de coordonnées (X,Y, Z,T) données par :

X = Z ijkl(u, U, W, ) Wi k1 Tijkl
i+j+k+1=2

Y = Z B (u, v, w, ) wijrayijn »
i+j =2

7 = Z ijkl(u, v, W, t)Wijki Zijkl »
itj+hHi=2

T = Z B?jkl(w v, w, t)wijkitijil ,
i+ k=2

alors ce point de R* est défini par un Bézier classique :

Q(u,v,w,t) = Z B?jkl(“’?U?w?t)Qijkl ’

i+j+k+1=2
et on a (si O désigne l'origine) :

L0 0 09 o

J(w,v,0,8) = D(u,v)* | v dw Ot

c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son

signe est celui de :
0Q 0Q 0Q

et le polyndéme correspondant est obtenu en exprimant ces quantités. Donc, a priori, on a :

8

— 1 0100Q 1 0010Q
T (u,v,w,t) = D(u,v)* | Z Bijkl(u7v’w’t)Ai+1,jkl E Bijkz(u’v’wJ)AiH,jkl

’ itj+k+i=1 itj+k+i=1
1 0001Q 2
Z By (u, v, w, )AL E B (w,v,w, ) Qg |,
i+j+k+I=1 itj+k+1=2
. A0100Q _ 0010Q 0001Q _
avec : Ay = Qi—1j41,k0 — Qigkt, Djjry = Qi—1,5k+10 — Qigit €6 Ajpy ™ = Qi1 jki+1 —

Qijri- Cette expression semble étre de degré 5 et doit s’écrire (au facteur % prés) :

j(u7v7wat) = Z B?JKL(u?v7w7t) Z Z Z L

C® '
I+J+K+L=5 i1+intis+i=I j1+jotis+i=J k1+kotks+k=K ~1JKL

0100Q 0010Q 0001Q N
| Ai1+1,j1k1 Ai2+1,12k2 Ai3+17j3k3 Q”k ‘ ’

ol 'on devine les coefficients Nyjxr..

On a (au facteur pres) :

0 0 0
Twvwn) =192 92 02 og),

et on construit le polynéme :

! __voQ  woQ  toQ
T (wvwt) = =55 2 w 2 ot oq |,

en notant que

RR n° 8202
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Fi1a. 4 — L’élément courant, la numérotation fagon éléments finis et en notation Bézier. Le
schéma synoptique des coefficients de contréle et leur numérotation (seuls quelques coefficients

sont représentés).

pour v, w et t non nuls. Mais on a aussi :

w 0Q

2 Ow

et la quatriéme colonne s’écrit :

Z B’?jkl(u)vawat)Qijkl —v

i+j+k+1=2 i+jt+kti=1

—t
i+j+k+i=1

qui, comme pour le triangle, est égal a :

t0Q

2 0Ot

1 0100Q
Z Bjj(u, v,w, ) Ay —w

og - L9Q _woQ 199

2 Ov 20w 2 0t

i+jtk+i=1

1 0001Q
Y Bluluv,w )ARTE,

1
Z Bijpi(u, v, w,0)Qit1,5kt

i+j+k+l=1
et, ainsi
* 1
J (’LL,’U,’UJ,t) = _th| E Bijkl(”)”ywvt)A
i+j+k+l=1
1 0001Q
E B (u, v,w, ) AT
i+j+k+l=1

donc :

i+j+k+l=1

1 0001Q
E Bjj(u, v, w, ) AT 5

i+j+k+l=1

0100Q

i+1,jkl

1 0010Q
E Bijra(w, v, w, ) A Gy
i+j+k+l=1

Z Biljkl(u,’(),w,t)Qi-i-l,jkl | ?

i+j+k+i=1

1 0100Q
E Bijra (u, v, w0, 1) A

1 0010Q
Z B, v, w, ) AT T
i+ j k=1

S Blu(uv,w,t)Qi ju |

i+j+k+i=1

représente le polynéme qui traduit le comportement de I’élément. Ce polynome est de degré
4 et posséde 35 coefficients. Il s’écrit aussi comme :

I (u,v,w,t) =
i+jrk4i=4

avec

N B 8
LJKL = 71— g
TIKL ) tigtiz+i=I,...

| AQlOOQ

i1+1,51k1ly

Z B%JKL(uaranyt)NIJKLa

0010Q
ia+1,j52k2l2

0001Q

iat1gskals  Qit1kL] -

et que ce résultat établi pour vwt non nul s’étend, par continuité, & ’ensemble du carreau.

Inria
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Calcul de quelques coefficients. Le plus simple a calculer est Nyggg car i1 = is = i3 =
1 = 1, les autres indices étant nuls. Il vient immédiatement :

_ 0100Q A 0010Q 0001Q
Naooo = 8[As000°  As00°  Aagon~  @2000 | 5

Niooo = 8| Qi100 — Q2000 Q1010 — Q2000 Q1001 — Q2000 Q2000 ],
Naooo =8| Q1100 Q1010 Q001 Q2000 |,

Niooo = 8wi100w1010w1001w2000 | P2o00Pr1oo  PaoooPio1o  PaoooPioot |

qui controdle les tangentes en Psggg-

On va calculer les 3 coefficients de I'aréte PsoggFPo200. Pour N31gg, on a trois indices en i
a 1 et un indice en j a 1, les autres étant nuls. Ceci donne 4 termes.

8 0100Q A 0010Q A 0001Q 0100Q A 0010Q A 0001Q
N3i00 = 1 {|A2000 Asgoo* Aogop” RQuioo| + [Azgeo° Aioo” Aagoo” Q2000 |+
0100Q  A0010Q A 0001Q 0100Q  A0010Q A 0001Q
IAT100 " Aapoo”  Agpoo’ Q2000 + [Agp00° Agpoo . Arige . Q2000 ¢ s
et au final il reste :

NSlOO =2 {|Q1100 QOllO QlOOl QQOOO ‘ + |Q0200 QlOlO QlOOl Q2000 | +

|Q1100 Qio10 Qoior Q2000 |} -

ou, en termes des P;jx;, omettant les poids :

NBIO(] =2 {|P2000P1100 P2000P0110 P20()0P1001 | + |P2000P0200 P200OP1()10 PQO()OP1001 | +

| P2oooPi1o0 PaoooProio P2000P0101|}-

Afin de vérifier ce coefficient, on calcule également Ny39¢ qui doit étre symétrique.
Pour Ni3p0, on a trois indices a 1 en j et un indice a 1 en i, les autres étant nuls. Ceci
donne 4 termes.

8 0100Q A 0010Q A 0001Q 0100Q A 0010Q A 0001Q
Nigo0 = 1 {|A2000 Afloo° Ao Quioo| + [Afgo° Ao Atjgo”  Quioo |+

0100Q 0010Q 0001Q 0100Q 0010Q 0001Q
|A1100 A1100 A2000 Q1100| + ‘Auoo A1100 A1100 Q2000 ‘} )
et au final il reste :
Nizo0 = 2{|Q0200 Q1010 Qoio1 Qnoo\ + |Q0200 Qoo Qioo1 Q1100 | +

|Q0200 Q()ll() Q()l()l QZ()OO ‘} )

ou, en termes des P;jx;, omettant les poids :

Nizpo = 2{|1311001730200 PriooPioio PricoFPoior | + [PiiooPo2o0 PiiooPoiio  PriooPioor |+

| P2000Po200  P2000Fo110 P2000P0101|},

qui s’écrit aussi comme :

Nizpo = 2{|131100Po200 PiiooPioio PriooFPoior | + [PiiooPo2o0 PiiooPorio  PriooPioor |+

| P2000Po200  Po200Fo110 P2000P0101|},

qui a bien le méme aspect que N31g99. Enfin, on calcule Naoggq, le dernier coefficient de cette
aréte. Pour les coeflicients restants (faces et interne), le calcul est trop fastidieux et seul un
programme, a écrire, pourra le faire.
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i
N
f— Yowo

\ | rr\?hf,ﬂo

Fi1G. 5 — Quelques exemples de coefficients, de haut en bas, les coefficients relatifs a l'aréte
Ps000Po200- On montre le nombre de déterminants de chaque coefficient et les vecteurs im-
pliqués dans ces déterminants.
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Pour Njsgp, on a deux indices en ¢ & 1 et les 2 indices en j des 2 autres quadruplets a 1,
ceci fait 6 termes.

8 0100Q A 0010Q A 0001Q 0100Q A 0010Q A 0001Q
Noopg = 6 {|A2000 A2000 A1100 Q1100 | + |A2000 A1100 A2000 Q1100 | +
0100Q A 0010Q A 0001Q 0100Q  A0010Q A 0001Q
[As000°  Atto0° Atigo Q2000 + [Af190° Aogoo® Agppo” Q00|+
0100Q A 0010Q A 0001Q 0100Q  A0010Q A 0001Q
|AT100°  Ag00° Aftgo’ Q2000 + [At1g0° Afioo Aspoo” Q20001

soit (hors le facteur %) :

|Q1100—Q2000 RQ1010—Q2000 Qo101—Q1100 Q1100 |+ |Q1100—Q2000 Qo110—R1100 Q1001 —Q2000

|Q1100—Q2000 Qo110—Q1100 Qoi01—Q1100 Q2000 | + |Qo200— Q1100 RQ1010—Q2000 Q1001 —&2000
|Qo200— Q1100 RQ1010—Q2000 Qo101—Q1100 Q2000 | + |Qo200— Q1100 Qo110—R1100 Q1001 —Q2000

ou encore :
- |Q2000 QlOlO QOlOl QllOO | - ‘QQOOO QOIlO QlOOl QllOO | +

|Q1100 Qo110 Qoror Q2000 | + [Qo200 Q1010 — Q2000 Q1001 — Q2000 Q1100 |+
|Qo200 — Q1100 Q1010 Qoto1 —R1100 Q2000 | + [Qo200 — Q1100 Qoito— Q1100 Q1001 Q2000 |5

ouvert (les 3 derniers déterminants) en :
— Q2000 Qio10 Qoror Quioo| — |Q2000 Qor10 Qioor Quioo |+

|Qi100 Qorio Qo1 Q2000 | +
|Qo200 Q1010 Qo1 — Q2000 Q1100| — [Qo200 Q2000 Q1001 — Q2000 Q1100 |
|Qo200 Q1010 Qoio1 — Q1100 Q2000 — [Q1100 Q1010 Qoo — Q1100 Q2000 | +
|Qo200 Qoo — Qiio0 Q1001 Q2000 — [Q1100 Qo110 — Qiio0 Quoor Q2000 | + ,

qui se simplifie en :

Q1100 | +

Q1100 | +
Q2000 | ,

- |Q2000 QlOlO Q0101 QIIOO ‘ - |Q2000 QOIIO QlOOl QIIOO | + |Q1100 QOIIO QOIOl QQOOO | +

|Qo200 Qio10 Qioo1 RQi100| — Qo200 Qioto Q2000 Qii00|— Qo200 Q2000 Qo001 Q1100 |
|Qo200 Qo010 Qo101 Q2000 | — Qo200 Qio10 Qii00 Q2000 — Q1100 Qo010 Qoior Q2000 | +

|Qo200 Qo110 Qioo1 Q2000 | — |Qo200 Q1100 Qioo1 Q2000 — Q1100 Qo110 RQioor Q2000 |+ ,

que 'on regoupe, il reste simplement(!) :
|Q1100 Qoi10 Qoior Q2000 + [Qo200 Qro10 Qioo1 Quioo |+

|Qo200 Q1010 Qo101 Q2000 | + [Qo200 Qoto Qioor Q2000 ,

soit, en fonction des P;jj; (hors poids) :

4
Naogp = 3 {|P2000P1100 P>oooPoiio PaoooPoror | + [PriooPo200  PricoPioto PriooPioot |+

| P2000Po200  P2000Proio PaoooForo1 | + |P2000Po200  P2000Po110  PaoooPioot |} ,
qui s’écrit de maniére plus parlante :

4
Nazgp = 3 {|P2000P1100 Pi1ooPo11io PriooFPoror | + |PiiooPo200  PiiooPioio  PiiooPioot |+

| P2000Po200  P2000Pro10 Po200Fo101 | + |P2000FPo200  Po200Fo110 P0200P1001|},

dont l'interprétation est montrée sur la Figure
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6.2 Conclusion sur le carreau tétraédrique de degré 2

Une analyse rapide du jacobien indique qu’il se comporte comme un polynéme de degré
5, une analyse plus fine montre que ce polynome est de degré 4, c’est-a-dire un de plus que
le degré du tétraédre P2 classique. On retrouve ici le méme résultat que celui relatif aux
quadrilatéres, cf. [5], mais il convient de noter que l'analyse du tétraédre est sensiblement
plus simple. Les coefficients de contréle sont au nombre de 35, Figure[5| A noter que les poids
interviennent dans les coefficients composés de plus d’un terme. Le calcul effectif devra étre
réalisé via un programme.

6.3 Expression pour le carreau tétraédrique de degré 1

Par souci de complétude on donne les résultats relatifs & un carreau de degré 1. Il suffit
de reprendre les grandes étapes des calculs précédents et de fixer le degré a 1. On a donc,
successivement :

X = Z B (u, v, w, ) wij i
i+j+k+i=1

Y = Z Bl (u, v, w, ) wijriYigul »
it+j+k+i=1

7 = Z Biljkl(u7’l),w,t)wijklzijkl )
i+ k=1

T = Z B (u, v, w, t)wijritijr
i+ jht=1

alors ce point de R* est défini par un Bézier classique :
Q(u,v,w,t) = Z Biljkl(uﬂvaw7t)Qijkl )
i+j+k+I=1

et on a (si O désigne V'origine) :

1 0Q 00Q 0Q
D(u,v)4|8v ow Ot oQl,

J(u,v,w,t) =
c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son

signe est celui de :
0Q 0Q 0Q
o ow o 090

et le polyndme correspondant est obtenu en exprimant ces quantités. Donc, a priori, on a :

1 0100Q A 0010Q A 0001Q
_ 1
J (u,v,w,t) = D(u, v)* | AYooo Ato0o Afooo E Bijkl(uavawat)Qijkl l
’ i+j+k+I=1
 A0100Q _ 0010Q _ 0001Q _
avec : A = Qi1 41,k — Qijkts Dy~ = Qim1j k41,0 — Qujrr €6 Ay ™ = Qi1 j ki1 —

Qijki- Cette expression semble étre de degré 1 et s’écrit (au facteur # prés) :
_ 1 0100Q 0010Q 0001Q 3
I (u,v,w,t) = Z Bijni(u,v,w, 1) [ Afgge ™ Aigoo© Atgoo”  Qijk |5
i+jt+hti=1
ou l'on devine les coefficients Nyjxr.

On a (au facteur pres) :

0 0 0
T vwt) =152 52 % og),

et on construit le polynome :

- ¢ 09 0@
T (u,v,w,t) = | Vs W tat @|,
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en notant que
T (u,v,w, t) = —vwtJ (u,v,w,t),

pour v, w et ¢ non nuls. Mais on a aussi :

. 9@ _ 9@ 9Q _ 0@ 0@ 99
T wvwt) = | —vgs —wgt —tan 0Q-vat-wat—tarl,

et la quatriéme colonne s’écrit :

1 0100Q 0010Q 0001Q
Z Bijkl(“?“awat)Qijkl — VA0 ° — wAjge0° — tA%p00
i+jthti=1

qui est égal simplement & QQ19p9 et, ainsi
* _ 0100Q 0010Q 0001Q
T (w,v,w,t) = —vwt[Ajgeg* Ajgee*  Ajggo~ Q1000 |

donc :
_ | AD100Q  A0010Q A 0001Q
T (u,v,w,t) = [ Ajgee°  Aigoo” Aiooo” Q1000

représente le polyndéme qui traduit le comportement de ’élément. Ce polynéme est de degré
0 (constant) et posséde un seul coefficient. Il s’écrit aussi comme :

j(uavawat) = |Q0100 Qooto Qooot Q1000|7

ou encore :

T (u, v, w,t) = wo100wo010w0001w1000 | ProooPoioo  ProooPooio  ProooPooot |

donc le controle se réduit & vérifier le signe de :

| PioooPoroo ProooPooro  ProooPooor |

comme pour le tétraédre classique et ce résultat établi pour vwt non nul s’étend, par conti-
nuité, a ’ensemble du carreau.

7 Conclusion

Apreés avoir étudier les jacobiens des éléments finis classique de degré 2 qui ne sont
autres que des Bézier, nous avons regardé comment se comportaient les jacobiens d’éléments
construits & partir de Bézier rationnel. Le cas des quadrilatéres (plans) et des hexaédres a été
traité dans la premiére partie de ce document et ici on a regardé le cas des triangles (plans)
et des tétraedres.

Le comportement des éléments est celui d’un polynéme dont le degré est de 1 supérieur
a celui de ces mémes éléments quand ils sont construits sur un Bézier classique, c’est le prix
& payer pour tenir compte de l'aspect rationnel présent ici.

L’analyse des simplexes est globalement plus facile que celle des quadrilatéres et des
hexaédres et le degré du polynome est également inférieur.

Pour le triangle, on a trouvé un polyndéme de degré 3 possédant 10 coefficients, pour le té-
traédre on a trouvé un polynome de degré 4 possédant 35 coefficients. Les poids interviennent
dans tous les coefficients qui sont composés de plus d’un seul terme.

Le calcul a été fait explicitement (& la main) pour le triangle mais seuls quelques coeffi-
cients ont été explicités pour le tétraeédre, un programme (formel pour avoir les combinaisons
d’indices admissibles) devant étre développé pour les obtenir tous.

Le calcul des coefficients de controle permet donc de donner une condition suffisante de
validité des éléments. La stricte positivité est nécessaire aux coefficients associés aux nceuds,
la non négativité est suffisante pour les autres coeflicients.
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