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Résumé : Ce rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis classiques de Lagrange de
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Rational Bezier patches of degree 2. Part 1.

Abstract: Following our previous reports related to classical Lagrange finite elements of
degree 2, we consider the case of rational Bézier patches not as a method to define a surface
(and then a mapping from R? to R?) but as the support of a calculus (therefore a mapping
from R? to R?). In this usage, the jacobian of the mapping must be positive and this is the
point discussed in this report for both a quad patch and a hex patch. Part 2 discusses the
case of triangular and tet patches.

Key-words: Rational Bézier curve. Rational Bézier patch. Quad. Hex.
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1 Introduction

L’utilisation d’éléments finis de degré autre que 1 nous a amené & examiner les éléments
finis classiques de Lagrange de degré 2, par exemple pour le quadrilatére dans [3] et pour
Ihexaédre dans [4], en exhibant des condition suffisantes (nécessaires et suffisantes dans
certains cas) assurant la positivité du jacobien (le déterminant de la matrice jacobienne de
la transformation). On a vu que ces éléments (dans leur version compléte) ne sont autres que
des carreaux de Bézier. Dans le formalisme éléments finis, les éléments sont définis via les
fonctions de forme et les noeuds, dans 1’écriture sous forme de Bézier, ces mémes éléments sont
définis par les polyndmes de Bernstein et les points de controle, avec un passage immédiat
d’une écriture a 'autre.

L’idée de prendre comme fonction de forme pour effectuer un calcul, les fonctions définis-
sant la géométrie est une idée ancienne récemment remise a la modeEl et largement exploitée.
Les fonctions utilisées en CAO peuvent étre des Bézier (et on retrouve les éléments finis
de Lagrange) ou d’autres type de description comme les Bézier rationnels, les B-splines, les
Nurbs, etc. La partie géométrique (la CAO) ne s’est pas directement intéréssée au prérequis
permettant d’effectuer correctement des calculs avec ses propres fonctions. En particulier,
nous n’avons pas trouvé de discussion sur le signe du jacobielﬂ des transformations utilisées.
L’objet de ce rapport est justement de regarder ce probléme en examinant le cas des Bézier
rationnels et plus précisément au degré 2.

Lyoir tout ce qui a trait a 1"isogeometric analysis".

2Notons que le jacobien n’est défini que pour des applications de R% dans R?, c’est dire que I'espace des
parameétres et I’espace physique sont les mémes excluant de fait le cas des surfaces.
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4 P.L. George et H. Borouchaki

Etudier directement le degré 2 nous a semblé quelque peu délicat aussi, dans une pre-
miére partie, on revient au degré 1 qui, méme s’il ne présente pas de réel intérét, permet
de commencer & se familiariser avec les Bézier rationnels et quelques uns de leurs aspects.
En particulier, le degré des polyndémes jacobiensEI n’est pas celui auquel on pouvait, a priori,
s’attendre. Dans ce cas, on pensait & un polynéme 2 X 2 et on trouve un polynéme 1 x 1 qui
est identique & celui obtenu pour un carreau de Bézier classique.

La seconde partie concerne le degré 2. De méme un calcul direct indique que le degré
est 6 x 6 alors que, en affinant I’analyse, nous ne trouvons que le degré 5 x 5 puis a 4 x 4,
réduction de degré immédiate aux bords mais purement formelle pour le carreau lui-méme,
nous n’avons pas réussi a faire mieux.

Avant de conclure, on regarde le cas d’un carreau volumique (hexaédre) de degré 2. Dans
ce cas, ’analys exhibe un degré 7 x 7 x 7 mais on montre qu’il se réduit & un degré 6 x 6 x 6.
Le cas, sans réel intérét, du degré 1 est déduit de la discussion.

Du point de vue pratique, le calcul des coefficients de controle devra étre réalisé via un
programine.

2 Courbe de Bézier rationnelle de degré 1

Certainement d’un intérét limité (si ce n’est de modifier la position des points, par exemple
le milieu), cette courbe (un segment de droite) est regardée pour faciliter la compréhension
des courbes de degré 2.

Pour définir la courbe, on se donne des points de controle P; et des poids w; supposés
positifs. L’expression de la courbe est :

Ei:O,l le (u)wzpl

) = Zi:O,l Bz‘l(u)wi ’

uwel0,1], (1)

c’est-a-dire simplement :

(]. — u)w()R) + lepl (1 — u)wOPo + lePl
= = t .D = ]. - .
~(u) (1 — w)wo + uws D(u) €1 posan (u) = ( w)wp + uwq

Un calcul direct donne la tangente, on a :

/

D(u)z’y(u) = wgwlPoPl s

la tangente est paralléle au segment. A noter que 1'on pouvait s’attendre a trouver une
expression de degré 1 au numérateur alors que 1’on ne trouve qu’une expression de degré 0,
caractéristique qui sera confirmée en discutant du degré 2. Quand les poids sont égaux, on
retrouve le cas classique.

3 Carreau de Bézier rationnel de degré 1

Comme ci-dessus pour les courbes, ce carreau est regardé pour faciliter la compréhension
des carreaux de degré 2. Pour définir un carreau, on se donne des points de contrdle P;; et
des poids w;; supposés positifs. L’expression du carreau est :

Zi:O,l Zj:O,l B} (U)le (v)wij Bij
Zi:(),l Zj:(),l B}(“)B} (v)wij

Remarque : Quand tous les w;;, sont égaux, le carreau est un carreau de Bézier classique.

,(u,v) € [0,1] x [0,1].

ou,v) =

Pour discuter du signe du jacobien de cette transformation, on va exprimer ses dérivées.
On note D(u,v) =32, > ;—01 Bi (u) B} (v)wij.

30n verra, en fait, que 1'on se débarrasse du dénominateur et que le polynéme étudié n’est pas le vrai
jacobien mais se comporte, pour ce qui a trait a son signe, comme lui.

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 1. 5

rPaj__

F1G. 1 — Le carreau, ses points de controle et ses sommets (qui sont identiques).

3.1 Meéthode globale directe

La dérivée en v s’écrit :

D(u,v) 2 | Y > BHw)Bj(w)w;Py | — 2252 (> > Bl (w)B} (v)wi; Pij)

ad(u, U) B 1=0,1 5=0,1 i=0,1 j=0,1

ou D(u,v)? ’

soit :

D(u,0) Y~ BI)AY — (3 Bj@)N( Y. > BHw)B](v)wi Pyy)
j=0,1 j=0,1 i=0,1 j=0,1
D(u,v)? ’

avec
10

et
10 _
5ij = Wit1,j — Wij -

Le comportement, comme le dénominateur est positif, est celui de

D(u,v) Y Bj(v)Ag] — (Y Bj()a)( Y > Bi(wBj(v)wi;Py),

j=0,1 j=0,1 i=0,1j=0,1
soit :
()" > Blw)Bj(v)wi)( > Bj()AG)) = (> Bi(0)6p)( > > Bi(u)Bj(v)wi; Py),
1=0,15=0,1 j=0,1 j=0,1 i=0,15j=0,1

qui s’écrit, par regroupement,

Z Z Z B )Bl( )(wwlAOJz 60j1w’bjz ZJ2)

1=0,1 j;=0,1 j5=0,1

AL _ 510 . D, . . A0 _ 510, p..
Le terme (wij, Ags, — 0o, wij, Pij,) qui s’exprime également comme (w;j, Agj, — 6q5, Wi, Piy )
s’écrit

wijy (Wi, Prjy — wojy Pojz) — (wijy — wojy )wijy Pij,
ou encore

wijy w1, Prj, — wijywoj, Poj, — wijwij, Pij, + wojy wij, Pij, -

On va alors chercher les contributions en wy; Py, pour k et [ valant 0 ou 1.

EnwpoPoo, il vient les contributions de (i = 0,1j; = 0,1j2 = 0), (i =0j; = 0,152 = 0), (i =051 = 0,152 = 0)

pour le second, le troisiéme et le quatriéme terme, respectivement ,
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6 P.L. George et H. Borouchaki

enwigPyo, il vient les contributions de (i = 0,1j; = 0,152 =0), (i = 153 = 0,152 = 0), (i = 1j; = 0,142 = 0),
pour le premier, le troisiéme et le quatriéme terme, respectivement ,

enwp Po1 , il vient les contributions de (1 = 0,157 = 0,155 =1),(i =053 = 0,150 = 1), (i =051 =0, 1jo = 1)
pour le second, le troisiéme et le quatriéme terme, respectivement ,

enwii Py, il vient les contributions de (i = 0,1j; = 0,150 =1),(i = 153 = 0,140 = 1), (i = 1j; = 0,142 = 1),
pour le premier, le troisiéme et le quatriéme terme, respectivement .

Soit, pour le terme en wog Py :

—woo By (u) Bj (v) By (v) —wo1 B (u) By (v) By (v) —wi0 B (w) By (v) By (v) —w11 By (u) B (v) By (v)
—w10Bg(u) By (v) By (v) — wi1 B (u) By (v) By (v)
+woo B (u) By (v) By (v) 4 wo1 Bg (u) By (v) By (v)

qui se simplifie en :
~wi0Bi (u) By (v) By (v) — wii By (u) Bi (v) By (v)

—wi0Bg (u) By (v) By (v) — w1 By (u) By (v) By (v)

qui se regroupe en :
—wio(B1 (1) + By (u)) By (v) By (v) — wi1 (B (u) + By (u)) By (v) By (v)
donc, au final, en wygPyp, il reste seulement :
—wi0By(v) By (v) — w11 By (v) By (v).-

Pour le terme en wig Py :

qui se simplifie en :
woo By (w) By (v) By (v) + woi By (u) By (v) By (v)

“+woo By () By (v) Bj (v) + wor1 By (u) By (v) By (v)

qui se regroupe en :
woo (Bd(w) + BL(w)) By (0) B (v) + wor (Bl (u) + BY(u)) Bl (v) By (v)

donc, au final, en w19Pg, il reste seulement :
woo By (v) By (v) + wor1 By (v) By (v) -

Le terme en wgyy Py; se déduit du terme en wygFPyo, il vient donc :
—wi0By(v) By (v) — w11 B (v) B (v) -

Le terme en wq1 Py1 se déduit de méme du terme en wqgPg, il vient donc :
woo By (v) By (v) + wor By (v) B1 (v) -

On réunit tous ces termes, soit la somme :

—wlowooBé (’U)Bé (U)POO - WIIWOOBll (’U)Bé (U)POO

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 1. 7

PM] Pr ﬁ - PAA P(\
?d o PN 1o

F1G. 2 — Les vecteurs qui semblent impliqués dans les dérivées.

+woowio By (v) By (v) Pro + worwioBi (v) Bi (v) Pig

—wiowo1 By (v) BY (v) Py — wi1wo1 Bi (v) By (v) Pyy

woow11 Bi (v) By (v) Py1 + worw11 By (v) B (v) P11
qui fait apparaitre les vecteurs ci-dessous :

wlowooBé (’U)Bé (U)PO()Plo —+ wllme% (’U)B% ('U)P01P11

—_ —_
+woowi1 By (v) Bt (v) Poo P11 + wiowor By (v) By (v) Po1 Pl -

Les deux premiers vecteurs sont habituels, les deux autres le sont moins, un simple dessin
permet de le vérifier. Ceci s’écrit aussi :

Py P11 + Py P
Woow11£004711 T Wo1wWi04014710
wlowoo(l — ’U)2A(1J(0) + w11w01v2A6(1J + 21}(1 — ’U) { 5 } ,

(avec maintenant A}]O = P,11,; — P;j) et la dérivée partielle en v se comporte comme cette
combinaison.

Quand les poids sont identiques, il reste le comportement de :

Pyo P11+ Py1 Pro }

(1= 0)2A8 4 2AL0 4 2(1 — v) { ;

qui devient :

— . PoPn+ PP PP 4 Pib
(1'0){(11))P00P10+’000110110 + o POl—Pll)‘i’(l*’U)M ,

2 2

on ouvre alors les vecteurs (des fractions) en Pig, Poo, Po1 et Pp1 respectivement, il vient :

PooPro + ProP11 + Po1Pog + Poo P
(1—v){(1—v)]m+v 004710 10 112 014700 00 10}

55 PooPo1 + Por P11 + Po1 P11 + P11 P
+v {UP01P11+(1U) 00701 T 701 112 014711 11 10}7

qui se simplifie en :

— . PP+ Py Py PP 4 PP
(1_U){POOP10+UW}+U{P01—f’ll)+(1_v)0001;—1110 ,

qui se réduit encore en :

(1 —v)PooPro + vPy1 Pi1,

c’est-a-dire le cas du carreau de degré 1 classique.

RR n° 8201



8 P.L. George et H. Borouchaki

La dérivée en u se comporte donc comme :

—_ _
woow11PooPr1 + worwi0Po1Pro
2 b

wl(](.do(](]. — 'U)QA(l)g + wuw(anAé(l) + 2’[)(1 — U)

on en déduit que la dérivée en v se comporte comme :

_ _
woow11Poo P11 + worwioProFPor
2

wmwoo(l — u)2A85 + w11W10u2A?(1) + 2u(1 — u)

Dans le cas otl les points de contrdle sont dans R?, le jacobien de la transformation est bien
défini. Le résultat est que ce jacobien se comporte comme le déterminant des deux vecteurs
calculés ci-dessus, donc comme un polyndéme de degré 2 x 2 possédant 9 coefficients. Ceci
donne une condition suffisante de positivité (puisque les termes en u et v sont positifs ou nuls
mais bornés par 1). En résumé, aux sommets, on doit avoir la stricte positivité (condition
nécéssaire) alors que ailleurs, pour les 5 coefficients restants, il suffit d’étre non négatif.

Simplification de D’analyse. Peut on affiner ce résultat? A cause des poids, il n’est
pas a priori possible de simplifier 'expression générale, par contre la condition que chaque
coefficient soit positif ou non négatif si les poids sont tous de méme signe (positifs donc)
s’exprime, comme on va le montrer, avec uniquement les vecteurs classiques et on retrouve
les 4 triangles coins. Ainsi la premiére condition est

10 A0l
wiowoowo1woo [Agg Aol >0,

soit simplement :

A5 A%l >0,
et les quatre conditions analogues donnent la méme condition. Il reste a prioricing coefficients
dont quatre ont le méme aspect, par exemple, pour 'un d’entre eux et son premier terme :

0 BB
wiowoowoow1t |Agg  PooPii| >0,

soit simplement :
IAS PooPri| >0,

ou :
_ =
|PooPro PooPri1] >0,

en ouvrant PygPy1 en Pjg, il reste la condition :
—_ =
|PooPro PioPii] >0,

soit :
[Agg A%l >0,

qui est aussi relatif & un triangle coin. Ainsi, ne reste a discuter que les coefficients relatifs a :
| woow11 Poo P11+ worwi0Po1 Pro - woow11 PooPr1 + worwio ProFot |
que 'on simplifie. Il reste :
|woowr1 Poo P11 worwioProPor | + |worwioPo1Pio woowi1PooPi1 |,
ou encore, au coefficient preés :
2| PooP1i1 PoPoi| >0,

qui est trivialement vérifié si les quatre déterminants coins sont positifs, ce qui revient a dire
que le carreau est convexe. Ainsi, les 4 coefficients coins controlent 1’élément comme dans le
cas classique. Une autre maniére de voir ce résultat est d’ouvrir chacun des deux vecteurs
(identiques) des deux fagons possibles pour faire apparaitre les quatre coins.

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 1. 9

Réduction du polynéme. Le fait que seuls les coefficients coins controlent le polynoéme
suggére que son degré peut étre réduit. On repart donc de :

_ _
woow11PooPr1 + worwi0Po1Pro
2 b

U= wiowoo (1 — v)2 AL + wi1we1v2 A + 20(1 — v)

et

_ _
woow11Poo P11 + worwioPioFPor

7 = wOl(.«Joo(l — u)2A86 + w11w10u2A% + 2u(1 — u)

2 )
et on regarde :
v Vi,
qui donne, avec des notations appropriées, le polynoéme :
2 2
> Y BY(uw)Bj(v)N;;.
i=0,2 j=0,2
On va calculer Nyg, Nog puis Nig et Ny et, enfin, Nq;. Il vient :
10 AOL 5> B P
Noo = wiowoowoiwoo [ Ay Ago| = wiowoowoiwoo |[PooPio  PooFoil,
10 AOL 5~ B P
Noo = winiwiowiowoo | Ay Ajg| = winiwiowiowoo [PooPio PioPiil,

puis
_ _
woow11 Poo P11 + worwi0P10 o1
2

)

10
Nio = wiowoo |Agg

0 5 0 5 p
2N19 = wiowoowoow11|Agy  PooPr1 | + wiowoowoiwiol| Ay ProPoil,
_ B —
2N19 = wiowoowoowi1|PooPio  PooPi1 | + wiowooworwio| PooPio  PioFo1l,

et, en ouvrant en Pjg et Py, il reste :
—_— —_—
2N10 = wiowoowoowr1|PooPro  ProPi1 | + wiowooworwio|PooPio  PooFotl s
. _—— =
dont on va examiner le terme wipwoowoiwio|PooPio  PooFo1l, enfin :

_ —_
woow11Poo P11 + worw10Po1Pio
2

01
No1 = worwoo Agol »
B~ A0l 5~ A0l
2Np1 = worwoowoowr1 |[Poo P11 Aggl + worwoowoiwio|Po1Pio Aggl s

dont on va examiner le terme woiwoowoiwio|Po1 P A% soit en fait, en ouvrant en Py le
01WoowWo1wW10[L 01410 00 ) 00
. — = .
premier vecteur, woiwoowoiwio|PooPio  PooFo1|. Pour finir on regarde Nip, on a :

—_ —_ —_ —_
4N = |woowi1 PooPi1 + worwioPo1Pio woowi11PooPi1 + woiwioProPor],

—_ —_ —_ —_—
4N11 = |woowi1Poo P11 worwioPioPoi| + |worwioPo1Pio woow11 PooPiil,

—_ —_ —_ —_
4Ny = |w00w11P00P11 w01w10P10P01\ + \w01w10P01P10 w00w11P00P11| ,

4Ny = |w00w11P00P11 wmwloplopoﬂ + \w01w10P01P10 w00w11P00P11| ,

4N11 = woow11Wo1W1o0 {|P00P11 P1oPo1| + |Po1Pio P00P11|} ;

on ouvre en Py et en Py le premier terme et en Py; et Ppy le second terme, on obtient (au
facteur pres) :

4N = |PooPio + PioPi1 PioPoo + PooPoi| + |PorPii + PiiPio  PooPo1 + Po1 P,

RR n° 8201



10 P.L. George et H. Borouchaki

et, par enchantement, il ne reste que :

4N11 = |PooPio  PooPoi| + |PooPio  PioPi1| + |[PoiPii PooPoi| + |PoiPi1 PioPiil,

. —_ =
dont on va examiner le terme woow11wo1wio|PooPio  PooFo1|. On regroupe alors les 4 termes
A examiner, soit, en explicitant les Bernstein :

(1 — u)2(1 — v)2w10w00w01w00 + (1 — U)Q’U(l — U)w01w00w01w10

+ U(l — u)(l — v)2w10w00w01w10 + U(l - u)v(l - v)w00w11w01w10 s

factorisant le terme wpp(1 — w)(1 — v), il reste :
(1 —u)(1 —v)wioworwoo + (1 — w)vworwoiwio + u(l — v)wiowoiwio + vvwiiwWe1wWio

et on peut encore factoriser wigwo1, il ne reste que :

11
(1 —-uw)(1—=v)woo + (1 —uw)vwer + u(l —v)wig + vowin = Z Z B}(u)B}(v)wij ,
i=0 j=0

qui est positif, donc, comme le méme raisonnement s’applique aux autres autres coefficients
qui se regroupent avec les coefficients coins, le polyndéme qui nous préoccupe se réduit et on
a, au final :

1 1
> Bi(w)Bj(v)Nuy,

1=0J=0

en renommant Nig = Nog, N1 = Nag et Ny = Ny et en supprimant le coeflicient ayant
disparu (par factorisation) avec, donc :

_
Noo = wiowoowor |PooPro PooPo1]

Nig = wnwiowoo |PooPro ProPii]
No1 = wooworwi1 |[Po1Pi1 PooPoil
N1 = wioworwii |[PorPi1 PPl -
Ce résultat était prévisible mais totalement caché dans le formalisme (voir également plus

bas une autre fagon de retrouver cette particularité).

En conclusion. On a établi la condition de validité qui est identique & celle du carreau
classique, [3], les poids étant positifs pouvant étre enlevés de la formule finale. Il reste a savoir
si on pouvait, a priori, trouver le polyndéme de contrdle au degré 1 dés le départ et non apreés
tous ces calculs (pénibles).

3.2 Meéthode formelle par composantes

On considére le point P = o(u,v) et on note (z,y) ses coordonnées. Si (x;;,y;;) désigne
les coordonnées du point de controle P;;, on a :
Zi:o@ Zj:o,1 B} (U)le (V)wijzi
Zi:O,l Zj:O,l B} (U)B}(U)Wij

xr =

y = Zi:O,l Zj:0,1 B}(U)le (v)wijyij
Zi:O,l Zj:(),l BQ(U)B}(U)WU

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 1. 11

S

FI1G. 3 — Correspondance R2-R3, passage par les coordonnées homogénes et projection, le cas
d’une aréte (ici un arc de cercle, donc au degré 2) du carreau.

3.2.1 Calcul du jacobien

Le jacobien s’exprime comme le déterminant :

Jx Oz
T =| % G
ou ov

Si on note D(u,v) = 37,1 > ;0.1 Bi (w)Bj(v)wij, on a

) D(u U) XBD('U, v) D(u ’U) XBD(u v)
J(u,v) = =——7 ;
D(U,U)4 0D (u,v 0D (u,v
D(u, v)% -Y éu ) D(u,v) %3; Yifgv’ )
avec, maintenant, X = Z Z B} (u)Bj (v)wijzij et Y = Z Z B}( V)wi;Yij, les
+=0,1 j=0,1 +=0,1 j=0,1

numérateurs de ces quantités telles que définies initialement.

En développant ce déterminant, on obtient :

1 0X o9y O0XoY Y 9D(u,v)  9Y 9D(u,v) 9D(u,v) 90X  9D(u,v) 0X
D(u,v)3 {D(u o) ou v v au) * (8u ov ov  Ou )+ YL ou v ov 8u)

qui s’écrit aussi comme le déterminant :

0X 0X
Su o0 X
1 oY oY
S e
D(u,v)3 ou ov

oz o4
Bu o0 2

?

avec Z = D(u,v). Passant dans R?, on définit les points Q;; par Q;; = (Pij,w;;), ¢’est-a-dire
de coordonnées (w;;T;j,wi;jYij,wijzij) avec z;; = 1 puis le point @ de R? de coordonnées

(X,Y, Z) données par :
X = Z Z BJ(U)B}(U)%]'CEU,

i=0,1=0,1

Y = E E B mezj s
1=0,1 j=0,1

Z = E E B w’L]ZZ] s
1=0,1 j=0,1

RR n° 8201



12 P.L. George et H. Borouchaki

alors ce point de R® est défini par un Bézier classique :

Q(u,v) Z Z Bi(u }(U)Qija

1=0,1 j=0,1
et on a (si O désigne l'origine) :
B 1 oqQ 8Q
j(u,v)— D(’LL v)3|6u @|7

c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son

signe est celui de :
Q 5@
|5 oq1,
u
et le polynome correspondant est obtenu en exprimant ces quantités. On trouve comme
polyndéme :

S 3 ST N BlwBl(v)BLWBL ()] Ax° AYS 0G5,

i=0,1 §=0,1 j,=0,14,=0,1
. . . 10Q _ 01Q _
soit 16 coefficients. Dans cette relation, on a Aij = Qit+15 — Qij> Aij = Qij+1 — Qij, dans
R3 donc.
Le terme générique s’écrit :
W151T15, — W05 0517 Wi 1T 1 — Wi 0T4,0  WijLaj

1 1 1 1
B, (U)Bj (”)Bil(U)le (V)| Wi Y1 — WojiYoj;  Wil¥il — Wi 0¥i0  WiiYii |
Wij; — Woj; Wiyl — Wiz 0 Wij

A titre d’exercice et avant d’exprimer tous les coefficients, on va exhiber le terme en (1 —
u)?(1 — v)2. Les (4) termes en (1 —v)? sont obtenus pour j = j; = 0, soit

W10T10 — WooLoo Wi 1Ti;1 — Wi 0L4,0  WioT50
wWio0Y10 — WooYoo Wi 1Yi;1 — Wi 0Y%i,0  WioYio |
W10 — wWoo Wi;1 — Wi 0 Wio

le terme en (1 — u)?(1 — v)? s’en déduit en faisant i = i; = 0, soit :

W10T10 — WooZoo Wo1Zo1 — WooZoo Wooxoo
wW10Y10 — WooYoo  wWoi1Yo1r — WooYoo  WooYoo |

W10 — wWoo Wo1 — wWoo woo
soit, simplement :
Ww10T10 Wo1xo1  WooToo T10 o1 Zoo
wi0Y10 WwWoiYo1r wWooYoo | = WoowWiowol | Y10 Yoi Yoo |,
w10 wo1 woo 1 1 1

expression que l'on développe, il vient :

WoowW10wWo1 {Ioo(yw - 901) - yoo(xlo - 1’01) + (I10y01 - y101’01)} ,

qui est identique & :
T10 — Too Lol — Too

WoowWi1o0wWo1
Y10 — Yoo Yo1 — Yoo

donc & woowiowor | A  ASS | qui est analogueﬂ au résultat trouvé plus haut en réalisant les
calculs directement (dans R?).

4avec néanmoins une subtilité, on est ici en # au lieu de ﬁ et il y a trois poids au lieu de 4, qui,

d’ailleurs, n’influent pas.

Inria



Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 1. 13

3.2.2 Les coefficients du jacobien

On repart de I'expression (en omettant le facteur D(u,v)?) trouvée ci-dessus, & savoir :

2. > > B (v)BL () B, (v)| A2 AP 0Qy; ).

+=0,135=0,135:=0,1%,=0,1
On regroupe les polynomes, soit
2 1 N
Z 10Q 01Q =
E : le+z J1+j( )CQ 2 |A031 Azlo OQ”| - E , E :BI NIJ?
i14i=0 j14+j=0 141" j1+g =0 J=0

avec I =141 + i et J = j; + j. Ceci nous permet d’exhiber les 9 coeflicients de controle, les
Ny qui sont analogues & des volumes de tétraédres (virtuels) ou de telles combinaisons. On
a,pour I =41 +4,J=71+7:

10Q 01Q A~
Nij = Z Z 02 ‘|A0J1 AHO OQ” | )
ivti=I ji+j=J 11+1 J1+J

Les 4 coefficients coins. Pour le jeu i =i; = j = j; = 0, on obtient le coefficient Ny :
Noo = |25%  A%? O0Quol,

ce déterminant 3 x 3 est identique & woowiowor | A  AJS |, déterminant 2 x 2. Le controle

dans R? est analogue & celui trouvé dans R?, a savoir |A}S ASL| qui n’est autre que
_— = h , .

| PooP1io  PooPo1 |- Notons également, comme vu dans I'exemple ci-dessus, que

10 01 A
| Ago @ AooQ OQuo | = |QooQi0 QooQor OQuo| = |0Q10 OQo1 OQuo |,
qui s’explicite en :
10 o1 Too
WoowWiowWo1 | Y10 Yo1 Yoo | = WoowWioWol |A(1)8 A(O)(lJ

1 1 1

comme indiqué ci-dessus.

Pour le jeui =1, = 1,5 = 51 = 0, on trouve le coefficient Ny :

Nog = |A10Q A%Q OQuo| = |QooQi0 Q10Q11 OQio| = —|OQoo OQ11 OQqo |
qui est simplement égal & woowiiwio |AF) AR

Pour le jeu i =43 = 0,5 = j; = 1, on trouve le coefficient Nys :

Noo = |A10Q Ag(l)Q OQoi| = |QoiQ11 QooQo1 OQoi| = —|0Q11 OQoo OQo1 |
qui est, de la méme facon, égal & woowoiwil |Aé(1) Ag(l)

Pour le jeu i =i1j = j; = 1, on trouve le coefficient Ny :

Nog = |AS° A%° 0Q11| = Q@ Q1@ OQu| = |0Qy O0Qiu OQi |

qui est , de la méme facon, égal & woiwiowir |AL) A%

RR n° 8201
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Les 4 coefficients des arétes. Pourlesjeux i1 =1,i=0,7=4j1=0eti; =0,i=1,5=
71 = 0, on trouve le coefficient N1y qui, ainsi, comprend deux termes.

1 —— AN
Nio= 3 {1a89 A% 0Gu| + |ake A% 0G0}

Nig = % {|QOOQ10 Q10Q11 OQouo| + [QooQ10 QooQor OQ1o |} ;

on ouvre tous les vecteurs en O, il vient, successivement :

1
Ny = 3 {\ 0Q10 Q100 +0Q11 OQuo| — [0Qos Qo0+ 0Qo1 OQ1o |} ;

Mo =5 {|0Qi 0Qu OQu| - 0Qw 0Qoi 0Qul}

N =

c’est-a-dire : 1
Nig = 5 {Noo + Nao}

ce qui veut dire que les coefficients coins controlent ce coefficient et donc les coefficients
d’arétes qui, par suite, n’apportent rien.

Le coefficient central. Ce coefficient posséde quatre termes :

1 N N R
T{IAK° Ak 0Qu |+ (a8 AN? OQul + [86° ARS OQui| + |ARS AYe

soit :

Ny = i {lQOOQlO QooRo1 OQi1| + |QuiQ11 QooQor OQuo |
+]Qo0Q10 Q10Q11 OQo1| + |Qo1Q11 Q10Q11 OQ00|} ,

on ouvre OQ11 en Qoo, OQlO en QOI, OQOl en QlO et OQOO en Qll- 11 vient
AN1 = | Qo0Q10 QooQo1 OQoo + QooQ11| + |QoiQ11 QooQor OQo1 + Qo1Q1o |

+]Qo0Q10 Qi0Q11 OQio+ Q10Qo1 | + [Q01Q11 Q10Q11 OQ11 + Q11Quo |,
4AN11 = Noo + | QooQ10 QooQo1 Qoo®@11| + Noz + |Qo1@11 Qoo®o1 Qoi1Q1o
+ Noo + | Qo0Q10 Q10@11 Q10Qo1| + Naz + |Q01Q11 Qi10Q11 Q11Qo0 | -

De la sorte, on trouve :

4N11 = Noo+Nag+Noa+Nao+| QooQ10 QooQo1  Qoo@11 |+ |Qo1Q11 QooQor QoiQio |

+[Qo0Q10 Qi10Q11 Q10Qo1| + |Q01RQ11 Q10Q11 Q11Qoo |,

on ouvre alors les deux premiers vecteurs en Q1o et ()11 pour analyser les quatre derniers
termes de cette somme. On a ainsi :

| QooQ10 QooQ10+Q10Q01 QooQ10+Q10Q11 | +|Qo1Q11 QooQ11+Q11Q01 Qo1Q11+Q11Q10]
+[Qo0Q10 Q10Q11 Q10Qo1| + |Q01Q11 Q10Q11 Q11Qoo |,

il reste seulement :
|QooQ10 Q10Qo1 Qi0Qu1| + |Qu1Q11 Qoo®@11 Q11Q10]
+[Qo0Q10 Qi10Q11 Q10Qo1| + |Q01RQ11 Q10Q11 Q11Qoo |,

et donc, miracle, en manipulant, I’expression initiale s’est réduite & :

1
Ny = 1 {Noo + Nag + Noz2 + Naa} .

Le controle Ni; est redondant avec les controéles des coins, résultat déja vu dans la méthode
directe.

Inria
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Réduction du polynéme. Comme tous les coefficients s’expriment en fonction des coef-
ficients coins, le polyndéme trouvé, a savoir :

2 2

> Y BiwBj(v)Ni,

I=0J=0

doit se simplifier. Par exemple, si on regarde les termes relatifs & Nyg, donc lui-méme, N1g, Noy
et Ny, il vient :

BYB3(v) | BB | BiwBi()

B(w) B3 (0) + = . =iy

soit, en explicitant les Bernstein :
(1—u)*(1—v)? +u(l —u)(1 —v)*+ (1 —u)*v(l —v) +u(l —uw)o(l —v),
qui se factorise et se simplifie :
IT-w)(1-v){1-uw(d-v)+ul—v)+(1—-uwv+uv} = (1—u)(1l-0v),

par suite, les autres regroupements conduisant & des résultats analogues, le polynome se

réduit & : .
> Bi(uw)By(v)Ny,
I=0 J=0
en renommant N1y = Nag, N11 = Nogy et Ng3 = Npo. Ce résultat était prévisible mais

totalement caché dans le formalisme. Notons que ’on retrouve exactement le résultat obtenu
par la méthode directe ce qui est rassurant.

En conclusion. Le carreau est entiérement controlé par ses 4 coefficients coins, comme
dans le cas du carreau de Bézier classique, [3], en ne prenant pas en compte les poids qui sont
positifs. Un carreau convexe est donc valide et ceci est la condition nécessaire et suffisante
de validité. Comme ci-dessus, on peut se demander si il est possible de trouver directement
ce degré sans avoir a expliciter tous les coefficients, c’est 'objet de ce qui suit.
3.2.3 Reéduction du jacobien

On repart encore de I'expression générale (au facteur D3 prés) :

Yo > Y BlwBj)BL(w)B], ()| A AYF 0051,

+=0,1 =0,1 5, =0,14;=0,1
que 'on écrit (en séparant le produit vectoriel et le produit scalaire) :
10Q 01Q 1
S Y B @B AL A Y Y Bswoes
i1=0,17;=0,1 1=0,1 j=0,1
soit, également :
> D> BLWBL) ] > > BB (0)(Ag7 AALE).0Qs ¢
i1=0,1 j1=0,1 i=0,15=0,1

et on cherche les termes en iy = j; = 0, soit :
> 2 BIwB0)(8 A AR?)-0Qs,
i=0,15=0,1

ou encore :

Z Z B |QO0Q10 QooQo1 OQij|a

3=0,1 j=0,1

RR n° 8201



16 P.L. George et H. Borouchaki

explicité en :

By (u)Bj(v)| QuoQi0 QooQo1  OQuol +
By(u)Bi (v)| QuoQi0 QooQu1 OQor| +
Bi(u)Bj(v)| QuoQi0 QooQo1  OQuol +
B (u)Bi (v)| Q@10 QooQor  OQu1l,

mais, en ouvrant le dernier vecteur en Qo9 pour ces quatre termes sauf le premier, il vient :

|QooQi0 QooQor OQo1] =|QuoQi0 QooQo1 OQool

et, de méme :

|QooQi0 QooQo1 OQio] =|QuoQ10 QooQo1 OQool

tandis que

| Qo0 QooQo1 OQu1] =[Qo0Qi0 QooQor OQoo| + |QooQ10 QooQo1  QooQu1l -

Par suite, le terme | QooQ10 QooQo1  OQuo| se factorise et ne restera a traiter que le dernier
terme en Qoo@Q11. La factorisation conduit & :

{Bé(u)Bé(v) + By (u)Bi (v) + Bj (u)Bj(v) + B ( ()} QooQ10 QouoQo1  OQool ,
qui se réduit a | QooQ10 Q00Q01 OQoo| car Bi(u)Bi(v) + Bi(uw)Bi(v) + Bi(uw)Bi(v) +
Bi(u)Bi(v) = 3, Z B} (u)B ( ) = ZlB}(u)Z]Blj(v) = 1. Le terme en ¢; = j; = 0 se

réduit donc a:

Bl (u)Bj(v)] QooQi0  QooQo1  OQoo| + By (u) By (v) By (w) B (v)| QooQ10  QooQo1 QooQ11] -

On regarde maintenant un autre terme, i; = 0,j; = 1, le méme raisonnement donne a
analyser ’expression :

37N BHw)BH0)(AKC A AR ).0Q;; ,
i=0,1j=0,1
soit :
Z Z B} (u v)|Qo1Q11 QooQo1 OQij |,
i=0,1j=0,1

explicité en :

Bg(u)By(v) | Qo1Qui - QooQor  OQuo | +
By(u)Bi(v)| Q1@ QooQor  OQur | +
Bi(w)B;(v)[QoiQu1 QooQo1 OQo | +
Bi(u)Bi(v)| Q@1 QooQor  OQu1|,

mais, en ouvrant le dernier vecteur en Qg7 pour ces quatre termes sauf le second, il vient :

|Qo1Qi1 QooQor OQuo| =[Q01Q11 Qoo®Qo1 OQo1 |,

|Qo1Q11 QooQor OQio| = |Qu1Q11 QooQo1 OQoi| + [Q01Q11 QooQor Qo1Q10 |,
[Qo1Q11 QooQor OQu| = |QuiQu1 QooQo1 OQo1 |,

donc on factorise |Qo1Q11 QooQo1  OQo1 | et, comme ci-dessus, le terme en Bg(u)Bi(v)
se réduit a :

Bl (u)Bf (v)] Qo1Q11  QooQo1  OQo1 | + B (w)Bi (v)Bj(u)Bi (v)| Qo1Q11 QooQo1  Qo1Q10] -

Inria
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On prend maintenant le terme en i; = 1, j; = 0, de fagon analogue, on a :

S 3 BHwBH)(AR A AY).0Q;,
+=0,1 j=0,1
soit :
S° 3 BHwBHv) | Q@0 Quo@u 0Qy |,
1=0,1 j=0,1
explicité en :
By (u)Bj(v)| QooQio Q10Q11 OQuo |,
Bj(u)Bi(v) | QooQio Q10Q11  OQo1 |,
Bl (w)B{(v) | QooQio Q10Q11 OQio |,
B%( )B%(U) |QooQ10 Q10Q11 OQu |,

mais, en ouvrant le dernier vecteur en Q19 pour ces quatre termes sauf le troisiéme, il vient :
|QooQ10 Q10Q11 OQuo| = [QooQ10 Q10Q11 OQuo],

|QooQi0 Qi10Q11 OQo1| = [QooQ10 Qi10Q11 OQuo| + |QooQ10 Q10Q11 RQ10Qo1 |,
|QooR10 Q10Q11 OQ11| = |Qoo®10 RQ10Q11 OQuo ],

donc, comme ci-dessus, le terme en B} (u)B}(v) se réduit a :

Bl (w)B{(v)| QooQ10 Q10Q11 OQuo |+ Bi(u)Bj(v) By (u)Bi (v)| QooQio Q10Q11  Q10Qo1 | -

Le dernier terme est traite de maniére analogue et on trouve :

Bl (u)B(v)|Qo1Q11  Q10Q11 OQu1 |+ Bi(u)Bj(v)Bj(u)Bi (v)| QuiQ11  Q10Q11  Q11Qoo| -

Par suite, le polynéme initial de degré 2 x 2 se réduit a :

Zng(u)B}(v)|Q0lej QioQin OQ4j |+

Bg(u) By (v) By (u) B (v)] QooQi0 QooQor  QooQut +
1(0)By(w) B ()| Q@11 QooQo1  Qo1Q1o | +

u) By (v) By (u) B (v)| QooQ10  Q10Q11 QroQot | +

(v)By(w) B (v)| QuQi1 Q10Q11 QuiQoo |,

u)Bj (v) B (u

[ QooQ10 QooQo1r  QooQ11| + |Qo1Q11 QooQo1  Qo1Qo |+

|QooQ10 Q10Q11  Q10Qo1 | + [QuiQu1 Q10Q11 Q11Qu0 |

qui s’annule. D’ou le résultat final, le polyndéme se réduit & :

™
=
—~
£
&
~~ OF

mais, comme le terme B )Bi(v) se factorise, il reste, au dela de la double

somime :

1 1
ZZ Bi(u)Bj(v)]|Qu;Q1; QiQi OQijl,
i=0 j=0
ou encore :
Z Z B} (u)Bj(v)Ni;,
i=0 j=0
avec :

Nij = [Qo;Q1; QioQi1 OQij|.
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F1G. 4 — Les coefficients de controle du carreau rationnel de degré 1 (aux poids prés qui ne
contribuent pas).

Ces coefficients doivent s’écrire en fonction des F;;. Regardons d’abord Nyg.

w1010 Woi1Zo1 WooLoo

Noo = |QO0Q10 QOOQOl OQOO\ = |OQ10 OQ01 OQ00| = | wWio0¥%10 WwWo1Yo1 WwWoo¥Yoo |
w10 wo1 woo
10 o1 oo 10 — Zoo Xo1 — ZToo X00
—_
= WoowW1iowWo1 | Y10 Yo1 Yoo | = WoowWiowWol | Yio — Yoo Yoi1 — Yoo Yoo | = WoowWioWol \Pooplo
1 1 1 0 0 1

Pour Nyi, on a :

Not = [|Qu1Q11 QuoQo1 OQoi| = |0Q11 Qo0 OQo1 |,

et la méme manipulation donne :

No1 = worwoowt1 | PorPi1 PooPor |-
Ainsi, de maniére générique, on a :

WoowW10wWo1wi1

Nij = | PojPij PioPil. (2)

W1—j,1—1
Et pour la validité, les poids ne sont pas pris en compte et on retrouve exactement la condition
de validité du carreau de Bézier classique.

3.3 Reéduction directe du jacobien

Peut on arriver plus facilement a ce résultat 7 On repart de I’expression initiale du poly-
noéme dans la présentation par composante, c¢’est-a-dire :

_ 1 0Q 0Q
j(uﬂ))—m 87u % @I,

mais on considére la combinaison :

~104-u32 04-52 0ql.

en remarquant que J*(u,v) = uvJ (u,v) (hors le coefficient D?(u,v)) et donc a le méme
signe. La premiére colonne de ce nouveau déterminant est :

> BHwBj(v)Qi; — u Y Biv)Ag?,

i=0,1j=0,1 j=0,1
soit :
> > Blw)B}(v)Qi; — u Yy Bj(v)(Q1j — Qo) »
1=0,1 5=0,1 7=0,1

Z Bj(v) Z B (w)Qi; — uw(Q1; — Qoj) ¢

§j=0,1 i=0,1
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> B () {(1 = w)Qoj + uQ1; — uQy; + uQo;)}

j=0,1
Z B QO] ’

7=0,1

qui est étonnement simple. De méme, pour la seconde colonne, on a :

>N Blw)Bj(v)Qi; — v Y Bl w)AR?,

2=0,1 j=0,1 1=0,1

Z B Q107

1=0,1

qui se réduit a :

et notre déterminant se simplifie en :
| Z Bj(v)Qo; Z Bj (u)Qio Z Z B} (u)Bj (v)Qi; |,
j=0,1 i=0,1 i=0,1=0,1
ou encore :
Z Z Z ZB (u)Bj, (v)Bj (v) | Qoj,  Qio Qij |,
11=0,1:=0,1 5, =0,1 5=0,1

et l'intérét de cette quantité est de faire uniquement intervenir des @)y ce qui permettra
d’éliminer un grand nombre des combinaisons résultant des quatre sommations (donc parmi
16) et, également, de passer immédiatement & une écriture en fonction des P;;. Ainsi pour

(i,7) = (0,0) ne reste que i1 =l et j; =1,
(i,7) = (0,1) ne reste que i1 =1 et j; =0,
(i,7) = (1,0) ne reste que i1 =0 et j; =1,
(7,7) = (1,1) ne reste que iy = 0,1 et j; =0,1,
soient, a priori, 6 termes que 'on écrit ci-dessous :
B{(u)By(u)Bi (v)By(v) | Qo1 Qo Qoo | +
Bi(u)By(u) B (v) By (v) [ Qoo Quo Qon |+
Bi(u)By(u)Bi (v)By(v) | Qor - Qoo Quo |+
B (u)Bj(u)Bi (v)Bi(v)|Qor Qoo Qu1| + Bi(u)Bi(w)Bi(v)Bi(v) | Qo1 Qo Qu|+
B%(u)B%(u)B%(v)Bé(v) |Qoo Qo Qu1l,
et Bi(u)Bi(v) = uv se factorise, par suite, on retrouve :
T (u,v) = By(u)By(v) [ Qo1 Qio Qoo |+
By (u)By(v) [Qoo Qo Qor |+
By(w)Bi(v) | Qo Qoo Q1o |+
Bi(u)Bi(v)| Qo1 Qoo Qu1|+Bi(u)Bi(v)|Qor Qo Qul+Bi(w)Bi(v) Qoo Qo Qu1l,
qui se réduit a :
J(u,v) = Bé(U)Bé(U) Qo1 Qoo Qo+
Bi(u)Bi(v)| Qo1 Qoo Qu1|+Bi(u)Bi(v)|Qor Qo Qul+Bi(w)Bi(v) Qoo Qo Qu1l,
que 'on peut exprimer par :
J (u,v) = By(u)By(v) | Qo Qo1 Qoo| + By(w)Bi(v) [Quo Qui Qo1 |+
Bi(u)B{(v)|Qun Q1o Qu| + Bi(u)Bj(v)|Qu1 Qoo Quol,
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et donc, en P;; :

J (u,v) = B (u) B (v) woowiowor | Pro—Poo  Po1—Poo | + By (w) B (v)wooworwii | Poo—Por Pr1—Por |

—|—B%(u)B%(v)w01w10w11 | Pi—Pi1 Pio—Pr | +B} (U)Bé(v)woowwwu | Pii—Pio Poo—Pio|,
ou encore :

_ = _ =
J (u,v) = Bg(u) B (v) woowiowor| PooPro  PooPor | + B (u) B (v)wooworwii | PorPoo Po1 Py |

+ Bl (u)Bf (v)worwiowi1 | PiiPoi PiiPio| + Bi(w)Bg(v)woowrowr | ProPii - ProPoo |,
et, au final :

_ = s =
J (u,v) = By (u) By (v) woowiowor| PooPro  PooPot | + B (u) Bi (v)woowoiwii | PorPii PooPor |

+ Bi (u) Bi (v)worwiow11 | PorPi1 - ProPr1 | + Bi(u)Bi(v)woowiowir | PooPro PioPi |,

et la formule est générique :

avec :

WoowW10wWo1wi1

_— =
N;j = | PojPij PioPil,

Wi1—j,1—1
donc exactement la Relation .

Avec cette approche, on retrouve les résultats déja obtenus mais en moins de 2 pages de
calculs.

3.4 Conclusion sur le carreau de degré 1

Notre premiére tentative d’analyse par écriture directe nous a conduit au résultat avec
un volume important de calcul. La seconde formulation par composante donne le résultat de
maniére plus élégante mais reste trés technique. La troisiéme tentative, partant de 1’écriture
par composante, propose une facon trés rapide de conclure et semble relativement facile a
étendre au degré 2, c’est ce que nous verrons plus tard.

Le jacobien se comporte comme le polynéme :

J(uw,v) =Y > Bl (w)Bj(v) Ny,

i=0,1j=0,1

avec :
WooWi1oWo1wWil | 5—5> H5 5
Nijj= ——— | POj-Plj PPy |,
Wi1—j,1—1

donc il suffit de controéler les quantités :

| Po; Pij  PioPii|.

4 Courbe de Bézier rationnelle de degré 2

Pour définir la courbe, on se donne des points de contréle P; et des poids w; positifs.
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**g— = e s ?z_(l}

Pt

FI1G. 5 — Le cas classique de la construction d’un arc de cercle (centré a l'origine et de rayon
1), PO = (O,*l),Pl = (1,71),P2 = (1,0) etwo = w1 = 1,0)2 = 2.

4.1 La courbe
L’expression de la courbe est :
Zi:o 9 BE (u)szz
v(u) = : p)
Zi:O,Q By (u)w;

ott les BZ(u) sont les polynoémes de Bernstein. La courbe s’écrit également

i=0,2

;u € [0,1], (3)

avec
B2(u)w;

Zj:O,Q B]Z(u)wj ’

les R?(u) étant les fonctions de formes. En introduisant D(u) = >_._ , B (u)w, il vient :

R (u) =

B (u)w

RHw) = ~5es

La courbe passe par Py et par P, tandis que le noeud milieu qui correspond & u = % vaut

wOPO + 2W1P1 + LUQPQ

M=
wo + 2wy + wo

)

et que, en sens inverse, le noceud milieu permet de trouver le point de contréle Py :
2P, = (UJO + 2w + WQ)M —woPy —wo Py .

Notons (z;,%;) les coordonnées du point P; de R? et construisons les points @; dans R?
dont les coordonnées sont (w;x;, w;y;,w;z;) avec z; = 1 pour tout 7. Alors la courbe définie
par les points de controle @Q; s’écrit :

Yo(u) =Y Bi (uw)Qi,

i=0,2

et, ainsi, est une courbe de Bézier classique. Le milieu de cette courbe s’exprime classiquement
par :

2
Mo = Qo + §1+Q27
et permet de retrouver le milieu M de v(u). En effet, ce milieu est la projection homogene

de Mg. Comme

WoTo + 2w1T1 + wWeTy WoYo + 2w1y1 + walye wo + 2wi + wo

Mg = ( 1 : 1 , 1

)5
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le point projeté est :

woTo + 2w1T1 + W2 WoYo + 2wiyr + wWale
wo+ 2w Fws T wy+ 2w + wy

( ) )

soit encore :
WOPO + 2w1P1 + LUQPQ

wo + 2wy + wo

c’est-a-dire M. Ce lien immédiat entre des entités rationnelles définies dans R? (resp. dans
R3) et les entités non rationnelles correspondantes définies dans R® (resp. dans R*) sera
utilisé plus tard pour analyser les carreaux.

4.2 La tangente

La dérivée de D(u) a la forme classique :

=2 ) Bi(u)(wj41 —w)) -
j=0,1
On calcule maintenant la dérivée de R?(u), il vient :
¢ _ B}(w) D(u) — B} (u)D’(u)

Wi
qui se comporte comme
{B2w) D) - B} (w)D'(w) } wi,
puisque le dénominateur est positif. Par suite, la tangente se comporte comme :
3 {Bf(u) D(u) — B2(u)D (u)} WP .
i=0,2

Cette expression suggére que la forme est de degré 3, en fait, on va montrer qu’elle n’est
que de degré 2 dans le cas général et méme de degré 1 quand tous les poids sont égaux. Pour
ce faire, on manipule ’expression précédente. En premier, on considére séparément les deux
termes de l’expresion et, dans le premier, on explicite la dérivée des B?(u), on a ainsi :

2 Z B wz+1Pz+1 —w; P, z Z 32 zPi )
1=0,1 1=0,2
ensuite, on explicite D(u) et D' (u), il vient :
2 Z B ( Z B (u)w;(wit1Piy1 — wi Pi) — 2 Z BZ(u Z 1 (u) (wjs1 — wj)wi Py,
i=0,1 §=0,2 i=0,2 §=0,1
on regroupe les sommes (en oubliant le facteur 2) :
> > Bl(w)Bj(wwj(wip1 P —wiP) = > > B (u)Bj(u)(wj41 — wy)wiPs ,
i=0,15=0,2 i=0,2j=0,1
on étend les termes en fonction des combinaisons du type wgw; P, ;, on a donc :
Z Z B}(U)Bf(u (wjwit1 Pip1 — wjw Py) — Z Z B (u w)(wjp1wi Py — wjw; Py) ,
i=0,15=0,2 i=0,2 j=0,1
on inverse les indices dans le deuxiéme terme :
Z Z B} (u)B?(u)(ijl-HPiH w;w; P;) Z Z 32 ) (Wit1w; Pj — ww; Pj)
i=0,15=0,2 §=0,2=0,1
on permute les sommes du second terme :
Z Z B}(U)B?(u (wjwir1Pip1 — wjw; ;) Z Z B ( u)(wip1wj Pj — wiw; P;) .
i=0,15=0,2 i=0,15=0,2
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et on regroupe, il vient au final :

Z Z B}(U)Bf(u) {u}jwi+1pi+1 — ijl-PZ- — winij + wiijj} .
1=0,1j=0,2

Cette expression est, a priori, de degré 3. En réalité, elle est de degré 2. Pour 1’établir,
on va expliciter les coefficients des w; P; impliqués. Pour wy Py, les indices qui interviennent
sont :

woPo = (i,5) = (0,0),(0,1),(0,2),(0,0),(1,0), (0,0), (1,0),
soit, la somme :
B} B2wo + By Biw, + BiB3w, + By Biw, + Bi Biwy, — B} Biwy — B} Biw,
donc, finalement — {(1 — u)’w; + u(1 — w)ws } wo Py .

Idem pour wy Py et wo Py, il vient successivement :

wiPr o —(i,5) = (0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(0,1),(1,1),(0,1), (1,1).
B} Biwo+Bj Biw,+ B Baws— Bi Biwy—Bi B?w, — B} Biwy— B} Biw, — B} Biwy+ B} Biwo+ B} Biw,

= (1 —u)’wy — v’ws,

waPy o = (4,5) = (1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(0,2),(1,2),(0,2),(1,2).

B} B2wo+ B} Biw,+Bj Biw,— B3 Biwy— By B¥w, — B3 Baws— By B3w, — B} Biwa+ Bl Bawo+Bi Baw,

= u(l — u)wy + vlw; .

En regroupant les 3 termes, il vient :

—{(1 = u)’wi + u(l = wws } woPo+{(1 — u)’wo — v?wa } w1 P+ {u(l — u)wy + v’w; } wa P,

—(1—u)?wiwo Py —u(1—u)wowo Py + (1 —u)2wowi P1 —u’wowy Py +u(1—u)wows Pa +ulwiws Py
c’est-a-dire :

(1- u)2w0w1P0P1 + u(1 — w)wowa Py Py + Wl we PLPs .
ou encore, sous une pseudo forme de Bézier :

— Py P, —
(1 — u)2w0w1P0P1 + 2U(1 — u)wowg 02 2 + u2w1w2P1P2 3 (4)

qui s’écrira, en vue de traiter un carreau :

05 P2

2 2
(1 — u) Wijleijlj + 2u(1 — U)L«Joj(.«)gj +u (.UlngjPleQj s
pour les dérivées en u et

PP

—_ —_
(1 — v)?wiowin PP + 2v(1 — v)wiowiz + viwijiwi P Pra

pour les dérivées en v.

Notons que I'expression est de degré 2 et peut, avec des notations appropriées, s’écrire
simplement comme
> Bl (uw)A,.
i=0,2
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F1G. 6 — Le carreau, ses points de controle et ses sommets.

Remarque : Quand tous les w;, sont égaux, le comportement est celui de :
(1—u)2P0P1 +u(1—u)P0P2—|—u2P1P2,
soit, en ouvrant Py P, en P :
(1—U)POP1 +’LLP1P2,
c’est-a-dire le cas d’une courbe classique de Bézier.

La tangente en P, est paralléle & ]TP{ avec le sens voulu lié au signe des deux poids
impliqués. De méme, la tangente en P» est paralléle a PI—PQ) . La tangente au nceud milieu est
paralléle a . . .

wow1 Py P + wowa Py P + wiwa P Py

et, quand les poids sont égaux, on retrouve que la tangente est paralléle & PyPs.

5 Carreau de Bézier rationnel de degré 2

Nous allons suivre le méme plan que pour l'analyse du carreau de degré 1 en regardant
ce que l'on peut déduire des trois méthodes utilisées ci-dessus en regardant leur limite.

Le carreau se formule comme :

D im02 2202 B} (u) B} (v)wi; Py
Zi:0,2 Zj:0,2 B?(U)B?(U)Wij ’

Remarque : Quand tous les w;;, sont égaux, le carreau est un carreau de Bézier classique.

o(u,v) = (u,v) €[0,1] x [0,1].

Pour discuter du signe du jacobien de cette transformation, on va exprimer ses dérivées.
On note D(u,v) =352 =02 B} (u) B2 (v)wij.

5.1 Meéthode globale directe

La dérivée en u s’écrit :

D(Uav)% Z Z BE(U)BJZ(U)wijPi' - %(Z Z BE(U)B?(U)WUPZ")

80(u, 1;) i=0,2 j=0,2 i=0,2 j=0,2

Ou D(u,v)? ’

soit (au facteur 2 prés)

D(uv) 3 3 BB )AL — (3 37 Bl wB20)sl)( S S B2 (u)B2(v)w,; Pyy)

i=0,1§=0,2 i=0,1 j=0,2 i=0,2 j=0,2
D(u,v)?
avec
10
Ajj = wit1,Piy1j — wijbij
et

10 _ o0y .
67,] — w1+1’J - CL)Z] .
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Le comportement, comme le dénominateur est positif, est celui de

D(u,v) > Y BHu)Bj)AY - (Y Y BJ( V&Y > B u) B (v)wi; Pij) -

1=0,1 j=0,2 1=0,1 j=0,2 1=0,2 j=0,2

Explicitant D(u,v), il vient :

(32 3 BAwB(ww)(Y S BlwB2(v)AlY)

i=0,2 j=0,2 i=0,1 j=0,2
— (Y Y BHw)B ()8} B2(u) B (v)wy; Pyj)
i=0,15=0,2 i=0,2 j=0,2

ou encore :

(> > Bi(wB (0w Bj, (u) B, (v)A),)

$1=0,2 j1=0,2 i9=0,1 jo—0,2
Z Z B )51120]1 )( Bi21 (U)BJQZ (U)wiljé Piljz) s
i9=0,1 j1=0,2 11=0,2 jo—0,2

qui s’écrit également :

> 2 X ) BiWBL()BLWEB] 0w AL,

11=0,2 i2=0,1 71 =0,2 j2=0,2

=2 D D0 Y BLwBL()BE (w)B],(0)8,wi Pio
’LQ 0111 02]1_02j2 02
donc :

Z Z Z Z B )Bl( )B?Q(U)(whhAzlzojz 62120J1wi1j2Pi1j2)7

11=0,2 i=0,1 7, =0,2 j2=0,2

On explicite les différences en ne regardant que le terme de la somme, ainsi :

10 10
willezzp 612]1wi1j2 Piljz
devient :
Wiy jy (Wi2+1,j2131'2+1,j2 - wi2j213iz,j2) - (Wi2+1,j1 - wizjl)wi1j2pi1j2 )
ou encore :

wil.jlwiz-ﬁ-l:jzpiz-i-l,h - wi1j1wi2j2Pi27jz - oJiz-‘rle(“11'1]21:)11]2 + o')1'2j1(“)1‘1.7'21:)1’1]‘2 :

Comme pour le degré 1, on va exhiber les coefficients des différents w;; P;; qui sont au nombre
de 9.

On fixe jo = j et on regarde les trois termes en w;; P;; pour i = 0, 2. Seuls les termes en
u nous préoccupent, on factorise en effet les deux sommes >, g, ZM_O 5 32 (v )sz2 (v), il
suffit de regarder I’expression :

2 1
E E By (u) By, (w)(Wiy 3 Wig 11,55 Pin+1,j0 = Wiy s Winga Pia gy = Win 41,51 Wi jo Piy jo T Wiy Wiy iy Py ) -
$1=0,2 ig=0,1

En wy;, Poj, on a comme contributions celles de i; = 0,2 et i = 0 pour le second terme,
celles de i1 = 0 et io = 0,1 pour le troisiéme terme et celles de i1 = 0 et i3 = 0,1 pour le
quatriéme terme. Soit

—woj, BY (u) By (u) — wyjy BY (u) Bj () — waj, B3 (u) By (u)

—w1j, Bj (u) By (1) — waj, B (u) By (u)
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+woj, BG (u) By (u) + waj, BG (u) By (u)

qui se réduit a :
—wyj, B (u) By (u) — waj, B3 (u) By (u)

~w1jy B (u) By (w) — waj, BY (w) By (u) + wij, Bg (u) By (u),
soit encore, en regroupant :
2 1 2 1 2 1
wij, (=Bi(u) By (u) — By(u) By (u) + By (u) By (u))
+waj, (_B% (’U’)Bé (U‘) - Bg (’U,)B% (u)) ’
qui se réduit finalement & :
—Wij, (1 - U)2 - Wleu(l - U) )

on a gagné un ordre. Les termes en wyj, Py;, sont ainsi les suivants :
(—wij, (1 = u)? — woj,u(l —u)) B2 (v) B (v)woj, Poj
151 271 j1 o 0724072 -
J1=0,2 j2=0,2

On calcule maintenant les termes en wyj, P1j,. On a comme contributions celles de 7; = 0,2
et io = 0 pour le premier terme, celles de i1 = 0,2 et i = 1 pour le second terme, celles de
i1 = 1 et iy = 0,1 pour le troisiéme terme et celles de ;1 = 1 et i3 = 0,1 pour le quatriéme
terme. Soit
. 32 Bl . B2 Bl . 32 Bl
woj; B () By (u) + w1y, By (u) By (u) + waj, B (u) By (u)
~woj, By (u) By (u) — wij, Bf (u) Bt (u) — waj, B (u) Bt (u)
~wij, BY (u) By (w) — waj, BY (u) By (u)
+woj, BY (u) By (u) + wij, BE (u) By (u),
quatre termes s’annulent, il reste :
wojy B (u) By (u) + waj, B3 (u) By (u)
~wojy By (u) By (u) — waj, B3 (u) By (u)
—waj, BE (u) B (u) + woj, B (u)Ba (u)
ces termes se regroupent et se réduisent & :
wojy (1 —u)? — waj,u?
comme ci-dessus, on a gagné un ordre. Les termes en w;;, Py, sont ainsi les suivants :
DD (woi (1= u)? = wyy,u) B, (v) B}, (v)wn, Py, -
J1=0,2j2=0,2

Pour finir, on calcule ici les termes en wa;, P»;,. On a comme contributions celles de i; = 0,2
et io = 1 pour le premier terme, celles de i1 = 2 et io = 0,1 pour le troisiéme terme et celles
de i1 =2 et i = 0,1 pour le quatriéme terme. Soit

woj, BY (u) By (u) + waj, B (u) By (u) + waj, B (u) By (u)
—wij, B3 (u) By (u) — waj, B3 (u) By (u)
+w0j1 BS (U)Bé (’LL) + Wij; Bg (U)B% (u) s

qui se réduit a :
wojy By (u) By (u) + wij, BY (u) By (u)

—Wij; BS(U>B(% (u) + Wojy, B%(U)Bé (u) + wlle§<u)B% (u) >
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ces termes se regroupent et on trouve :
(1l — oyl
wohu( u) +wiu”,
et, au final, les termes en wy;, P»j, sont les suivants :
(woj,u(l —u) + wij,u?)B? (v) B2 (v)waj, Po;
0j1 151 1 o 2j24 252 -
J1=0,2 j2=0,2

On somme les trois termes calculés ci-dessus. 11 vient :

Z Z BJ2'1 (,U)B?Q (U) {(_wljl(]‘ - U)2 - W2j1U(1 - u’))w()ng]jQ

j1=0,2 j2=0,2
2 2 2
+(woj, (1 = u)? — way, u?)wij, Prj, + (woj, u(l — ) + wij, u?)waj, Poj, }
et on doit analyser le terme en u que I'on écrit sous la forme :
2 2
(1—u)*(—wij, woj, Poj, +wojy wijs Prj, ) Hu(l—u) (—wayj, woj, Poj, +woj, waj, Paj, ) Hu™ (—waj, wij, Prj, +wij, waj, Paj,) -

A ce stade, le vecteur est un polynome de vecteurs de degré 2 x 4, 'autre dérivée sera de
degré 4 x 2 et le polynéme de controle résultant sera, a priori, de degré 6 x 6, soit avec 49
coefficients.

On comprendra facilement que poursuivre 'analyse de cette méthode est sinon impossible
du moins fastidieux, par suite, nous allons regarder la deuxiéme méthode d’analyse.

5.2 Meéthode formelle par composantes

On reprend ce qui a été fait pour le degré 1 et on considére le point P = o(u,v) et on
note (x,y) ses coordonnées. Si (x5, y;;) désigne les coordonnées du point de controle P;;, on

a: Die 022; 0232( )B (V)wij @i
Zi:oz Zj:0,2 B?( )sz( v)wij

_ >ie 0223 023‘2( )32.( JwijYij
S s Y02 BEuW) B2 (v)wy

Le jacobien s’exprime comme le déterminant :

Sion note D(u,v) =37, 52 02 B (u) BZ (v)wij, on a :

xTr =

oz
T(uyv) = \ o
ou

m‘w‘@
SIS

D(u,v)% XaD(“ v D(u,v)2X 5 XaDa(Z :0)

J(u,v) = 5——3 ;
D(”?”) D(’LL ’U) YBD(u v) D(U U) YBD(u v)

avec, maintenant, X = Z Z B} (u) B} (v)wijzij et Y = Z Z B} (u) B (v)wijyij, les
i=0,2 j=0,2 i=0,2 j=0,2
numérateurs de ces quantités telles que définies initialement.
9D (u,v) 8D (u,v)
ou ov

En développant ce déterminant, les termes en XY s’annulent, D(u,v) se

factorise et on obtient :
1 (u, )(8X oy  0X 8Y) n X(alﬁD(u,v) dY 0D (u, v))
D(u,v)3 du v v du ou  Ov v Ou

N Y<8D(u ;v) 90X 9D(u,v) 8X>}

ou v ov  Ou
qui s’écrit aussi comme le déterminant :
20X X
Gu ov X
Doy | o0 o Y |
K

9z 9z gz
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avec Z = D(u,v). Passant dans R?, on définit les points @Q;; par Qi; = (P;j,w;;), c’est-a-dire
de coordonnées (w;;xij,wi;jYij,wijzij) avec z;; = 1 puis le point @ de R3 de coordonnées

(X,Y, Z) données par :
X = Z Z BE(U)B?(U)UJM.T@']‘,

i=0,2 j=0,2
2
Y = E E B wzjym ,
1=0,2 j=0,2
2
E E B:( V)wijZij
1=0,2 j=0,2

alors ce point de R3 est défini par un Bézier classique :

=Y Y BMuwB(v)Qi,

1=0,2 j=0,2

et on a (si O désigne V'origine) :

1 0Q 0Q
J(u,v) = =— == =< 04/,
D(u,v)® " 0u v
c’est-a-dire que le jacobien a une interprétation dans ’espace de dimension supérieure. Son
signe est celui de :
oQ 3@
| 5 oq|,
u
et le polynéme correspondant est obtenu en eXprlmant ces quantités. On trouve comme poly-
ndme expression (et c’est ici seulement que se différencie le calcul par rapport au degré 1) :

4| Z Z B )AloQ Z Z B2 )AOIQ Z Z BQ v)Qij |,
1=0,1 j=0,2 1=0,2 j=0,1 1=0,2 j=0,2
qui se regroupent en :

13 3 Y S S Y BL(wB2 (0)B2 (w)BL () B2 (u) B2 (v) | AP ALY 1,

i1=0,1 7,=0,2 i5=0,2 j2=0,1 :=0,2 7=0,2

> > Biw)Bj(v)Niy,

1=0,5 J=0,5

qui s’exprime comme :

avec I =i+ + iz et J =7+ j1 + jo. Les coefficients de controle, a priori au nombre de 36,

valent > 2o D
Ny —4 Z Z Ci2ci lecj |A10Q A01Q Q| (5)
1J — 05 5 171 272 LV
i1 iz Hi=1 jitjatj=J Tt 2t

et ces coeflicients peuvent étre exprimés en fonction des poids et des P;; initiaux.

Quelques coefficients (au facteur 4 prés). Pour se faire une idée de l'aspect et de
I'interprétation des coefficients, on va en expliciter quelques uns. Pour trouver Ny, on fait
i1 =i =1=0et j; =jos=7=0. Soit :

NO() - | AlOQ AOIQ QOO | = |Q10 - QOO QOl - QOO Q()(] ‘ = | Ql(] Q(]l QOO ‘ )

donc :

T10 o1 oo T10 — Too Xo1 — oo Too
Noo = woowiowo1 | Y10 o1 Yoo | = WoowWioWorl | Y10 — Yoo Yo1 — Yoo Yoo
1 1 1 0 0 1

Z10 — Zoo Lol — Zoo

= woowiowo1 |PooPro  Pooloi| ,
Y10 — Yoo Yo1 — Yoo

= WooW1ioWo1
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Bézier rationnel (courbe et carreau) de degré 2. Partie 1. 29

comme attendu. Ce coefficient controle les tangentes en Pyg.
N50 a la méme forme, N50 = W1oWwW20W21 ‘P10P20 P20P21 |, et controle les tangentes en PQ().
Pour obtenir Nyg, on fait ¢ + 41 +i2 = 1 et j = j; = jo = 0, soit trois termes :
1 \10 01 2 10 01 2 10 01
Nio = £ AR? AR? Qoo + = Ag? A% Quol + = Ap? ALY Quol,

dont 'interprétation semble peu évidente. On a :

N10:é\Q10Q20 QooQo1 Q00|+§\Q00Q10 Q10Q11 Qoo|+§|QooQ10 QooQo1 Quol,

et, tout calcul fait (en ouvrant en O et en regroupant on arrive & se débarrasser de Q10Q20),
il vient une expression nettement plus agréable :

woowWo1wW20 2WOO‘*’HOWH WoowWo1wWi10

NlO = |PO0P20 PO0P01 |+ ‘ PO0P10 P10P11 |+ ‘ POOP10 POOP01 | )

et, par conséquent, les poids interviennent dans ce coefficient (contrairement aux coefficients
coins). Le coefficient Ny a la méme forme, on trouve :

WooW21W20 | 5—m— T |, 2W20Wi0W11
Ny = ———| PooPoo  PooPor | +——

— e WeWA W10, —— ——
5 | P1oPao P10P11|+%\P10P20 PPy |.

Reste a expliciter les coefficients Nog et N3g qui ont le méme aspect. Pour Nog, on a 1417, +ip =
2 et j=j1 =j2 =0, soit 5 termes.

10Nz = 4] Ag0? AR Quol +2[A107 AR? Qool +2/A10° ARKY Quol+
| 8007 837 Quol + 18007 Ag? Qul,
soit, :
10N2o = 4] QooQ10 Q10Q11 Qo] +2[Q10Q20 Q10Q11 Qoo | +2[Q10Q20 QooQo1 Qo+
|QooQ10 Q20Q21 Qoo| + [QooQ10 QooQo1 Q20 /,

qui semble bien mysterieux. On ouvre tous les vecteurs en O, il reste :

10]\720:4|Qoo8 OQ11 Q10| +2]Q100+0Q2 Q100+0Q11 Qoo |+2/0Q20 QooO+0Qo1 Qo+

|0Q10 Q200 +0Q21 Qoo | + [Qoo0 +0Q10 Qo0 +O0Qu1 Qa0
10N = —4/0Qoo  OQ11 Quo| + 2/Q100 0Qu Quol + 2/0Q20 Q100 Qoo+
210Q2 O0Qui Quol +2/0Q QuO Quol +2/0Qx OQo Qo+
10Q1s Q200 Quol + |0Qs 0Qa1 Qool + |Qoo0 O0Qo1 Qoo+
10Q10 Qw0 Q| +[0Q10 0Qor Qoo

réécrit plus simplement :
10N3 = =4[ Qoo Q11 Quo| — 2|Q10 Qi1 Qoo| — 2[Q20 Qio Qoo+

2[Q20 Qi1 Qool —2|Q2 Qoo Quol +2/Q20 Qo1 Qiol—
|Qio Q20 Qoo + Q10 Q21 Qoo| — [Qoo Qo1 Q20—
|Qio Qoo Q20| + Q0 Qo1 Q20],

réordonné en :
10Ny = =4[ Q11 Q1o Qoo| — 2|Q10 Qi1 Qoo| — 2[Q20 Qio Qoo+
2[Q20 Qi1 Qool —2|Qi0 Q20 Qool| +2/Q20 Qo1 Qiol|—
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30 P.L. George et H. Borouchaki

[Qio Q20 Qoo| + Q0 Q21 Qoo| — [Qo1 Q20 Qool|—
|Qio Qoo Q20| + Qo Qo1 Q20],

et les regroupements conduisent a :

10N2g = 2| Q10 Q11 Qoo| + 2/Q20 Q11 Qoo + Q2 Qo1 Qiol+

[Qo Q21 Qool| + Q20 Qo1 Qool,

qui, exprimé en F;; donne :

10N3o = 2woowiowi1| PooPro PooPui | + 2woowiiwao| PooPao  PooPrs | +
wo1w1owao| PioPyo }TPO” + woowiowai| PooPro PTPQN + Woowo1waol PooP2o PooPor |
ce qui s’écrit aussi de maniére plus naturelle (voir le dessin) :

10N30 = 2woowiowii| PooPro  ProPu | + 2woowiiwao| PooPao  PooPrua | +
wo1w1owao| PioPyo ITPON + woow1owai| PooPro PTPZH + woowo1waol PooP2o  PooPor |

Le coefficient N3p s’en déduit, sa forme initiale correspond & i + iy + 42 =3 et j = j; =
jo =0, soit :
10N30 = 4] A1p? AN Quol + 218507 AR Quol + 21457 AR? Quol+

10 01 10 01
A% A%% Quol + A% AR? Qul,
et, tout calcul fait, on obtient :

N — N —
10N30 = 2waowiowi1| PioPao  PioPi1 | + 2woowiiwao| Poo P20 PooPrr |+

_ _ = .
woowrow21 | PooPio  PooPa1 | + woiwiowzo| PioPeo  PioPoi | + woowaowai| PooPao  PaoPor |-

L’examen précis de la Figure montre de nombreuses redondances. Notre polynéme qui

s’écrit (v=20) :
5
> > Bi(u)Ny,

i=0 j=0

doit pouvoir s’écrire comme :
4

i=0 j=0

On part donc de ’expression initiale écrite comme :
5
5 k
> D Blw)) T,
i=0 j=0 k

qui indique que les coefficients N;; sont composés d’'un ou de plusieurs termes. on a succes-
sivement, tenant compte des redondances :

Noo = Ty ,

Ny = % To + %Tfo + %TolOv
NQOZ%T120+% 220+% 230*’%0 240+1% o
N3o = %Tfo + %Tgo + %Tz?’o + %Tgo + TloT410 ’

Ny = 1T410 + 2T420 + 1Tslo ;

5 5 5
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e
wIARel
J0 0N
1740
5

Fi1G. 7 — Degré 5 : les vecteurs composants les coefficients de contréle pour v =0, de haut en
bCLS, pour Noo, N107 ceey N50.

P

}

_ 7l
Nso = T507

on additionne et on regroupe les termes en explicitant les Bernstein, en premier il vient la
somme :

(1 —u)’Tyy +
u(l —w)* (Tl + 2T7) + Tyo) +
1 —w)? (2T, + 2T50 + Toy + Tag + Tho) +
uP (1 —u)?(2T 5 + 2T50 + Tio + Tao + Tio) +,
ut(1—u)(Ty + 2T5 + T3o) +

51
u’Ty, .

u?(
3

En factorisant les termes identiques, on trouve comme polynoéme des sommes du genre u” (1 —
u)! +uF (1 —u)' =1 qui se simplifie en u* (1 —u)!~! donc le degré est passé de k+1a k-+1—1.
Par suite, par regroupement, la somme se réduit a :

(1 —u) Ty +
u(l —w)* (T + 2T7,) +
u?(1 —u)*(2T5 + T3, + Top) +
w? (1 —u)(Tyo + 2T5) +
u4T510 ,
qui s’écrit aussi :
(1 —u)* Ty +

1 2
du(l — U)s(ZTllo + 1T120) +
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Fi1G. 8 — Degré 4 : les vecteurs composants les coefficients de controle pour v =0, de haut en
b(lS, pour MOO, Mlo, ceey M40.

2 1_. 1
6u*(1 —w)*(ZT5 + =Tso + =Tap) +
6 6 6
3 Lo 250
4u’ (1 — U)(ZT40 + ZT4O) +
u4T510 ,
soit la forme cherchée de degré 4 seulement :
4
> > BiwMy,
i=0 j=0

avec comme M;; les expressions ci-dessus, Figure .

Avant de poursuivre, on vérifie que ’on perd encore un ordre quand les poids son égaux.
Comme les poids se factorisent, on les oublie. I reste alors, en explicitant les Ti’;- (sans poids) :

(1 —u)*|PooPro  PooPor| +

u(l —u)*(|PooPa0  PooPo1| + 2|PooPro ProPrii|) +
(1 —u)?(2|PooPa0  PooPii| + |PioPao ProPoi| + | PooPro PioPar|) +
u?(1 —u)(|PooPao  PaoPo1| + 2|PioPa0 ProPr1|) +

_ =
u*|ProPay  PaoPail,

ouvert en :
(1 —u)*|PooPro  PooPor| +

u(l —u)*(|PooPro + PioPao  PooPoi| +2|/PooPro ProPiil) +
u?(1—u)? (2| Poo Pro+PioPao  PooPr1|+|PioPa0  PioPoo+PooPoi|+|PooPro  ProPao+PaoPar|) +
(1 —u)(|PooPro + ProPao  PooPai| +2|PioPay  ProPri]) +
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_ZL.
RE

F1G. 9 — Degré 3 : les vecteurs composants les coefficients de contréle pour v =0, de haut en
bas, pour MOO, M107...7M30.

u'|PioPag  PaoPoil,

écriture qui permet les regroupements, on trouve :

(1 —u)®|PooPro  PooPor| +

u(1 —u)*(2|PooPro  PioPii] + |PioPa0 PooPoil) +

(1 —u)(|PooPro  PaoPor| +2|PioPay ProPri]) +
U3|P10P20 P20P21\ ,

soit :
(1 —u)3|PooPro  PooPor| +

2 1
3u(l — U)2(§|P00P10 PioPi1| + g\P10P2o PooPor]) +

1 2
3u?(1 — U)(§|P00P10 Py Por| + g\Plopzo PyoPi1]) +

3 —_— —_—
u’|ProPag  PaoPail,
et on retrouve donc le cas Bézier classique, Figure @D

I1 est clair que le résultat portant sur le cas général (poids non égaux) reste vrai pour les
4 arétes du carreau. Pour le carreau de degré 1, on a vu que ’expression obtenue & ce stade
se réduisait (en degré), ici, on vient de voir que ceci était vrai pour les arétes, il est peut étre
vrai que l'on a la méme propriété globalement, la section suivante va essayer de trancher sur
ce point.

On vient de voir que la restriction du polyndéme aux arétes n’est que de degré 4. On va
se persuader que les coeflicients du degré 5 ne sont autres que le résultat de la méthode
d’élévation du degré de 1 des coefficients de degré 4. Partons, pour simplifier, de 'aréte v = 0
donc 7 = 0, le polynéme de degré 4 :

4

>3 Bi(u)M;;,

i=0 j=0
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peut étre élevé au degré 5 par les formules classiques :

Noo = Moo
Nso = Nao
i M 5—14)M; .
Np = ! 1’0+é DM pour i = 1,4.
Regardons Njg, on a :
Moo + 4Myq

Nip = — 5

T + Tiy + 2713,
NlO = 5 ;

qui est identique au coefficient trouvé ci-dessus directement. Le méme raisonnement s’ap-
plique & tous les coefficients. Par suite :

S BN, = 35 B

i=0 j=0 =0 j=0
et on a le méme résultat pour les autres arétes.

Ceci termine le cas des arétes du carreau et a ce stade, pour le carreau entier, on a un
polynéme de degré 5 x 5 qui, donc, se réduit sur les arétes a un polynéme de degré 4.

Les coefficients sont au nombre de 36. Les termes, les TZE, sont au nombre de 324 mais
certains sont redondants (au moins ceux des arétes comme on I’a vu). Est a dire que l'on
peut trouver globalement un polynéme de degré plus bas que 5 x 57 Nous avons calculé
explicitement le terme Ni; (qui comprend 9 termes) et nous avons observé l'existence de
redondances, ceci suggére une nouvelle fois I’existence d’une écriture de plus bas degré. Pour
la chercher, on va utiliser la troisiéme méthode d’analyse adoptée dans le cas du carreau de

degré 1.

5.3 Reéduction directe du jacobien

On repart de ’expression initiale du polynéome dans la présentation par composante,

c’est-a-dire : ) 90 8Q
J(u,v) = D(u,v)3 | B ou Ov Oﬁ|

mais on considére la combinaison, pour u et v non nuls :
u 0Q v 0Q
(wv) =[0G~ 557 0@~ 5= 04,

en remarquant que J*(u,v) = %7 (u,v) (hors le coefficient D?(u,v)) et donc a le méme
signe. La premiére colonne de ce nouveau déterminant est :

ZZBQ Q”fuz ZB (v)A?,

1=0,2 j=0,2 +=0,1 7=0,2
soit :
2
Z ZB Qv] 7“2 ZB (Qz-‘rl,j Qij)a
i=0,2 j=0,2 i=0,1=0,2

S BXw)g Y. Biw)Qi; —u > Bl u)(Qiy1; — Qi) ¢

§=0,2 i=0,2 i=0,1

Z B3(v Z B (u)Qij ,

7=0,2 1=0,1

qui se réduit a :
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soitP] :
Y D BIwB(0)Qiy,
i=0,15=0,2
et un calcul analogue donne la seconde colonne :
> 2 BlwBj()Qu,
1=0,2 5=0,1
et notre déterminant vaut :
[ 2 BIWB0Qs Y, > BIwBj®Qy Y ) BlwB()Qs!,
i=0,15=0,2 i=0,2j=0,1 i=0,2 j=0,2
ou encore :
D22 > > > B (w) B (w)B},(0) B}, (0)B}(v) | Qujy - Qiaja Qij

31=0,172=0,2¢=0,2 51, =0,2 j2=0,1 7=0,2

et, ainsi :
T (u,v) = B (u)Bj(v)Nry .

avec
02 C2 0202
Nij = Z Z T&')j | Qllh Qizjz Qij | .
I1~J

i1+ia+i=1 j1+jo+j=J

(6)

Comme pour le degré 1, ce formalisme va permettre de trouver de nombreux termes nuls
dans lensemble des combinaisons d’indices possibles (donc 324) et, d’autre part, de passer

facilement & une formulation en F;;.

On en déduit que, pour u et v non nuls, J(u,v) est de degré 4 dans chaque direction
et ses coefficients de controle sont calculables. En effet, comme J*(u,v) = “*J (u,v) et que

J*(u,v) est de degré 5 dans chaque direction, J(u,v) peut s’écrire :

= Y > BiwBjw)M,,

1=0,4 J=0,4

les M;; étant & déterminer, et on a :

> Y BiwBiwNu = > > BHu)Bj ()M,

1=0,5 J=0,5 1=0,4J=0,4

On établit également que :

B (u)B5(v)Nos =0,

ce qui implique que les Ny s sont nuls et de méme pour J =0 et I = 0,5 au regard des Ny,

c’est le lemme suivant :

5et ce résultat est vrai pour tous les degrés, par exemple pour d = 3, on considére la combinaison :

T*(uv) = 100 - 229 og-2%9 oy,

3 Ju 3 ov

et on trouve comme premiére colonne du déterminant :

> > Biw)B}(v)Qij,

i=0,2 j=0,3

ce qui nous permettra d’étendre les résultats sur le polynéme pour d quelconque.
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Lemme Les Nyj et les Njg sont nuls pour tout .J et tout 1. [

Démonstration : la relation J*(u,v) = “*J (u,v) établie pour u et v non nuls reste vraie,
par continuité pour u ou v nul. Donc J*(0,v) =0 = >",_, 5 B3(v)Ny,, ce qui montre que
les Ny sont nuls et le lemme est démontré.

Suite au lemme, I’expression au degré 5 :
> 2. BiwBj(©)Nu
1=0,5J=0,5

n’est autre que :

> Y Bi(w)Bj(v)Ny,,

1=1,5J=1,5

et, par suite, on retrouve que uv se factorise, permettant de descendre le degré de 1 dans
chaque direction. La somme s’écrit aussi :

5
Z Z CSCg(v) Z Z CZZQCZQCJQI CJQ | Qi1j1 Qizjz Qij | ;

I1=1,5J=1,5 i1+iz+i=1 j1+ja+j=J
ou encore :
BI (v) 2 ~2 2 2
uv Z Z 0404 Z Z Cmcz lecj |Qi1j1 Qi2j2 Qij l,
I=0,4 J=0,4 i1tiz+i=I+1 j1+j2+j=J+1
soit la forme habituelle :
C’2 C2C’2 C?
4 4
uv Z Z BI(U)BJ(U) Z Z TALJ I Qllh Qizjz Qij |a
1=0,4 J=0,4 i1tiaHi=I+1 j1+ja+i=J+1 I~=J
on en déduit les coefficients My :
02 0202 C?
My =4 ) > W |Qivjy Qinja Qisl- (7)

i1 tiaHi=I+1 j1+jati=J+1

Nous avons d’ailleurs vérifié explicitement que I'expression ci-dessus pour J = 0, donc
Mg, redonnait exactement les résultats obtenus par un calcul direct par la Formule (5)),
c’est-a-dire en utilisant les A;'jQ. Donc My convient aussi. Ceci suffit pour se convaincre que
la formule générique donnant les M7 ; s’applique également aux cas u = 0 et v = 0 et conclut
I’analyse.

5.4 Calculs des coeflicients

Pour calculer les coefficients, on va utiliser I’expression au degré 5 qui est relativement
facile & manipuler, Formule @ Ainsi, pour le coefficient N7; , les indices intervenant sont
formés des couples tel que l'un des 7,47 ou is vaut 1 et de méme en j, Ceci donne, a priori,
9 combinaisons dont le terme générique est de la forme (au facteur 4 prés) :

2202
Cc? C5 | Qiljl Qizjz Qij | .
i1tiz+e T j1t+j2+7

On trouve donc :
25N11 =4[Qoo Qoo Qi1] + 4/ Qoo Qo1 Quo| +4/Qo1 Qoo Qiol+
4 Qoo Qo Qoi| +2[Qo0 Qu Qool +2[Qor Qio Qoo+
2/Qo Qoo Qoi| + Qo Qor Qoo + 2/Qu1 Qoo Qool,
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F1G. 10 — Le nombre de termes de chaque coefficient de controle dans l’écriture de degré 5 x 5.

qui se réduit a :
25N11 =4[Qoo Qo1 Qio| + 4 Qo1 Qoo Quol|+

4 Qoo Qio Qoi| + 2|Qor Qo Qoo+
21Quo Qoo Qoil + Qo Qo1 Qool,

qui se réduit encore simplement & :

25N11 = Q10 Qo1 Qool,

qui n’est autre que | AégQ AS}Q Qoo |, c’est-a-dire, & un facteur prés, le premier coefficient
de 'aréte v = 0 calculé précédemment. Ce résultat conduit & continuer, calculons donc Noj.
On trouve, tout calcul fait :

50N21 = | Q20 Qo1 Qoo + 2|Qi0 Qui Qouol,

c’est-a-dire, & un facteur prés, le second coefficient de 'aréte v = 0 calculé précédemment.
Notons M;; ces coefficients (au degré 4), on a :

Nj1 qui correspond & My,

N1 qui correspond & Mg,

ainsi que :
N31 qui correspond & My,

Ny41 qui correspond & My,
Ns1 qui correspond & My,

ce qui se vérifie facilement (!). Par exemple (i1 = 1,92 = i = 2 et les 3 triplets en j donnent
N51) N

5N51 =2|Qi0 Q20 Q21|+ [Quo Q21 Q2] + 2|Qi1 Q20 Q20|+

soit simplement :
5N51 = [Qi0 Q20 Q21],

qui vaut, aux poids prés :

| PoyPrg PorPoo| = | PooPro Pa1Pao| = [ PioPao  PaoPor |,
qui est bien, a un facteur prés Myo. Par symétrie, on a aussi :

Ni9 qui correspond a My,
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Ni3 qui correspond & Mys ,
N4 qui correspond & Mg,

Ni5 qui correspond & Moy,

et, encore :
Nos qui correspond & My,
N35 qui correspond & Moy,
Ny qui correspond & Msy ,
et, aussi :

Nso qui correspond & My ,
Ns3 qui correspond & Mys ,
Ns4 qui correspond a Mys .

A ce stade, il reste 9 coefficients, qui sont de trois types, & découvrir. Pour N9, excluant
les déterminants trivialement nuls (2 vecteurs identiques), on a :

50Ns2 = |Qoo Q20 Q22|+

2|Qo1 Qa1 Q20|+
4Qo1 Q20 Q21|+
4Qro Qu Qo |+
81Q11 Qo Q2|+
2|Q12 Qo Q2|+
4Qr0 Q21 Qui|+
2|Qi0 Q20 Q2|+
4Q11 Qa1 Quol+
2/Q12 Q20 Quol,

qui se regroupe en :

50Ns2 = | Qoo Q20 Q22|+2/Qo1 Q20 Qa1 |+4Qi0 Q21 Qui|+2/Qu0 Q20 Qiz2],

soit (en omettant les poids) :

50Ns2 = | PooPog  PaoPoo |+ 2| Po1Po1r Po1Pag |+ 4| PiiPio PiiPor | +2| PigPag  PioPi2 ]|,

ou, sous une forme plus parlante :

50Ns2 = | PooPao  PaoPos | +2| Po1Po1 PooPor |+ 4| Pr1Po1 PioPi1|+2| PioPao PioPi2 ]|,

et les coefficients Nyq, Noo et Noy ont le méme aspect. Ne reste & examiner que N33 et Nyg
qui doivent avoir le méme aspect que N3, N34 et No3z. Pour N3, excluant les déterminants
trivialement nuls (2 vecteurs identiques), on a :

50N43 = Qoo Q21 Q22|+

Qo2 Q21 Q0]+
2|Qo2 Qa0 Q|+
2|Qo1 Q2 Q2|+
2|Qu0 Qi Q2|+
2|Q12 Qu Q|+
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4Q12 Quo Q|+
4 Q11 Qo Q|+
2[Q0 Q21 Quiz|+
2/Q12 Qa1 Quol|+
4Q12 Q2 Qul|+
4 Q1 Q2 Qi2],
qui se réduit a :
50N43 = |Qoo Q21 Q22|+
|Qoz Q20 Q21|+
2|Qo1 Qa0 Q22|+
2Q12 Qi1 Qa0+
4 Q12 Qo Q21|+
2/Qu Quo Q2]
soit (hors poids) :

50Nz = | PaoPog  PaoPor | + | PorPoa Po1Pag | + 2| PaaPyr PaaPoo |+

2| PyyPio PooPii| + 4| Py1Pia PoiPig| + 2| Poa P11 Pa2Pio |,

ou encore :

50Nz = | PooPaz  Po1Poz | + | PoaPo1 PaoPor | + 2| Po1Paz PooPoa |+

2| PioPoy  Pi1Pog| + 4| PiaPo1 PioPor| + 2| PiiPay PioPas|,

et, au final :

50Nu3 = | PooPa1 Po1Pos | + | PoaPo1 PaoPor| + 2| PoiPaa PooPos |+

2| P11Poy Pi1Pia| + 4| PiaPor PioPor| + 2| PiiPay PigPin |,

et le seul coefficient non encore élucidé est N33. Il y a 25 termes (un seul étant triviale-
ment nul) qui se regroupent, les combinaisons résultant du croisement des indices, en ¢,
021,012,111, 120,102 avec, en j, 012,111, 210,201, 102, soit :

100N33 = 2| Qoo Q21 Q2| + 8/ Qo1 Q21 Q1|+

2|Qo2 Qa1 Quol| + 4[Qo2 Q2 Qul+ 4[Qo1 Q2 Q2]+
2| Qoo Q11 Q22| + 8|Qo1 Q11 Qa1 |+

2|Qo2 Qu1 Q2| + 4[Qo2 Qo Q21| + 4[Qo1 Qio Q22|+
4Qr Qu Q2] +4[Q12 Qu Q|+
8|Qi2 Qo Quil| + 8Qu Qo Q2|+
Q10 Q21 Qoz| + 4[Qu1 Q21 Qo1 |+

|Qi2 Q21 Qool| +2[Qi2 Q2 Qoi| + 2[Qu1 Q20 Qo2+
Q0 Qo1 Q22| +4|Qu1 Qo1 Qa1 |+

Q12 Qo1 Q20| +2[Qi12 Qoo Qa1| +2|Qu1 Qoo Q22],

soit seulement :
100N33 = 3| Qoo Q21 Q2| + 3] Qo1 Q20 Q2]+

3[Qo2 Qio Qa1 |+
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3|Qor Qo Qa2],
soit (hors poids) :

100N33 = 3| P1aPoo  PiaPo1| + 3| PiaPo1 PiaPao |+

3| PoynPoa Po1Pio| +
3| PooPo1 PaoPio],

ou, au final :

100N33 = 3| Poo P12 Po1Pia| + 3| PnnPi2 PyPiz |+
3| ProPo1 Po1 Py |+
3| PohnPio PioPa2 |,

Pour conclure, on représente, pour chaque type de coefficients, les vecteurs composants le ou
les termes de ce coefficient, Figure (?77), en notant que le coefficient calculé comme Nyz, au
degré 5, n’est autre que le coefficient Ny_; yj_; de la figure. On remarque la spécificité des
vecteurs composants les coefficients et également une particularité sur le nombre de termes
par coefficient (classiquement, le nombre de termes résulte du produit dans les deux directions
du nombre de termes des coefficients d’aréte, Figure (10))).

Remarque. La présence de nombreux termes nuls et les regroupements nombreux qui
existent suggére la possibilité de trouver une formule plus directe pour obtenir les coefficients
mais nous ne ’avons pas trouvé.

5.5 Conclusion sur le carreau quadrilatéral de degré 2

Le jacobien se comporte comme le polynoéme :

Tu)= 3 Y BHwBYw) My,

1=0,4 J=0,4

avec :
czc2c2

J1—J
C}Lcj} | Qiljl Qizjg QLJ | bl

o= Y %

i1 4ia+i=T+1 ji+ja+j=J+1

ou encore. Figure :

2 (22 Y2

- o CECAC s

1J = 11j1%i2j2%ig lorYox. iyt 111 ijtizga |
i1tia+i=I+1 j1+jatj=J+1 I=J

et les poids interviennent (sauf pour les coefficients réduits & un seul terme) pour controler
le signe des coefficients et, ainsi, la validité de 1’élément.

On peut aussi utiliser les coefficients du degré 5 et alors :

5 5
OI+ICJ+1

Mp;=4 N, .
IJ C?Cf} I+1,J+1

A noter que le degré est de 1 supérieur a celui du carreau classique, cf. [3].

6 Extension au carreau volumique

Les arétes sont des Bézier rationnelles de degré 2 comme dans le cas précédent mais les
points de contrdle sont maintenant dans R3.
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e —atts Te _Pu
¥ T
/ » A Pin
_,|1,|+ - .rl1-| |II Fﬂt
rdy P

|

-

Ay s *.-"‘-'J Fas Fia Pag
Aelpr el
-"-"lu:l. -.-"-"1:11
Mg | A

I Mz | Mz | "~
Hed et
¥ My (M (M

Ml M
o Mg Mo Mg an

i N N

Mj,,,] > WF = :E

F1Gc. 11 — De haut en bas. Le carreau, ses neeuds (notation éléments finis), ses points de
contréle (notation Bézier). L’arrangement des coefficients de controle. Les vecteurs compo-
sants quelques coefficients, un de chaque type, les autres s’en déduisant.
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6.1 Méthode formelle par composantes

On considére le point P = 0(u, v, w) et on note (z, y, z) ses coordonnées. Si (T, Yijk, Zijk)
désigne les coordonnées du point de contréle FP;jj, on a :

Die OQZJ 02Zk 0,2 (
D im0 2j=02 2k=0,2 B} OOBQQOBﬁ&ank

:Zz 02ZJ OQZk 0,2 Bi(
Y ZlOQZ] OQZk ozB(U)32

xTr =

oz Oz ox

U v w

— oy 9y 9y

j(u’ v, w) - U Ju  Quw
z z Jz

Sion note D = D(u,v,w) =3, 52 =02 2 k=02 B; (u) B: (v) B (w)wij, on a :
DY X9 DX DI - X2

j(u,v,w):% D& _ydb po¥ _yob poy _yoDb |
DY — 79D poZ _ 79D piZ_ 79D

avec, maintenant, X = Z Z Z B?(u Bi(w)wijrrijr et Y = Z Z Z B?(u

1=0,2 j=0,2 k=0,2 1=0,2 j=0,2 k=0,2

et enfin Z = Z Z Z Bf(u)Bf—(v)B,%(w)wijkzijk , les numérateurs de ces quantités
i=0,2 j=0,2 k=0,2
telles que définies initialement.
En développant ce déterminant par rapport a la troisiéme colonne, on obtient :

1 (8X oY 0X 8Y) N (8Y oD 8Y8D) N Y(aD 150.4 8D8X) D6£ _Z@
D5 ou dv v Ou Oou Ov ov Ou Oou Ov ov Ou

- D5 ou v v 8u)+ (%%_%%)J’ (au ov ov Ou

1 (8Y6Z 8YaZ) L (8Z8D 8Z8D) n Z(aDaY 0D 8Y) D@X —XBD
Ou Ov  Ov Ou Ou Ov Ov Ou ou dv v Ou ’

1{D(6X62 0X0z, . 020D 0Z0D,  0DOX 8D3X)}{D8Y_Y8D}

_|_

soit, au facteur D® prés :

p@XOY OXOY. L OYOD 9YOD | 0DOX 0DOX | 07

ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou ow

D 0X (9Y 0X @Y) n (3Y 0D 0Y 8D) . (8D 0X 8D 3X 82

au v Ov Ou ou v v du ou ov v 8u ow

0X 0Z 0XoZ 0Z0D 0Z0D 0D o0X 0DoX oY

- {D guar avon) P G e T2 %0 e T a0 o) }Daw

L p@X02 _0X07, 970D 970D, 9DOX 0DOX )\ 0D

8u ov ov Ou ou ov ov Ou ou Ov ov Ou ow
@Yoz _ovoz | ozop ozop,  opov opov

Ou Ov  Ov Ou Ou Ov  Ov Ou Oou v Ov 3u) 3711)’
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(D097 _OVOZ, | (920D 020D, @DV _9DOY)| (oD

90 00 9v ou T i AREEA wiv il i wi G
qui se simplifie en :

X 0Y 90X OV aYy 8D 9Y oD
D% el et o

- _ - ) + (7 _77) + (aiDaiX_aiDaiX) DaZ
Ju Ov ov Ou ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou
ou Ov ov Ou

_[p@X0Z _oXoz 070D 070D, 0DOX oD
ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou

. {D(ax Y axaz)au)}yap

{pxor oxory o
w

ODOX 0DOX )\ oV
ow

ou dv v du ow
(Y07 _0Y0Z, 070D 070D, ,0DOY 0DV 0X
Ou Ov  Ov Ou Ou v  Ov du Oou v Ov Ou ow’

_[p@voz _ovozy op
Ou Ov  Ov Ou ow’
et D se factorise a4 nouveau, il reste :

OXOY _OXOY,  0VOD 0VOD . 0DOX 0DOX )0z
ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou Ju Ov ov Ou ow

_[(@Xoy _oxov\ op
Ju Ov ov Ou ow
0X 07 0Xo0Z 0Z0D 0Z 0D 0D o0X 0DJX ) oY
- {D%uav “aod) TG T aead) T8 e avau)} o
0Xo0Z 0Xo0Z oD
{<auav - avau)aw}yaw
(Y02 _0Y0Z .\ 020D 020D, 0DOY oD9Y | 0X
ou Ov ov Ju ou Ov ov Ou ou Ov ov Ou ow’
@Yoz _ovoz)) op
Ou v  Ov Ou ow’
qui se regroupe en :

(OXOY _OXOY 02 | 0X0Z _0X0Z 0V | 0V0Z 0V OZ 0X

ou v v du’ dw Oou dv  Ov Ou’ dw Oudv Ov ou’ow [’
pour le facteur en D. De maniére identique, en regroupant les facteurs de X, Y et Z, l'ex-
pression initiale s’écrit aussi comme le déterminant :

0X 0X 0X
B v ow X
oY Y °)d
11 90 9 w0 Y

DY\ oz oz o0z 4
ou ov ow

oT oT oT
5 v ow T

avec T = D(u,v,w). Passant dans R*, on définit les points Q;jr par Qijr = (Pijk,wijk),
c’est-a-dire de coordonnées (w;jkTijk, WijkYijks WijkZijk, Wijktijk) avec ti;p = 1 puis le point @
de R* de coordonnées (X,Y, Z,T) données par :

X=3 > > BB B (wwinik,
i=0,2 j=0,2 k=0,2
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Y = Z Z Z B?(u)B?(’U)Bi(w)wijkyijk>

i=0,2 j=0,2 k=0,2

Z=73 > % BwB()Bi(wwizj,

i=0,2 j=0,2 k=0,2
T=73% > Y BiwB@Bi(wwiti,
i=0,2 j=0,2 k=0,2
alors ce point de R* est défini par un Bézier classique :

Q(u, v, w) 22232 B (w)Qiji »

=0,2 j=0,2 k=0,2
et on a (si O désigne l'origine) :

1 0Q 0Q aQ 00 |

j(uvvvw) = ﬁ| ou 9

c’est-a~dire que le jacobien a une interprétation dans l’espace de dimension supérieure. Son

signe est celui de :
8(;2 8(;) aQ
-_— = O@ [

ou Ov Ow

et le polyndme correspondant est obtenu en exprimant ces quantités. Donc, a priori, on a :

J(u,v,w) = @, 114‘ Z Z Z B ( )AZIJOISQ Z Z Z B?(U)Bgl( ( )A?glng

1=0,1 j=0,2 k=0,2 1=0,2 j=0,1 k=0,2
2 001Q 2
DD > B Biw)Ay® Y0 Y Y Bl Bi(w)Qijr |
1=0,2 j=0,2 k=0,1 1=0,2 j=0,2 k=0,2

qui semble étre de degré 7 x 7 x 7 et doit s’écrire (au facteur % pres) :

02 C2 C2.C} C2.C2,C202C}

I (u, v, w) Z Z Z Bj(u v) B (w) Z Z Z 017032;:3

1=0,7 J=0,7 K=0,7 i1 4iatis+Hi=T j1+jotisti=T k1+kathsth=K
100Q 010Q 001Q N
| A11J1/€1 Ai2j2k2 AiSjSks Q”k | )

ou l'on devine les coefficients Ny x. Cette expression semble difficile & affiner.

6.2 Reéduction directe du jacobien

On considére, comme pour le carreau en 2-dimensions, la combinaison (u, v et w non

nuls) :
ud v w O
T (v = 106~ 292 oG- 192 oG- 9% og),
en notant que J*(u, v, w) = f%j u, v, w). La premiére colonne de ce nouveau déterminant

se réduit. En effet :

0G-32 =Y 3 T BuBOB@ex—u Y ¥ X BB BwAL,

1=0,2 j=0,2 k=0,2 1=0,1 j=0,2 k=0,2
soit :
>3 > Biu B (w)Qijr — u B} (u) B3 (0) B (w)(Qiy1,j5 — Qijk) »
i=0,2 j=0,2 k=0,2 i=0,1j=0,2 k=0,2

Z Z B?(U)Bi<w) Z B (u)Qijk — u B} u)(Qit1,k — Qijk) ¢ »

§=0,2 k=0,2 i=0,2 i=0,1
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qui se réduit & :

Z Z B3 (v)Bj(w) Z B (u)Qijik »

§=0,2 k=0,2 i=0,1

Z Z Z BQ(U)B?(U)Bi(w)Qijk,

i=0,1 j=0,2 k=0,2

soit :

et un calcul analogue donne les colonnes 2 et 3, & savoir :

Z Z Z Bf(u)B}(v)Bi(w)Qm,

1=0,2 j=0,1 k=0,2

> D D BB (v)Bi(w)Qijk,

i=0,2 j=0,2 k=0,1

par suite, le déterminant s’exprime en fonction des @;;, et non plus en fonction des AZ n
et uvw se factorise, ce qui va permettre de simplifier son expression. On examine ainsi le
déterminant (au facteurﬂ — 4% preés) :

|Z Z Z Bz‘l(“)BJQ‘(U)Bl%(w)Qijk Z Z Z B (u Bi(w )Qijk

i=0,1j=0,2 k=0,2 i=0,2 j=0,1 k=0,2
2 2
ijk ijk| s
B ( B (w)Q B ( Bi(w)Qijx|
1=0,2 j=0,2 k=0,1 1=0,2 j=0,2 £=0,2
ou, mieux :
2 2 2 M2 22 12
AR ) IE ULICL IEIND VED DI DR &
I K C’Tc?c? "
I1=0,7J=0,7 K=0,7 i1tig+is+i=I j1+jotjs+i=J ki+ka+ks+k=K I~J~K

- | Qi1j1k1 Qizjzkz Qi3j3k3 Qijk | ’
et donc :
C2 €}, C2.C3,C2 C2 C2C2C2
NIJK — Z Z Z ! 078707 | Q’Lljlkl Qizjzkz Qigjgkg, Qljk? | .
I~YJYK

i1+io+iz+i=1 j1+jo+j3+j=J k1 +ko+ks+k=K

Comme pour le carreau quadrilatéral, on a le lemme suivant portant sur les IV;;o, les N;og,
et les Nojy.

Lemme Les N;jo sont nuls pour tous les couples (i,7), les Njox sont nuls pour tous les
couples (i, k), et les Ny, sont également nuls pour tous les couples (j, k). O

La démonstration est identique a celle du cas du quadrilatére. Par continuité, la relation

T*(u,v,w) = =" T (u,v,w) reste vraie pour u, v ou w nul. Par suite, par exemple en

faisant w = 0, il vient :

J*(u,0,0) = > Y Bj(w)Bj(v)Npo =0,

I1=0,7 J=0,7

et donc les Njjo sont nuls. Le méme raisonnement s’applique aux N;gi et aux Nyji et le
lemme est démontré.

Par suite,

6]e signe — vient du produit -5,
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devient :

ou encore :

T (u,v,w) = B} (u)BG(v) B (w)Ni41, 541,541 5
1=0,6 J=0,6 K=0,6

le polynome est de degré 6 x 6 x 6 seulement et si on note :
J(uv,w) = > > ¥ Bi(u)Bj(v) By (w) Mk
1=0,6 J=0,6 K=0,6

on a :
Mrjx =8Nri1, 741,41 -

avec :

G}, Gk, G4 OF, O, CF, CECI CF

1 2 3

6 6 6
C}71(2171CE(71

‘C2i1j1k1

i1+io+i3+i=1 j1+jo+j3+i=J k1+ka+ks+hk=K

62i2j2k2 62i3j3k3

A titre d’exemple, calculons le coefficient Mygo. Pour ce coefficient, dans Ny, [ = J =
K =1 et on a la somme des indices qui vaut 1, ce qui fait qu’il y a 64 combinaisons possibles
dont un grand nombre (heureusement) est trivialement nul. On va faire le calcul de maniére

symbolique (et & 'éditeur de texte!).

pour 1.. O0.. 0.. O..
11. 00. 00. 00.
trois couples identiques --> pas de contribution
10. 01. 00. 00.
101 01. 00. 00. nul
100 011 00. 00. nul
100 010 001 000 facteur
100 010 000 001 facteur
10. 00. 01. 00.
101 00. 01. 00. nul
100 001 010 000 facteur
100 000 011 00. nul
100 000 010 001 facteur
10. 00. 00. O1.
101 00. 00. 01. nul
100 001 000 010 facteur
100 000 001 010 facteur
100 000 000 01. nul

pour O.. 1.. 0.. O..
01. 10. 00. 00.
011 10. 00. 00. nul
010 101 00. 00. nul
010 100 001 000 facteur
010 100 000 001 facteur
00. 11. 00. 00.
trois couples identiques --> pas de contribution
00. 10. 01. 00.
001 100 010 000 facteur
000 101 01. 00. nul
000 100 011 00. nul
000 100 010 001 facteur
00. 10. 00. O1.
001 100 000 010 facteur
000 101 000 01. nul
000 100 001 010 facteur
000 100 000 01. nul

pour O0.. O0.. 1.. O..
01. 00. 10. 00.
011 00. 10. 00. nul
010 001 100 000 facteur

Inria
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00.

00.

00.

pour O..
o1.

00.

00.

00.

010
010

o1.

001
000
000
000

00.

000
000

10.

010
011
010
010

11.

101
100
00.
100
10.
101
100
00.

00.
001

000
00.
00.
001

nul
facteur

facteur
nul
nul
facteur

trois couples identiques

00.

001
000
000
000

0..
00.

011
010
010
010

01.

001
000
000
000

00.

001
000
000
000

00.

10.

000
001
000
000

0..
00.

00.
001
000
000

00.

010
011
010
010

0o1.

000
001
000
000

00.

01.
100
100
10.
10.

1..
10.
00.
000
001
000
10.
000
000
001
000
10.
010
010
o1.
o1.
11.

010
010
01.
o1.

10.
100
100
10.

100
10.
100
10.

100
100
10.
10.

facteur
facteur
nul
nul

nul
facteur
facteur
nul

facteur
nul
facteur
nul

facteur
facteur
nul
nul

--> pas de contribution

trois couples identiques --> pas de contribution

il ne reste donc que 24 termes a additionner en les affectant du facteur correspondant (il

suffit de prendre C’]?1 C,%l

100
100

100
100

100
100

010
010

001
000

001
000

010
010

001
000

001
000

010
010

001
000

001
000
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010
010

001
000

001
000

100
100

100
100

100
100

001
000

010
010

000
001

001
000

010
010

000
001

001
000

010
010

000
001

001
000

010
010

000
001

100
100

100
100

100
100

000
001

000
001

010
010

000
001

000
001

010
010

000
001

000
001

010
010

000
001

000
001

010
010

100
100

100
100

100
100

CLCE,

2

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

facteur
facteur

G5

3

1
2

C'ECJZC,f. Ci-dessous nous calculons ces facteurs :
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N

?“l:w

" V.4 ,_______.P_"EL
| .
- b Pw.
sy i /}
= —_
?dco ™

ole

/ P?l@
Plvl?
F1G. 12 — Le coefficients Nygg.

Certains termes s’annulent, se soustraient ou s’ajoutent d’un simple coup d’ceil, ne reste que :

100 010 001 000 facteur 1

000 010 001 100 facteur 2

que l'on réordonne, il vient :

100 010 001 000 facteur 1

000 010 001 100 facteur 2
ou 001 000 010 100 facteur 2
ou 001 010 100 000 facteur 2

donc ne reste que
001 010 100 000 facteur 1
ou 100 001 010 000 facteur 1
ou - 100 010 001 000 facteur 1

soit
—|Q100 Qo0 Qoo1  Qoool s

qui, en termes des P;j;, vaut :

—wo00w100wo010w001 | Pooo Proo  PoooPoio  PoooFootrl

qui est le résultat espéré puisque le signe — était en facteur et donc disparait. Ainsi :

Mooo = 8wooow100wo10woo1|PoooProo  PoooPoio  PoooPoot] -

Ce coeflicient controle les tangentes en Py des trois arétes incidentes.
On admettra sans peine qu’il faut écrire un code pour calculer les coefficients de controéle
de cet élément.

6.3 Conclusion sur le carreau hexaédrique de degré 2

Le jacobien se comporte comme le polynéme :

Trvw) = 3 3T S BYw)BS(0) By (w)Nise

I1=0,6 J=0,6 K=0,6

avec, comme coefficient de controle :

8> 2 2

i1tiatiz+i=I+1 ji+jatis+i=J+1 kitkot+ks+k=K+1

C2 CR C2CR . CEC2 CRC3CF
CrCiCk

‘ Qi1j1k1 Qizjzkz

Inria
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ou encore :

g C2.C2 C2C2 0202 C2C3C3
- Z Z Z 8606 WijkWiy j1 k1 WisjokoWisjsks
d14iz+ig+i=I+1 j1+jo+is+i=J+1 ki +kotks+k=K+1 I~J~K

| PijkPijiky  PijkPisjaks  PijkPisjsks |

et les poids interviennent (sauf pour les coefficients réduits & un seul terme) pour controler
le signe des coeflicients et, ainsi, la validité de 1’élément.

A noter que le degré est de 1 supérieur a celui du carreau classique, cf. [4].

6.4 Expression pour le carreau hexaédrique de degré 1

Par souci de complétude on donne les résultats relatifs a un carreau de degré 1. Il suffit
de reprendre les grandes étapes des calculs précédents et de fixer le degré 4 1. On a donc,

successivement :
X=3_ > > BlwB)Bi(wwiwij,

1=0,1 j=0,1 k=0,1

Y= Z Z Z Bj( v)Bj,(w W)wikYijh »

i=0,1j=0,1 k=0,1

Z = Z Z Z Bl Bk( )wijkzijk,

i=0,1j=0,1 k=0,1

T = Z Z Z B Bk;( )wijktijk7

1=0,1 j=0,1 k=0,1

alors ce point de R* est défini par un Bézier classique :

(u, v, w) Z Z Z BH( )Bi(w)Qijk »

i=0,1j=0,1 k=0,1
et on a (si O désigne origine) :

1 Q 0Q 0Q @|

I (v, w) = D(u,v)* B ou v Ow

ensuite, on considére la combinaison (u, v et w non nuls) :

T v.w) = 100022 00052 04 -wl? 0G|,

en notant que J*(u, v, w) = —wvwJ u, v, w). La premiére colonne de ce nouveau déterminant
se réduit. En effet :

00-122- 5 Y 5 BB -1 Y Y BwBmag,

i=0,1 j=0,1 k=0,1 §=0,1 k=0,1

soit :

Z B (u) Bi(w)Qijk —u Y Y Bjl w)(Q1,jk — Qoji) »

i=0,17=0,1 k=0,1 §=0,1k=0,1

Z Z Bj (v) By, (w) Bl (w)Qijr — w(Q1jk — Qojk) ¢ »

§=0,1k=0,1 i=0,1

Z > Bj(v)Bi(w)Qojk »

qui se réduit & :
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et un calcul analogue donne les colonnes 2 et 3, & savoir :

> > BHw)B(w)Qiok ,

i=0,1 k=0,1
E E B QUO )
1=0,1 5=0,1
par suite, le déterminant s’exprime en fonction des ;51 et non plus en fonction des A”,?

et uvw se factorise, ce qui va permettre de simplifier son expression. On examine ainsi le
déterminant (au facteut’| —uvw prés) :

1> > Bj()Bi(w)Qojx > Y Bi( w)Qiok

7=0,1k=0,1 1=0,1 k=0,1
1 1 1

YD BIwBj(0)Qio >, Y, Y. B By, (w)Qij|

i=0,1j=0,1 i=0,1j=0,1 k=0,1
ou, mieux :

1
Twow) = Y > > BIwBjBLw) > > Y. g
1=0,3 J=0,3 K=0,3 iotis+i=I j1+js+i=J ki+keth=K 1 J K
A Qojikr  Qisjoks Qigjso Qijk |,

et donc :

1
Nk= Y, > > Wl@&jlkl Qiz0k:  Qigjso Qijkl-

iatig+i=I j1+js+i=J ki +kat+k=K

Comme pour le carreau de degré 2, les Njjo, les Njor et les Ny sont nuls. Par suite,

T*(u, v, w) Z Z Z B} (u)B5(v) By (w) Nk

1=0,3 J=0,3 K=0,3

T*(u, v, w) Z Z Z (v) By (w) Nk

I=1,3J=1,3 K=1,3

devient :

ou encore :

T*(u, v, w) Z Z Z B¥( 0)BE(W)N111 741,541 5

1=0,2 J=0,2 K=0,2

le polynome est de degré 2 x 2 x 2 seulement et si on note :
Jwow) = 3, >, Y, BiBj)Bi(w)Mux,
1=0,2 J=0,2 K=0,2

ona:
Mrjk = Nrv1,g41,K41 -

avec :
1
N[JK = E E E W | QO,j1k1 Qiz,o,kz Qisja,o Qijk | ;
iotiz+i=TI j14ja+j=J ki+hke+k=K {-17J-1"K-1

exprimé avec des déterminants 4 X 4 ou :

WO, j1 k1 Wis, 0, ks Wis js,0Wijk
Nrjg = E E E 7 (2 (P | PijePojik,  PijkPis0ks  PijkPisjs,0ls
intiz+i=I j1+js+i=J k1+ka+k=K I=17J-1"K-1

avec des déterminants 3 x 3.

"le signe — vient du produit —u, ...
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7 Conclusion

On a montré de plusieurs fagons que le carreau de degré 1 avait un jacobien qui se
comporte comme un polynéme identique a celui trouvé pour le carreau classique et que la
condition de validité se résume a la convexité (les poids n’intervenant pas).

Pour le degré 2, on a montré que le jacobien se comportait comme un polynéme de
degré 4 dans chaque direction dont nous avons donné la forme générique et nous avons
donné I'expression formelle des coefficients pour ce degré (ou pour le degré 5 puisque ce sont
les mémes a un décalage d’indice prés). Par contre, nous n’avons pas réussi a trouver la
factorisation effective qui se cache derriére cette réduction de degré, le facteur se trouvant
dans 'un ou l'autre des trois Bernstein en jeu. Un résultat vu au passage est que, pour ce
carreau, les poids sont & considérer (sauf & imposer que chaque terme des coeflicients est
positif, ce qui donne une condition plus stricte).

Sur le papier, traiter un carreau volumique (un hexaédre) se fait sans difficulté (!) comme
on I’a vu dans la section précédente.

Le calcul des coefficients de controle permet donc de donner une condition suffisante de
validité des éléments. La stricte positivité est nécessaire aux coefficients associés aux noceuds,
la non négativité est suffisante pour les autres coeflicients.
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