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1 Introduction

Initialement I’informatique, computer science, n’était que la science des ordinateurs et des calcu-
lateurs. Le but premier €tait de pouvoir calculer rapidement et sans risque d’erreur humaine. Les pro-
cesseurs actuels ont parfaitement rempli 1’objectif de rapidité : effectuer 3 milliards d’opérations par
secondes est devenu banal. Une question raisonnable est alors celle du risque d’erreur et donc de la va-
lidité de ces calculs. Au bout d’une heure, on a fait plus de 10 000 000 000 000 calculs, mais la réponse
donnée est-elle juste ? A peu pres juste ?

Cette question se pose particulierement dans le cas des calculs sur les nombres réels. En effet, I’or-
dinateur calcule avec une précision finie et peut donc commettre a chaque opération une petite erreur
d’arrondi. L’accumulation de ces erreurs d’arrondi peut rendre ce résultat faux ou faire échouer le pro-
gramme a cause d’un comportement inattendu (division par zéro par exemple).

En pratique, les nombres sont représentés dans 1’ordinateur en notation scientifique, avec un exposant
pour I’ordre de grandeur et une mantisse avec un nombre fixé de chiffres. Par exemple avec 3 chiffres
décimaux, on peut parler de m comme 3,14, de la vitesse de la lumiere comme 3,00 x 108 m/s ou de la
dette de la France (fin du troisieéme trimestre 2011) comme 1,69 x10'2 €. Ces valeurs sont arrondies
(ici au plus proche) mais restent trés proches de la valeur exacte. Apres plusieurs calculs, la distance a
la valeur exacte peut augmenter, par exemple 72 < 3,142 < 9,86 mais 72 = 9,869 604 ... donc le
nombre flottant le plus proche est 9,87. Avec seulement deux arrondis, on n’a plus exactement le flottant
le plus proche du résultat exact. Alors avec 3 milliards de calculs. ..

Un autre point a aborder est celui de la confiance. Peut-on avoir confiance en un ordinateur ? un
programme ? un algorithme ? une démonstration mathématique ? En effet, si quelqu’un prouve un al-
gorithme, mais que cette preuve ou sa réalisation en programme contient une erreur, le programme se
trompera ou échouera. Cela peut avoir des conséquences importantes en termes commerciaux ou de vies
humaines. Comment donc peut-on augmenter la confiance en une preuve ?

Nous allons donc présenter la fagon dont les ordinateurs calculent en section [2] avant de présenter
comment prouver avec une grande siireté des propriétés sur les flottants en section 3] Nous présenterons
de nombreux exemples en section 4] avant de conclure.

2 Arithmétique a virgule flottante

2.1 Nombres entiers

La représentation machine des entiers est en binaire. Pour a; € {0, 1}, le nombre a,a,—1 - --ajag
représente la valeur Y  a;2". Pour représenter les négatifs, la solution habituellement choisie est le
complément a 2. Il est nécessaire de fixer la valeur de n : la représentation de —1 dépend du nombre de
bits choisi. Pour un nombre binaire en complément a 2 sur n bits, on sépare le premier bit s etles n — 1
bits suivants. Ces n — 1 bits représentent (en binaire usuel) une valeur positive v. La valeur de ce nombre
estalors v si s = 0 et la valeur est —2" ! + v sis = 1.

Les valeurs possibles stockées vont de —2"~! 24 2"~! — 1 :il n’y a pas de valeur perdue, ni de repré-
sentations multiples de 0. On garde également un discriminant facile du signe : les valeurs strictement
négatives ont le premier bit a 1 et les valeurs positives ou nulles leur premier bit a 0.

Quand les valeurs maximales sont dépassées, par exemple —23! et 23! — 1 pour des nombres sur
32 bits, on a le phénomene de dépassement de capacité (overflow). Dans ce cas, selon le langage et
I’environnement, on peut avoir de I’arithmétique modulo, une saturation ou un échec.

2.2 Nombres a virgule flottante

Dans le processeur, on ne représente qu’une partie des réels en « notation scientifique », ce qui si-
gnifie que ’on garde un exposant et un nombre fixé de chiffres. On appelle cela un nombre a virgule



flottante. Ces nombres, ainsi que les calculs sont régis par un standard, I'IEEE-754 qui définit la répar-
tition et 'usage des bits d’un nombre [33]]. Les formats usuels sont la simple précision (f1oat en C)
sur 32 bits, appelée binary32 et la double précision (double en C) sur 64 bits, appelée binary64. Des
formats étendus (avec plus de bits pour I’exposant et/ou la fraction) existent souvent mais ne sont pas
toujours accessibles au programmeur.
La suite de bits est divisée en 3 parties : signe, exposant et fraction de tailles respectives 1, we et wy :
| | /
signe exposant biaisé sur w, bits fraction sur wy bits
On notera B = 2¥~! — 1 la valeur du biais. Le type et la valeur du flottant dépendent de la valeur
de I’exposant :
si0 < e < 2%e — 1, le flottant est appelé normal et sa valeur est

(=1)*-1.f-2°B.

si ¢/ = 0, le flottant est dit dénormalisém et sa valeur est

(=1)°-0.f- 2178,

Dans le cas ou f = 0, on obtient deux valeurs qui sont +0 et —O0.
sie/ =2% —1let f =0, on adeux valeurs qui sont +00 et —o0.
— sie/ =2%e —1et f # 0, on a une valeur spéciale qui est le NaN (Not-a-Number).
On notera la précision p = wy + 1. En pratique, la précision est de 24 en simple précision et 53 en
double précision.
Voici I’exemple d’un nombre a virgule flottante simple précision normal:
11100011010010011110000111000000

[10010011110000111000000
/

s e f
signe exposant fraction

1 P 3
(-1)* x 278 x lef

(-1t x 219127 % 1.100100111100001110000002
—25 % 206727 ~ —3,7 x 10*

La répartition des flottants ressemble donc i celle de la figure [2.2] L’espace entre les flottants double
a chaque changement d’exposant.

(l) R
---l I I I I I ----»

I_,IIIIIIIIIII [

dénormalisés

FIGURE 1 — Exemple de répartition des nombres flottants

Dans le cas ou I’on obtient un dénormalisé, on parle d’underflow. Cela correspond au fait ol ’'une
des valeurs 2 arrondir est inférieure au plus petit flottant normal 2!~ 5.

Pour un flottant z, on appelle ulp (unit in the last place) et on notera ulp(x) la valeur de son dernier
bit, ¢’est-a-dire 2¢ ~B~%e pour un flottant normal. Pour un dénormalisé, son ulp vaut 2'~5~%¢_qui est

1. Depuis la révision de la norme en 2008, le terme anglais choisi est subnormal.



également le plus petit flottant strictement positif. On notera enin, = 1 — B — we. Ainsi en double
précision, on a ulp(1) = 2792 et ey, = —1074.

Le résultat d’un calcul n’est généralement pas un nombre flottant. Il est donc nécessaire de I’arrondir,
c’est-a-dire de fournir un nombre flottant proche de ce résultat exact. La norme IEEE-754 [33]] définit 5
modes d’arrondis :

— arrondi au plus proche pair (rounding to nearest, ties to even, arrondi par défaut), noté o. Il renvoie
le flottant le plus proche du réel a arrondir. Lorsqu’un réel est au milieu de deux flottants, il choisit
celui qui a la mantisse paire.

— arrondi vers —oo, noté 5/. Il renvoie le plus grand flottant inférieur au réel.

— arrondi vers +o0, noté A. Il renvoie le plus petit flottant supérieur au réel.

— arrondi vers zéro. Si le réel est positif, il renvoie 1’arrondi vers —oo, sinon il renvoie 1’arrondi vers
+00.

— arrondi au plus proche avec choix loin de zéro (rounding to nearest, ties away from zero). Il renvoie
le flottant le plus proche. Lorsqu’un réel est au milieu de deux flottants, il choisit celui qui a la
plus grande valeur absolue. Cet arrondi est utilisé notamment par les banques.

Etant donnés ces arrondis, chaque calcul élémentaire (addition, soustraction, multiplication, division,
racine carrée) est parfait : on obtient le méme résultat que si 1’on avait calculé avec une précision infinie
et arrondi ensuite au format choisi. C’est une propriété trés puissante qui permet de raisonner sur chaque
étape de calcul et garantit une bonne précision sur un calcul. Sur certains processeurs récents, une autre
opération est disponible, le FMA (Fused Multiply-and-Add) qui permet de calculer a X x + y avec un
seul arrondi final.

Revenons sur les valeurs spéciales. Il y a tout d’abord des infinis qui ont la sé mantique mathématique
attendue : +oo + 1 donne +o00 et +00 x (—3) donne —oo par exemple. Il y a par ailleurs deux zéros
signés qui sont considérés comme égaux par le test d’égalité, mais qui ont deux représentations binaires
distinctes. Ils se comportent comme attendu vis-a-vis des infinis : 1/ + 0 donne +o00 et 1/ — oo donne
—0 par exemple. Finalement, le NaN est la réponse donnée lorsqu’il n’y a pas de valeur numérique
raisonnable & répondre : par exemple 0/0 ou 0o — oo ou v/—1.

2.3 Propriétés simples

Nous allons maintenant voir quelques propriétés simples de 1’arithmétique flottante telles que la
répartition des nombres flottants et les erreurs relatives de I’opération d’arrondi. Nous allons nous placer
dans un monde idéal ou les nombres flottants n’ont pas d’exposant maximal, ¢’est-a-dire que I’on peut
trouver des flottants arbitrairement grands et que 1’arrondi d’un réel ne donnera jamais un infini. Nous
noterons F C R un tel format défini de maniere unique par une précision p et un exposant minimal ey .
Ainsi, on peut voir F comme I’ensemble des m x 2¢ avec m et e entiers tels que |m| < 2P et e > epip.
Nous noterons [ un arrondi quelconque parmi les arrondis usuels.

2.3.1 Monotonie

Lemme 2.1 (Idempotence)
Ve e, O(z) = z.

Dans la suite, nous supposerons que nous avons affaire a2 un mode d’arrondi qui respecte localement
la propriété de monotonie, ce qui est le cas de tous les arrondis standards. Cette propriété stipule que,
pour tout réel y situé entre un réel = et son arrondi [J(x), y s’arrondit dans la méme direction que z,
c¢’est-a-dire que ’on a (y) = O(z). On déduit de cette propriété le lemme suivant :

Lemme 2.2 (Monotonie)
Ve,y € R, x <y = O(x) <O(y).



Preuve. Supposons tout d’abord qu’il existe un nombre z € F tel que x < z < y. Par définition,
A(x) < zetz < y(y). Par conséquent, O(z) < A(x) < v(y) < O(y), ce qui conclut la preuve.
Supposons maintenant qu’il n’existe pas un tel z. Autrement dit, \/(z) = v(y) et A(x) = A(y).
Si O(y) = vv(z), alors par monotonie locale, (I(z) = O(y). Sinon, ((y) = A(xz) > O(z). Dans les
deux cas, la propriété (J(z) < O(y) est donc satisfaite. [ |

Corollaire 2.3 (Comparaison avec un nombre représentable)
Ve eF, Vy e R, x <y =z <O(y).

Lemme 2.4 (Successeur) Etant donné un nombre représentable x = my - 2°* > 0, le nombre y =
(mgy + 1) - 2°¢ est dans F. Qui plus est, si my - 2°° est sa représentation canonique, alors il n’existe
aucun nombre z € F tel que x < z < y.

Preuve. Puisque le nombre = est représenté par m, - 2°, les propriétés |my| < 2P et e; > e, sont
satisfaites. Deux cas se présentent, soit |m, + 1| < 2P, soit m, + 1 = 2P. Dans le premier cas, y est
dans F de représentation (m, + 1) - 2°=. Dans le second cas, y vaut 2P - 2° qui est dans [F puisque
représentable par 1 - 2P ¢,

Supposons maintenant que la représentation est canonique, c’est-a-dire que e, = epjy ou que
2P=1 < |m,| < 2P. Supposons par I’absurde qu’il existe z = m, - 2° représentable entre z et .
La position de z entre x et y force e, > e, et m, > 2% “*m, > 2m,. Cela implique m, > 2P ou
e, < emin, c€ qui contredit le fait que m, - 2°# est une représentation valide de z. |

2.3.2 Bornes d’erreur

L’interrogation principale concernant un algorithme numérique est généralement I’erreur de calcul
qui est commise. L’ approche usuelle consiste a borner les erreurs commises a chaque opération puis a
les combiner en une erreur totale. Voyons ici comment borner ces erreurs locales.

Lemme 2.5 (Erreur d’arrondi en arrondi au plus pres) Pour tout x € R, il existe € et J tel que
ox)=x-(14e)+0 et || <27P et |5 <20mn™l,
Qui plus est, § =0 oue = 0.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer 0 < z. Si x € I, alors § = £ = 0 satisfont la
formule. Supposons donc que x n’est pas représentable, ¢’est-a-dire que v/(x) et A(z) sont différents.
Soit m - 2¢ la représentation canonique de /(z). Le lemme [2.4] assure que A(x) = (m + 1) - 2¢. Par
conséquent, [o(z)—z| < (A(x)—7(z))/2 = 2¢L. Séparons deux cas suivant que /() est strictement
plus petit ou plus grand ou égal au plus petit nombre normal 26mintP—1,

Si v(x) est dans le domaine des nombres dénormalisés, alors nous choisissons ¢ = 0 et § =
o(x) — x. Comme sa représentation est canonique, € = ey, ce qui assure [0 < 2€min—1

Voyons maintenant le cas oll 5/(z) est un nombre normal, ¢’est-a-dire que 2P~ < |m| < 2P. Cette

fois, nous choisissons § = 0 et ¢ = (o(x) — x)/z. Nous avons donc |¢| < 2¢71/(2P~1.2¢) =277, W
Il existe une variante du théoréme valable pour tous les arrondis :
Lemme 2.6 (Erreur d’arrondi en arrondi dirigé) Pour tout x € R, il existe ¢ et § tel que
O@)=2-(1+e)+6 et |ef <27PT er |5 < 20min,

Qui plus est, d =0 oue = 0.



2.3.3 Addition dénormalisée

Les bornes d’erreur précédentes ne sont pas tout a fait satisfaisantes, puisque les nombres calculés
sont tres souvent dans le domaine des nombres normaux et que § vaut alors zéro apres chaque opération.
Dans ces conditions, la présence de § dans les bornes d’erreur n’est qu’une source de bruit dont le seul
but est de compliquer les calculs d’erreur. Il ne peut cependant pas étre ignoré a moins de prouver qu’il
n’y a pas de nombres dénormalisés produits par les calculs, par exemple qu’il n’y a pas de multiplication
entre des nombres tres petits.

L’ opération d’addition occupe cependant une place particuliere. En effet, il est possible de prouver
les deux lemmes suivants et donc d’ignorer  pour toutes les additions.

Lemme 2.7 (Exactitude de I’addition dénormalisée)
Vo,y €F, x4y <200nTP = o4y e F.

Preuve. Si |z + y| = 2°min™P_alors & + y est représentable. Nous pouvons donc supposer I’inégalité
stricte. Soient m,, - 2°® et m,, - 2° les représentations de x et y. La somme x + y vaut m - 2°min avec
m = myg - 2627 °min 4 m,, - 2°v~min_ e nombre m est un entier et, au vu de I’inégalité précédente,
|m| < 2P. Par conséquent, m - 2°min est une représentation valide de = + y qui est donc dans F. |

Corollaire 2.8 (Erreur d’arrondi pour I’addition)
Vo,y €F, 3, oz +y)=(z+y) - (1+¢) et [ <27P

Preuve. Le lemme [2.5|traite le cas ot = + y est dans le domaine des nombres normaux. Il reste donc le
cas ol [z + y| < 26mintP=1 Par application du lemme précédent, nous savons que = +y € I et donc
que o(z + y) = x + y, ce qui conclut la preuve. |

2.4 Opérations de base

Dans cette section, nous allons décrire comment les opérateurs flottants sont implantés en pratique
dans les circuits, ce qui soulignera quelques unes des particularités de I’arithmétique a virgule flottante.

2.4.1 Alignement de mantisse et arrondi

Considérons un nombre strictement positif x = m - 2¢ pas forcément représentable que 1’on cherche-
rait a arrondir et a mettre sous forme canonique en précision p. Nous allons ici ignorer les problemes liés
aux underflows. Nous noterons ¢ la longueur effective de m : 2971 < m < 29. Deux cas se présentent :
soit ¢ < p soit ¢ > p.

Dans le premier cas, = est représentable mais n’est pas sous forme canonique. Cette derniere est
(m-2P~9).2¢14=P ] suffit donc de faire un décalage vers la gauche de la mantisse m et de décrémenter
I’exposant en conséquence.

Dans le second cas, x n’est pas représentable sauf cas dégénéré. La représentation canonique de son
arrondi vers zéro vaut m’ - 2¢ avec m/ = |m - 2P~9] et ¢’ = 2°T47P, Les autres arrondis doivent choisir
entre les deux flottants représentables m’ - 2¢ et (m'+1)- 2¢, comme I’indique le lemme Le choix
entre ces deux flottants consécutifs se fait en regardant la valeur de § = m/ — m - 2P~9. Si § vaut zéro, le
résultat est nécessairement m’ - 2¢'. Si & est non nul et I’arrondi vers I'infini, le résultat est (m'+1)- 2,
Sinon, il faut comparer § avec 1/2 et choisir en conséquence. Dans le cas particulier de I’arrondi au plus
prés pair, si ¢ vaut exactement 1/2, le résultat est celui dont la mantisse m’ ou m’ + 1 est paire.

En pratique, il n’est pas question de calculer explicitement 4. Il suffit de regarder le bit de m en
position ¢ — p — 1 pour savoir si ¢ est plus petit que 1/2 ou non. Ce bit est usuellement noté r comme



rounding. 11 suffit ensuite de regarder s’il existe un bit de m entre les positions 0 et ¢ — p — 2 qui vaut 1
pour savoir si ¢ est strictement plus grand que 0 ou 1/2 (en fonction de ) ou non. Cette condition se
représente elle aussi par un seul bit, noté cette fois s comme sticky.

Le choix entre les deux cas présentés ici, ¢ < p et ¢ > p, se décide généralement de fagon statique.
Le décalage ne sera donc effectué que dans un sens donné. Notez qu’aussi bien le calcul de ¢ que le
décalage sont des opérations d’autant plus coliteuses qu’il y a de possibilité. Ainsi, un décaleur de type
barrel shifter devant potentiellement décaler de 0 a 53 bits nécessite 6 étages de multiplexeurs. Il sera
donc important de trouver les plages minimales nécessaires pour chaque opération afin de limiter leur
colt.

2.4.2 Multiplication

Commengons par 1’opération la plus simple : la multiplication. Etant donnés deux nombres flottants
canoniques T = my, - 2°* et y = m,, - 2°, le résultat de I’opération est [J(mym,, - 2°=v). Sans perte
de généralité, nous pouvons considérer que les deux nombres sont positifs, la régle des signes donnant
facilement les autres cas. Supposons tout d’abord que les deux entrées sont des nombres normaux et que
extey+p > €min-

Lentier 2 = m,m, vérifie 22P=2 < » < 2% I’ opérateur de multiplication effectue cette multipli-
cation entiére sur 2p bits. Ici, g vérifie 2p > q¢ > 2p—2 > p. La décision entre les deux valeurs possibles
de g se fait en regardant le bit de poids fort de z. Le décalage vers la droite ne peut lui aussi prendre que
deux valeurs, p ou p — 1, et s’implante donc a I’aide d’une simple rangée de multiplexeurs.

En présence d’entrées dénormalisées, la situation se complique. En effet, le produit d’un nombre
dénormalisé par un nombre normal peut étre dans le domaine des nombres normaux, mais 1’entier z
pourra avoir entre p 4+ 1 et 2p — 2 bits et il faudra donc un décaleur conséquent. Autre cas, le produit
de deux nombres normaux peut tre un nombre dénormalisé et il faudra 1a encore effectuer un décalage
arbitraire de z vers la droite. Le matériel ignore généralement ces problémes et se concentre sur le cas ol
entrées et sorties sont normales. Les cas dénormalisés sont alors pris en charge par des circuits dédiés,
par du microcode dans les processeurs, ou plus prohibitif encore par le systeme d’exploitation.

2.4.3 Addition

Considérons maintenant le cas de 1’addition flottante de deux nombres normaux canoniques r =
my -2 ety = m,, - 2°. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les nombres sont ordonnés
ez > ey et que x est positif. Le signe de m,, par contre n’est connu que dynamiquement. Le résultat vaut
O((my - 2°°7% 4+ m,,) - 2°v). Il est cependant hors de question de calculer cette valeur ainsi en pratique,
puisque e, — e, peut étre arbitrairement grand et le décaleur et I’additionneur aussi par conséquent.

Plut6t que de décaler m, vers la gauche, la solution est de décaler m,, vers la droite, ce qui fait que
le décalage est d’au plus p bits. Le résultat est alors Cl(my, + [my - 2°97°]) - 2°). Le probleme est
que de I’information nécessaire pour arrondir est perdue lors du décalage vers la droite. Cela empéche
non seulement d’arrondir correctement le résultat, mais en cas d’annulation catastrophique entre m, et
|my - 2¢v7¢*], des bits de la mantisse résultat pourraient étre perdus.

Pour éviter cela, il est important de séparer deux cas. Il n’y a potentiellement annulation catastro-
phique que si m,, est négatif et e, > e, — 1. Dans tous les autres cas, la somme mg + |m, - 2%~
aura entre p — 1 et p + 1 bits.

Considérons d’abord le cas de I’annulation catastrophique. m,, est décalé d’un bit au plus vers la
droite, ou de facon plus simple, m, est décalé d’un bit vers la gauche. Comme il y a annulation ca-
tastrophique, il faudra potentiellement un décaleur entre 1 et p bits vers la gauche pour renormaliser le
résultat. Il n’y aura par contre pas besoin de circuit pour effectuer 1’arrondi, le résultat étant exact.

L’autre cas nécessite un décaleur vers la droite pour m,. Comme I'information nécessaire pour
I’arrondi est perdue lors de ce décalage, I’idée est de calculer a I’avance les bits r et s en regardant



seulement m,,. La difficulté est que leur position n’est pas connue exactement tant que le décalage final
de 1, 0 ou —1 bits n’a pas été décidé, ce qui nécessite le résultat de 1’addition. Pour contourner ce
probléme, des bits g de garde sont calculés en plus de r et s afin de pouvoir corriger r et s en cas de
mauvaise estimation de leur position [20].

2.4.4 Division et racine carrée

Contrairement a 1’addition et la multiplication, il est difficile d’implanter division et racine carrée
dans des circuits purement combinatoires. La plupart des circuits pour ces opérateurs sont en fait itéra-
tifs : ils sont appelés en boucle jusqu’a avoir calculé le résultat final. Les deux familles d’itération les
plus utilisées sont le calcul chiffre a chiffre et les convergences quadratiques.

Le calcul chiffre a chiffre correspond a I’approche manuelle : & chaque itération, un nouveau chiffre
du résultat est calculé. Une fois que suffisamment de chiffres ont été calculés, I’arrondi s’effectue en
regardant la valeur du reste [20]. Il y a cependant deux différences. Tout d’abord, un chiffre n’est pas
un bit, c’est un groupe de bits, ce qui permet de diminuer le nombre d’itérations nécessaires sans trop
augmenter leur colt.

Ensuite, les algorithmes s’autorisent des chiffres négatifs. Cela permet de n’effectuer qu’un calcul
approché mais rapide a chaque itération, ce qui peut provoquer des erreurs en exces du résultat qui seront
rattrapées lors des itérations suivantes. Par exemple, en décimal, le calcul du quotient de 350 par 57 peut
se faire en ne considérant que la division des premiers chiffres : 35/5 = 7. Le reste vaut alors —49. Le
chiffre suivant du résultat sera alors —49/5 ~ —9 noté 9 et le reste 2,3. A ce stade, le quotient vaut ainsi
7,9 = 6,1 et 350 = 57 x 6,1 + 2,3.

L’ autre approche consiste a utiliser une suite ayant une convergence quadratique de type Newton. Au
lieu de produire a chaque itération un nombre fixé de nouveaux chiffres, le nombre de chiffres corrects
du résultat va doubler a chaque itération. La section d.2.4]donnera un exemple d’un tel algorithme.

La principale différence entre ces deux approches est que la premiere effectue un calcul exact alors
que la seconde raffine un résultat approché. Ainsi, dans le cas d’une récurrence chiffre a chiffre effectuant
le quotient de x par y, a I’étape i, le quotient partiel g; de ¢ chiffres et le reste calculé de la division r;
vérifient © = yq; + ;.

Notez que, contrairement a 1’addition et a la multiplication, ces deux approches ne se prétent pas a
des calculs pipelinés : les mémes unités de calcul sont utilisées a chaque itération.

En fait, une troisieme approche est parfois employée. Il s’agit juste d’effectuer une approximation
polynomiale de 1/y, sur le modele de ce qui est fait pour les fonctions élémentaires en section

2.5 Compilation et sémantique

Passons maintenant au cas du logiciel. Comme mentionné en section [2.3.2] un développeur est gé-
néralement intéressé par la qualité numérique de son code et une fagon de 1’obtenir est d’effectuer une
analyse d’erreur en s’appuyant sur les bornes d’erreurs de chaque opération flottante. Encore faut-il
les connaitre ! On pourrait croire que I’existence d’une norme sur 1’arithmétique flottante fixe de fa-
con claire le comportement d’un programme numérique, mais c’est sans compter sur tous les autres
acteurs impliqués dans son exécution : langage, compilateur, systéme d’exploitation, processeur. Le
méme programme peut ainsi produire des résultats numériques bien différents en fonction des circons-
tances [21}, 134].

2.5.1 Parenthésage

Commencons par le langage et intéressons nous aux deux langages les plus utilisés en matiére de
calculs numériques : Fortran et C. Le langage Fortran autorise de reparenthéser toutes les expressions
arithmétiques qui ne sont pas explicitement parenthésées dans le programme, a condition de respecter



les régles d’associativité et de commutativité des réels. Ainsi, la somme flottante de quatre nombres
a+b+c+d pourrait aussi bien étre interprétée comme ( (a+b) +c) +d que comme (a+b) + (c+d). La
deuxieme forme présente ainsi I’avantage, sur une architecture parallele ou super-scalaire, d’effectuer
deux additions en parallele et donc de terminer plus rapidement que la premiere forme.

Malheureusement, les opérateurs flottants ne sont pas associatifs. Considérons la somme delta
+ 1. + (-1.) avec delta suffisamment petit, par exemple § = 27P. Si la somme est exécutée
comme (delta + 1.) +(-1.),lerésultat sera alors zéro. En effet, § est suffisamment petit pour
que o(d + 1) = 1. Si par contre la somme est exécutée comme delta + (1. - (1.)), alors le
résultat sera la valeur de delta. Cet exemple peut sembler artificiel, mais 1’ordre des opérations est
parfois fondamental pour certains algorithmes, comme décrit en section |4.1.2)

Le langage C n’autorise pas de telles réécritures des expressions : en I’absence de parenthésage
explicite, les opérateurs sont considérés comme étant associatifs a gauche. Par contre, rien n’empéche
un compilateur peu scrupuleux de s’affranchir de ces contraintes dans le but d’optimiser le programme
au maximum. Il devient ainsi important de choisir avec précaution les options de compilation pour éviter
ce genre de désagrément.

Dans ces conditions, il peut étre intéressant de faire une analyse de 1’erreur qui soit indépendante de
’ordre des opérations. Les bornes de la section [2.3.2 ne sont alors plus utilisables, mais il est possible
d’en trouver de nouvelles, dans le cas de 1’addition tout du moins [12]. L’idée est de chercher des bornes
telles que, si I’on effectue une analyse d’erreur pour un certain ordre des opérations (par exemple en
choisissant systématiquement I’associativité a gauche), I’erreur totale obtenue sera valable quelque soit
I’ordre de n additions. Cela signifie que le corollaire [2.8|doit alors étre oublié et la borne d’erreur prend
la forme

o(e +1) — (& +y)| < e(la] + |yl) + 5

avec € un peu plus grand que n27? et § = n2°min, [Janalyse d’erreur devient alors plus grossiére, mais
elle reste suffisamment précise pour traiter des algorithmes qui ne se préoccupent pas de I’ordre des
opérations.

2.5.2 Précision intermédiaire

Supposons maintenant que le compilateur respecte scrupuleusement la norme C, nous ne sommes
pas sortis de 1’auberge pour autant. Elle autorise en effet, dans certaines conditions, d’utiliser pour les
calculs une précision intermédiaire plus grande que celle que I’on pourrait déduire du type des opé-
randes. Ainsi, ce n’est pas parce que les deux entrées sont des flottants binary64 (p = 53) que leur
somme ne sera pas faite en binary80 (p = 64). Les processeurs de type x86 ont ainsi une unité flottante
qui fournit des registres et opérateurs en précision étendue, et les compilateurs ne se gé€nent pas pour les
utiliser s’ils en ont la possibilité.

On pourrait croire que 1’'usage d’une précision étendue ne peut qu’améliorer la qualité d’un calcul,
mais ce n’est pas forcément le cas. La encore, les algorithmes de la section|4.1.2|ne renverraient plus que
des résultats absurdes. Mais méme sur des algorithmes moins subtils, la situation n’est pas si simple. Le
coupable est le phénomene de double arrondi. En arrondi au plus pres, si jamais le résultat en précision
étendue p + p’ est arrondi vers le milieu de deux flottants en précision p, alors au moment de stocker le
résultat du calcul dans une variable en précision p, la valeur sera choisie de fagon arbitraire (parité de la
mantisse) entre les deux flottants a égale distance du résultat en précision étendue. Autrement dit, si le
mauvais flottant est choisi, I’erreur totale sera plus grande que si le calcul avait été directement effectué
en précision p.

Comme pour ’ordre des calculs, il est a nouveau possible de prendre en compte ces mauvaises
surprises en jouant sur la valeur de € dans la borne d’erreur 32} [12]].

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que I’influence du langage et du compilateur, avec une
petite contribution du processeur en ce qui concerne la présence de formats exotiques, mais le systéme



d’exploitation a lui aussi son grain de sable a caser. Par exemple, le systéme Microsoft Windows force les
processeurs de type x86 a effectuer les opérations en précision p = 53 méme quand les opérateurs 80 bits
sont utilisés. Cela a le bon golit d’éviter les problemes de double arrondi introduits par les compilateursﬂ
mais cela signifie aussi qu’un programmeur utilisant explicitement des opérations binary80 obtiendrait
des résultats calculés avec une précision bien plus faible que prévue.

2.5.3 Le casdu FMA

Pour finir, voyons ce qu’il en est du FMA, car cet opérateur ne fait pas partie des opérateurs arith-
métiques de base que I’on trouve dans les langages. Etant légérement plus rapide qu’une multiplication
suivie d’une addition, les compilateurs aimeraient bien introduire cet opérateur partout ot I’utilisateur
a écrit axb+c ou c+axb. La norme C autorisant I’usage d’une précision supérieure pour les calculs
intermédiaires, il suffit de dire que la multiplication est effectuée en précision infinie (ou simplement
2p) pour pouvoir employer un FMA a cet endroit. La norme C99 introduit ainsi la notion d’opération
contractante pour préciser le cadre de cette optimisation.

Notez que la notion de parenthésage revient alors de facon insidieuse. En effet, I’expression axb +
c+d peut se compiler aussi bien vers fma (a, b, cxd) que fma (c,d, axb) et le résultat dépendra
donc du compilateur. La encore, quelques surestimations dans le choix des bornes d’erreur permettent
de faire une analyse d’erreur qui soit correcte méme si le compilateur a fusionné des additions avec des
multiplications [12].

Comme avec le double arrondi, le FMA peut lui aussi introduire des résultats inattendus. Considérez
I’exemple suivant [37]].

double f (double a, double Db) {
return a >= b ? sgrt(a » a — b * b) : 0;

Cette fonction ne calcule sgrt (axa-b*b) que si a > b. Elle renvoie zéro sinon. A priori, par
monotonie de 1’opérateur d’arrondi, si a > b, alors axa—-bxb devrait étre positif ou nul et la racine
carrée est alors bien définie. C’est sans compter sur la présence potentielle d’'un FMA. Si c’est le cas,
pour a = b, la valeur de a~a—-b«b peut trés bien étre négative. En effet, si I’expression a été compilée
en fma (a, a, - (bxb) ), il suffit que a? < o(a?) = o(b?) pour que le résultat renvoyé par la fonction
f soit un NaN, ce qui arrivera donc souvent quand a = b.

3 Preuves

Tres vite, les théorémes traitant d’arithmétique a flottante deviennent trop longs et compliqués pour
que leurs preuves inspirent vraiment confiance. En effet, les vérifier représente alors une trop grande
quantité de travail pour un humain. Mais plutdt que de se débarrasser de ces preuves qui ont perdu une
part de leur utilité, I’idée est de les confier a un systéme formel implanté sur un ordinateur. C’est alors la
machine qui va se charger automatiquement de vérifier la correction des preuves et leur adéquation avec
les théorémes.

3.1 Coq

Plusieurs systemes formels sont adaptés a la vérification de preuves de théorémes mathématiques.
Nous allons ici nous intéresser au systeme Coqlﬂ

2. Il reste cependant des histoires louches pour les exposants trés grands et tres petits, donc la situation n’est pas tout a fait
parfaite.
3. http://cog.inria.fr/
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Ce systeme formel propose une logique intuitionniste d’ordre supérieure. Il s’appuie sur I’isomor-
phisme de Curry-Howard : un raisonnement prouve un théoreme donné si et seulement si le programme
(dans le A-calcul) associé a ce raisonnement a le type associé au théoreme. Par exemple, un théoréme de
la forme A = B = (' est correct dans ce formalisme si et seulement s’il existe une fonction qui, étant
données des preuves de A et B, est capable de construire une preuve de C.

C’est a la charge de I'utilisateur d’exhiber une telle fonction, le systéme se contentant de vérifier
que la fonction a le bon type. Cela en fait un prouveur interactif, aussi appelé assistant de preuves. Le
systeme fournit cependant un ensemble de factiques qui permettent de construire cette fonction impli-
citement en appliquant des étapes s’apparentant a du raisonnement mathématique [[1]. La particularité
par rapport a une preuve papier usuelle est qu’une démonstration Coq est une preuve en arriere : plutot
que de déduire des conséquences des hypotheses, 1’ utilisateur va chercher des propriétés qui impliquent
la conclusion du théoréme. L’approche consiste donc, étant donné un but & démontrer, a appliquer un
théoréme puis a prouver que ses hypothéses peuvent étre satisfaites.

L’avantage de cette approche est qu’il suffit de faire confiance a une petite portion d’un assistant
de preuve, dans le cas de Coq son algorithme de typage, pour étre siir qu'un théoréme est correct.
L’inconvénient est qu’une étape de raisonnement qui peut nous sembler évidente ne I’est pas toujours
pour I’ordinateur et une preuve formelle peut donc nécessiter un bien plus gros travail qu’une preuve
papier.

3.2 Formalismes pour ’arithmétique flottante

La premiere formalisation Coq de I’arithmétique flottante réellement utilisable pour prouver des
algorithmes a été PffE] [L6} 2]]. Les nombres flottants y sont décrits par des paires d’entiers mantisse-
exposant. Les formats sont décrits par leur exposant minimal et la précision des mantisses. Il s’agit donc
d’une formalisation trés proche du modele décrit dans les sections précédentes.

Voici un exemple d’énoncé de théoréme : entre plusieurs représentations valides de nombres flot-
tants, celle canonique est d’exposant minimal.

Theorem FcanonicLeastExp
forall (b : Fbound) (x y : float),
x =y :>R => Fbounded b x => Fcanonic b y => (Fexp y <= Fexp x)%Z.

Ce théoreme est quantifié universellement par un format b et deux paires d’entiers x et y (représen-
tant implicitement les nombres réels m,, - 2° et m,, - 2°v). La premiere hypotheése énonce que les réels
représentés sont les mémes. La seconde (Fbounded) dit que x est une représentation valide, c’est-a-
dire que |m,| < 2P et e; > emin. La troisiéme (Fcanonic) dit que y est non seulement valide mais
canonique. La conclusion du théoréme affirme alors que e, < e;.

Apres Pff, d’autres formalisations pour Coq de I’arithmétique flottante ont été développées. Elles
avaient d’autres objectifs que la preuve d’algorithmes flottants ; d’autres choix de conception que ceux
de Pff ont donc été faits. Ainsi, Pff représente 1’opération d’arrondi comme une relation entre un réel et
une paire d’entiers, ne propose pas de calculs effectifs sur les nombres flottants, ne permet pas de traiter
d’autres formats de nombres que celui décrit ci-dessus. Les formalismes suivants ont donc contourné
ces limitations, chacun de leur coté.

La bibliotheque Floch] a été congue pour réunir au sein d’un méme cadre toutes ces évolutions [9]].
Cette fois-ci, les nombres flottants sont un sous-ensemble des nombres réels et les fonctions d’arrondi
sont des fonctions des réels dans les réels. L’ensemble des nombres flottants pour un format donné est
alors défini comme étant I’image d’une telle fonction. Plus précisément, une fonction d’arrondi o est la

4. http://lipforge.ens—-1lyon.fr/www/pff/
5. http://flocqg.gforge.inria.fr/
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donnée de deux fonctionstnd : R — Zet ¢ : Z — Z.
o(z) = rnd (a: X 2_¢(e)) x 290) avec e = [logy(x) + 1].

Afin de vérifier les propriétés usuelles d’un arrondi, ces deux fonctions doivent étre contraintes. Par
exemple, rnd est choisie de telle sorte qu’elle soit 1’identité sur les entiers et monotone sur R. Le choix
de la fonction ¢ permet de représenter divers formats de nombre :
virgule fixe : ¢(€) = emin,
virgule flottante sans exposant minimal : ¢(e) = e — p,
virgule flottante : ¢(e) = max(e — p, €min),

emin +p—1 sie—p < eémin,
e—p sinon.

Méme si ce cours ne s’intéresse qu’a la base 2, aussi bien Pff que Flocq sont capables de gérer les
autres bases de numérations, les définitions précédentes utilisent en fait un parametre 5 > 2 a la place
de 2. Les propriétés de 1’arithmétique flottante décimale s’obtiennent ainsi en instanciant /3 par 10.

virgule flottante avec dénormalisation abrupte : ¢(e) =

3.3 Automatisation

Les systemes formels obligent I'utilisateur a décrire ses preuves dans ses moindres détails, ce qui
est rarement intéressant. Les sections suivantes vont donc s’intéresser a quelques méthodes permettant
d’automatiser la preuve formelle en rapport avec I’arithmétique des ordinateurs. L’ objectif est ici de
borner des expressions, par exemple pour prouver que des calculs ne vont pas provoquer de dépassement
de capacité, et de borner des erreurs pour s’assurer qu’une valeur calculée ne sera pas trop éloignée de
la valeur attendue.

3.3.1 Arithmétique d’intervalle

Larithmétique d’intervalle et ses variations fournissent un moyen simple de vérifier des propriétés
sur des expressions de facon mécanique. Dans cette section, le but n’est plus d’utiliser des preuves
formelles pour garantir qu’un théoréme a propos d’arithmétique flottante est vrai, mais au contraire
d’utiliser des techniques courantes en arithmétique des ordinateurs pour faciliter la preuve de théoréemes
mathématiques.

Considérons I’exemple suivant. Etant donnés un domaine D, une fonction f et une propriété P,
I’ objectif est de vérifier

Ve € D, P(f(z)).

Une formule équivalente s’obtient en considérant I'image f(D) du domaine D par f :
vy € f(D), P(y).
En fait, une facon suffisante de prouver cette formule serait d’exhiber un ensemble I tel que
f(D)CIAVy eI, Ply).

Voyons comment trouver un tel I de telle sorte que la partie gauche de la formule soit vraie par construc-
tion. Il ne restera alors plus qu’a prouver la partie droite. Dans cet optique, il est préférable que I soit
aussi petit que possible sous peine d’obtenir une formule improuvable.

Soient x et y deux expressions réelles comprises dans des intervalles a bornes flottantes [z, Z| et
[y, 7). Des intervalles encadrant les expressions composées suivantes peuvent étre calculés en s’appuyant
sur les propriétés de monotonie des différents opérateurs réels [35]].

r+y € [Viz+y), AT +7)
r—y € [viz—7),AF—-y)
Xy € [ggg(v(w)),glgg(ﬁ(w))] avec I' = {zy, Ty, 27, Ty}
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Nous pouvons ainsi définir des opérations sur des intervalles qui sont compatibles avec les opérations
sur les nombres réels. Qui plus est, I’arithmétique d’intervalles a bornes flottantes s’accommode bien
des dépassements de capacité, la borne de gauche devenant alors —oo tandis que la borne de droite
devient 4-oc.

Cette approche permet d’obtenir par le calcul un encadrement prouvé d’une expression f(x) connais-
sant un intervalle contenant x. Partant de 1a, c’est donc un moyen de prouver automatiquement et for-
mellement des bornes sur une expression, a supposer que le systeme formel sache faire de 1’arithmétique
flottante [30].

Larithmétique d’intervalle est cependant caractérisée par une perte de corrélation dans les calculs
qu’elle effectue. Supposons par exemple que nous cherchions a borner (z + 1) — x sachant x € [0, 10].
En effectuant le calcul par intervalle, nous trouvons que z + 1 € [1, 11] puis que (z +1) —z € [-9,11],
ce qui est un encadrement assez mauvais de 1. Il existe de nombreuses fagcons d’améliorer 1’arithmétique
d’intervalles pour limiter ce genre de probleme.

Une fagon simple consiste a découper I’intervalle d’entrée en sous-intervalles, a effectuer le calcul
par intervalles sur chacun d’eux, puis a faire ’'union de tous les intervalles résultants. Cette méthode est
effective a condition de découper des sous-intervalles suffisamment petits, ce qui peut étre coliteux en
temps.

Considérons maintenant une autre approche. Elle permet de prouver des bornes sur des expressions
dérivables. Le théoreme de Taylor nous apprend pour une fonction f dérivable sur un intervalle D
contenant z et xg que

f(z) = f(zo) + (x —z0)f'(§) avec{ € D.

En passant aux intervalles, la formule devient alors

f(z) € f([zo, o)) + (D — [wo, o)) f'(D).

Autrement dit, au lieu d’évaluer I’expression f(D) par intervalle, ¢’est maintenant I’expression f’(D)
qui est évaluée. Cette méthode peut étre combinée avec la précédente, par exemple pour éviter les points
ou la fonction n’est pas dérivable, ou tout simplement pour limiter les pertes de corrélation qui appa-
raissent dans le calcul de f(D) [31].

3.3.2 Analyse de ’erreur directe

A cause de la corrélation qui existe entre o(z) et x, une utilisation directe de 1’arithmétique d’in-
tervalle pour borner une erreur du type o(x) — z conduirait & des valeurs correctes mais sans intérét.
La solution est d’utiliser le lemme afin d’obtenir directement un encadrement de cette erreur. Par
exemple, si |x| < m avec m dans le domaine des nombres normaux, alors |o(x) — x| < 27Pm.

Qu’en est-il dans le cas général de ’erreur x — y entre deux termes x et y proches ? Si z est de
la forme x = o(z’), une premiere étape consiste a découper I’erreur en deux morceaux par 1’inégalité
triangulaire :

|z —y| < lo(a) — 2’| + [a" - yl.

Nous nous ramenons ainsi a borner une expression a — y un peu plus simple qui reste néanmoins I’ erreur
entre deux termes proches.

Supposons maintenant que x et y ont la mé€me structure, c’est-a-dire qu’il existe un opérateur < tel
que x = x10x2 ety = y; ¢ y2. Qui plus est, supposons que x; et x2 sont proches et qu’il en va de méme
pour y; et yo. Dans le cas de I’addition ou de la soustraction, nous pouvons alors appliquer 1’inégalité
suivante pour se ramener a des erreurs plus simples :

|z —y| < |z1 — 22| + |y1 — y2l.
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Pour la multiplication, I’idée est similaire mais en passant par 1’erreur relative plutdt que I’erreur
absolue :
lz/y — 1| < ez +ey+egey avec|zy/xe — 1| <epet|yi/ys — 1] < ey

A condition que les termes x et y aient la méme structure et en répétant ce processus itérativement,
nous pouvons ainsi nous ramener a des erreurs de la forme o(u) — u que nous savons borner. De facon
plus générale, nous pourrions nous ramener a des erreurs de la forme u — v dont les bornes pourraient
étre connues par ailleurs.

Ces idées se retrouvent dans 1’outil GappaE] [[L5]]. IT sert a prouver des formules de la forme

ete€eliN...ep€l,=ecl

avec ey, . . ., en, € des expressions arithmétiques et I, ..., I, I des intervalles a bornes numériques. Il
a été concu pour aider a vérifier la correction de fonctions en virgule flottante approchant des fonctions
élémentaires [[17]]. Les expressions peuvent donc contenir des opérateurs d’arrondi. L’outil utilise de
I’arithmétique d’intervalle naive pour borner les expressions mais il cherche aussi a les décomposer de
facon a se ramener a des termes corrélés qu’il sait traiter par des méthodes d’analyse d’erreur. Une fois
qu’il a réussi a prouver une formule, 1’outil génere une preuve formelle de cette formule que Coq peut
alors vérifier automatiquement [7]].

3.4 Exemple : le cas du cosinus

Afin d’illustrer les méthodes précédentes, nous allons considérer 1I’exemple suivant. L’ objectif est
de calculer en virgule flottante simple précision une approximation de la fonction cosinus sur un petit
intervalle autour de zéro : [-27%,274]. Au vu du domaine d’entrée et de la précision du résultat, il s’ agit
d’un exemple jouet. La section[4.4]détaillera comment une telle fonction est implantée en pratique. Voici
le code C de notre fonction jouet :

float my_cos (float x) {
return Oxf.fffffp-4f - x » x x 0x7.££5cT7p-4f;

3.4.1 Analyse de I’algorithme

Ce code effectue 1’évaluation d’un polyndme de degré 2 en virgule flottante simple précision (p =
24). Les nombres Oxf.fffffp-4fet 0x7.f££5c7p—4f utilisent la représentation hexadécimale du
C99 : la mantisse est représentée en base 16, I’exposant en base 10, et la puissance est 2. Chacun de ces
deux nombres est représentable en simple précision puisque leur mantisse fait 6 chiffres, soit 24 bits.
Le premier vaut environ 16 - 27# = 1 tandis que le second vaut environ 8 - 2= = 1/2. Autrement dit,
le polyndme vaut environ 1 — 22/2, ce qui n’est guére étonnant puisque 1’objectif est d’approcher la
fonction cosinus autour de zéro.

Notre but est de calculer la valeur mathématique du cosinus, mais nous implantons une évaluation
de polyndme en virgule flottante. Le cosinus aura sa notation usuelle cos(x), la fonction f(x) désignera
la valeur effectivement calculée par my_cos, tandis que P(z) représentera 1’évaluation du polyndme
en précision infinie, autrement dit sans aucune erreur d’arrondi. La distance entre f(z) et P(z) s’appelle
I’erreur d’arrondi. Celle entre entre cos(z) et P(x) s’appelle I’erreur de méthode. L erreur totale entre
la valeur souhaitée cos(x) et la valeur obtenue f(x) est donc bornée par la somme de ces deux erreurs.

Nous allons ici nous intéresser a 1’erreur de méthode. Remarquez tout d’abord que ce n’est pas le
polynéme 1 — 22 /2 qui a été choisi pour P mais un polyndme proche. En effet, le polyndme 1 — 2 /2,
bien que trés proche de cos(z) autour de zéro, devient une mauvaise approximation quand on s’éloigne,

6. http://gappa.gforge.inria.fr/
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FIGURE 2 — L’erreur de méthode entre cos et le polyndme est bornée par 8,9 - 10~8 pour |z| < 274,

I’erreur allant jusqu’a atteindre 6,4 - 1077 en # = 1/16. Le polyndme choisi est I'un des meilleurs
polyndmes de degré 2 approchant le cosinus sur I’intervalle [—1/16,1/16] dont les coefficients soient
représentables par des nombres simple précision. Cette fois, I’erreur maximale commise est 8,6 - 1075,
soit 8 fois meilleure que ce que nous aurions obtenu avec le polyndme de Taylor tronqué. La fonction
d’erreur cos(x) — P(x) est représentée sur la ﬁgure Remarquez que I’erreur atteint ses extrema locaux
en cing point alors que le polyndme est de degré 2 et que ses extrema sont (presque) tous égaux en valeur
absolue. Le théoreme de Chebyshev s’applique donc, ce qui justifie que le polyndome P est (presque)
optimal.

3.4.2 Spécification et preuve

En regle générale et dans cet exemple en particulier, I’erreur d’arrondi ne compense pas 1’erreur de
méthode, elle vient s’y ajouter. L’erreur totale sera donc supérieure 4 8,6 - 10~8. En prenant en compte
seulement la derniere opération (la soustraction) qui renvoie une valeur inférieure a 1, nous pouvons
estimer que 1’erreur d’arrondi sera au moins égale a 1/2 x 2724 ~ 3. 1078, L’erreur totale sera donc
d’au moins 1,2 - 1077 ~ 2723, Soyons optimiste et supposons que 1’erreur totale ne sera en fait pas plus
grande. Quelques entrées choisies au hasard confirment que c’est effectivement le cas.

Nous avons donc une fonction censée calculer une approximation de cosinus. Sa spécification est
que, pour toute entrée x telle que |z| < 1/16, le résultat f(z) doit vérifier | f(z) — cos(z)| < 2724,
La borne d’erreur étant optimiste, il est fort possible que la fonction ne satisfasse pas sa spécification. Il
reste donc a prouver formellement que la fonction et la spécification sont bien en adéquation.

Nous allons utiliser 1’outil Frama—C a cet effet, en conjonction avec le plugin Jessieﬁ et la plate-
forme Why3ﬂ Etant donnés un programme écrit en C et sa spécification, ces logiciels produisent un
ensemble d’obligations de preuve par calcul de plus faible précondition [19]. Une fois que toutes ces
obligations sont prouvées, soit par I’utilisateur soit par des outils automatiques, le programme est véri-
fié : il satisfait sa spécification. Cette spécification est fournie sous forme de commentaires dans le code.
Pour I’exemple, cela donne le programme suivant :

7. http://frama-c.com/
8. http://krakatoa.lri.fr/
9. http://why3.1lri.fr/
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/*@ requires \abs (x) <= 0xlp-4;
@ ensures \abs (\result - \cos(x)) <= 0xlp-23;
@x/

float my_cos (float x) {
return Oxf.fffffp-4f - x » x * 0x7.££5c7p-4f;

Le commentaire requires indique I’hypothese qui est faite sur les entrées de la fonction ; il s’agit
d’une précondition. Les obligations de preuves générées pour les fonctions appelant my_cos deman-
deront de prouver que cette hypothese est toujours satisfaite. Le commentaire ensures indique la
propriété vérifiée par le résultat de la fonction ; il s’agit d’une postcondition. Les obligations de preuves
générées pour les fonctions appelant my_cos pourront la supposer. Quant a I’obligation de preuve gé-
nérée pour la fonction my_ cos, elle demande de prouver que la postcondition est vraie sachant que la
précondition 1’est et connaissant le code de la fonction. C’est sur cette obligation de preuve que nous
allons nous concentrer.

A partir de 13, on pourrait espérer que tout soit prouvé automatiquement, a supposer que la spécifi-
cation est effectivement correcte. Cependant, les approches automatiques de la section [3.3|n’arrivent pas
toujours a correctement séparer 1’erreur de méthode de I’erreur d’arrondi. Pour les aider un peu, nous
allons ajouter une assertion dans le code qui prétend que I’erreur de méthode P () — cos(x) est bornée :

float my_cos (float x) {
//@assert \abs (0xf.fffffp—4f — x * x + 0x7.ffbc7p-4f —\cos(x)) <= 8.9e-8;
return Oxf.fffffp-4f - x « x x 0x7.ff5c7p-4f;

L’obligation de preuve va maintenant se décomposer en deux morceaux : le premier demande de
prouver que 1’assertion est vraie connaissant la précondition, le second demande de prouver que la
postcondition est vraie connaissant 1’assertion. Le premier peut alors étre transformé en un but Coq que
I’utilisateur doit prouver :

Theorem WP_parameter_my_cos_ensures_default
forall (x_0O:floating_point.Single.single),
((Rabs (floating_point.Single.value x_0)) <= (1 / 16)%R)%R —>
((Rabs (( (16777215 / 16777216)%R - (((floating_point.Single.value x_0) =*
(floating_point.Single.value x_0))%R * (8385991 / 16777216)%R)%R) %R -
(Rtrigo_def.cos (floating_point.Single.value x_0)))%R) <= (89 /
1000000000) %R) %R.

Remarquez que la borne de I’erreur de méthode a été changée de 8,6-10~8 en 8,9-10~% afin de facili-
ter sa preuve en Coq. Cela pourrait bien siir rendre improuvable la borne sur I’erreur totale (le deuxiéme
morceau de 1’obligation de preuve) ; mais dans le cas présent, il s’avere que Gappa y arrive automatique-
ment. La combinaison des preuves Coq et Gappa conclut la vérification de la fonction my_cos : étant
donnée une entrée x bornée par 1/16, elle calcule effectivement une valeur 4 une distance au plus 2723
de cos(x).

Nous n’avons pas abordé ici la question des dépassements de capacité. En fait, les outils générent
une deuxieme obligation de preuve qui demande de prouver qu’aucune des quatre opérations flottantes
de la fonction ne déborde. Gappa n’a aucune difficulté a la prouver.

4 Applications

4.1 Calculs exacts

En tant qu’approximation des nombres réels, les calculs a virgule flottante semblent imparfaits et
imprécis. Il est néanmoins possible de calculer juste avec des flottants. Plus précisément, pour certaines
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opérations, on peut calculer exactement 1’erreur commise et cela en utilisant uniquement des calculs
flottants. Nous allons ici parler de calcul exact et de calcul d’erreur.

4.1.1 Sterbenz

Le calcul exact le plus connu est la soustraction exacte, connue également sous le nom de théoreme
de Sterbenz [41]].

Théoreme 4.1 (Sterbenz) Soient a et b dans I tels que

<a<2b

N o

Alors le réel a—Db est représentable. En particulier, il est calculé sans erreur par la soustraction flottante.

Preuve. La preuve est assez simple. Considérons a et b tels que b < a < 2b, ’autre cas se traitant par
symétrie. Nous en déduisons facilement que a et b sont positifs ou nuls. Alors, si nous considérons les
représentations canoniques, nous avons e, < e,. Nous pouvons prendre pour a — b le flottant qui lui est
égal (mg — my X 297 %) . 2% Son exposant est convenable et sa mantisse est telle que

[ma —my x 297%| = |a —b|27% = (a — b)27% < a27% =m, < 2P.

L’exposant et la mantisse de ce flottant sont acceptables, donc a — b est représentable. |

Une soustraction entre deux nombres proches est donc exacte. Elle est pourtant souvent appelée
« annulation catastrophique » (cancellation) car elle fait ressortir les erreurs précédentes. Si le résultat
est un dénormalisé, le résultat reste valide, c’est alors équivalent au lemme [2;7}

4.1.2 Erreur de I’addition

Si I’on ne considere que 1’arrondi au plus proche, I’erreur commise lors d’une addition flottante est
représentable par un flottant. Si 1’on reprend la fagcon dont on calcule le résultat d’une addition de la
section [2.4] on voit que si les nombres sont proches, alors I’erreur est a la suite du résultat arrondi de
I’addition et tient sur un flottant. Si les nombres sont éloignés, le plus grand est le résultat tandis que le
petit est ’erreur. Ce n’est pas le cas en arrondi dirigé. De plus, cette erreur exacte peut étre calculée en
utilisant uniquement des opérations flottantes [[18} 28] :

Théoreme 4.2 (FastTwoSum) Soient a et b deux flottants. On calcule

rn = O(CL + b)
¥ = o(ry—a)
rg = o(b—1V)

Alors, si |a| > |b

, on a I’égalité mathématique a + b = r1 + 7a.

Ainsi, si on connait le plus grand des deux flottants a et b, on peut trés facilement (2 additions sup-
plémentaires) calculer I’erreur exacte de leur addition. Le théoréme suivant permet de traiter le cas ou
I’ordre de a et b n’est pas connu a I’avance, au prix de 5 additions supplémentaires.
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Théoreme 4.3 (TwoSum) Soient a et b deux flottants. On calcule

ry = ola+b)
¥ = o(ri—a)
a = o(r;—Vb)
e = ob—1V)
e = ola—ad)
ro = o€+ €)

Alors on a I’égalité mathématique a + b = r1 + ra.

Dans les deux algorithmes précédents, il n’y a aucun souci en cas d’underflow : si a, b, 1 ou ro est
un dénormalisé, on aura toujours 1I’égalité mathématique a + b = 1 + 9.

4.1.3 Erreur de la multiplication

Le cas de la multiplication est en fait plus simple que 1’addition : I’erreur de la multiplication est
représentable quel que soit le mode d’arrondi si elle n’est pas trop petite. En effet, comme vu en sec-
tion [2.4.2] multiplier deux flottants sur p bits donne un flottant sur 2p bits que I’on peut scinder en deux
morceaux : le résultat arrondi et I’erreur. Parfois, 'erreur est trop petite pour étre représentable, par
exemple, si I’on multiplie 2°mi» par 27!, I’arrondi est 0 et I’erreur est 2°min ! qui n’est pas représentable
par un flottant.

Reste ensuite a calculer cette erreur en n’utilisant que des calculs flottants. Pour cela, nous nous
servons de I’algorithme suivant qui coupe en deux (partie haute et partie basse) un flottant. Ici, il s’agit
d’un flottant double précision dont la mantisse fait 53 bits. La partie haute sera sur 26 bits. La partie
basse devrait étre sur 53 — 26 = 27 bits, mais grace au signe, on gagne un bit et la partie basse est
également représentable sur 26 bits.

Théoréme 4.4 (Veltkamp) On calcule avec p = 53. Soit C = 227 + 1 (flottant représentable) et soit a
un flottant. On calcule

p = o(ax(C)
¢ = ofla—p)
a1 = o(p+q)
az = ola—ay)

Alors a = aj + ag et ay représente les 26 bits de poids fort et as est également représentable sur 26 bits.

Pour calculer I’erreur de la multiplication, I’idée est alors assez simple : nous coupons en 2 les entrées
a et b. Nous multiplions entre eux chacun des morceaux, car les multiplications sont alors exactes. Nous
ajoutons ensuite dans le bon ordre les produits partiels [[18]] comme indiqué dans le théoréme suivant.

Théoreme 4.5 (Dekker) Soient a et b deux flottants. On calcule

(a1,a2) = Veltkamp(a)
(b1,b2) = Veltkamp(b)
ry = o(axb)
t1 = o(—r+o(a; x b))
to = o(t;1 +o(ar X b))
ts = o(ta+ o(az X b))
ro = o(ts+ o(az X b2))

Alors, si I’erreur de la multiplication est représentable, a X b = r1 + ro.
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Il faut noter que cet algorithme est tres coliteux (16 opérations supplémentaires). Si le processeur
posséde un FMA, calculer I’erreur de la multiplication devient trivial [27] :

Théoreme 4.6 (FastTwoMult) Soient a et b deux flottants. On calcule:

r = o(ax b)

ro = O(aXb—Tl)
Alorsa x b =11 + 7.

L’erreur de la multiplication étant un flottant, il est calculé exactement par le FMA en une seule opération
s’il n’y a pas d’underflow.

4.1.4 Erreur du FMA

De la méme fagon que 1’addition ou la multiplication, on peut vouloir calculer I’erreur exacte d’un
FMA. Dans ce cas, ’erreur ne peut généralement pas étre représentée sur un seul flottant, mais elle
peut I’étre comme somme de deux flottants, si le résultat de la multiplication n’est pas trop petit (voir
ci-dessus). Nous avons un algorithme pour calculer ces erreurs [10]:

Théoreme 4.7 (FmaErr) Soient a, x et y des flottants. On calcule

rn = olar+y)
(u1,ug) = FastTwoMult(a,z)
(a1,9) = TwoSum(y, usz)
(B1,B2) = TwoSum(uy,aq)
v = o(o(f1—r1) + f2)
(ro,r3) = FastTwoSum(y, az)

Alors, si lerreur de la multiplication du FMA est représentable, on a ax + y = r1 + ro + r3. De
plus, r1, 72 et r3 vérifient |ro + r3| < ulp(r1) et |r3| < Fulp(ra).

Au final, il est possible d’identifier des calculs exacts ou de calculer exactement des erreurs avec un
surcoit parfois important. Nous allons maintenant regarder des exemples ot nous nous accommodons
des calculs inexacts, mais ou nous souhaitons au moins évaluer I’incertitude.

4.2 Exemples
4.2.1 Discriminant

Un premier exemple est celui du calcul précis du déterminant 2 x 2. Cela sert pour le test d’orientation
(un point est-il 4 droite ou & gauche d’une droite) mais aussi pour le calcul du discriminant b?> — a x c.
Nous allons nous intéresser a ce dernier cas. L’algorithme naif est assez peu précis et peut facilement
donner une réponse incorrecte. La figure [3] décrit un algorithme plus complexe dii a Kahan [26] qui
donne le bon résultat a 2 ulps pres.

La fonction fabs est la valeur absolue. La fonction exactmult correspond a la valeur r3 de 1’algo-
rithme de Dekker présenté en section [4.1.3]: c’est I’erreur de la multiplication dont I’arrondi est donné
en dernier argument. Ainsi, la somme p + dp est mathématiquement égal a b2.

L’idée de cet algorithme est la suivante : le test p+q <= 3xfabs (p—q) décide si b> ~ a x cet
donc si les erreurs de calculs dans les multiplications risquent de fausser le résultat. Si ce test est vrai,
il n’y aura pas d’annulation catastrophique et on peut choisir 1’algorithme naif qui donnera une bonne
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double Kahan_discr (double a, double b, double c) {
double p, gq,d,dp,dqg;
p=b+*b;
g=ax*cj;

if (pt+g <= 3xfabs(p—qg))
d=p-q;

else {
dp=exactmult (b, b, p);
dg=exactmult (a,c,q);
d=(p-q) + (dp—dq) ;

}

return d;

FIGURE 3 — Algorithme de Kahan pour le calcul précis du discriminant.

précision. Si ce test est faux, 1’algorithme naif est insuffisant et on calcule les erreurs des multiplications
dp et dg et on tient compte de ces termes d’erreurs.

La preuve initiale est assez complexe et prouve que le résultat final est 2 moins de 2 ulps du résultat
exact. La preuve complete est bien plus compliquée puisque le test flottant peut se tromper. En effet, le
résultat exact du test p + ¢ < 3 |p — ¢| peut différer de celui de p+g <= 3xfabs (p—q) aux limites.
Ce fait n’était pas prévu par ’auteur de I’algorithme, mais ne remet pas en cause sa validité. Les cas
d’erreur du test correspondent aux cas ol b? & ZCetola X c~ % et dans ces cas, tous les chemins
d’exécution donnent une erreur inférieure a 2 ulps [4].

Ici, il n’y a pas de probleme supplémentaire dii 2 un underflow. Si les termes d’erreurs de la multipli-
cation sont calculés exactement, alors 1’algorithme fonctionne, méme si ces derniers sont dénormalisés.

4.2.2 Evaluation polynomiale

Pour 1I’évaluation de fonctions élémentaires (cos, exp...), on évalue souvent un polyndme avec un
argument petit (comme un polyndéme de Taylor). En pratique, cela fait des évaluations particulierement
précises, surtout lorsqu’on utilise la méthode de Horner. Ici, nous n’allons en fait nous intéresser qu’aux
dernieres opérations. En effet, les résultats précédents étant multipliés par 1’argument réputé petit, leur
influence sera minime. Mais nous voulons également pouvoir comparer le résultat au résultat mathéma-
tique exact, par exemple comparer exp(z) et 1+x+x*x/2, ce qui nécessite de tenir compte d’une erreur
de méthode [6].

Nous allons ici nous intéresser a la notion d’arrondi fidele : f est un flottant arrondi fidele d’un réel
x si f est ’arrondi vers le haut ou vers le bas de x. Autrement dit, f est I’arrondi de = pour un certain
mode d’arrondi et nous le noterons donc f = (x). Nous ne garantissons pas I’arrondi exact, mais une
tres grande proximité et une erreur strictement inférieure a un ulp.

Théoreme 4.8 (Axpy) Soient les réels ag, xq et yo. Soient les nombres flottants représentables a, x et
y avec une précision p > 6. Les nombres flottants représentables t et u sont définis part = o(a X x) et
u=o(t+vy). Si
(3+24_p) X |la x x| < |y, et
21—
12

lyo — y| + |ap X z9g —a x x| < X |yl

alors u = O(ag X xo + Yo)-
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FIGURE 4 — Dernier pas de 1’évaluation de Horner

Autrement dit on calcule le flottant renvoyé u comme montré en figure [4.2.2] En négligeant les
dépassements de capacité, si 3 |a x z| < |y| et err(y) + err(a x z) < 25~ x |y|, alors u est 'un des
flottants encadrant le réel exact [[11]. Bien que le théoréme ne fasse pas apparaitre 1I’exposant minimal,

il tient précisément compte des dénormalisés et de tous les cas possibles d’underflow.

4.2.3 Emulation du FMA

Le FMA est un opérateur récent et beaucoup de processeurs ne le possedent pas. Se pose alors la
question d’émuler un FMA a I’aide des opérateurs flottants existants. Mais il est impossible d’émuler
un FMA en utilisant seulement 1’addition et la multiplication. Nous allons également utiliser un arrondi
spécial appeler arrondi impair noté [l,qq défini par

T sixz el,
Oodda(z) = ¢ A(x) sisamantisse est impaire,
(z) sinon.

Cet arrondi est un arrondi fidele. De plus, il renvoie toujours un flottant impair, sauf lorsqu’il est
exact. Cet arrondi peut étre calculé comme un ou logique entre 1’arrondi vers zéro et I'un des drapeaux
que léve le processeur pour signaler un calcul inexact. Cela peut également &tre fait en logiciel en
utilisant des tests [[8]].

Avec cet arrondi, on peut alors émuler un FMA de la fagon suivante.

Théoreme 4.9 (FmaEmul) Soient a, x et y des flottants. On calcule

(up,up) ExactMult(a, x)
(th,t;)) = TwoSum(y,up)
v = oaa(t; +w)
z = o(th+v)

Alors, si I'erreur de la multiplication du FMA est représentable et que la précision p > 5, ona z =
o(a x x 4+ y).

L’arrondi impair permet également de calculer o(a + b + ¢) [8].

4.2.4 Division entiere sur Itanium

Une application contraire a I’intuition est la suivante : utiliser les opérateurs flottants pour effectuer
des opérations entieres. C’est le cas pour I’architecture IA-64 [14] qui ne contient pas d’unité calculant
la division mais propose des FMAs. Nous ne présenterons ici que le cas de la division 16 bits.

Pour calculer a/b, on utilise une table qui donne des valeurs approchées sur 11 bits de 1/b pour
les valeurs de b avec une erreur inférieure 2 275, ’idée est alors de partir de cette approximation et
d’en doubler la précision. Il y a ici une difficulté supplémentaire : si nous utilisons une itération usuelle,
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le résultat risque d’€tre incorrect car juste inférieur a la valeur voulue. Pour que les erreurs rendent la
valeur toujours supérieure a la valeur voulue et donc tronquée au résultat correct, on ajoute une constante
magique 2~ '7 qui est suffisante pour empécher un mauvais arrondi trop petit mais pas assez grande pour
créer un mauvais arrondi trop grand.

Théoreme 4.10 Soient a et b des entiers 16 bits. On calcule en précision p = 64 :

yo = ApproxTable(1/b)

g = ofaxyp)

eo = o(l+271T —bxyp)
@1 = o(q+eoxq)

q = |a]

Alors, ¢ = |a/b].

Les calculs se font en précision étendue avec p = 64. Regardons cet algorithme. Tout d’abord, on a
Yo = 1/b(1+eq) avec |go| < 278886, Puis a x g est calculé exactement car yq est sur 11 bits et a sur 16,
donc qp = axyp = a/b(1+4¢€p) et est sur 27 bits. Puis, e( est calculé par un FMA. En fait, cette opération
est exacte : c’est quasiment le théoreme de Sterbenz car b x yg ~ 1. Donc eg = 1 + 2717 _ b xyg =
2717 _¢¢. Le calcul de ¢y est également exact car gy + eg X qo = qo(1+ep) et go est sur 27 bits et 1 +¢g
loge sur 28 bits, ce qui fait 55 bits et nous en avons 64. Donc g1 = qo + eg X qo = a/b(1 +¢)(1 + ep).
Au final, ¢ est calculé avec une erreur faible et positive.

Un certain nombre de généralisations, ainsi que les preuves formelles, ont été faites par Harri-
son [23].

4.3 Exemple en analyse numérique : équation des ondes

Une partie de 1’analyse numérique est consacrée a la recherche de schémas numériques, c’est-a-
dire des algorithmes pour calculer une approximation de la solution exacte d’une équation aux dérivées
partielles (EDP) ou d’une équation différentielle ordinaire. Nous présentons ici une EDP assez simple,
I’équation des ondes en dimension 1 avec un schéma numérique treés simple dont nous allons étudier
Ierreur.

L’équation des ondes en dimension 1 est la solution de 'EDP

0?u(x,t) 2 0?u(x,t)

ot? oxz s(@,?)

avec des valeurs fournies pour la position ug(z) et la vitesse initiales u; (x), ainsi que pour la vitesse de
propagation c. Elle correspond a I’oscillation d’une corde, au son, aux ondes radar. . .

Nous considérons une grille finie de taille (Axz, At). Nous voulons calculer uf qui approche u(jAz, kAt),
la solution exacte au point de la grille. Pour cela, nous utilisons le schéma a 3 points aux différences fi-
nies centré :

ko k—1_ k=2 k=1 _ o k=1 k-1
uj — 2wyt T 2t 2uj Auiy -1
At2 AxQ J

comme expliqué en figure[5] ainsi que d’autres formules similaires pour les initialisations.
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FIGURE 5 — Schéma a 3 points : u; dépend de Uiy, Uy, Uiy etug T
Ce schéma est traduit en un programme C dont voici un extrait apres les initialisations de u[.] [0]

etul.][1]:
for (k=1; k<nk; k++) {

ul0] [k+1] = 0.;

for (i=1; i<ni; i++) {
du = ul[i+1]([k] - 2.*u[i][k] + uli-1]T[k];
uli] [k+1] = 2.*ul[i][k] - ul[i][k-1] + a=xdu;
}

ulni] [k+1] = 0.;

Pour prouver le bon comportement de ce programme, il faut donc a la fois borner son erreur d’arrondi
(car les calculs ne sont pas exacts) et son erreur de méthode (car le schéma n’est pas la solution exacte).

4.3.1 Erreur de méthode

L’idée ici est de prouver que le schéma numérique sans erreurs d’arrondi est proche de la solution
exacte de ’EDP. C’est un fait bien connu en mathématiques. La traduction vers la preuve formelle s’est
cependant révélée plus ardue que prévu [5]. Nous ne donnerons ici que 1’idée générale.

Nous utilisons un grand O uniforme ou la premiere fonction a 2 variables et la seconde une seule.
La relation f = O(g) est définie par

do,C >0, Vx,Ax, [Ax| <a=|f(x,Ax)| <C-|g(Ax)|.

En fait, f dépend du point (espace, temps) et de la taille de la grille tandis que g ne dépend que de la
taille de la grille.

La preuve mathématique se fait alors en trois temps [3] :

— La consistance mesure a quel point la solution exacte résout le schéma numérique. La preuve se
base sur le théoréme de Taylor et beaucoup de manipulations symboliques.

— La stabilité garantit que les valeurs du schéma numérique restent bornées. La preuve se base
sur la définition d’une énergie discreéte dont on donne les propriétés. La preuve consiste en des
manipulations de produits scalaires et de normes.

— La convergence est la preuve finale a partir des résultats précédents et des initialisations.

Au final, nous prouvons que le schéma numérique est borné. Plus précisément, notons e? I’erreur de

convergence définie par u(jAz, kAt) — ugﬁ et définissons la norme utilisée par ||q, HZCE = ZZQ‘B" @Az,
Nous prouvons alors la formule attendue par les numériciens :

kaz(t
Hehm()H = O ¢ € [0, tumas] (Az? + At?).
Al_ sy YImax
(Az, At) — 0
0< Az AN O <ALA
R <1-¢

Quand la taille de la grille décroit, Ax et At décroissent et I’erreur de convergence décroit de fagon
quadratique.
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4.3.2 Erreur d’arrondi

Avec une technique naive, on obtient une erreur d’arrondi de 1’ordre de 2 2753 au bout de % pas
de temps, ce qui est a la fois énorme et bien supérieur a ce que 1’on constate en pratique. En effet, les
erreurs d’arrondi se compensent lors des calculs. Pour exprimer (et prouver) ce fait, nous allons donner
une expression précise de I’erreur d’arrondi signée en fonction d’erreurs élémentaires [3]]. Nous mettrons
ainsi en évidence les compensations.

Nous rappelons I’itération principale :

dp = pli+1]1(k] - 2.xp[il[k] + pl[i-1]1[k];
pli] [k+1] = 2.xp[i] [k] - p[i][k-1] + axdp;
En supposant que lesp [ .] [ .] sont exacts, nous notons Ef“ Ierreur d’arrondi commise lors de ces

deux lignes de calcul. Comme le schéma numérique est borné et que nous connaissons les initialisations,
nous pouvons garantir que les flottants sont inférieurs a 2. Nous en déduisons donc par arithmétique
d’intervalles que pour tout n, m, nous avons || < 78 x 2752,

Nous définissons ensuite une suite mathématique (qui est une solution du schéma avec d’autres
initialisations) par

ag =1 Vi#0, o =0
aly=al=(1-a) ofy=2a Vig {-1,0,1}, al =0
ok =a x (af__ll + Ozﬁfll) +2(1 —a) x ozf_l - oz?_z

Nous prouvons alors que I’erreur d’arrondi des pf est

k l

k k k-l
p; — exact(p;) = Z Z o e

1=0 j=—1

Cette double sommation permet d’exhiber les compensations d’erreurs et donne au final une erreur
d’arrondi tout a fait acceptable, de I’ordre de k2 2753 :

pF — exact (pf)‘ <T8x 278 x (k+1) x (k+2).

Au final, nous avons completement annoté (154 lignes d’annotations pour 32 lignes de C) et prouvé
le programme (149 obligations de preuves) en utilisant des outils automatiques (117 obligations de
preuves automatiquement prouvées) et Coq (15000 lignes et 30 minutes de compilation).

4.4 Fonctions élémentaires

L’ évaluation des fonctions élémentaires constitue un domaine ou des techniques tres pointues d’arith-
métique des ordinateurs sont mises en ceuvre. Les fonctions élémentaires désignent généralement 1’en-
semble des fonctions obtenues par composition de polyndmes, de 1’exponentielle complexe, et de I’in-
verse de fonction. On y trouve ainsi le logarithme, le sinus, ou encore 1’arctangente hyperbolique.

Une particularité des fonctions élémentaires usuelles est que leur évaluation peut se faire en trois
étapes [36]. Prenons I’exemple de 1’exponentielle que I’on cherche a évaluer en z :

1. Réduction d’argument : trouver =’ proche de zéro et k € Z tels que x ~ 2’ + klog 2.
2. Evaluation sur un petit intervalle : calculer ¢/ ~ exp(z').
3. Reconstruction du résultat : renvoyer y = 3/ - 2.

Remarquez que I’étape de reconstruction est ici triviale : y s’obtient en incrémentant de k I’exposant
du nombre flottant 3. Pour d’autres fonctions, ce pourra étre la réduction d’argument qui est triviale
tandis que la reconstruction est compliquée ; c’est par exemple le cas du logarithme en base 2. Enfin, il y
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a des fonctions pour lesquelles aussi bien la réduction d’argument que la reconstruction du résultat sont
compliquées.

L’intérét d’effectuer ces étapes 1 et 3 est de simplifier et d’accélérer autant que possible I’étape 2.
En effet, I’évaluation se fait généralement a I’aide d’un polynéme. Or plus I’intervalle est petit, plus
I’approximation polynomiale sera précise, ou, a précision égale, plus le degré du polyndme sera petit et
donc son évaluation rapide.

4.4.1 Réduction d’argument

La premiere étape consiste a ramener 1’entrée de la fonction dans un petit intervalle. Par exemple,
dans le cas d’une fonction circulaire, on pourrait vouloir obtenir 2’ et k tels que  ~ =’ + kn/4 et
0 < 2’ < /4. En fait, les fonctions circulaires étant périodiques, la valeur exacte de k est sans intérét,
seule sa valeur modulo 8 importe. Autrement dit, nous allons chercher comment calculer z’ et k tels que
a' + kmw/4 — x ~ 0 [27]. Nous supposerons que x > 0.

Considérons d’abord la formule naive suivante :

k= |o(x xo(4/m))] et z'=o(x—o(o(n/4) X k)).

Si k est non nul, la valeur de o(w/4) x k est suffisamment proche de x pour que le théoreme
s’applique. La soustraction de z’ est donc exacte. Par conséquent, I’erreur absolue totale commise lors
du calcul de 2’ est celle de o(o(7/4) x k), c’est-a-dire quelques ulp(z) puisqu’il n’y a que des multipli-
cations et pas de risque de valeurs dénormalisées. Autrement dit, I’erreur absolue sur 2’ augmente avec
x alors que la valeur de 2’ reste plus petite que /4. Pour éviter cela, il faudrait augmenter la précision
a laquelle est connue la constante 7 /4 et sont effectués les calculs intermédiaires. Ce dernier point rend
cet algorithme inutilisable en pratique pour les grandes valeurs de .

L’ objectif est donc de trouver un moyen de garantir une erreur absolue faible tout en ayant une pré-
cision intermédiaire constante et donc un temps de calcul constant. Tout d’abord, modifions légerement
I’algorithme de la fagon suivante :

z=o(x xo(4/m)) et k=|z] et 2/ =o(o(n/4) x o(z — k)).

La situation n’est pas plus satisfaisante qu’avant, I’erreur absolue finale étant de 1’ordre de celle
commise lors du calcul de z. Remarquez que cette borne sur I’erreur absolue est directement proportion-
nelle a la constante 4 /7 qui apparait dans z. S’il était possible de la remplacer par une constante plus
petite, I’erreur absolue pourrait étre ramenée dans des bornes raisonnables. C’est I’idée de 1’algorithme
suivant [38]] :

z=o(zxC.) e k=|z] et 2’ =o(o(n/4)xo(z—k)).

L’ objectif est donc de trouver toute une famille de constante C;. La constante C,, utilisée lors de la
réduction d’argument dépend de I’exposant de = puisque plus = est grand plus il faut que la constante
soit petite pour garder une erreur absolue bornée. Evidemment, puisque cette constante n’est plus une
approximation de 4/, la propriété x ~ x’ 4+ k7 /4 n’est plus vérifiée. La propriété 0 < x < /4 est par
contre vérifiée. Il reste donc a choisir C., de telle sorte que 2’ + k7w /4 — x ~ 0 [27].

Les calculs intermédiaires seront effectués dans une précision p tandis que x = my, - 2°¢ est repré-
senté avec une précision p,, moindre. Soit w = e, — 3. Représentons la valeur 4/7 comme la somme
ap, - 27" 4 o avec oy, un entier et o un réel entre 0 et 27", Fixons Ce, = v/ (oy).

Le produit x x C,, vaut donc

xxCey = xxX4/m—my 2%y, -27" 4+ — V()
= zx@/m+ao— () —8myap.

25



Le produit 8myay, est un entier multiple de 8. Il n’a donc aucune influence sur la valeur de & mo-
dulo 8; il n’en a pas non plus sur la valeur de . L’erreur absolue commise est maintenant de I’ordre de
x - (ay — 7(oy)) qui est plus petit que 26 TPe=w=PF1 — 9P==P+4 Notez que la précision p des calculs
intermédiaires doit bien étre supérieure a celle p, de I’entrée mais qu’elle ne dépend pas de 1’amplitude,
ce qui était I’objectif recherché.

On pourrait penser a priori que I’ensemble des constantes C; nécessite un espace de stockage de
I’ordre de p X emax bits. Ce n’est pas le cas. En effet, les constantes C; et C;41 different peu : I’exposant
est décrémenté de 1 tandis que les mantisses sont identiques a un décalage de 1 pres. Par conséquent,
environ p + emax bits du développement binaire de 4 /7 suffisent pour effectuer la réduction d’argument.

Ceci n’est qu’un apercgu des algorithmes de réduction d’argument ; il en existe de nombreux autres.
Qui plus est, il est parfois nécessaire d’avoir une borne sur I’erreur relative et non pas I’erreur absolue et
cet algorithme ne serait donc pas directement utilisable.

4.4.2 Calcul en haute précision

Tout d’abord, a moins d’avoir une reconstruction triviale, des erreurs d’arrondi supplémentaires
viendront s’ajouter apres 1’évaluation polynomiale. Qui plus est, certaines reconstructions peuvent am-
plifier les erreurs commises lors de la réduction d’argument et 1’évaluation polynomiale. Par conséquent,
il n’est généralement pas possible de faire les calculs intermédiaires en précision p si I’ objectif est d’ob-
tenir une erreur relative finale de I’ordre de 277. La précision des calculs intermédiaires doit donc étre
plus élevée, parfois le double ou le triple de la précision attendue comme c’est le cas pour les fonctions
correctement arrondies que nous aborderons plus tard.

Si Iarchitecture cible propose plusieurs précisions de calcul dont une suffisamment grande pour
effectuer les calculs intermédiaires, il n’y a pas de difficulté. Si ce n’est pas le cas, il faut émuler cette
précision étendue. Une approche consiste a employer des expansions : les nombres en précision étendue
sont stockés sous la forme d’une somme non évaluée de plusieurs nombres flottants [39]. En étageant
les exposants de ces différents nombres, il est ainsi possible d’augmenter artificiellement la précision de
I’expansion. Par exemple, un nombre z pourrait €tre représenté par une expansion de taille 2, x;, + x;
avec |x;| < ulp(zp)/2, offrant ainsi au moins 2p bits de mantisse virtuelle. Les nombres représentés
par une expansion auront par contre la méme plage d’exposant que les nombres flottants usuels. Les
expansions peuvent avoir une taille aussi longue que 1’on souhaite, la seule limite étant qu’a partir d’un
certain nombre de termes, toute la plage d’exposants est nécessairement couverte ; ajouter de nouveaux
termes ne permet alors plus de représenter de nouveaux nombres.

Il reste a définir des opérations sur ces nombres. Nous allons voir ici le cas de 1’addition [18]].
Supposons que nous ayons deux expansions de taille 2, z;, + x; et yp + y;, et que nous cherchions une
expansion de taille 2 dont la valeur est proche de la somme des deux entrées. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer |z,| > |yp|. L algorithme suivant permet de calculer I’expansion somme :

(rp,r) = FastTwoSum(zp,yp)
s = o(o(r+wy)+x)
(th,t;) = FastTwoSum(ry,s)

Comparer les magnitudes des différents nombres montre que si 75, n’est pas nul, alors il est plus
grand que s et I’hypothese du deuxieme FastTwoSum est donc satisfaite. En conséquence de quoi, les
exposants de ¢, et ¢; sont correctement étagés dans 1’expansion. Appliquons le lemme[2.8]a chacune des
deux additions arrondies de s, ce qui donne des €7 et €2 tels que

th+1t = rp+s
= ap+yn—r+((m+uy)A+e)+a)(1+e2)
= zp+a+yn+y+ (el +e2) + (o +y +1p)e2
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FIGURE 6 — Deux approximations successives y; et y2 de exp(x) dans le but de calculer o(exp(x)).

Les erreurs relatives locales étant inférieures a 27P et les termes z;, y; et r; étant négligeables de-
vant xp, ’erreur relative totale est donc de 1’ordre de quelques ulps en I’absence d’une annulation catas-
trophique de zp, + yp,. 1l existe d’autres versions de 1’addition qui, au prix d’opérations supplémentaires,
permettent d’obtenir une erreur moindre pour les expansions de taille 2 [24]].

4.4.3 Dilemme du fabriquant de table

Les paragraphes précédents ont expliqué comment calculer une approximation flottante d’une fonc-
tion élémentaire. Une fois la reconstruction terminée, ce qui est calculé est une valeur y représentée
par la somme de plusieurs flottants ou par un nombre flottant en précision étendue. Supposons main-
tenant que 1’objectif est en fait de renvoyer o(exp(z)), ¢’est-a-dire ’'unique flottant le plus proche de
la valeur mathématique de exp(z). Les conséquences de cette propriété sont nombreuses : précision,
portabilité, reproductibilité, préservation des propriétés de monotonie, . .. Elles sont toutes souhaitables,
ce qui justifie donc de vouloir calculer des fonctions élémentaires correctement arrondies.

Comme ce qui a été calculé est y, 1’approche naturelle est de calculer o(y), & supposer que ce soit
égal a o(exp(z)). A partir du moment oil y est suffisamment proche de exp(z), c’est-a-dire quand
I’erreur relative est inférieure & 277, nous avons une propriété d’arrondi fidele : o(y) est I’'un des deux
flottants encadrant exp(z). Les flottants o(y) et o(exp(z)) seront donc différents si et seulement si y et
exp(x) sont de part et d’autre du milieu p(exp(x)) entre ces deux flottants encadrant exp(x).

Une condition suffisante pour avoir ’arrondi correct est donc que I’erreur |y —exp(z)| soit inférieure
a la distance au milieu |y — pu(exp(x))|. Remarquez que, si une borne sur I’erreur est connue, ce test
peut se faire dynamiquement lors de 1’évaluation de la fonction. Si la condition n’est pas satisfaite, une
premiere solution est donc de recommencer tout le calcul a zéro en utilisant une plus grande précision
intermédiaire et un plus grand degré de polyndme pour diminuer I’erreur. Un exemple est donné sur la
figure [6] Le processus est répété jusqu’a ce que I’erreur soit plus petite que la distance au milieu [42].
Cette méthode termine puisque y converge vers exp(x) et que | exp(x) — p(exp(z))| ne vaut zéro pour
aucun z flottant.

L’inconvénient est que 1’on ne sait pas a priori jusqu’a quelle précision il va falloir monter et donc
quelles sont les complexités temporelle et spatiale de 1’évaluation d’une fonction élémentaire. C’est le
dilemme du fabriquant de table : jusqu’a quel ordre doit calculer un éditeur de table de logarithmes pour
garantir que tous les chiffres imprimés sont corrects ?

Dans le cas de I’arithmétique a virgule flottante, connaitre 6 = min{|exp(x) — pu(exp(x))|; = €
F N [—M; M]} résoudrait donc le probléme. Comme le nombre de flottants est fini, ¢’est effectivement
un minimum et il ne vaut pas zéro. Cependant, méme si le nombre de flottants est fini, obtenir cette valeur
par calcul exhaustif n’est pas raisonnable et il est donc important de mettre en ceuvre des méthodes plus
subtiles [29]].
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5 Conclusion

Ce document ne constitue qu’un petit apercu des questions liées a 1’arithmétique des ordinateur et
a l'utilisation de la preuve formelle dans ce domaine. Voici une sélection de quelques ouvrages pour
creuser certains des sujets abordés.

Concernant I’arithmétique a virgule flottante au sens de la norme IEEE-754 et ses utilisations avan-
cées, ’ouvrage de référence est Handbook of Floating-Point Arithmetic [37]. Pour avoir plus de détails
sur la facon dont elle est implantée efficacement en matériel, consultez Digital Arithmetic [20].

De plus amples informations sur le calcul en précision plus haute que celle fournie par le matériel
se trouvent dans cet article dédié¢ a la géométrie algorithmique : Adaptative precision floating-point
arithmetic and fast robust geometric predicates [40]. Quant aux algorithmes pour faire du calcul efficace
multi-précision en général, I’ouvrage de référence est Modern Computer Arithmetic [13]].

Nous avons en général peu abordé les questions d’analyse numérique et en particulier pas du tout
celles liées a 1’algebre linéaire et au calcul de I’erreur inverse. Un bon ouvrage sur ces deux sujets est
Accuracy and Stability of Numerical Algorithms [23]].

Enfin, dans le domaine de la preuve formelle pour I’arithmétique a virgule flottante, on pourra lire
cette version longue d’un article dédié a la vérification de bout en bout d’une fonction élémentaire en
HOL Light : Floating-point verification in HOL Light: the exponential function [22]]. Pour ce qui est de
I’utilisation de Coq pour la preuve de propriété an arithmétique flottante, se reporter a la theése Preuves
formelles en arithmétiques a virgule flottante [2]).
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