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Résumé. On suppose que des vecteurs de données z, arrivant séquentiellement
dans le temps sont les observations respectives d’un vecteur Z, dont I’espérance
0, varie dans le temps. On note Z, = Z, — 0, et on suppose que les vecteurs
7, forment un échantillon i.i.d. d’un vecteur aléatoire Z. On définit des proces-
sus d’approximation stochastique utilisant des blocs de données pour estimer
des vecteurs directeurs des axes principaux de I’analyse canonique généralisée
(ACG) de Z.

1 Introduction

On observe p caracteres quantitatifs sur des individus : on obtient des vecteurs de données z;
dans R”. On se place dans le cas ou ces vecteurs arrivent séquentiellement dans le temps : on
observe z, au temps 7 ; on a donc une suite de vecteurs de données zi,...,z,,.... On suppose
que :
— pour tout n, z,, est la réalisation d’un vecteur aléatoire Z, défini sur un espace probabilisé
(Q, 4,P), d’espérance mathématique 0,, variable dans le temps ;
— les vecteurs aléatoires Z, sont mutuellement indépendants ;
— les vecteurs aléatoires Z, = Z, — 0,, constituent un échantillon i.i.d d’un vecteur aléatoire
Z dans R” d’espérance nulle et de matrice de covariance ne dépendant pas de 7 ;
— le vecteur aléatoire Z est partitionné en sous-vecteurs Z!,...,Z9; pour k = 1,...,q, ZF
est un vecteur aléatoire dans R™*, de composantes Z¥!,...,ZF s onam; +---+m, = p.

On pose le probléme suivant : réaliser une ACP du vecteur aléatoire Z dans laquelle les vecteurs
aléatoires Z¥ aient un réle équilibré : on veut éviter que les premiers facteurs soient principa-
lement déterminés a partir de certains vecteurs Z*. L’ analyse canonique généralisée du vecteur
aléatoire (ACGVA) Z, ou ACG partielle, présentée au paragraphe 2, fournit une solution a ce
probleéme.

L’ ACGVA représente I’ ACG effectuée sur la population Q dont on va chercher a estimer au
temps n les résultats a partir des données dont on dispose a ce temps. Soit v un résultat de
I’ACGVA, par exemple un vecteur directeur d’un axe principal, un facteur principal, une va-
leur propre.
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Plutdt que d’effectuer a chaque temps n une estimation de v a partir de I’ensemble des don-
nées dont on dispose jusqu’a ce temps, on va effectuer une estimation récursive de v : dis-
posant d’une estimation v,, de v obtenue a partir des observations zy,...,2,—1, on introduit au
temps n I’observation z, et on définit a partir de v, et z, une nouvelle estimation v, de v :
V1l = fn(vmzn)~

On utilise pour cela un processus d’approximation stochastique, en supposant que 1’on dispose
au temps n d’un estimateur ®, de 6,,, que I’on peut aussi éventuellement obtenir par approxi-
mation stochastique.

On considere dans le paragraphe 3 le cas ou I’on utilise au temps n un bloc de r, nouvelles
observations indépendantes zg, ,41,...,2r, aveCc R, = {‘,l rj.

On considere dans le paragraphe 4 le cas ot I’on utilise 2J1u temps n toutes les observations faites
jusqu’a ce temps ; dans le paragraphe 5, on présente le cas particulier d’un modele linéaire de
variation de 1’espérance.

2 ACG d’un vecteur aléatoire

Dans tout le paragraphe, on adopte la présentation de [4].

On suppose qu’il n’existe pas de relation affine entre les composantes du vecteur aléatoire Z.
Le critere de I’ACG est le suivant : pour [ = 1,...,r, déterminer au pas / une combinaison li-
néaire des composantes centrées de Z, U; = §)(Z—E[Z]), et pour k=1, ..., g, une combinaison
linéaire des composantes centrées de Z¥, V) = (%) (Z* — E[Z¥]), telles que :

q
Z p2(U;,VF) soit maximal, avec :
k=1

Var(Ul) = 1,
Cov(U,U;) =0, j=1,...,01—1,
Var(VF)=1,k=1,...,q.

Soit C la matrice de covariance de Z, C* celle de Z* et M la métrique diagonale par blocs
d’ordre p définie par :

chH!

(co)!

€, appelé [®™° facteur général, est vecteur propre de la matrice MC associé a la ™ plus
grande valeur propre. On peut interpréter ce résultat de la facon suivante : &; est le /™ facteur
de ’ACP de Z dans R” muni de la métrique M. v; = M~ '€, est un vecteur directeur du /°m®
axe principal de cette ACP, vecteur propre de CM. Dans le cas particulier ol1, pour tout k, Z*
est de dimension 1, on retrouve I’ ACP normée.
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3 Approximation stochastique des vecteurs v; en utilisant a
chaque temps un paquet de données

On suppose qu’au temps 7, on dispose d’un bloc de 7, nouvelles observations zg, ,+1,...,2r,
et d’estimateurs (®g, ,11,...,0Og,) de (Bg, ,41,...,0r,). Onnote I, = {R,—1 +1,...,R,}.

1. On utilise au temps n un estimateur convergent M, de M, obtenu a partir des observa-
tions zy,...,2g, ;-
Pourk=1,...,q, (CK)~! est solution de I’équation en X : E[(ZX — 6k)(ZK)'X — 1] =0 ot
I est la matrice-identité d’ordre my. On définit récursivement le processus d’approxima-
tion stochastique de (C*) ™', (My), par: My, | =M}, —ay, (5 ZI (ZF— ek (Z5Y Mk 1)

1€ly

avec (aj, = ;& avec a > 0, I <a<l1)ou(ay, = ceta> m)
On définit comme estimateur de M au pas n la matrice diagonale par blocs M,, qui a pour

ki®me bloc diagonal M¥.

2. Ensuivant [1] et [2], on définit récursivement un processus d’approximation stochastique
(X)) = ((X!,...,X")) de (vi,...,v,) par :

B, = (3 ¥ (Zi—-©)Z))M,,
1€y
<BnX} X!\ >u,
Fy(X)) = =Somoptin

HXnHMn

Y., = Xl+a,B.—F(X)DX), 1=1,...r,

Xpr1 = ortth (Yn+1)~

Sous les conditions adéquates (en particulier ax, > 0, Y as, = oo, (az,)” < o), on établit
n=1 n=1

la convergence presque stire de (X,,).

4 Approximation stochastique des vecteurs v; en utilisant a
chaque temps toutes les données observées depuis le début

On peut aussi utiliser au temps » toutes les observations faites jusqu’a ce pas inclus. Pour
cela, on définit récursivement le processus (CX) d’approximation stochastique de C*, de type
Robbins-Monro [5], dans I’ensemble des matrices (my,my) : CX | = Ck— b, (Ck— (Zk— k) (Z%)")
avec(bn:r%avecb>07 i <Oc<1)0u(bn:%etb> 1).

On définit ensuite récursivement le processus d’approximation stochastique de (CK)~!, (M¥),
par: M%_ | =M% — b, (CEME —1).

On utilise toujours comme estimateur de M au pas n la matrice diagonale par blocs M,, qui a
pour k'™ bloc diagonal M¥.

On note B, = C,M,, C, étant le processus d’approximation stochastique de C = Var(Z), de type
Robbins-Monro, dans I’ensemble des matrices (p, p) : Cpr1 = Cy — by (Ch — (Zn — 0,)(Z,)').
On définit alors le méme processus d’approximation stochastique qu’au paragraphe précédent
(X,) = ((X!,...,X")) de (v1,...,v,) avec la nouvelle définition de B,.
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5 Cas particulier d’un modéle linéaire de variation de I’es-
pérance

A T’instar de [3], on choisit un modele linéaire pour représenter I’espérance. Plus précisément,
pour i = 1,...,p, on suppose qu’il existe un vecteur B’ inconnu de R™ et, pour tout 7, un
vecteur U! de R™ connu au temps n tels que la i®™ composante réelle de 8, 0/, soit égale 2
<BLUL >.

On définit le processus d’a.s. (B}) de B’ tel que : B, | = B}, — a,U}((U})' B, — Z},).

On définit aussi ®, =< B!, Ul >, ®, = (®),...,0%) que I’on introduit dans la définition des
processus d’approximation stochastique des vecteurs v;.

6 Conclusion

On a présenté deux processus d’approximation stochastique de vecteurs directeurs des axes
principaux d’une analyse canonique généralisée.

Des tests par simulation ont été réalisés en langage R pour comparer les variantes possibles ;
plusieurs choix des suites (ay, ), (az,), (by) et différentes initialisations des algorithmes ont
également été mis en oeuvre.

Un prolongement de cette étude est de considérer le cas oll la matrice de covariance des obser-
vations varie aussi dans le temps.
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Summary

Consider a data stream and suppose that each multidimensional data z, is a realization of
a random vector Z,, whose expectation 0,, varies with time. Let Zy=2,—0, and suppose that
the vectors Z, form an i.i.d. sample of a random vector Z. Stochastic approximation processes
using data blocks are used to estimate on-line direction vectors of the principal axes of the
generalized canonical correlation analysis of Z.



