
HAL Id: hal-00741730
https://inria.hal.science/hal-00741730v2

Submitted on 12 Nov 2012

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Interactive Optimization With Weighted Hypervolume
Based EMO Algorithms: Preliminary Experiments

Dimo Brockhoff, Youssef Hamadi, Souhila Kaci

To cite this version:
Dimo Brockhoff, Youssef Hamadi, Souhila Kaci. Interactive Optimization With Weighted Hypervol-
ume Based EMO Algorithms: Preliminary Experiments. [Research Report] RR-8103, INRIA. 2012.
�hal-00741730v2�

https://inria.hal.science/hal-00741730v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
02

49
-6

39
9

IS
R

N
IN

R
IA

/R
R

--
81

03
--

F
R

+
E

N
G

RESEARCH
REPORT

N° 8103
November 2012

Project-Team DOLPHIN

Interactive Optimization
With Weighted
Hypervolume Based
EMO Algorithms:
Preliminary Experiments
Dimo Brockhoff, Youssef Hamadi, Souhila Kaci





RESEARCH CENTRE
LILLE – NORD EUROPE

Parc scientifique de la Haute-Borne

40 avenue Halley - Bât A - Park Plaza

59650 Villeneuve d’Ascq

������
��	� 
�����
����� ���� ��������

�����	����� ����� ��
 �����������

����������� �����������

���� ���
�	�
∗� ��
���� ������†� ��
	��� ��
�‡§

�����
��	�
� �
�����

����
�
� ������ �� ���� � �������� ���� � �� �
 ��

∗ ����� ����� 	 �
�� 
��
��� ������� ����� ����� ���������� ��� 
"� #���
�� ��������
	
�����
������
† $�
�
 
%� �� ���
&� '��(���)�� *����� +��)�
�� �������
���
�������
��
‡ *����� ��, $
��������� -� ���$$� *$� ���� 	 ''.//� 0�0 ��� ���� 1.��� $
��������� '���2 �� #���
��

	�
����������
§ �� ������
�� ��� ���&
� &��� (��� �����
������) �� �&� '��3	$�
�
 
%� 
&��� 4������5���
� %
� 3� �����(��

�����
����� 6�3�78 �� ��9� :

�� �
�;��
&��"��� ����� ���� #���
�<

dimo.brockhoff@inria.fr
youssefh@microsoft.com
kaci@lirmm.fr


������
�� 	�� ����
�!�� "#�
�!��� !� �#$�!����
�!�� ���!�!%
�!�� ����$���

�� �"��� ����$!��
�& ��!�'& �� ��� 
�
!$
�$� !� 
 
$���( "��� 
�( ���$#�!��
�'
�#$�!����
�!�� ���!�!%
�!�� )*+
, 
$ ��!���� �
�� ���� ���-� �� �� -�$$

��$!

�$� !� ��!� 

��. ��-
(
'�& "�� �/
��$� -!��!� ��� �
��� �" �#��
!��

�$� (���$������& ���� ����
�!��� 
�� �
0�� !��� 


�#��1 ���!(�� 2
$
��!

$3
����
�!��� �#
� 
� 
��� 
�( ���4�& ���� 2��-3 ����
�!��� $!0� ���� ' 
���#���
�!��& ��!�� $���$� �� �!�0� �
�� �� �� 
���!(���(.
5!�� ���� 
�( ���� ����
�!���& ��� �#���� �" !�
���
�
�$� 
$����
�!���
�'�!

$$' !�
��
��� 
�( ��� 
���$�/!�' �" ����� ����$��� (��� ��� �
0� !�
�
�' "�� 
 (�
!�!�� �
0�� �� "���
$!%� ���"����
�� ��-
�(� 
 ���
!4
 ��$#�
�!�� �� ��� ���� ��-
�(� 
 ���
!4
 �#� ��
$$ ���# � ����!�� �" ��� ��
�
�
��

�. +�������& 
$�� ��� 
$ ��!���� ������$��� �
�� (!6
#$�!�� �� 4�( 

 ��( 
����/!�
�!�� �" ��� ���!�� �
���� "���� !" ��� �#���� �" !�
���
�
�$�
��$#�!��� !�
��
��� 
�( ��� �
���� (��!�
�
� ��$
�!�� (��� ��� !�(!

�� 

 ��( ��
�
� (!��
�!�� 
�'����. �� ��!� 

��& 
���!�!� ��� (�
!�!�� �
0!� 
-!�� ��� ��
�
� 
$ ��!��� �� 
� !����

�!�� ���!�!%
�!�� 
$ ��!��� !� 
���
�!(���( 
� 
 �
$#
�$� 
����

�. 5�!$� ������ 
�( ������ ��$#�!��� 
�� "�#�(
�' ��� ���!�!%
�!�� 
$ ��!���& ��� �+ 

� ���
!"' ��� ���"����
�� ���� 
�(
���� ���
!��$' -�!$� $�
��!� 
��#� ��� ����$�� 
�( ��� ����
�!���7 !�������
��
(��8�. 9#
� 
� !����

�!�� 
����

� ���#$( ���4� "��� ��
$#
�!� ��$#�
�!��� ��$' -!��!� ��� !�������!� �� !��� �" ��� ��
�
� ��

� !� ����� �" 

"
���� 
����� ��
� ��-
�(� ��� �+7� ���"����( ��$#�!���.
�� ��� 4�$( �" *+
& !����

�!�� ���!�!%
�!�� �
� ��$' ���� 
���!(���( ���

���$' 
�( !� 
���
�!��� �� ��� �
�� 
��#�� �"  ����
$ *+
 
$ ��!����&
�! �!4

��$' $��� !����

�!�� *+
 
$ ��!���� �/!��. :$���# �& "�� �/
��$�&
���!�!%
�!�� 
$ ��!���� �
��( �� ��� -�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� 
$$�-
�� !�
�����
�� �
�!�#� ���"����
� �'��� !��� ��� ��
�
�& �� �8��� �
� ����
�
(� �� #�� ��!� 
��
��� -!��!� 
� !����

�!�� 
$ ��!���. �� ��!� ������& -�
������� 
�( (!�
#�� ��- �� 
���!�� !����

�!�� (�
!�!�� �
0!� 
�( -�! ���(
�'�����$#�� �
��( ��
�
� 
$ ��!����. 5� "�
#� �� 
 �
�!
 ��(�$ -���� ���
�+ !� 
�0�( �� �!
0 ��� ���� (��!�
�$� ��$#�!�� 
��� 
 ���. 9����
$ �/
��
�$�� �� ��
�(
�( ���� ����$��� ���- ��� -��0!� ��!�
!�$�� 
�( ��� #��"#$����
�" ��� !����

�!�� 
����

�& !� �
��!
#$
� -!�� �����
� �� ��� ���/!�!�' �" ���

$ ��!���7� ���#$
�!�� �� ��� �+7� ���� ���"����( ��$#�!��.

	
��
����� +#$�!����
�!�� ���!�!%
�!��& !����

�!�� (�
!�!�� �
0!� & ����
$#�!��
�' �#$�!����
�!�� ���!�!%
�!��



������ � ��� "��
�!��� ����
�!" �� ���!�!�
�!�� �#$�!�����
�!" ���� ��#�
���� ����$!�;
!���& ��#!�;�� �# ����(!����!�$�� �� $7���!�!�
�!�� �#$�!�����
�!"
;��$#�!���
!�� ��� 
��$!

�$� (
�� 
� 

�. �� ��� ��#��& �
� �/���$� (
�� $�
(;��$�������� (#�
�$�& ����	
��� ����
�!"� ��#���� <��� ��!� �� 
����� 1 ��
�$#� (�� ����
�!"� 2
$
��!=#��3 
���� $� 
�>� �� $� ���4�& (� 2��#��
#/3 ���
��
�!"� 
���� 
������
�!�� (7;��� !�& �!��
#/ (� ��#!�� �# (� �!�=#� ����

���!(;�;�.
:��
 (� �$#� �� �$#� (7����
�!"� ? ����(�� �� 
�����& $� ������ (7
$����
�!���
!�
���
�
�$�� 
��!� �/������!�$$����� �� $
 
���$�/!�; (� 
�� ����$@��� ��
������ �
� 
#/ (;
!(�#�� (� "���
$!��� ��� ��;";���
�� 
4� (� 

$
#$�� #��
��$#�!�� ��;
!4=#� �# �<�� ������!�(�� $
 ��
���
�� ? #� ���!� ������$�
(7
$����
�!���. �� �$#�& $�� 
$ ��!����� ��� (�� (!6
#$�;� ? ���#��� #�� �����

����/!�
�!�� (� $
 �; !�� �
���� �! $� ������ (7
$����
�!��� !�
���
�
�$��
���  �
�( �� $
 ��$
�!�� (� (��!�
�
� (� �
���� �� ������ �$#� #�� �����
(!��
�!�� (� $
 ��
���
��. �
�� 
� 

�& 
���!��� $�� 
$ ��!����� (� ��
���
��
�� $
 ��!�� (� (;
!�!�� �� #� 
$ ��!���� (7���!�!�
�!�� !����

�!" ��� 
���!(�
;�;� 
���� #�� 
����
�� 
$����
�!��. ���(
�� =#� (� ��!$$�#��� ��$#�!���
���� ���#�;�� �
� $7
$ ��!���� (7���!�!�
�!��& $� (;
!(�#� ��#� ��;
!4�� ���
��;";���
�� (� �
�!@�� (� �$#� �� �$#� ��;
!4=#� �� 
�����
�� $� ����$@�� ��
$� 
������!� ����� $�� ����
�!"�. A�� ��$$� 
����
�� !����

�!�� (���
!� �;�;�
4
!�� (� $7;�
$#
�!�� (�� ��$#�!��� ��#$����� (
�� (�� �; !��� !��;����
���� (�
$7���

� (� ��
���
�� �� ����� (7#�� 
����� ��
� �$#� �
�!(� ���� $�� ��$#�!���
��;";�;�� ��#� $� (;
!(�#�.
�
�� $� (��
!�� (� $7���!�!�
�!�� �#$�!�����
�!" ;��$#�!���
!��&
$7���!�!�
�!�� !����

�!�� 
 ;�; ��#$����� 
���!(;�;� �;
������ �� ��

���
�
!��� 
#  �
�( ������ 
$ ��!����� (7���!�!�
�!�� �#$�!�����
�!" ;���
$#�!���
!��& ��# (7
$ ��!����� (7���!�!�
�!�� �#$�!�����
�!" ;��$#�!���
!��
!����

�!"� �/!�����. B!�� =#�& �
� �/���$�& (�� 
$ ��!����� (7���!�!�
�!��
�
�;� �#� $7!�(!

��#� (7�'������$#�� ���(;�; ���������� (7!�
$#�� �$#�!�#��
�'��� (� ��;";���
�� (
�� $
 ��
���
��& 
#
#� �8��� �7
 ;�; "�#��! ��#�
#�!$!��� 
� 
��
��� (
�� $�� 
$ ��!����� !����

�!"�. �
�� 
� �
�����& ��#�
��������� �� (!�
#���� 
������ 
���!��� $
 ��!�� (� (;
!�!�� !����

�!��
�� $�� 
$ ��!����� (� ��
���
�� �
�;� �#� $7�'������$#�� ���(;�;. ��#�

���!(;���� $� ��(@$� �
�!=#� �C $� (;
!(�#� ��� 
���$; ? 
��!�!� $�� ��$#�!���
=#7!$ ��;"@�� (
�� #� ������$� (� ��$#�!���. �$#�!�#�� �/���$�� (� ����$@���
(� ����� ��
�(
�(� �������� $�� ��!�
!��� �� $7!��;�<� (� $7
����
�� !����

�!��&
�� �
��!
#$!�� �
� �
����� ? $
 ���/!�!�; (� $
 ���#$
�!�� (� $7
$ ��!����

#/ ��$#�!��� ��;";�;�� (# (;
!(�#�.

�����
��� � ���!�!�
�!�� �#$�!�����
�!"& ��!�� (� (;
!�!�� !����

�!��& ���!�
�!�
�!�� �#$�!�����
�!" ;��$#�!���
!��



� �
 ���
���� 
� ��


� �������
����

+#$�!����
�!�� ���!�!%
�!�� ����$��� -!�� ����$!��
� ����
�!��� -�!
�& !� 
((!�!��& 

� �� ��!�'
�� ��� ����  !��� !� 
 
$���( "��� �

#� "��=#���$' !� ��

�!

$ 
��$!

�!���. *��$#�!��
�'
+#$�!����
�!�� 
��!�!%
�!�� )*+
, 
$ ��!���� �
�� ���� ���-� �� �� 
��$!

�$� !� �#
� 

���

�( 
�� 
�$� �� ����!(� 
 (�
!�!�� �
0�� )�+, -!�� 
 ��� �" ��$#�!��� ���-!� ��� ��
(��8� 
��� 
��� ����
�!��� !� 
 �!� $� 
$ ��!��� �#� D��& E℄. ��-����& ����$��� �"��� �
�� �
�' ����
�!���

�( $
� � ��
�
� ��

�� -���� ��� 
#����� *+
 
$ ��!���� ���( �
�' "#�
�!�� ��
$#
�!��� ��

����� � �� 
  ��( 
����/!�
�!��. 
� ��� 
����
�'& 
 �+ !� ���� �" ��� �!�� ��� !��������( !�
4�(!� ��$#�!��� 
�
����
�
 
� ��� �
���� "���� �#� ��$' -!��!� 
���
!� ��
�
��
� �
�	��� �" !�.

�� �#
� 
 �
��
�!�& !� �
0�� ����� �� 
���!�� ��� ��
�
� "�� 
 ��$#�!�� ��� -!�� ��� 
��!
#$
�!��
�" ���"����
�� �' 
 �+ !� 
� 	��
��
�	�
 *+
 
$ ��!��� !� ��(�� �� �
�� "#�
�!�� ��
$#
�!���
�' �/�$��!� ��$' ��� ��
�
� ��

� �� !��� -�!
� 
�� !�������!� �� ��� �+ D��& ��℄. 9����
$
!����

�!�� *+
 
$ ��!���� �
�� ���� �������( !� ����!�#� '�
�� �#� ��� 
��#�� �" ����
�
�
�� !����

�!�� *+
 ���
!�� $�- -��� 
���
��( �� ��� �
�� 
��#�� �"  ����
$ *+
 
$ ��!����
D��& ��& ��& �G& ��& �E& ��℄. +�������& �����
$ �" ����� ��#(!�� 
��#�� 
 �!� $� ���"����
� ��(�$ 
�(

 
�
� � !� ��� ���"����
� ��(�$!� -�#$( ���( 
 (!8����� 
$ ��!��� D��& ��& ��℄. :� 
����

�
-�!
� !� 
�$� �� !��� �
�� �����
$ ���"����
� ��(�$� !��� ��� ��
�
� !� ��� -�! ���( �'�����$#��
!�(!

��� 
����

� D�H℄. ��� �
!� !(�
 !� �� (�4�� 
 -�! �� "#�
�!�� �� ��� ����
�!�� ��

� 
�(
#�� ��� 
����!�#�!�� �� ��� -�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� 
� ��� ���
�� �" �

� ��$#�!�� !� ���
���!�������
$ ��$�
�!�� ���� �" 
� *+
 
$ ��!���. :$���# � !� �
� ���� ���-� ��
� �����
$

$
��!

$ ���"����
� ��(�$� �#
� 
� -�! ���( 	
���'
��8 #�!$!�!�� �� (��!�
�!$!�' "#�
�!��� 

� ��
�!�#$
��( -!�� ��� -�! ���( �'�����$#�� 
����

� !� 
 �����
��( �
���� D�℄& !� �
� ��� ����
#��( '�� !� 
� !����

�!�� "
��!��. �� !� ��� �
!�  �
$ �" ��!� �
��� �� ���- ��- ��!� 

� ��


�!���(.

	� ��!� ��(& -� 
��#�� 
 ���' �
�!
 �
��
�!�1 �� �

� !����

�!�� ����& ��� �+ �
� ��
(�
!(� �� ��� ���� ���"����( ��$#�!�� -!��!� ��� *+
 
$ ��!���7� 
#����� ���#$
�!�� )�� 

�#���� ������",. 	�� -�! �� "#�
�!�� �" ��� -�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� !� ���� 
(
���(



��(!� $' �#
� ��
� ���� ��$#�!��� 
$��� �� ��� ��������"����( ��� 
�� "�#�( #��!$ ��� ��/�
!����

�!�� ����. �� �
��!
#$
�& ��� �
���

� ��!�I' ��

�!�#$
��� ��� -�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� 
�( ��- !� !� ���$�'�( !� -�! ���(
�'�����$#�� �
��( ��
�
� 
$ ��!���� )9�
. �,&

� �������� ��� �
�!
 "�
��-��0 !� -�!
� ��� ���"����
� ��-
�(� 
 ���
!4
 ��$#�!�� !� ���

$ ��!���7� ���#$
�!�� 

� �� ��
��"����( !��� 
 -�! �� "#�
�!�� "�� ��� �'�����$#��
!�(!

��� )9�
. �,& 
�(

� ���-� !� �/���!����� �� �����
$ ���� "#�
�!��� ��- ��� �+7� !����

�!�� 
��!
�� 
8�
� ���
��
�
� )9�
. H,.

 ���!����
� ����
������� ��� ������
��	� 
�����
����� ��

�	���������� ������"#�
��	� 
�����
�����

J$
��!

$ *+
 
����

��� 
!� 
� 4�(!� 
� 
����/!�
�!�� �" ��� �
���� "���� -�!$� ��� �+
(�
!(�� � ����
�	��	 -�!
� ��$#�!�� !� ��� 
���#��( ��� !� ��� ���� ���"����( ��� D��& E℄. ��
���$'
�������( 	��
��
�	�
 *+
 
$ ��!����& �� ��� ����� �
�(& !���$�� ��� �+ 
$��
(' (#�!� ���
��
�
� D��℄��!�!$
� �� ���!� !����

�!�� 
�#�����
��� "��� ��� 
$
��!

$ �#$�!�$� 
�!���!
 (�
!�!��
�
0!� 4�$( D��℄. :� 
���
!� ��
 �� �" ��� ���!�!%
�!�� ��
� -� -!$$ 

$$ 2!����

�!�� �����3 ��

�����



���
��
�	�
 ���	�	���	�� �	�� �
	���
� ���
������
 ���
�  !� "����	����# $�
�	�	���� 
 
 
 H

2!����

�!�� ����!���3& ��� �+ ����!(�� ���� 0!�( �" ���"����
� !�"���
�!�� -�!
� !� ���� #�!$!%�(
�' ��� *+
 
$ ��!��� �� 4�( 
� 
����/!�
�!�� �" ��� �
���� "���� -�!
� !� �!
��( ��-
�(� ���
�+7� ���� ���"����( ��$#�!���. 	�� 0��-� !����

�!�� *+
 
$ ��!���� ������' (!8�� �
!�$' !�
��� -
' ��� �+7� ���"����
� !� ��(�$�( 
�( #��( (#�!� ��� ��
�
�.

:

��(!� �� D��℄& �� -�!
� -� ��"�� "�� 
 ���
(�� �����!�- �" ��� ���!
& 2����
�$' ��� 4���
!����

�!�� �#$�!����
�!�� ���
��#�!��!
3 �
� ���� �������( �' D��℄ 
� �
�$' 
� !� �EE�. 	��
!��� �
�!�� �" ��� �+7� ���"����
� !��� 2
 ��$
�!��$' �!��$� ����!�� �" 
 �
������
�0!� �
��(
�#$�!�����
�!�� ���$#�!��
�' 
$ ��!���3 D��℄ !� ���' �
�!
 
�( !��$������( �' (#�$!

�!� ���
$#�!��� !� ��� ���#$
�!�� ��
� 
�� (��!��( �' ��� �+ 
�( �' �����!� #�(��!��( ����. +���
��
��� ��#(!�� ��$' �� ���� �$
���
�� *+
 
$ ��!���� ��
� ��� �EE�  ����!
 
$ ��!��� �" D��℄

�( 
$$�- "�� �
�!�#� ����� -
'� �" ���"����
� 
��!
#$
�!��. 	�!�$� �� 
$. D��℄& "�� �/
��$�& 
�0 ���
�+ �� (�4�� (��!��( ��$#�!��� !� ����
�!�� ��

� )���

$$�( ��"����
� ��!���, 
�( 
� 

�!�������
�

$
�!%!� "#�
�!�� D��℄ ��-
�(� ��� 
#����� ��"����
� ��!�� !� !��� �
��( !��� 
 �!�
�' =#
$!�'
!�(!

���. 	�!� =#
$!�' !�(!

��� !� ����& !� �#��& ���$�'�( !� ��� ��
�(
�( ���!�������
$ ��$�
�
�!�� ����
��� �" ��� !�(!

�����
��( ���$#�!��
�' 
$ ��!��� )�B*:& D�K℄,. ��� 
�( L#�
� D��℄
!�
�����
�� ��"����
� �	�

�	��� !��� ��� �9M:��� 
$ ��!��� -�!$� ��� �� 
$. D��℄ 
�0 ��� �+ ��

���
�� �!� $� ��$#�!��� �
��( �� -�!
� 
 ��$'���!
$ �
$#� "#�
�!�� !� 
��
��( 
�( ���!�!%�(
-!��!� ��� �
�� �9M:��� 
$ ��!���. D��℄ 
�0 ��� �+ �� 
���
�� ��$#�!�� �
!�� 
�( !��� �
��
��!� !�"���
�!�� !��� ��� *+
 
$ ��!���. N�-$�� �� 
$. D�G℄ 
�����#
� 
 �
��!
$ ��(�� �� ���
��$#�!��� �' 
�0!� ��� �+ �� ���
!"' ��� ���� 
�( -���� ��$#�!��� �#� �" 
 ���
!4

$$' ��$�
��(
�#���� �" ��� 
#����� *+
 ���#$
�!�� -����
� ��� �� 
$. D��℄ (!��
�$' 
�0 "�� 
 "#$$ �
�0!� �"
��� ��������( ��$#�!��� "��� ��� �+. LO0�
$
� 
�( L
�
�
� D�E℄ �#!$( ���!� !	�*: 
$ ��!���

��#�( ��� !����

�!�� �" ��$�
�!� ��$' ��� ���� ��$#�!�� -!��!� ��� ��������( �#���� �" ���
���#$
�!��. 	�!� ���
!4

�!�� �" ��� ���� ���"����( ��$#�!�� 
��� 
 ��� �" ��$#�!��� !� 
$�� ���
�
��
�!�& -� �#!$( #��� !� ��� "�$$�-!� .

�� D�℄& �����
$ -
'� �� 
��!
#$
�� ��� �+7� ���"����
�� -!��!� ��� 
$
�� �" �
	���
� ���
������

%��
�  !� �����	���� 
�� ��������(. 	� ����� -!�� ��� -�! ���( �'�����$#��7� �������' �"
��!� 
���$!
�� -!�� ��� �
���� (��!�
�
� ��$
�!�� D��℄& !� �
� ���� ���-� ���� �������!

$$'

�( ��

�!

$$' ��
� ��!� 
����

� 
$$�-� �� ����� ��� ��
�
� ��-
�(� ���"����( ��$#�!��� �� �� !���
�" ��� ����
�!�� ��

� D�& �℄. �� ��!� ��#('& -� ���- ��
� ��� -�! ���( �'�����$#�� 
$ ��!���
5��'�* D�& �℄ 

� 
$�� �� #��( !� 
� !����

�!�� "
��!��. 	� ��!� ��(& ��� !�"���
�!�� 
��#�
��� ���� ���"����( ��$#�!��� ���
!4�( �' ��� �+ !� #��( �� (�4�� 
 -�! �� "#�
�!�� ��
� �
�
$
� �� �
$#�� 
��#�( ��� ���"����( ��$#�!�������#$�!� !� ���#$
�!��� -�!
� 


#�#$
�� 
$��� ��
��� ��$#�!��� ��������"����( !� ��� ����!�#� !����

�!�� ����. 5� -!$$ ��� $
��� ��- �/

�$' ���
�������( !����

�!�� 5��'�* 
$ ��!��� 

� "�
#� ��� ��
�
� 
�( ��- 
$��� ��� "�#�( ��$#�!���

�� �� ��� ��$#�!��� ��������"����( �' ��� �+.

$ %�� �������� �����	����� ����
���� ��� �����	�����&

����� '���
����

	���# ��#� ��� �
���& -� 
��#�� �!�!�!%
�!�� �" k ����
�!�� "#�
�!��� fi �
��!� 
 ��$#�!��
x ∈ X "��� ��� ��
�
� ��

� X �� 
 ��
$ �
$#�. 	�� ��
�����
$#�( ����
�!�� "#�
�!�� f(x) =
(f1(x), . . . , fk(x)) �
�� 
 ��$#�!�� "��� ��� ��
�
� ��

� X �� !�� ����
�!�� ��
��� f(x) !� ���
���

$$�( ����
�!�� ��

� Rk. 5� 

$$ 
 ��$#�!�� x∗ $��
��&���	��� !" ����� !� �� ����� ��$#�!��
x ∈ X �#
� ��
� x∗ !� ���	���
� �' x ��& ���� "���
$$'& !" ����� !� �� ����� x ∈ X �#
� ��
�
∀1 ≤ i ≤ k : f(x) ≤ f(x∗) 
�( ∃1 ≤ i ≤ k : f(x) < f(x∗). 	�� ��� �" 
$$ �
��������!�
$ ��$#�!���
!� 

$$�( �
���� ��� 
�( !�� !�
 � !� ����
�!�� ��

� �
���� "����. �� !�� ����  ����
$ "���& ���
-�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� !� ���� 
 ��� =#
$!�' ��
�#�� -�!
� 
��! �� 
 ��� )�� �#$�!����,

�� �� =0�1



G �
 ���
���� 
� ��


�" ��$#�!��� A ⊆ X -!�� ����
�!�� ��
���� {f(a) | a ∈ A} ⊆ R
k 
 ��
$ �#����1 ��� -�! ���(

����� #� ��
�#�� �" ��� ����
�!�� ��

� (��!�
��( �' ��$#�!��� !� A& ��#�(�( �' 
 ��"����
�
��!�� r ∈ Rk 
�( -�! ���( �' w : Rk → R D�H℄1

IH,w(A, r) =

∫
Rk

w(z)1H(A,r)(z)dz )�,

-���� H(A, r) = {z ∈ Rk | ∃a ∈ A : f(a) ≤ z ≤ r} 
�( 1S !� ��� !�(!

��� "#�
�!�� �" 
 ��� S&
!.�.& 1S(s) = 1 !" s ∈ S 
�( 1S(s) = 0 �����-!��. �� 

�� �" w(z) = 1 "�� 
$$ z ∈ Rk& -� #�� ���
���� )��
�(
�(, �'�����$#�� !�(!

��� )IH,.

	�� )-�! ���(, �'�����$#�� !�(!

��� !� #��( "��=#���$' "�� ���"���
�
� 
��������� �" �#$�
�!����
�!�� ���!�!%��� D�E℄ �#� 
$�� !� �����
$ ��
��� *+
 
$ ��!���� 
� ���!�!%
�!�� 
�!���!��
-!��!� ���!� ���!�������
$ ��$�
�!�� D�& �K& �℄. 
�� �" ��� �
!� ��
���� "�� !�� ���#$
�!�' !�
��� "

� ��
� ��� )-�! ���(, �'�����$#�� !�(!

��� !� 
���$!
�� -!�� ��� (��!�
�
� ��$
�!��
D��℄. 	�!� 
���$!
�
� !��$!�� ��
� ��$' �
��������!�
$ ��$#�!��� 
�� "�#�( !" ��� )-�! ���(,
�'�����$#�� !�(!

��� !� ���!�!%�( D�H℄.

��-����& ���!�!%!� ��� �'�����$#�� !�(!

��� �/

�$' -!��!� ��� ���!�������
$ ��$�
�!��
���� �" 
� *+
 
$ ��!��� !� �"��� ��� ����!�$� (#� �� ��� 
���$�/!�' �" ��� ����$��. �"& "��
�/
��$�& λ ��$#�!��� 
�� ��-$'  ����
��( -!��!� �

� !���
�!�� �#� ��� �#���� �" �����( ��$#�!���
!� �����!
��( �� µ& ��� ���!�
$ ���
�� ' -�#$( �� �� 0��� ��� µ ��!��� 
��� 
$$ ����!�$� ����
�" µ ��!��� ��
� �
/!�!%�� ��� �'�����$#�� !�(!

���. ��-����& ��!� 
���#�
�!�� !� �'�!

$$'
�/������!
$ !� µ 
� �"��� µ = λ !� 
�����. ���
�& 
  ���(' ���
�� ' !� ���"����( !� 
$$ 0��-�
�'�����$#�� �
��( *+
 
$ ��!����. 	�!� �����!��� 
$�� '&��

�� �����
�� 

$$�( 
����

� DH℄
(�$���� ��� ��$#�!�� -!�� ��� -���� ���
������
 
����	%��	�� !���
�!��$' #��!$ ��$' µ ��$#�!���
���
!� -���� ��� �'�����$#�� 
����!�#�!�� �" 
 ��$#�!�� a ∈ A -!�� �����
� �� A !� (�4��( 
�
IH(A) − IH(A \ {a}). �� ��� 

�� �" 
 ���
('���
�� 
$ ��!��� -���� !� �

� !���
�!�� ��$' ���
��- ��$#�!�� !�  ����
��( D�℄ 
�( �����"��� 
$�� ��$' ��� ��$#�!�� �
� �� �� (�$���(& ��� �� ���('
���
�� ' !� ���!�
$. �"& ��-����& ���� ��
� ��� ��$#�!�� �
� �� �� (�$���( !� �

�  ����
�!��&
��� �� ���(' ���
�� ' !� 0��-� �� 
���#�� �#�����!�
$ ��$#�!�� ����& ��� �'�����$#�� �" -�!
�


� �� 
��!��
�!$' �
( D�℄. �� �#
� 
 �!�#
�!��& ��� 
(�

�
� ���
������
 ���� �" 
 ��$#�!�� a ∈ X
!" a !���$" 
�( i − 1 ����� �
�(��$' 
����� ��$#�!��� 
�� (�$���( 

� �� #��( 
� ��� =#
$!�' �"
a. 	�!� !� ��� !(�
 ���!�( ��� 
$ ��!��� �'�* �" D�℄ -�!
� !� 
$�� �� �� #��( !� ��!� ��#('. �"
��� -�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� !� ���$�'�( -!��!� ��� 
$ ��!���& -� (����� ��!� �
�!
�� 
�
5��'�*. :� ��� �'�����$#�� 
���#�
�!�� !���$" !� 
$��
(' 
���#�
�!��
$$' �/����!�� DK℄& 5�
�'�* #��� +���� J
�$� �
��$!� �� ���!�
�� ��� -�! ���( �'�����$#�� !�(!

��� !� *=#
�!�� �.
	���# ��#� ��� �
���& -� #�� ��&��� �
��$�� !� �

� !���
�!�� �" ��� 
$ ��!���. N�� "#�����
(��
!$� 
��#� ��� 
$ ��!���& -� ��"�� �� D�℄ 
�( D�℄.

( ������
��	� 
�����
����� ���� �������� �����	�����&

����� '���
����

��� ����
 	
�
�
�

	�� �
�!
 !(�
 ���!�( ��� �������( 
����

� !� �� 
�0 ��� �+ 
��#� ��� ���� ���"����( ��$#�!���

��� ��� 
#����� ���#$
�!�� �" ��� *+
 
$ ��!��� ����' 4/�( �#���� �" G  ����
�!���. 
�
�
��� ���� ���"����( ��$#�!��� 
�� 0��-�& ���' 
�� #��( 
� ��� ��
�� �" M
#��!
� -�! �� "#�
�!���
-!��!� ��� 5��'�* 
$ ��!��� -�!$� ��� (!��
�!�� �" ��� (!���!�#�!��� 
�� (�����!��( �' ���
�/����� ��!��� �" ��� 
#����� ���#$
�!��. 	� ����� -!�� ��� ��$�
�!�� �
���� �" 5��'�*& ��!�

�����



���
��
�	�
 ���	�	���	�� �	�� �
	���
� ���
������
 ���
�  !� "����	����# $�
�	�	���� 
 
 
 K

-!$$ (�!�� ��� ���#$
�!�� ��-
�(� �� !��� -!�� $
� �� -�! �� "#�
�!��& ��#�& ��-
�(� ��� ��$#�!���
���"����( �' ��� �+.

:� M
#��!
� -�! �� "#�
�!���& -�!
� 
�� "#��������� �6
!��� �� �
��$�& -� #�� ��� ����
�������( !� D�℄. ��� P = {x1, . . . , x|P |} �� ��� 
#����� ���#$
�!�� 
�( b ∈ P ��� ���� ��$#�!��
�!
0�( �' ��� �+. 	���& m = f(b) ��
$$ �� ��� ��
� �" ��� 
����� M
#��!
� (!���!�#�!�� 
�( t
!�� (!��
�!�� �#
� ��
� ��� ��- -�! �� "#�
�!�� �=#
$�

w(z) =
1

(2π)k/2|C|1/2 e
− 1

2
(z−m)TC−1(z−m) )�,

-���� ��� 
��
�!
�
� �
��!/ C := σ2
εI+σ2

t tt
T /||t||2 �
� �! ����
���� t, t2, . . . , tk -!�� �! ���
$#��

σ2
ε+σ2

t , σ
2
ε , . . . , σ

2
ε -�!$� t2, . . . , tk 
�� �
0�� "��� 
� ����� ��
$ �
�!� �" ��� �'����$
�� ����� ��
$

�� t. 	�� (�����!�
�� �" C !� ������' (�����( 
� |C|. :� 4��� �! ��& σt 
�( σε 
�� �-� 
((!�!��
$
�
�
������ �" ��� 
����

�. ��-����& !� ����� �� �� 
$�
� ��
� ���' ���� ���#$( (����( �� ���
(!���!�#�!�� �" ��!��� -�!
� !� ��� ��
��� -�' -� ������� �� 
����� ���� �������!��
$ �� ���
���#$
�!��7� ����
(.

�� ��� 
#����� !��$�����
�!��& �-� ����$
��!� M
#��!
�� 
�� #��( �� !�
�����
�� ��� !�"���
�
�!�� 
��#� 
 ���"����( ��!�� b -���� ��� 4��� ��� !� �
��$�( -!�� 80%& ��� ��
��( -!�� 20% �"
��� �
��$��. �" ��� ��
��( �����-!��& ��� (!��
�!�� !� t = (1, 1)& ��� �
�!
�
� 
$�� ��!� (!��
�!��
!� 
����� 
� σt = 0.5 · ℓ& 
�( ��� ��
��( �
�!
�
� !� 
����� 
� σε = 0.1 · ℓ )"�� ��� 4��� M
#��!
�,

�( 
� σε = 0.01 · ℓ "�� ��� ��
��( -���� ℓ !� ��� *#
$!(�
� (!��
�
� ���-��� ��� 
#����� �
(!�

�( !(�
$ ��!���& !.�.& ℓ = ||(f1,max − f1,min, f2,max − f2,min)|| -!�� fi,max ��� �
/!�
$ 
�( fi,min

��� �!�!�
$ �
$#� !� ����
�!�� i ���
!��( "�� ��$#�!��� !� ��� 
#����� ���#$
�!��. �" ���� ��
�
��� ��$#�!�� 
�� ���"����( �=#
$$' �' ��� �+& �-� M
#��!
�� 
�� (�4��( "�� �

� �" ���� 
�(
��� �#���� �" �
��$�� 
�� (!���!�#��( �=#
$$' 
��� ��� ���"����( ��!���.

A��!$ ��� 4��� !����

�!�� ���� -!�� ��� �+& ��� !����

�!�� 5��'�* 
$ ��!��� !� #�!� ���
��
�(
�( �'�����$#�� !�(!

��� !� ��(�� �� 
��� #� -!�� 
  ��( ����
( �" ��� ��$#�!��� ��"���
��� �+7� (�
!�!��� 
�
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�!�� �	�P� 
�( �	�PK ���� ����$��� D��℄ 
�� ���!�!%�(. 	�� ���#$
�!�� �!%�
!� ��� �� µ = λ = 20 
�( ��� �#���� �" (�
!�!�� �
�!
�$�� !� 100. :$$ ����� �
�
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�� ����
��� �� ���!� ��
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!(�( ��
� ��� ��$#�!�� 
$�����
�� f1 = 0.9 !� ��� ���� (��!��( ��$#�!�� !� �

� ����. �� ��� ��
��( �/
��$�& ���-� !� ���
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$ ��!��� 

� 
$�� 
��� -!��
(�
��!

$$' 
�
� !� ���"����
��.

5�
� 

� �� ���� "��� ��� �/
��$�� �" N! . � !� ��
� ��� !����

�!�� 5��'�* 
$ ��!���
"�$$�-� ��� (!��
�!��� ���
!4�( �' ��� �+& !.�.& ��� ���#$
�!�� !� ���!� ��-
�(� ��� ��$�
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$$' ��#�( ���#$�� -!�� !�(����(���

$ ��!��� �#��.

) 
� '������ ��� ���������� �! ��� ����
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��!
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#��!
�7� (!��
�!�� t !� 
��!��
�' 
�( ����� 
��!
��
�! ��  !�� ������ ���#$��& (����(!� �� ��� ����$�� 
� �
�( 
�( �������� (����(!� �� -����
��� ���"����( ��$#�!�� $!��. �" ��� �+& "�� �/
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�� ��� �" ��� �#����� ��!��� �" ��� 
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�!��& ��� 
��!
� �" ��� (!��
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����� �" ��� 
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�(�
��� 
#����� !(�
$ ��!��& �� )!!!,& 
����
�!� ��� �
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��
��

:������ �
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����� �" ��� 
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� !� ��� ��
�� �" ��� M
#��!
� -�! �� "#�
�!���& !� �
��!
#$
�
��� �
$#�� �" σt 
�( σε. ����& -� 
���
�� �����
$ 
$ ��!��� �
�!
��� -���� ��� �
$#� �" σε

!� 
�
� !� -�!$� σt !� 0��� 
����
��. �� ��(�� �� �
0� ��
�!��!

$$' ��#�( ��
������� 
��#�
��� (!8����� �
�
����� ����!� �& -� �#� ����' 
$ ��!��� �
�!
�� �� �!��� 
�( �!�#$
�� ��� �+
!� �

� !����

�!�� ����. 	� ��!� ��(& -� 
��#�� ��
� ��� )�!�#$
��(, �+ !� (�
!(!� �� ���
���� ���"����( ��$#�!�� �' 
����!� ��� ��$#�!�� -!�� ��� �! ���� -�! ���( 	
���'
��8 #�!$!�'
"#�
�!�� u(s) = −maxj∈1...k λj |z∗j − zj| "�� 
  !��� -�! �� λ = (λ1, . . . , λk) 
�( z∗ = (z∗1 , . . . , z

∗
k)

��!� 
 ���(�4��( ��!��& ��� -���� ��
� 
�' "�
�!�$� ����
�!�� ��
��� )���� z∗ = 0k,. �� ���
"�$$�-!� & -� #�� λ = (0.4, 0.6) "�� ��� �!�����
�!�� P�	� ����$�� D�G℄. �� ��!� 

��& ��� ���!�
$
��!��&  !�!� ��� �! ���� #�!$!�' ���� 
$$ "�
�!�$� ��$#�!���& !� p��� = (x���, 1 − √

x���) -!��

x��� =
21
8 − 3

8

√
33 ≈ 0.470789 -�!
� 

� �� 
���#��( 
� ��� !������
�!�� ��!�� ���-��� ��� $!��
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3x&  !��� �' ��� -�! ���( 	
���'
��8 "#�
�!��& 
�( ��� $!�� f(x) = 1 − √

x (��
�!�!� 
��� ���� "#�
�!��7� �
���� "����.
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�
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