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◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s

✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s

❆♥t❤♦♥② ❇♦✉rr✐❡r∗ †✱ ❋❧♦r❡♥t P❡rr♦♥♥✐♥ ‡✱ ❘é♠✐ ●r✐❜♦♥✈❛❧†✱

P❛tr✐❝❦ Pér❡③∗✱ ❍❡r✈é ❏é❣♦✉†

Pr♦❥❡❝t✲❚❡❛♠s ▼❡t✐ss ❛♥❞ ❚❡①♠❡①

❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ♥➦ ✽✵✹✵ ✖ ❆✉❣✉st ✷✵✶✷ ✖ ✶✹ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡✣❝✐❡♥t s❡❛r❝❤ ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s
❢♦r s✐♠♣❧❡ ♠❡tr✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧② t♦ ♠♦r❡ s♦♣❤✐s✲
t✐❝❛t❡❞ P♦s✐t✐✈❡ ❙❡♠✐✲❉❡✜♥✐t❡ ✭P❙❉✮ ❦❡r♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦r s✉❝❤ ❦❡r♥❡❧s t♦ ✉s❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❝❛st t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ✜rst
❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡①❛❝t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤✲
❜♦r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st❧② ❦❡r♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡❝❡♥t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✈❡❝t♦rs ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② s❤♦rt ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❤♦✇♥ t♦ s❝❛❧❡ t♦ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ✷✵✵
♠✐❧❧✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t② s❡r✈❡r✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤✱ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ♣r♦❞✉❝t q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

∗ ❚❡❝❤♥✐❝♦❧♦r
† ■◆❘■❆ ❘❡♥♥❡s✲❇r❡t❛❣♥❡ ❆t❧❛♥t✐q✉❡
‡ ❳❡r♦① ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ❊✉r♦♣❡



P❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡

✈♦✐s✐♥ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦②❛✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

❘és✉♠é ✿ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
✈♦✐s✐♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❡✉
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦s✐t✐❢✳
❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣❧♦♥❣❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s
❞é❝r✐✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r
✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳
❆♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❙■❋❚✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥
❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✶ t♦✉t ❡♥ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t q✉✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡♥tr❡
❧❛ r❡q✉êt❡ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❝❡
q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✬❛♣♣✉②❛♥t
s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✷✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♣r♦❞✉❝t q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
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Rank for Chi-2 distance

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ r❛♥❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❦❡r♥❡❧
✐♥ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞
s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ ✭■♠❛❣❡♥❡t
❞❛t❛s❡t✿ ✶✳✷✻✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✱ ✐t s❤♦✇s
❤♦✇ t❤❡ r❛♥❦s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ χ2 ❦❡r♥❡❧
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❦s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
▲✷ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✺✶✷✲❉ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s♣❛❝❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❑❡r♥❡❧ P❈❆✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜✲
s❡r✈❡✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ✇❡❧❧ s❤❛r❡❞
❜② ❜♦t❤ ♠❡tr✐❝s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ s❡❛r❝❤ ❬✷✹✱ ✷✺❪ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✾✱ ✶✱ ✺✱ ✶✾❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② tr❡❛t❡❞
❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❆◆◆✮ s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✜♥❞✱ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡
✈❡❝t♦r ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡st t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
❙♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ t❤❡
♣♦♣✉❧❛r ▲♦❝❛❧✐t② ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❍❛s❤✐♥❣ ✭▲❙❍✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹❪✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s❡❧❢✲t✉♥❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✻❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❛r✐❛♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❋▲❆◆◆ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✶✽❪ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡rs r❛♥❞♦♠ tr❡❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❜❡tt❡r ❞❛t❛ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱
❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✶❪ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛tt❡♥t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♠❡♠♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s s②st❡♠s
t♦ s❝❛❧❡ t♦ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ✉♣ t♦ ♦♥❡ ❜✐❧❧✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡rs s✐♠♣❧❡ ♠❡tr✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❬✹❪
♦r t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❬✼❪✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❢❡✇ ✇♦r❦s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❆◆◆ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②
❦❡r♥❡❧s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❑❡r♥❡❧✐③❡❞ ▲♦❝❛❧✐t② ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❍❛s❤✐♥❣ ❬✶✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ▼❛①✲
✐♠✉♠ ▼❛r❣✐♥ ❍❛s❤✐♥❣ ❬✶✸❪✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ▲❙❍✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐✳❡✳

❡✣❝✐❡♥t❧② r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ✈❡❝t♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
P❙❉ ❦❡r♥❡❧✳ ❙✉❝❤ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♦✛❡r ❜❡tt❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ χ2 ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♦♥ ❤✐st♦❣r❛♠s
t❤❛♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ♦r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦❜❥❡❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤s ♦r s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❑❡r♥❡❧ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭❑P❈❆✮ ❬✷✷❪
t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ♥❡✇ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛st t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② P❙❉
❦❡r♥❡❧ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤✐s ✐s
s✐♠✐❧❛r ✐♥ s♣✐r✐t t♦ ❍❛♠♠✐♥❣ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✹✱ ✶✸✱ ✽❪✱ ✇❤✐❝❤ tr② t♦ ❧❡❛r♥ s♦♠❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ s♣❛❝❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡tr✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ s♣❛❝❡ s❡✈❡r❡❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❜②
✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❑P❈❆✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ✈❡r②
✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r t❤❡ χ2 ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❘❘ ♥➦ ✽✵✹✵



✹ ❇♦✉rr✐❡r✱ P❡rr♦♥♥✐♥✱ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ Pér❡③✫ ❏é❣♦✉

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✿ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r t❤❡ χ2 ❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣
r❛♥❦s ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts
❛ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✶✮ ❙❡❧❡❝t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡r
♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s♣❛❝❡ ❀ ✷✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦st❧② t❛r❣❡t ❦❡r♥❡❧ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡s❡ ❢❡✇
❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❛♥❦✐♥❣✳ ❇② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t s❡❛r❝❤
s②st❡♠ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❡①❛❝t s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
✐♥❞❡①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s t❤♦s❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✽✱ ✶✶❪✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤❡ ❑P❈❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ r❡❝❡♥t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s❡❛r❝❤ s②st❡♠ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s✱ ♦✛❡r✐♥❣✱ t♦ t❤❡ ❜❡st
♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❡❡❞✱ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ s❡❛r❝❤ q✉❛❧✐t②✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇♥ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡s ❬✶✹✱ ✶✸❪✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r❡✲r❡q✉✐s✐t❡s ♦♥
❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s
✇✐t❤ s❤♦rt ❝♦❞❡s✱ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❛ P❙❉ ❦❡r♥❡❧ K ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω × Ω✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭♦r ♠❛♣♣✐♥❣✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❲❡ t❤❡♥ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❝❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❣❛✐♥st ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

●✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ψ : Ω → H✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ s✉❝❤
t❤❛t ∀x,y ∈ Ω,K(x,y) = 〈Ψ(x),Ψ(y)〉H✳ ■♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ K ✐s ❛ ▼❡r❝❡r ❦❡r♥❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡
H = ℓ2(R) ❛♥❞ Ψ(x) =

[√
λiΦi(x)

]∞

i=1
✱ ✇❤❡r❡✿

∀x ∈ Ω, ∀i ∈ N
∗, λiΦi(x) =

∫

y∈Ω

K(x,y)Φi(y)p(y)dy ✭✶✮

∀i, j ∈ N
∗,

∫

x∈Ω

Φi(x)Φj(x)p(x)dx = δ
j
i , ✭✷✮

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ K ✐s t❤✉s ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ H✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♣❛❝❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ♦♥ Ω ❜② ✇r✐t✐♥❣✿

d(x,y)2 = 〈Ψ(x)−Ψ(y),Ψ(x)−Ψ(y)〉H = K(x,x) +K(y,y)− 2K(x,y) ✭✸✮

❢♦r x,y ∈ Ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ s❡❛r❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ K✱ ✐✳❡✳ K(x,x) = 1, ∀x ∈ Ω✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ x ✐s ❛♠♦♥❣ ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs

■♥r✐❛



◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✺

✭❛♥❞ ✐s ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❞❡✜♥✐t❡✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞
y r❡❞✉❝❡s t♦

d(x,y)2 = 2(1−K(x,y)). ✭✹✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ K✳

✷✳✷ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s

❚❤❡ t✇♦ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ❛r❡ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❛✐♠ ❛t
♠❛♣♣✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ♦❢ RD ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥❛r② s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ B ✇❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t②
✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❢♦r K ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs
♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② s♣❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳

❑❡r♥❡❧✐③❡❞ ▲♦❝❛❧✐t② ❙❡♥s✐t✐✈❡ ❍❛s❤✐♥❣✳ ❑▲❙❍ ❬✶✹❪ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ▲❙❍ ♠❡t❤♦❞ ✐♥
t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♣❛❝❡ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ H ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ✐ts
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡❝t♦rs ❛s ✐✳✐✳❞✳ ❞r❛✇s ❢r♦♠ p ❛♥❞ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡
❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ s✉❝❤ ❞r❛✇s t♦ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② q✉❛s✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs {x1, . . . ,xM} ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ ●r❛♠ ♠❛tr✐① K = (K(xi,xj))i,j=1,...M

♦❢ t❤✐s s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ h(x) = sign
(
∑

i∈I w(i)K(x,xi)
)

✱ ✇❤❡r❡ I ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t ✐♥❞✐❝❡s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②

❛♠♦♥❣ {1, . . . ,M} ❛♥❞ w = K−
1

2 eI ✱ eI ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡s ❛t t❤❡ ❡♥tr✐❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ I✳

❘❛♥❞♦♠ ▼❛①✐♠✉♠ ▼❛r❣✐♥ ❍❛s❤✐♥❣✳ ❘▼▼❍ ❬✶✸❪ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ H ❛s ❛ ❙❱▼ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊❛❝❤ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r t

♦❢ ✈❡❝t♦rs {x1, . . . ,xt} ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡
❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ +1✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ −1✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

h(x) = sign

(

t
∑

i=1

αiyiK(x,xi)

)

, ✭✺✮

✇❤❡r❡ yi ✐s t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ xi ❛♥❞ (αi)
t
i=1

❛♥❞ b ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✉s❛❧ ❈✲❙❱▼ ❝♦st✿

1

2

t
∑

i,j=1

yiyjαiαjK(xi,xj) + C

t
∑

i=1

ξi, ✭✻✮

s✉❜❥❡❝t t♦

∀i, ξi ≥ 0 ❛♥❞ 1− ξi ≤ yi





t
∑

j=1

yjαjK(xi,xj) + b



 . ✭✼✮

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❞s ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢r♦♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ❜② t❤❡ ❤❛s❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② ♠❛r❣✐♥ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤
❛r❜✐tr❛r② ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ s❤♦rt ❝♦❞❡s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✹✵



✻ ❇♦✉rr✐❡r✱ P❡rr♦♥♥✐♥✱ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ Pér❡③✫ ❏é❣♦✉

✷✳✸ ❊①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❑P❈❆

❑P❈❆ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ P❈❆ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♣❛❝❡ H✳ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛
❣❡♥❡r✐❝ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ P❈❆ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs
(Ψ(xi))

M
i=1

✐♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s♣❛❝❡ H ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r C(.) = 1

M

∑M

i=1
〈Ψ(xi), .〉HΨ(xi)✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡

❜② (σ2

i )
E
i=1

❛♥❞ (vi)
E
i=1

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✜rst E ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r
✭E ≤ M✮✱ ❧❡t V = span〈v1, . . . ,vE〉 ❛♥❞ PV ❜❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ V ✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ψ(x) ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ●r❛♠
♠❛tr✐①K = (K(xi,xj))i,j=1,...M ✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r C✳ ▲❡t ✉s
❞❡♥♦t❡ ✐ts ✜rst E ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❜② (ui)

E
i=1

❛♥❞ ❧❡t K(x, .) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r [K(x,x1), . . . ,K(x,xM )]T ✳
❚❤❡♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r PV (Ψ(x)) ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (vi)

E
i=1

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

∀i ∈ {1, . . . , E}, 〈PV (Ψ(x)),vi〉H =
1

σi

〈K(x, .),ui〉. ✭✽✮

❑P❈❆ ✐s t❤✉s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦♥t♦ ❛ E✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✿

M
∑

i,j=1

(K(xi,xj)− 〈PV Ψ(xi), PV Ψ(xj)〉)2 ✭✾✮

♦✈❡r ❛❧❧ E✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡s V ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Φ̃(x) t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ x ❜② t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤
❑P❈❆ ❛♥❞ K̃ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❦❡r♥❡❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② K̃(x,y) = 〈Φ̃(x), Φ̃(y)〉✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝
❦❡r♥❡❧s ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ▼❛❥✐ ❛♥❞ ❇❡r❣ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❬✶✻❪ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❱❡❞❛❧❞✐ ❛♥❞ ❩✐ss❡r♠❛♥ ❬✷✻✱ ✷✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❦❡r♥❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❬✶✾❪✱ P❡rr♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳ s✉❣❣❡st❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣
❑P❈❆ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❦❡r♥❡❧s✳ ❘❛❤✐♠✐ ❛♥❞ ❘❡❝❤t ❬✷✶❪
❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢♦r s❤✐❢t✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡r♥❡❧s✳

■♥ ❛❧❧ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❑P❈❆ ❛s t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❦❡r♥❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✶✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❑P❈❆ ②✐❡❧❞s ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳

✸ ❉❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡
❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s ❛
❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❝♦♥s✐st ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤r❡❡ s✉❜s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❛s q✉❡r② s❡t✱
tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❡t✳

◦ ❙■❋❚✶▼✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❬✶✺❪ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❆✣♥❡ ❞❡t❡❝t♦r ❬✶✼❪✳

◦ ❇■●❆◆◆✿ ❬✶✵❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❢♦r s✉❜s❡ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡✱ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥
t♦ ♦♥❡ ❜✐❧❧✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ✇❡r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❡❛r❝❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱

✶❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✶✻✱ ✷✻✱ ✶✾❪ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡✳

■♥r✐❛



◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✼

❉❛t❛s❡t s✐③❡ ❞✐♠ ❞❡s❝r✐♣t♦r ♦♥❧✐♥❡

❙■❋❚✶▼ ✶▼ ✶✷✽ ❍❡s❆✛ ❬✶✼❪✰❙■❋❚ ❬✶✺❪ ❤tt♣✿✴✴❝♦r♣✉s✲t❡①♠❡①✳✐r✐s❛✳❢r
❇■●❆◆◆ ✶▼✕✷✵✵▼ ✶✷✽ ❉❖●✰❙■❋❚ ❬✶✺❪ ❤tt♣✿✴✴❝♦r♣✉s✲t❡①♠❡①✳✐r✐s❛✳❢r
■♠❛❣❡♥❡t ✶✳✷✻✶▼ ✶✱✵✵✵ ❇❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐♠❛❣❡✲♥❡t✳♦r❣

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❉❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤

t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ χ2 ❦❡r♥❡❧✱ ❢♦r s✉❜s❡ts ♦❢ ✶ t♦ ✷✵✵
♠✐❧❧✐♦♥s ✈❡❝t♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉♦● ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❙■❋❚✶▼ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳

◦ ■♠❛❣❡♥❡t ❬✺❪✿ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✶✱✵✵✵✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s ✭❇❖❲✮ ✈❡❝t♦rs
♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✵ ▲❛r❣❡✲❙❝❛❧❡ ❱✐s✉❛❧ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✷✵✶✵ ✭■▲❙❱❘❈✬✷✵✶✵✮✳
❋♦r ♦✉r s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✏tr❛✐♥✑ s❡t ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞✱ t❤❡
✏✈❛❧✑ s❡t t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✶✱✵✵✵ q✉❡r✐❡s ❢r♦♠
t❤❡ ✏t❡st✑ s❡t✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❋♦r t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ χ2 ❦❡r♥❡❧✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❬✶✹✱ ✶✸✱ ✷✼❪✳
◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ❛♥② ❜❡♥❡✜t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❦✲♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs s❡❛r❝❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡
❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❘❡❝❛❧❧❅❘ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘✱ ❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❡✳❣✳ ❬✶✶❪✮✳ ■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢
q✉❡r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❘ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

✹ ❊①❛❝t s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❛♥② P❙❉ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞
❛❧r❡❛❞② ②✐❡❧❞ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❙✉❝❤ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣
♦✛❡rs t✇♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥ ♦✉r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s❡❛r❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛❝t s❡❛r❝❤✱ ✐s t❤❛t ✐t ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦t
♣r♦❞✉❝t ♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✷ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
P❙❉ ❦❡r♥❡❧s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s✐♥❣
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡ ❛rt ✐♥❞❡①✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♠❡tr✐❝s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ t✐♠❡✳

✹✳✶ ❊rr♦r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❑P❈❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

Pr❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❑P❈❆ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡
❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✴❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① K ✭❞❡♥♦t❡❞
σ2

i ❛♥❞ ui ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦✉♥t❡r♣❛rts λi ❛♥❞ Φi✳ ❙✉❝❤ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♥♦t t✐❣❤t ❬✷✸❪ ♦r r❡q✉✐r❡ ♦r❛❝❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❬✷❪✳

✷ ◆♦t❡ t❤❛t ||Φ̃(x)||2 = K̃(x, x) ≈ K(x, x) = 1 s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ K✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r
t❤❡ ❝♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✹✵



✽ ❇♦✉rr✐❡r✱ P❡rr♦♥♥✐♥✱ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ Pér❡③✫ ❏é❣♦✉

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡t t✐❣❤t❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳
❆s s❤♦✇♥ ❡❛r❧✐❡r✱ ❑P❈❆ ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ V ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ǫ(x,y) = K(x,y) − K̃(x,y) ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s♣❛❝❡✿ ǫ(x,y) = 〈PV ⊥Ψ(x), PV ⊥Ψ(y)〉H✱ ✇❤❡r❡ PV ⊥ ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ V ✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ R(x) = ||PV ⊥Ψ(x)||H✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s

s✉♣♣♦s❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ K✱ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦
(

1− ||Φ̃(x)||2
)

1

2

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ ǫ(x,y)✿

|ǫ(x,y)| ≤ R(x)R(y). ✭✶✵✮

❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ❤❛s
♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛
q✉❡r② q ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞❛t❛s❡t X ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② x1 ❛♥❞ x̃1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐ts ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r
❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

K(q,x1) ≥ K(q, x̃1) ≥ K̃(q, x̃1)−R(q)R(x̃1). ✭✶✶✮

❋♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r x✱

K(q,x) ≤ K̃(q,x) +R(q)R(x). ✭✶✷✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t✱ ✐❢ ❢♦r s♦♠❡ x ✇❡ ❤❛✈❡✿

K̃(q,x) +R(q)R(x) < K̃(q, x̃1)−R(q)R(x̃1), ✭✶✸✮

t❤❡♥ K(q,x) < K(q,x1) ❛♥❞ x ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ q✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✉s❡s t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❛✈♦✐❞ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ s✉r❡ t♦
✜♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ q✉❡r②✳

✹✳✷ ❊①❛❝t s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s R(x) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢
❛❧❧ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❞❛t❛s❡t X ✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ q✉❡r② q ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✭❧❡❢t✮✿

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ Φ̃(q) ❛♥❞ R(q)✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ K̃(q,x) = 〈Φ̃(q), Φ̃(x)〉 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X ✳

✸✳ ❋✐♥❞ x̃1 = ❛r❣♠❛①
x∈X

K̃(q,x)

✹✳ ❋✐♥❞ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts y ∈ X s✉❝❤ t❤❛t✿

K̃(q, x̃1)−R(q)R(x̃1) ≤ K̃(q,y) +R(q)R(y)✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② Y t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳

✺✳ ❚❤❡ tr✉❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐s x1 = ❛r❣♠❛①
y∈Y

K(q,y)✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

▲❡t N ❜❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳ ■❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ M ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ s❡t Y ✐s ♦❢
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② k✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ q ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ M + k

❦❡r♥❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ N ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts✱ ✈s✳ N ❦❡r♥❡❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ■❢

■♥r✐❛
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❛❝t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✶✵▼ ✶✷✽✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙■❋❚ ✈❡❝t♦rs✱
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✷✽ ✇✐t❤ ❑P❈❆ ♦♥ χ2 ❦❡r♥❡❧✳ ▲❡❢t✿ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✳ ❚❤❡
r❡r❛♥❦❡❞ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ t♦♣ ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❘✐❣❤t✿ ♦♥❡ ♠✐♥✉s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ q✉❡r② ✭❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ M✮✳ ❚❤❡ M ❦❡r♥❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❛r❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✭✇❤✐❝❤
✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❦❡r♥❡❧s✮✱ ❛♥❞ ✐❢ M + k ≪ N ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡
s✉r❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✭r✐❣❤t✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ✶✵▼ ❙■❋❚ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❦❡r♥❡❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r M = 2, 048✱ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ q✉❡r✐❡s r❡q✉✐r❡ ❧❡ss t❤❛♥
✶✺✱✵✵✵ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✶✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ❆ tr❛❞❡♦✛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡❝t♦rs M ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✿ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✈❡❝t♦rs t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❜♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡
t✐❣❤t❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ♥♦r♠s R(x) ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❜✉t ✉s✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥
♠♦r❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉❡r②✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ M = 2, 048
♣❡r❢♦r♠s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ M = 8, 192 ✭✽✱✵✵✵ ❛✈❡r❛❣❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✈s✳ ♠♦r❡ t❤❛♥
✶✶✱✵✵✵✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡s ✸ ❛♥❞ ✹ ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs M ❛♥❞ E ♦♥ t❤❡
s❡❛r❝❤ q✉❛❧✐t② ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ■♠❛❣❡♥❡t ❇❖❲ ❞❛t❛❜❛s❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s t♦♦ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ r❡r❛♥❦❡❞ ✇❛s ❛❜♦✉t ✹✵✵✱✵✵✵ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✪✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t
❢❡✇❡r ✈❡❝t♦rs ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t αR(x)R(y) ≤
ǫ(x,y) ≤ βR(x)R(y)✱ ✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ s✐♠♣❧② ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥
✈❡❝t♦rs x ❛♥❞ y✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❛♥❞ β t❤❛t ✇♦r❦
❢♦r ♠❛♥② ✈❡❝t♦rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✭s✮ ❛♥②♠♦r❡✳ ❲✐t❤♦✉t
s✉❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ✐t ✐s ❢❛r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✹✵
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Imagenet (1000-D BOW, 1.261 million images), E=512
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SIFT (128-D, 1 million descriptors), E=64

M=128
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ▼ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ♦♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣
r❡❝❛❧❧❅❘ ❝✉r✈❡s✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭■♠❛❣❡♥❡t ❛♥❞ ❙■❋❚✶▼✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦✉t♣✉t ❜②
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✭❊❂✺✶✷ ❛♥❞
❊❂✻✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳
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E=64
E=128
E=256
E=512

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

1 10 102 103 104

R
ec

al
l@

R

Rank R

SIFT (128-D, 1 million descriptors)
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❛♥❦✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✭❘❡❝❛❧❧❅❘ ❝✉r✈❡s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✈❡❝t♦r s✐③❡ E✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✐s ❤❡r❡ ✜①❡❞ t♦ M = 8, 192✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❇❖❲ ✈❡❝t♦rs
❢r♦♠ ■♠❛❣❡♥❡t r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② E✳

✺ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ s❤♦rt ❝♦❞❡s

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦
st❡♣s✿

✶✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✜rst ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❑P❈❆✳

✷✳ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s♣❛❝❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛t st❡♣ ✷✱ ❛♥② ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞♦t✲♣r♦❞✉❝t✱
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ ❝♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs
▲❙❍ ❬✸✱ ✹❪ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦r ❙❍ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ▲❙❇❈ ❬✷✵❪ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s Pr♦❞✉❝t
◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭P◗✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

■♥r✐❛



◆❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣s ✶✶

❉❛t❛s❡t ❙■❋❚✶▼ ■♠❛❣❡♥❡t
Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ◆♦♥❡ ❘❘ ❘P ◆♦♥❡ ❘❘ ❘P

❘❡❝❛❧❧❅✶ ✵✳✶✼ ✵✳✶✺ ✵✳✶✾ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺

❘❡❝❛❧❧❅✶✵ ✵✳✹✷ ✵✳✸✾ ✵✳✺✶ ✵✳✶✷ ✵✳✶✷ ✵✳✶✹

❘❡❝❛❧❧❅✶✵✵ ✵✳✼✺ ✵✳✼✹ ✵✳✽✺ ✵✳✸✵ ✵✳✸✸ ✵✳✸✼

❘❡❝❛❧❧❅✶✵✵✵ ✵✳✾✻ ✵✳✾✼ ✵✳✾✾ ✵✳✻✵ ✵✳✻✼ ✵✳✻✾

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❑P❈❆✰P◗ ✭❘❡❝❛❧❧❅❘✮ ✇✐t❤ ♥♦ ♣r❡✲
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✶✶❪✱ ❘❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ✭❘❘✮ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭❘P✮✳ P❛r❛♠❡t❡rs✿ M =
1, 024✱ E = 64 ❛♥❞ s = 8 ❜②t❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆✈❡r❛❣❡s ♦♥ ✶✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✺✳✶ Pr♦❞✉❝t q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

▼♦st ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤♦rt ❝♦❞❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❜✐♥❛r② s✐❣♥❛t✉r❡s ❬✶✹✱ ✶✸✱ ✽❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱
❏é❣♦✉ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✶❪ ✐♥st❡❛❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ♥♦♥✲❜✐♥❛r②
❝♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ♣r♦❞✉❝t q✉❛♥t✐③❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
s s✉❜s♣❛❝❡s✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✈❡❝t♦r x ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s s✉❜✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤s✱ ❡❛❝❤ ♦❢
✇❤✐❝❤ ✐s q✉❛♥t✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❦✲♠❡❛♥s q✉❛♥t✐③❡r ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡♥tr♦✐❞s✳ ■t ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② s❡t t♦ ✷✺✻ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜✈❡❝t♦r ✐s q✉❛♥t✐③❡❞ ❛s ❛ ✶✲❜②t❡ ❝♦❞❡ ✭✽ ❜✐ts✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✲❜②t❡s ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ d(q,x) ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧
♠❛♥♥❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ q✉❡r② ✐s ♥♦t q✉❛♥t✐③❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐t ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
❞✐st❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ r❡q✉✐r❡s s t❛❜❧❡ ❧♦♦❦✲✉♣s ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs✳

Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ P◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ P❈❆ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡✲
tr✐❡✈❛❧ ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ P◗ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❢ ❛
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ P❈❆ ❛♥❞ ♣r✐♦r t♦ P◗ ❡♥❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛✲
tr✐① ✐s ❡✐t❤❡r ❧❡❛r♥❡❞ ♦r r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡rs
❤❛✈❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❡♥❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t
q✉❛♥t✐③❡rs ♣❛rt✐❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② P❈❆ ✐s
❧♦st✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ❆♥♦t❤❡r
❜❡♥❡✜t ✐s t❤❛t ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♠❛✐♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❧❡ss ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts ♦✈❡r❛❧❧✳

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤

■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❡ ✜rst st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✇❡ ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞✿ ✭✐✮ ♥♦ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✱ ❛s ✐♥ ❬✶✶❪✱ ✭✐✐✮ ❛ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✷❪ ♦r ✭✐✐✐✮ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ s❡❛r❝❤ q✉❛❧✐t②✳ ❖♥ ❙■❋❚✶▼✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳ ❖♥ ■♠❛❣❡♥❡t✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r ❜✉t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ st✐❧❧ ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❝❤❡❛♣❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞♦♣t t❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✹✵
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✿ s❡❛r❝❤ q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ χ2 ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❝♦❞❡❞ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ✶▼ ❙■❋❚✳ ▲❡❢t ✿ r❡❝❛❧❧❅❘ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s✐③❡ ♦❢ ❇❂✷✺✻ ❜✐ts✳ ❘✐❣❤t✿ r❡❝❛❧❧❅✶✵✵
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ✭✸✷✕✷✺✻✮✳ P❛r❛♠❡t❡rs✿ ❑P❈❆✰▲❙❍ → E = B ❛♥❞ M❂✶✱✵✷✹
❀ ❑P❈❆✰P◗ → E❂✶✷✽ ❛♥❞ M❂✶✱✵✷✹✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❑P❈❆✰P◗ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ❑▲❙❍ ❬✶✹❪ ❛♥❞ ❘▼▼❍ ❬✶✸❪✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs ✐♥ t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛②s ❢r♦♠ ❑▲❙❍ ❛♥❞ ❘▼▼❍✿ ✭✐✮ ❑▲❙❍ ❛♥❞
❘▼▼❍ r❡❧② ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ✇❡ r❡❧② ♦♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❑P❈❆ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ✭✐✐✮
❑▲❙❍ ❛♥❞ ❘▼▼❍ r❡❧② ♦♥ ❜✐♥❛r② ❝♦❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ P◗ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❜②t❡s✳
❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❞✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑P❈❆✰▲❙❍ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✮ ❜✉t ❡♥❝♦❞❡s ❛ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r ✭❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❑▲❙❍
❛♥❞ ❘▼▼❍✮✳

●✐✈❡♥ ❛ t❛r❣❡t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts B ❛♥❞ ❛ t❛r❣❡t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s M ✱ ✇❡ st✐❧❧
♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s E ❢♦r ❑P❈❆✳ ❋♦r ❑P❈❆✰P◗✱ ✇❡ s❡t E = 128✳
❋♦r ❑P❈❆✰▲❙❍✱ ✇❡ s❡t E = B ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❲❡ r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ❢♦r ❙■❋❚✶▼ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❛♥❞ ❢♦r ■♠❛❣❡♥❡t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❲❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛❧❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✵ t✐♠❡s ✭✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇s ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✱ r♦t❛t✐♦♥s✱ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✱ ❘▼▼❍ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❑▲❙❍ ♦♥ t❤❡ ❇❖❲
■♠❛❣❡♥❡t ❢❡❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❑▲❙❍ ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❘▼▼❍✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r B = 128 ❜✐ts✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ r❡❝❛❧❧❅✶✵✵ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✪ ❛❜s♦❧✉t❡✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❑P❈❆✰▲❙❍ s❝❤❡♠❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❑▲❙❍ ❛♥❞ ❘▼▼❍ ❛t ❛❧❧
r❛♥❦s ❛♥❞ ❝♦❞❡ s✐③❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❡✳❣✳ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✪ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦♥
❙■❋❚✶▼ ❢♦r ✶✷✽ ❜✐ts✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ❑P❈❆✰P◗ ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❑P❈❆✰▲❙❍✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t②
♦❢ ❛ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ❡♥❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ❝♦❞✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❬✶✶❪✳

❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❑P❈❆✰P◗ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❑▲❙❍ ❛♥❞ ❘▼▼❍ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❙■❋❚✶▼ ❛♥❞ ❢♦r B = 64✱ ❑P❈❆✰P◗
❛❝❤✐❡✈❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✽✵✪ r❡❝❛❧❧❅✶✵✵ ✇❤✐❧❡ ❑▲❙❍ ❛❝❤✐❡✈❡s ♦♥❧② ✷✵✪✳ ❋♦r ■♠❛❣❡♥❡t ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts B✱ t❤❡ r❡❝❛❧❧❅✶✵✵✵ ♦❢ ❘▼▼❍ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❛❜♦✈❡ ✸✵✪ ✇❤✐❧❡ ❑P❈❆✰P◗
❛❝❤✐❡✈❡s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✼✵✪✳

■♥r✐❛
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt✿ s❡❛r❝❤ q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ χ2 ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❝♦❞❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ✶✳✷▼ ❇❖❲✳ ▲❡❢t ✿ r❡❝❛❧❧❅❘ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s✐③❡ ♦❢ ❇❂✷✺✻ ❜✐ts✳ ❘✐❣❤t✿

r❡❝❛❧❧❅✶✵✵✵ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ✭✸✷✕✷✺✻✮✳ P❛r❛♠❡t❡rs✿ ❑P❈❆✰▲❙❍ → E = B

❛♥❞ M = 1, 024 ❀ ❑P❈❆✰P◗ → E = 128 ❛♥❞ M = 1, 024✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡ ✭✶▼ t♦ ✷✵✵▼ ✈❡❝t♦rs✮✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
❑P❈❆✰P◗✿ s = 16✱ E = 64 ❛♥❞ M = 1, 024✳

▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ r❡♣♦rts t❤❡ ❘❡❝❛❧❧❅❘ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ s✉❜s❡ts ♦❢ ✶▼✕✷✵✵▼
❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❇■●❆◆◆ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❑P❈❆✰P◗ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ s❝❛❧❡ t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞r❛st✐❝ ❧♦ss ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①❛❝t s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇♦r❦s ✈❡r② ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❙■❋❚ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ②❡t ✐s ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣
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