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Résumé : Ce rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis triangulaires ou quadri-
latéraux de Lagrange de degré 2. Ici, on regarde le cas d’un élément fini de Lagrange hexaédrique
de degré 2 a 27 nceuds et & 20 nceuds. Néanmoins on revient également sur le cas de 'hexaédre
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Lagrange hexahedra of degree 1 and 2

Abstract: Following our previous reports related to Lagrange triangles and quadrilaterals
of degree 2, we consider the case of a Lagrange hex finite element of degree 2. By the way,
we also return to the hex of degree 1. A couple of surprising things appear. We also discuss
the notion of a quality of such elements.

Key-words: Q1 hex. 8-node hex Q2 hex. 27-node hex. 20-node hex Q1 mesh. Q2 mesh. Q1
finite element. Q2 finite element. Bézier curve. Bézier hex.
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1 Introduction

On poursuit ici l’étudeEl des éléments finis usuels de degré 1 et 2 en considérant le cas
d’un hexaédre. La question que nous regardons concerne la validité de cet élément au sens
de la positivité de son jacobien (hors de toute considération sur la qualité, notion, d’ailleurs,
a définir).

La validité étant établie, on discute de ce que pourrait étre une définition de la notion de
qualité géométrique de ces éléments.

En vue de ’étude des éléments de degré 2, on revient sur les courbes et les carreaux de
Bézier dans les deux premiéres sections. On verra néanmoins que, méme au degré 1, ce point
de vue facilite la discussion.

Une section regarde le cas des hexaédres de degré 1. On montre que méme le cas d’éléments
a faces planes ne conduit pas & une condition nécessaire et suffisante de validité.

Ensuite on discute de ’hexaédre complet de degré 2 & 27 noeuds. La vision Bézier nous
donne une condition suffisante de validité. L’élément réduit & 20 nceuds est alors discuté
en montrant comment il peut étre construit au moyen d’une interpolation transfinie. La
discussion sur sa validité conduit & deux voies, une étude directe de sa forme (incompléte)
de Bézier, comme pour le quadrilatére plan réduit & 8 nceuds ou une analogie avec le cas a
27 noeuds en "inventant" les nceuds mnaquants.

La derniére section propose une définition de ce que pourrait étre la qualité géométrique
des éléments hexaédriques de degré 1 et 2.

LCe travail rentre dans le cadre du ILab INRIA-Disténe.
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4 P.L. George et H. Borouchaki

A B A B

F1G. 1 — La courbe AB avec ses trois points de controle A, B et C et son milieuw M. Deux
positions de C, pour A et B fizés, donnent deux courbes différentes.

2 Courbe de Bézier de degré 2

Les points de contréle introduits dans la suite sont dans R3.

2.1 La courbe

On se donne trois points de controle, Py, P; et Py et un paramétre ¢ variant dans [0, 1].
On définit la courbe I' par la fonction « suivante :

Y(t) = (1 —t)?Py +2t(1 —t)P, + t*Py, t €[0,1]. (1)

Cette courbe passe par Py et P,. Le point 7( %) est appelé milieu de la courbe.

En vue de la construction des éléments finis P2, on va utiliser ces courbes pour définir les
arétes des éléments. Soit maintenant AB un segment et C' un point quelconque pour l'instant.
On définit une aréte comme le lieu des points P(t), ¢ € [0, 1] correspondant a la courbe T" et
la fonction 7 ci-dessus dans laquelle on fixe Py = A, P, = C et P, = B. Donc

Pt) = (1-t)2A+2t(1-t)C +*B, t€[0,1], (2)
le milieu, correspondant par définition & ¢t = %, vaut

1 A+ B+2C
M= p() = S 3)

le point M est donc le milieu des milieux respectifs de AC et de BC. Inversement, on a

C,:4M72AfB' @)

Dés lors que C' n’est pas aligné avec A et B, aréte est courbe, en cas contraire 'aréte reste
droite et on impose que C' = M ce qui revient & dire que le nceud milieu est bien le milieu

de l’arétdzl

Notons pour finir que la Relation , exprimée cette fois en fonction des nceuds A, B et
M, tels que définis ci-dessus, s’écrit

Pit)=(1-t)1-20)A+4(1—-t)M+t(2t—1)B, t €0,1], (5)

ot on retrouve les polynomes de Lagrange de degré 2 des éléments finis (ici en une dimension).
Par ailleurs, en fonction maintenant des points de controle, cette méme expression s’écrit

P(u,v) = u?A + 2uvC + v’ B, (6)

2Ceci n’est pas strictement nécessaire, on pourrait, a priori, définir comme noeud “milieu” interne de 1’aréte
tout point P(a) = (1 — @)A + aB avec néanmoins la limitation i <a< % Cette limitation vient du lien
entre M et C' qui n’a de sens que si M et C sont compris entre A et B. Sortir de cette intervalle conduirait a
une boucle car C sort de AB. Néanmoins, mettre le nceud exactement au milieu rend le traitement élément
fini en P2 (droit) cohérent avec ’élément P1 sous-jacent et identique au cas courbe, voir plus bas.

Inria
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avec u + v = 1, u € [0,1] qui est la forme de Bernstein (ou de Bézier) bien connue. Pour
simplifier Pécriture, on a gardé la méme notation pour P, i.e, P(t) ou P(u,v). De fagon
formelle, P(u,v) s’écrit aussi comme

P(u,v) = Z sz(u,v)Pi’j, (7)
itj=2

avechozA,Pn:CetPOg:B.

2.2 La tangente
La tangente de I' est définie par

’

Y () = —2(1 — t)Py + (2 — 4t)P, + 2Pyt € [0,1]. (8)

Ent =0, ’y,(t) =2PP,ent=1, 'y/(t) = 2P Pyetent = %, fy/(t) = PyP,. Autrement
dit, la courbe part de P, tangente a Py P, est paralléle au segment PyP, au point ’y(%) et

. ————<d
arrive en P, tangente a P, P,. Un résultat connu est que cette tangente est elle-méme une
forme de Bézier. En effet, on peut écrire v () comme

V(1) =2 [t RP + t PP, )

ainsi on trouve la forme de Bézier de degré un dont les "points" de controle sont les vecteurs
= == .
PyP; et Py P>. On peut 'écrire également comme

4 —— —_—
~ (ut), v(t)) = —2 [upop1 n vPng} :
avec u=1—t et u+ v = 1. Notons ainsi que v (u,v) = —~ ().

Ceci permet de trouver simplement la tangente en tout point v(¢) de la courbe I' par une
construction géométrique évidente. Appliqué & l'aréte AB de points de controle A, B et C,

on voit que la tangente en A est portée par le vecteur E la tangente en B est portée par
le vecteur CB et que la tangente en M, le milieu, est paralléle au vecteur A

3 Carreaux de Bézier

Le polynéme de Bernstein de degré n s’exprime comme :

Nl i \n—i n! i1 o \n—i

ot u € [0,1]. Le carreau de degréﬂ n X n X n, étant donné les points de controle Pjy, s’écrit
simplement :

(u, v, w) Z Z Z Bj'(u) B (v) By (w) Pijy, . (10)
1=0,n j=0,n k=0,n

Les polynoémes de Bernstein sont agréables & manipuler car toute dérivée est elle méme un
polynoéme de Bernstein et que le produit de deux tels polynémes est également un polynéme
de Bernstein.

3.1 Carreau de degré 1x1x1

Cet hexaédre est défini & partir de 8 points de contréle qui ne sont autres que ses sommets,
notés Pjji. Il s’exprime via le produit tensoriel ci-dessus avec les polynémes de Bernstein de

degré 1 :
O(u,v,w) = > > > Bl v) B (w) Pijy, . (11)

1=0,1 j=0,1 k=0,1

311 est loisible de construire des carreaux dont le degré n’est pas identique selon les directions.

RR n° 8039



6 P.L. George et H. Borouchaki

3.2 Carreau de degré 2x2x2

Cet hexaédre est défini & partir de 27 points de controle, notés P;;;, , qui comprennent en
particulier ses sommets. Ces points sont organisés comme le réseau suivant :

Poao  Prag Paxo

Poio Piio Pao
Pooo  Proo  Pooo -

pour l'indice k = 0 et des réseaux similaires pour k = 1 et k = 2. Le carreau est de degré 2
dans chaque direction et s’exprime donc via le produit des polynémes de Bernstein de degré 2 :

O(u,0,w) = > > > B}u)B;(v)Bi(w) Py . (12)

i=0,2 j=0,2 k=0,2

Pour v = w = 0, on trouve :

0(u,0,0) ZB Pigo ,

1=0,2

donc une courbe de Bézier comme définie ci-dessus (avec une subtilité de notation liée a la
variation de u et aux indices).

4 Elément fini hexaédrique de degré 1, le Q1 4 8 nceuds

Les notations sont les notations classiques des éléments finis. On note K lélément de
référence, K 1’élément courant, Fx la transformation permettant de passer de KakK , pi le
polynome de base numéro i et A; le nceud i de K. &, i et 2 désignent les coordonnées d’un point
dans K, z,y et z les coordonnées d’un point courant. Les noeuds de K ou [0,1] x [0, 1] x [0, 1],
a savoir les 8 sommets, sont les suivants :

-(0.,0.,0),(1.,0.,0.),(1.,1.,0.),(0.,1.,0.)

~(0.,0.,1),(1.,0.,1),(1.,1.,1.),(0.,1.,1.)

Un élément est décrit par la liste de ses noeuds (ou sommets, dans ce cas précis) .

4.1 Dérivées, jacobien et condition de validité

Les huit polynémes de base, du point de vue élément fini et du point de vue de la
transformation géométrique, sont (en variables &, et 2) :

—p=(1-2)(1-g)(1-2),

- p2e=2(1-9)(1-2),

- p3=2y(1 - 2),

- pa=(1=2)g(1 = 2),

- ps=(1-2)(1-9)z,

- pe =2(1-7)

- pr =Yz,

- ps=(1—-%)g2.

La transformation Fx permettant de passer de K a K est Fr(M Z i A,, on

a ainsi M = Fg(M ) On vérifie immédiatement que cette expression n est autre que la
Relation .

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, est définie a partir des déri-
vées des polynomes de base. Pour mémoire, au poin‘ﬂ x, Yy, z, la matrice des dérivées des
polyndémes s’écrit :

—(I-y)(1-2) (A-yl-2) yll-2 —y(l-2) —(I-yz (I-yz yz —yz
—(1-2z)(1-2) —z(l—2) z(l—2) (1—-2z)(1-2) —(1—x)z —xzz xz (1—2)z
—(I-2)(1-y) —z(1-y) —zy —(l-z)y (A-2)(1-y) z(l-y) 2y (I-2)y

4en omettant le symbole "

Inria



Hexaedres Q1 et Q2 7

F1G. 2 — Numérotation des neuds de l’hexaédre de référence.

La matrice jacobienne s’écrit
i, 4\ . Opi 4\ Wi 4\
S Rlhie X Fldn S
Pi 4 Pi 4 Pi 2
ng (A)yi Zgy (A)yi Z gz (ADyi |,
Pi Ay Di Ay Di iy,
YIRIENED S VIS SL AFI

ou x;,¥y; et z; sont les coordonnées du nceud courant A; et A est le neeud d’évaluation. En

ce noeud d’évaluation, le jacobien qui est le déterminant de cette matrice, s’écrit comme

le produit mixte < @ .(W A W) > . Il représente donc, au facteur 6 prés, le volume du

op; , 2
tétraedre formé par les vecteurs ', @ et W rapportés en un point, ici avec, W = Z Pi (A)ZZ

Ox

v = Z %I; (A)Z; et W = Z %1: (A)KZ avec A le neeud d’évaluation et A; les nceuds de

I’élément considéré.

Le jacobien en un sommet. Regardons, a titre d’exercice, ce jacobien vu par le noeud
A; donc pour le triplet £ =0,y = 0, 2 = 0, la matrice ci-dessus vaut :

-1 1 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 1 0 0 0 O |,
-1 0 0 01 0 0 O
donc
7:7A1+A2 s 7:7A1+A4 et w:7A1+A5,
par suite

7(141) =< A1As . (A1 A4 N A1 A5) >, (13)

qui mesure (six fois) le volume du tétraédre A;A;A4As5, coin en A; de l’hexaédreﬂ Des
formules identiques valent pour les 7 autres jacobiens associés aux autres sommets.

De maniére générale, quels sont les conditions garantissant que le jacobien est strictement
positif partout. Cette question semble anodine et pourtant il ne semble pas y avoir de réfé-
rences définitives sur ce sujet bien que de nombreux papiers tournent autour de ce sujet. En
pratique, on a l'intuition que les extrema sont atteints sur les bords (comme pour le quadri-
latére Q1 dans le plan) donc en un sommet et que, par suite, la positivité est garantie si le
minimum des jacobiens associés aux sommets est strictement positif mais nous nous verrons
plus tard que ceci n’est pas démontré.

511 est amusant ou consternant de voir cette simple constatation exprimée comme un lemme dans certains
papiers dont nous tairons le nom des auteurs par charité.

RR n° 8039
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Fi1G. 3 — Le jacobien relatif a un sommet, ici Al, est le volume du tétraédre coin de [’élément,

ict [A1A2A4A5} .

On commence la discussion en regardant ce qu’est le jacobien aux sommets, sur une aréte,
sur une face et dans ’élément en exhibant la forme du polynéme associé a ces différents cas.
En fait, on va montrer qu’il est difficile de conclure au seul vu de ces polynémes. On adopte
ensuite le point de vue Bézier qui débouche sur une condition suffisante en constatant que
nous n’avons pas réussi a faire mieux.

Le jacobien sur une aréte (cas général). Regardons comment varie le jacobien quand
& varie dans [0, 1] pour § = 2 = 0. On a, pour les dérivées, la matrice suivante :

-1 1 0 0 0 0 0 0
—(1-2) —z =z (1—2x) 0 0 00
—(1—2) —x O 0 (I-z) =z 0 0
donc
=—A+A,, v = —(1—1‘)A1—$L’A2+.%‘A3+(1—.’L‘)A4 et W = —(1—$)A1—$CA2+(1—£L’)A5+.’L’AG,
soit - —_— —_— — -
ﬂ} = AlAQ, T = (1 — CL’)A1A4 + £CA2A3 et@’ = (]. - $)A1A5 + SUAQA(; s
par suite

J(x) =< AAy . (1 - 2) Ay AL+ 2 Ay A3) A (1 — 2) A Az + 1Ay Ag)) >, (14)

notons, au passage, que, évidemment, 7 (0) = J (A1) et que J(1) = J(Az). Le vecteur @ est
A R _ N e .
laréte elle-méme, le vecteur @ varie linéairement entre A, A4 et Ay As. Le vecteur W varie
linéairement entre A; A5 et A5 Ag. Ces vecteurs sont ceux des deux faces communes issus des
extrémités de 'aréte.

Ecrit autrement, on a

J(z) = a2 {j(Al)— < Ay (A Ay N AGAY) > — < Ay Ay (AyAg A A A7) > +j(A2)}

+x {—2j(141)+ < A1A2 . (A2A3 N A1A5) >+ < A1A2 . (A1A4 A AQAG) >} + j(/il) .

Le jacobien sur cette aréte (et, en général, sur une aréte) est un polynéme du second degré,
ici en .

On pose o = j(fil)— < A1A2 . (A1A4 /\A2A6) > —< A1A2 . (AgAg A A1A5) > +j(142),
ﬂ = —2j(A1)+ < A1A2 . (A2A3 A A1A5) >4 < A1A2 . (A1A4 N A2A6) >ety = j(Al), le

jacobien s’exprime alors simplement par :

J(x) = az® + Bz +7.

Inria
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Fic. 4 — Le jacobien relatif a une aréte, ici A1 A, est le volume du tétraedre défini par laréte
elle-méme et deux arétes balayant les 2 faces incidentes.

La discussion du point de vue purement abstrait consiste & regarder les différents cas
selon la valeur respective des coefficients présents dans la relation.

Si a < 0, la condition de positivité se réduit a J(A;) et J(Ay) strictement positifs. En
effet, pour a = 0, on a J(z) = (1 — )T (A;) + J(A2) ce qui permet de conclure alors que
pour a < 0, on a J(z) plus grand que le minimum entre J(A;) et J(Asz).

Si a > 0, il existe un extremum, plus petit que j(/il) et j(/ig) et il suffit de regarder
si cet extremum est atteint sur [0,1] ou hors cet intervalle. L’extremun est atteint pour
Text = —54-

— si Zegt €]0,1], on calcule la valeur en ce point d’ou la décision, cette valeur, ._7(141) et

J(Ay) strictement positifs est la condition.
— sl Tegr ]0,1[, T(A1) et T (As) strictement positifs est la condition.

Le jacobien sur une aréte (cas d’un parallélépipéde). Remarquons que pour un cube
ou, plus généralement, pour un parallélepipéde, a« = 8 = 0 et J(z) = J(A1) et, ainsi, est
constant, sur I'aréte étudiée.

Le jacobien sur une aréte (cas ou les faces sont planes). On exprime les divers

vecteurs intervenant en fonction de la base formée par Ay Az, A1 Ay et A1 As et on part alors
de la Relation , A savoir

j(l‘) =< AlAQ . (((1 — 33)A1A4 + JCA2A3) N ((1 — I)A1A5 + .’L‘AQAG)) >,
écrit comme le déterminant
J((E) = | A1A2 (1 — x)A1A4 + ZL’AQA;; (]. — .’E)A1A5 + .’EAQA(; |,

qui, en posant, avec des coeflicients adéquats,

AsAs = aA1As +bA1 Ay et AsAg = cA1As + dA1Ag

se réduit a
\7(16) = |A1A2 (1 —$+$b)A1A4 (1—$+{Ed)A1A5|,

ou encore

Ja)=Q—z+ab)(1 —2+xd) | A Ay AjA; AA;| = (1—z+2b)(1 —z+zd)T(A).
Pour z = 0, on retrouve [J(A;), pour z = 1, on a la relation J (A3) = bd.7 (A;).

Comme la condition J(A;) > 0 et J(Ay) > 0 est nécessaire, on a bd > 0. Pour voir,
sous ces conditions, si J(x) peut passer négatif ou nul, on va étudier le signe de (1 — = +

RR n° 8039



10 P.L. George et H. Borouchaki

xb)(1 —z+xd) quand x € [0, 1] pour b et d variant (les coefficients a et ¢ n’interviennent pas).
Autrement dit, peut on trouver au moins un couple (b, d) tel que, pour une valeur admissible
de x, le jacobien soit non valide ?

La condition bd > 0 implique que b et d soient de méme signe. Le cas d’un signe négatiiﬁ
est exclu car dans ce cas certains des huit J (A,) seraient non positifs, ceci exclu les éléments
ayant une ou plusieurs faces (planes) non convexes. Par suite, b et d sont nécessairement
positifs. La question devient donc, peut on trouver au moins un couple (b, d), chacun étant
positif, tel que, pour une valeur admissible de x, le jacobien soit non valide ?

Regardons le signe de (1 —xz +ab)(1 — 2+ xd), pour cela, on écrit cette expression comme
(1—2)?+z(1—2)(b+d)+bdz?, comme z € [0, 1], que bd est positif et que b+ d est également
positif, I'expression est positive strictement et, par suite, le jacobien est strictement positif
sur l'aréte.

Le jacobien sur une aréte (cas ou les faces ne sont pas planes). Ici, on a

A2A3 = aA1A2 + bA1A4 + ’YA1A5 et A2A6 = CA1A2 + ﬁA1A4 + dA1A5 .

Donc N SN
j(l’) = |A1A2 (]. — .CC)A1A4 =+ $A2A3 (1 — ZL’)A1A5 + ZIZAQAﬁ |,

s’écrit, successivement
J(x)=|A14; (1 —2)AA, + 24343 (1 —a)A;As + 2454 ),
J(@) = |41 Ay (1— 2+ ab) A A, +ayA As (1 — 2+ vd) A Ay + 254, Aq |,
J@) =1 —-2+ab)(1—z+axd)|AjAy AjAy AjAs| + 2°By|A1As A1As AjAL|,

ou encore

J(x) = {(1 —z+ab)(l —x+ad) — ﬁvx2} |A1Ay A1Ay A A5

= {(1 -z +ab)(1 -z + xd) —ﬁ’Yl‘Q}j(Al)-

On regarde le signe de (1 —x + zb)(1 — z + xd) — By2? qui s’exprime comme (1 — )%+ z(1 —
2)(b+d) + (bd — Bvy)z? et sera positif comme ci-dessus et si de plus bd — 3 est positif ce que
I’on ne sait pas démontrer.

L’étude du cas ou les faces sont planes et du cas ol elles ne le sont pas conduit au résultat
suivant :

Théoréme Une condition nécessaire et suffisante de validité du jacobien sur les arétes
d’un hexaédre Q1 & faces planes est que les huit jacobiens correspondant aux coins soient
strictement positifs. En cas contraire, on ne sait pas conclure. (I

Au passage, on a vu que ceci signifie que les faces sont convexes. Par ailleurs, dans le
cas de faces planes, pour des combinaison comme bd = 1 et b et d positifs, le jacobien est
constant sur I'aréte correspondante.

Le jacobien sur une face (cas général). Regardons comment varie le jacobien quand &
et ¢ varient dans [0, 1] et pour £ = 0. On a, pour les dérivées, la matrice suivante :

-(1-y) (l-y) y —y 0 0 0 0
—(1—2a) -z x (1—-x) 0 0 0 0
—A-2)1-y) —2(Q-y) —zy —(Q-=z)y A-2)1-y) z(1-y) zy (1-z)y
6Les valeurs b = —2,d = —1 conduisent & un x compris entre % et %, par exemple %, qui est admissible

mais le jacobien [J(Ag) ou un plusieurs autres sont négatifs, donc ce contre-exemple n’en est pas un.

Inria
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5 )
;

F1Gc. 5 — Le jacobien relatif & une face, ici AjAsAsA4], est une combinaison de volumes
de tétraeédres définis par deux arétes balayant la faces et une expression bilinéaire faisant
intervenir les 4 arétes incidentes a la face.

Donc
w=—1-y)A1+ (1 —-y)As +yAs —yAs = (1 —y)A1 Az + yAsAs,
v = )

— X A1 — I’AQ + IAg + (1 — I’)A4 = (1 — I)A1A4 + 1'A2A3 ;
W = —(1-z)(1-y) A1 —z(l-y) Ay —zyAs—(1-z)y As+(1-2)(1-y) As+x(1—y) As+ry Ar+(1—z)y As ,
W = (]. — (E)(]. )A1A5 + .’E(]. — )A2A6 + l’yA3A7 + (]. — .T)yA4A8 .

/\

. o, . - . s
Le vecteur @ varie linéairement entre A1A2 et A4As3. Le vecteur T varie linéairement
—_ — —_ . A . . ~ :
entre A; Ay et A3 As. Le vecteur W est construit avec les arétes incidentes a la face. Ces huit
vecteurs sont ceux de la face et des quatre autre faces issus des arétes de la face observée.

Pour discuter du signe du jacobien, on va regarder ses dérivées. On a

J(xy) =<w.(VAW) >
0F(xy) __ @ (2 0T
T_<u(8wa)>+<u( /\ax)>
0 (wy) __ 0w o 2 0T

oy =< 6)y.(v/\W)>+<u( Aay)>

Avec, pour les dérivées non nulles a priori,

ow T T A+ Aj Ay + Ay

aiy =—A1 Ay + AyA3 = 2( 5 — 5 )
3?_ — A1 +As Ay + Ay _6?
T I A S S S V)
ow
9 (1 —y)(—A1 A5 + A24¢) + y(AsA7 — Ay Ag)
ow B S _
Ty = (1 - $)(—A1A5 + A4A8) + ZE(—AQAG + A3A7) y

ot ’'on observe, pour chaque dérivée, la présence du vecteur mesurant I’écart entre les milieux
des diagonales des faces de I’élément. Avec des notations évidentes (se rapportant aux faces),
on a -

ow _—

—— = 2A1234

dy

RR n° 8039



12 P.L. George et H. Borouchaki

o

— =2A
o7 1234
8@ _ N
— =2(1—-y)A 2y A:
O (1 —y)Ai2s6 + 2y Asars
ow NN NN
F 2(1 — x) Avass + 22 A2367 -
Y
Pour la dérivée seconde, il vient
0*w o*w
= —— = A1 A5 — Ay Ag + A3 A7 — A4A
920y _ Dyox 145 2Ag + A3Ar 448
’w  Puw (A2+A4+A5+A7 B A1+A3+A6+A8) T v
00y oyox 1 1 = 4412345678 ,

ou l'on observe la présence du vecteur mesurant 1’écart entre les barycentres du tétraédre
"central" des deux découpes en 5 de ’hexaédre.

Le jacobien sur une face (cas d’un parallélépipéde). On vérifie donc que pour un
parallélepipede, les deux dérivées premieres sont nulles et le jacobien est constant, J (x,y) =
J (A1), sur la face considérée.

Le jacobien sur une face (retour au cas général). Pour étudier le jacobien, on va
réaliser un développement au voisinage d’un supposé extremum noté Py = (xg,yo) obtenu en
résolvant le systéme
oJ (x,y) _ 9J(x,y)
or N oy

=0.
Le développement s’écrit

FGe.) = G, o)+ —20) 2L ) IO ) [t ) (—0) =) -

avec
8*J (zo,y0) 92T (x0,y0)
H(ll? Y ) = 2 Gz0xz 2 9zdy = 4B
05,50 0°J(zo,y0)  9°T(20,Y0) B C |-

Ox0y Oydy

Au voisinage de Py, le comportement du jacobien est comme celui de

J(20,%0) +! [(z —20)(y — yo)H (w0, yo)[(z — 20)(y — vo)] ,

et I’étude de la partie quadratique permet de savoir si le jacobien en Py est un minimum ou
non afin d’en tirer les conclusions cherchées. Si on note X = x — zg et Y =y — v, la forme
quadratique s’exprime par

AX? +2BXY +CY?2.

De maniére abstraite, s’il existe un extremum Py, I’étude de la forme quadratique (le signe
de son déterminant et le signe de A et C') donne le signe du jacobien quand x et y varient.

Le jacobien sur une face (cas ou toutes les faces sont planes). Faire une analyse
analogue a celle faite dans le cas d’une aréte semble fastidieux, nous allons donc étudier ce
cas dans 'approche Bézier, présumée plus agréable, voir plus bas.

Le jacobien dans 1’élément (cas ou toutes les faces sont planes). Méme conclusion,
voir ’approche Bézier.

Inria



Hezxaédres Q1 et Q2 13

Fi1G. 6 — Numérotation des points de contréle de I’hexaédre courant.

Le jacobien dans I’élément (cas général). Méme conclusion, voir 'approche Bézier.

Pour conclure cette analyse directe sur la formulation éléments finis classique, on peut
dire que I'on n’a que des conclusions partielles. On va voir que 'on peut aller beaucoup plus
loin en adoptant la vision Bézier de ’élément, c’est ’objet de la section qui suit.

4.2 Le jacobien vu par Bézier
On part de la Relation , a savoir

(u,v,w) Z Z ZB v)Bj(w) Pyj; .

+=0,1 j=0,1 £=0,1

On définit @ = 80(7571),11;) - = 80(75,1;,11)) ot W — 89(;,1},10)
u v w

)

. Avec ces notations, le jacobien,
J (u,v,w), s’écrit encore comme le produit mixte < @.(T AW) >.On a

Z Z Bl PO]k-Pljk)

7=0,1k=0,1
= Z Z B}(U)Bé(w)PiOkPﬂka
i=0,1k=0,1
W= 2 2 BB PP
1=0,1 j=0,1

Vu sous cette forme, le jacobien, produit mixte de ces vecteurs, va s’écrire, par réarrange-
ment, sous une forme plus parlante faisant intervenir les polyndémes de Bernstein de degré 2.
Formellement, on va trouver une expression de la forme classique

J (u,v,w) Z Z ZBQ v) B (w) Nyji.

1=0,2 j=0,2 k=0,2

et le jeu est de calculer les coefficients [V;;;, afin de trouver une condition suffisante de posi-
tivité.

On réarrange, en premier, les termes relatifs aux B} (u), il vient

<T.(TATW) > (D2 > > Y Bi(wB(v)Bi(w) K1 Prok Py 15 AP o Projt) >

1=0,2i1+1i2=1I j=0,1 k=0,1

ne-n! «. .
%. Ecrit autrement, on a

<TW.(TAT) > (Y NS B¥w)B) (v) B (w)Migr) >

1=0,2 j=0,1 k=0,1

avec K; =

RR n° 8039



14 P.L. George et H. Borouchaki

avec

—_
My, = Ky g P ok Py 1k A Pigjo P -
11+io=1

On regroupe ensuite les termes en B}(v) et B} (w), il vient, en premier, pour j,

Z Ky Z < Poj ke Prjik-Mijor >,
J=0,2 Jitje=J

qui permet de dire que

Nijw =K1Ky Z < PojikPrjik-Mrjp >,
Jitje=J

puis, pour k, le regroupement induit le terme

E : Kk E : < P0j17€1P1j17€1'MIj2/€2 > .
K—0,2 Ky ko K

Ainsi, on a I'expression cherchée

T (u,v,w) = B} (u)B3(v) B (w)Nrx
1=0,2 J=0,2 K=0,2

avec

Nk = KiKjKg > > Y < Pojura Pyt -(Pisoks Pintks A Pinjno Piojn1) >,
i1+i2=1 ji+je=J k1+ka=K

ou encore

Nk = KiK;Kg ) > > |Pojiks Pijsks PiokaPistks  PinjnoPinit] - (15)
i1+ie=1 j1+jo=J k1+ka=K

La conclusion est la suivante :

Théoréme Une condition suffisante de validité d’un hexaédre Q1 est que les huit Njjg
correspondant aux coins soient strictement positifs tandis que les autres coefficients sont
positifs ou nuls. O

A titre d’exercice, on vérifier aisément que, par exemple, Nooo n’est autre que la formule
de la Relation . On retrouve également le fait que, sur une aréte, le jacobien est un
polynéme de degré 2 tandis que sur une face, c’est un polynéme de degré 4.

Le coefficient Nggg et les coefficients Njjx avec un ou plusieurs indices a la valeur 2
sont les jacobiens des coins. Les autres coefficients, 12 pour les arétes, 6 pour les faces et le
coefficient "central" ne sont pas des jacobiens. Notons que le jacobien d’un simple hexaédre
Q1 est controlé par pas moins de 27 coefficients.

Si certains coefficients (autres que pour les coins) ne sont pas adéquats, on peut appliquer
les algorithmes de raffinement basés sur la méthode de De Casteljau comme pour les autres
éléments finis et s’approcher ainsi d’une condition nécesssaire et suffisante.

Pour conclure sur ce théoréme, on aimerait voir s’il est bien nécessaire de calculer les 27
coefficients de la formule.

Le jacobien sur une aréte, expression générale. Revenons un instant sur la variation
du jacobien sur une aréte en regardant aréte définie par u € [0,1], v = w = 0. Alors

j(uav7w) = Z Z Z B%(“)B?](U)B%{(w)NIJK>

1=0,2 J=0,2 K=0,2

Inria
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4 o 2/4?
- A 4 !
Ay

F1G. 7 — Les coefficients de contréle du jacobien relatif & une aréte, ici Ay As, comprennent les
jacobiens relatifs a ses extrémités et une combinaison de deux volumes construits sur l’aréte,
une aréte incidente et une aréte "opposée”.

se réduit a
J(,0,0) = > Bi(u)Bj(v=0)Bj(w=0)Nro = > Bj(u)Nro
1=0,2 1=0,2

avec

Nio = Kr > [PoooProo ProoPito PiooPiotl

i1 +io=1

donc

J(1,0,0) = (1 —u)*|PoooProo  PoooPoro  PoooPoot |

Pyoo P Pyoo P, Pigo P + | Pyoo P Pioo P Pyoo P

+2u(17u)(\ 000P100  PoooFPoto  ProoPiot] + [PoooProo ProoPiio Pooo 001)\)

2
+u*|PoooProo ProoPi10 ProoPioi|

soit encore, en fonction des nceuds :

|A1Ay  AjAy AxAg|+|A1Ay AyAs A As]

5 +u?J(Ay),

(16)
expression dans laquelle on reconnait les vecteurs déja vus dans le coefficient c. On trouve
donc pour lieu des points (u, J(u,0,0)) un arc de parabole comme en @ ou .

I (1,0,0) = (1—u)2T (A;)+2u(1—u)

Le jacobien sur une aréte, faces incidentes planes. Dans la vision éléments finis, on a
montré que le jacobien était positif si les jacobiens coins I’étaient. Ceci ne semble pas évident
au regard de la formule (16). Comme les faces sont planes, on écrit

A2A3 = aA1A2 + bA1A4 et A2A6 = CA1A2 + dA1A5 .

Alors, J(Aj), alias J(1,0,0), s’exprime en fonction de J(A;) comme suit :

j(AQ) = ‘POOOP100 P100P110 P100P101| = |A1A2 A2A3 A2A6| ’

J(Ag) = |A1 Ay bA A, dA,As| =bdT(Ay),

avec, on le sait, b et d positifs (faces convexes). On regarde maintenant Nyqp, on a successi-

vement :
NIOO _ |A1A2 A1A4 A2A6| + ‘AlAQ A2A3 A1A5‘
2 )
Nigo = |[A1As A1Ay cA1As +dA1As| + |A1As aA1As + DAL AL AL As|
2 )
Nigo = (A Ay AjA; dA A5+ |AjAy bALA, ALAs)
2 )

b+d
N100=T|A1A2 A1Ay AAg],

donc Nigg est positif et le jacobien est positif sur 'aréte dés que les (huit) jacobiens coins
sont positifs. On retrouve ainsi le résultat établi en regardant le point de vue élément fini.
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Le jacobien sur une aréte, faces incidentes non planes. On reprend la méme discus-
sion mais, ici, comme les faces ne sont pas planes, on écrit

A2A3 = aAlAQ + bA1A4 + OéA1A5 et A2A6 = CA1A2 + 6141144 + dA1A5 .

Alors

J(Ay) = |[A1A; A4y A, Aq|,

s’exprime comme

j(Ag) = |A1A2 aA1A2 + bA1A4 + O¢A1A5 CA1A2 + ﬁA1A4 + dA1A5| 5

soit

A1 Ay bA AgtaAdiAr BAAs+dA AL = |A1 Ay bA A dAAL|+ | A Ay oA A, BAIAL|

= bd|A1Ay A1Ay AAs| + af|A1Ay A1As A1A4| = (bd—aB)|A1Ay A1Ay AL As
= (bd—aB)J(A1).

Le signe du terme bd — o est a priori quelconque et on ne sait pas conclure sur la relation
entre ces deux jacobiens contrairement au cas faces planes.

On regarde maintenant Nigg, on a

|[A1 Ay A1Ay AxAgl+|A1As AsAs  AjAs)

Nioo = 5 )
N |A1A2 A1A4 CA1A2 + ﬂA1A4 + dA1A5| + |A1A2 aA1A2 + bA1A4 + OZA1A5 A1A5|
100 — )
2
|[A1As  A1Ay dAAs|+|A1Ay DAJAL A A5

Nigo = 9 )
et on retrouve exactement ’expression du cas de faces planes.

Cette étude du cas plan et du cas non plan conduit au résultat suivant :

Théoréme pour les arétes Une condition nécessaire et suffisante de validité du jacobien
sur les arétes d’un hexaédre Q1 a faces planes est que les huit jacobiens correspondant aux
coins soient strictement positifs. Sinon, on a une condition suffisante, les jacobiens coins sont
strictement positifs et le coefficient de controle autre est positif ou nul. |

Le jacobien sur une face, expression générale. On regarde maintenant le cas d’une
face, par exemple, la face w = 0. Alors

T (u,v,w) Z Z Z B?(u v) B3 (w)Nyyx

1=0,2 J=0,2 K=0,2

se réduit &

J (u,v,w) = B} (u)BI(v)Bj(w =0)Nrjo, = > > Bi( v) N1 50

1=0,2 J=0,2 1=0,2 J=0,2

avec

Nrjo = KiK; E E |Poji0Pij0 PiooPiiio Piojo0Pisjatls
i1+ia=1 j1+jo=J

ainsi, il y a 9 coefficients Njjo pour controler la face. Le seul & étudier est le coefficient
"central" (les autres ayant été discuté en regardant les coins et les arétes), soit Ni1p. On a

Ny = -2 E E |Poj.0P1j0  PiooPiiio PisjaoPisjols

11 +iz=1j1+j2=1

Inria
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F1G. 8 — Le coefficient de contréle du jacobien relatif & une face autre que ceux de ses arétes.
Il comprend 4 termes (nous en montrons 2 sur le dessin) construits de maniére analogue, le
volume d’un tétraedre construit sur les arétes de la face et une aréte incidente "opposée”.

que 'on ouvre en j; et jo. Il y a donc les deux couples (0,1) et (1,0) soit :

1
Nio = 7 > (|P000P100 PiooPii0 P01l + [FPoroPiio PiooPs 10 PigOOPi201|>7
i1+iz=1

que lon ouvre en 41 et 5. Il 'y a donc les deux couples (0, 1) et (1,0) soit 4 termes :

1
Ny = 1 <|P000P100 PoooPoio  PiioPiii| + [PoioPiio PoooPoio  PiooPioi]

+|PoooPioo  PiooPiio PoroFoi1]| + |PoioPiio PiooPiio P000P001|)-

En fonction de la numérotation en A;, il vient :

1
Nio = 7 (A7 AAL Aghq| + |AAT AAL A4

AL Ay A+ |AA LA AA)) .

Géométriquement, ces quatres termes sont analogues. On prend 'un des triangles des deux
découpes en deux de la face puis le vecteur joignant le quatriéme sommet de la face (oppposé
a ce triangle) et le sommet correspondant de la face en face de la face considérée.

Le jacobien sur une face, faces planes. Comme les termes sont analogues, on n’en
étudie qu’un seul, par exemple |41 4 AsAs A4As|, que l'on exprime par rapport a une
base appuyée sur le sommet Ay, soit les vecteurs A1 Ay, A1 Ay et A1 As. Ainsi, on a, avec des
coefficients adéquats :

A2A3 = aA1A2 + bA1A4 et A4A8 = CA1A4 + dA1A5 .

Il vient successivement :

|A1A2 A2A3 A4Ag| = |A1A2 aAlAg + bA1A4 CA1A4 + dA1A5|
|A1A2 A2A3 A4A8| = |A1A2 bA1A4 dA1A5‘ = bd|A1A2 A1A4 A1A5| = bdj(Al) 5

comme ’élément est valide, ses faces sont convexes et b et d sont positifs. Par suite, le terme
est positif.

Le jacobien sur une face, faces non planes. Comme 'hypothése de planéité n’est pas
vérifiée, on écrit

A2A3 = aA1A2 + bA1A4 + aA1A5 et A4A8 = ﬁAlAQ + CA1A4 + dA1A5 .

Alors

‘AlAQ A2A3 A4A8‘ = |A1A2 aA1A2 —|— bA1A4 —|— 04A1A5 ﬁAlAQ + CA1A4 —|— dA1A5| ,
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= |A1A2 bA1A4 + OéAlA5 CA1A4 + dA1A5| s
= ‘AlAQ bA1A4 dA1A5| + |A1A2 OéAlA5 CA1A4|
= bd|A1A2 A1A4 A1A5| + ac\AlAg A1A5 141144|7

= (bd — OtC)‘AlAQ A1A4 A1A5‘ = (bd — OZC)J(Al) ,

et la conclusion est identique & celle du cas des arétes, on ne sait pas garantir le signe de
(bd — ac).

Cette étude du cas plan et du cas non plan conduit au résultat suivant :

Théoréme pour les faces Une condition nécessaire et suffisante de validité du jacobien
sur les faces d’un hexaédre Q1 a faces planes est que les huit jacobiens correspondant aux
coins soient strictement positifs. Sinon, on a une condition suffisante, les jacobiens coins sont
strictement positifs et les coefficient de controle autre et celui de la face, hors aréte, sont
positifs ou nul. O

Ce qui revient. encore une fois, & ce que les faces soient convexes dans le cas de faces
planes.

Le jacobien dans I’élément, expression générale. Il reste & étudier la variation du
jacobien dans tout I’élément. On a

J(uwv,w) = Y > > Bi(u)B3(v) By (w)Nik
1=0,2 J=0,2 K=0,2
et le seul terme non déja étudié, parmi les 27 termes, est N11;. On a

1
N111:§ g E E |Pojiky Prjik, Piroks Piviks  PisjaoPisjatls
i1+i2=1J1+j2=1 ki1 +k2=1

que l'on ouvre en k; et ko. Il y a donc les deux couples (0,1) et (1,0) soit :

1
N = ¢ > D <|P0jloP1jlo Pio1Piyn PiyjpoPigjoi

i1+i2=1j1+j2=1

+ |P0j11P1j11 Pil()()Pth PinQ()Pi2j21|)

que 'on ouvre en j; et jo. Il y a donc les deux couples (0,1) et (1,0) soit :

1
N = ¢ > (\Pooopmo PioiPiin PigioPi| + [PoorPior PiyooPiio PisioPijil
i1+iz=1

+[PoroPiio Pi,o1Piyi1 PiyooPis01] + |PoiiPiin PiooPiiio PigOO—PigOl|)>

que l'on ouvre enfin en iy et 4. Il y a donc les deux couples (0, 1) et (1,0) soit :

1
Nlll = g (|POOOP100 P001P011 P110P111| + |P001P101 POOOP01O P110P111\

+|PoioPiio PoorPoir PiooPior] + [Po1iPiir PoooFPoio  PiooPiot]
+ [PoooPrioo PioiPii1 PoioPoii| + [PooiPior PiooPiio PoioPoiil

+|PoioPiio PioiPiir PoooPoor| + |Po1iPii1 PiooPiio P000P001|)'

En fonction de la numérotation en A;, il vient :

1
Ny = 3 (|A1A2 AsAs  AsAz| + |AsAs A1Ay AsAq7| + |AsAs AsAs AxAg| + |AsAr A1As  AsAgl

+ ‘A1A2 A6A7 A4Ag‘ + |A5A6 A2A3 A4A8| + |A4A3 A6A7 A1A5| + |A8A7 A2A3 A1A5|>
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Fi1c. 9 — Le coefficient de controle du jacobien relatif a 1’¢’ément lui-méme autre que ceux
de ses faces et ceux de ses arétes. Il comprend 8 termes (dont l'un est montré sur le dessin)
construits de maniére analogue, le volume d’un tétraedre construit sur trois arétes "opposées”.

Le jacobien dans I’élément, faces planes. Pour analyser ce coefficient dans le cas
ou les faces sont planes, on regarde maintenant un seul de ses 8 termes, par exemple,
|A1 Ay AsAs  AsAz|. Comme la face Ay A4AgAs est plane, on écrit, avec des coefficients
adéquats

A5A8 = aA1A4 + bA1A5 s

puis on exprime A3z A7 dans la base formée des trois vecteurs A As, A1 A4 et A1 As, soit, avec
des coefficients adéquats

A3A7 = CA1A2 + dA1A4 + €A1A5 y

alors

|A1A2 AsAg A3A7| = |A1A2 aA1 Ay +bA1As cA1As +dA AL+ 6A1A5| ,

par suite,

|A1A2 A5Ag A3A7| = |A1A2 aA1A4 CA1A2+dA1A4+€A1A5| + |A1A2 bA1A5 CA1A2+dA1A4+€A1A5| s

qui se réduit &

|A1A2 aA1A4 €A1A5| + |A1A2 bA1A5 dA1A4‘ = ae\AlAQ A1A4 A1A5‘ —+ bd‘AlAQ A1A5 A1A4|

soit, au final

(ae — bd)| A1 Ay A1A; A A;| = (ae —bd) T (A1),

Il reste donc & analyser le signe de ae — bd. Pour ce faire, on considére les composantes du
—_— —
vecteur AzA7 sur le plan A; A4 AgAs et 'on note wAz A7 le vecteur ayant ces composantes.
Ainsi
ae — bd = |A5A8 7TA3A7| .

Si 7 est le vecteur normal au plan A; A4 AgAs orienté comme A;As, on a
ae — bd = ‘A5A8 71'A3A7 ﬁ)|
Ceci sera positif si rapporté en As, le sommet As 4+ wA3A7 est situé "au-dessus" de Ag, mais

on ne sait pas en dire plus.

Le jacobien dans I’élément, faces non planes. On pose

A5A8 = OéAlAQ + aA1A4 + bA1A5 5

puis on exprime AzA; dans la base formée des trois vecteurs A1 Ao, A1 Ay et A1 As, soit

A3A7 = CA1A2 + dA1A4 + €A1A5 y
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alors

|A1A2 A5A8 A3A7| == |A1A2 aA1A2 + aA1A4 + bA1A5 CAlAQ + dA1A4 + €A1A5| y

qui se réduit a

‘A]_AQ aA1Ay +bA1As dA1A4+ 6A1A5| R

donc comme pour le cas des arétes ou des faces et a fortiori, on ne sait pas conclure.

4.3 En pratique

11 faut calculer les 27 coefficients de controle (incluant les 8 jacobiens coins) et vérifier que
les 8 jacobiens coins sont strictement positifs tandis que les autres coefficients sont positifs
ou nuls.

Il est important de noter que cet élément de degré 1, d’apparence simple, est délicat a
analyser méme dans le cas ou ses faces sont planes.

4.4 Sur la transformation inverse

Soit P un point quelconque du plan de coordonnées x, y et z et soit [A; Ao A3 Ay A5 Ag A7 Ag]
un hexaédre Q1. On désigne par z;,y; et z; les coordonnées de A;. On note cet hexaédre, K,
sous la forme habituelle (écrite ici en u, v et w)

K ={M(u,v,w) = (1 —u)(1—v)(1—w)A,
+u(l —o)(1 —w)Ay + uww(l —w)As + (1 — w)v(l — w)Ay
+(1 —u)(1 — v)wAs + u(l — v)wAs + wwwAs; + (1 — w)vwAs,u € [0,1],v € [0,1] ,w € [0,1]}.
Ceci s’écrit également
K ={M(u,v,w) = uwvw(—Ay + Ay — Ag + Ay + A5 — Ag + A7 — Ag)
tuv(A; — Ao+ Az — Ay) +uw(Ay) — Ay — A5 + Ag) +vw(A; — Ay — As + Ag)
w(—A; + Ag) +v(—A1 + Ay) + w(—A1 + A5) + A1, u € [0,1],0 € [0,1],w € [0,1]}.

Connaissant P, on cherche u,v et w. Dans la relation ci-dessus, on fixe P = M (u, v, w),
il vient :

A1 P = wowApy + uvm + uw Ay + VWAL + uA.lg) + 1)14.14> + wA.lg , (17)

avec des notations évidentes. Notons que, comme ci-dessus mais avec des notations adaptées,
A, mesure la différence entre les milieux des diagonales de la face w = 0, en effet :
—-— Aj+ Az Ax+ Ay

Auv:Al_A2+A3—A4=2( 2 — 5 )’

. —_ —_ ~ —_ .
et que des relations analogues valent pour A, et A,,. De méme, A, mesure la différence
entre les barycentres des tétraédres centraux des deux découpes en 5 d’un hexaédre, en effet :

- Ay + Ay +As+ A7 A+ As +Ag+ A
Avpw = —A1+As—Ag+As+As—As+A7—Ag = 4( 2 44 > 1= 34 S 8)~

Cas d’un parallélépipéde. Dans ce cas, la Relation se réduit a
Aﬁ:u@+vﬂ+wﬂ,

et la solution est triviale. On a

_APAG A [ApAPA o [ApAu AP
(A3 Ay Azg] Az Av1 As) Az Avs Au)
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Cas général. Dans ce cas, on part de la Relation (17)) et on chasse les termes afin d’obtenir
. _— .
un systéme facile & résoudre. Comme A, # 0, on obtient d’abord

Alj NAyow = Uvm/\Au'uw+uwAuw/\Auvw+UUJAvw/\Auvw+UA.12>/\Au'uw+'UA.14>/\Auvw+IUA.15)/\AuUw ,
si m # 0, on fait de méme, de proche en proche, il reste
A PAAyu AAgi A A = uA s AApoi A Aus A A Ap e A0 A Ao AAwe AAwa A Ao

+wArs A Avpe A Ay A Agus A A

et, par suite, on a la solution comme ci-dessus. Par exemple, pour u, on trouve :

[A1P A Ayyes A Ay A Ay A Ay A1s A Avpors A Ay A Ay A Ay Ars A Ay A Ay A Ay A Ay

T T e e e e T I — ]
[A12 A Auvw A Auv A Auw A Avw A14 A Auvu) A Auv A Auw A Avw A15 A Auvw A Auv A Auw A A'uw]

A noter que cette (élégante) formule est numériquement peu robuste, on preferera trouver
la solution via une dichotomie.

5 Elément fini hexaédrique de degré 2, le Q2 a 27 nocuds

Numeérotation des nceuds. La conventiorﬂ de numérotation des noeuds est la suivante,
les 8 sommets en premier (1 & 8), les 4 noeuds "milieux" des arétes de la face du bas (9 a
12), les 4 nceuds "milieux" des arétes des faces latérales (13 & 16), les 4 noeuds "milieux" des
arétes de la face du haut (17 & 20), les 6 noeuds "centraux" des faces (21 & 26) et, enfin, le
nceud "central" (27), soit le schéma suivant, coupes de bas (& gauche) en haut (& droite) :

4 11 3 16 26 15 8 19 7
12 21 10 22 27T 25 20 24 18
1 9 2 13 23 14 5 17 6

Les 27 polynémes de base de 1’élément. IL’élément de référence est choisi comme
K = [-1,1] x [-1,1] x [-1,1]. Les polynomes de base correspondant & la convention de
numérotation sont les suivants :

- = —apE( - )1 - )1 - 2),

— p2 = §292(1+ 2)(1 = §)(1 - 2),
—p3=—5292(1+2)(1+9)(1 - 2),
—pa= %Aﬁé(l —2)(1+9)(1-2),

- ps=g2P2(1 - 2)(1 - 9)(1 +2),

—ps = —5292(1+2)(1 - §)(1 + 2),

— pr=2292(1+ 2)(1+9)(1 + 2),

- ps = —3292(1 — &) (1 4+ 9)(1 + 2),
—po=3(1+&)(1—2)5(1 —9)2(1 - 2),

- p1o = —?(1 +2)(1—9)(1+9)2(1 — 2),
—pu=—5(1-2)1+2)9(1+9)2(1 - 2),
- = 0= 2)(1 - )0+ )20~ 2),
- P13 = zAﬂ(l —z)(1 - ﬂ)(l - 732),

— pua = —3&g(1+2)(1 —§)(1 — 2?),

~ pis = 129(1+ 2)(1+9)(1 — £2),

- P16 = *%@?(1 —2)(1+9)(1 - 2%),
~pir=—5;(1+2)(1—-2)9(1 —9)2(1 + 2),
—pis = 321+ 2) (1= 9)(1+9)2(1 + 2),

1l ne s’agit que d’une convention, assez naturelle pour les 20 premiers nceuds et le dernier, choisie arbi-
trairement pour les nceuds de 21 a 26, en fait, on suit ici la numérotation des faces du code Modulef.

RR n° 8039



22 P.L. George et H. Borouchaki

Fia. 10 — Numérotation des neuds de l’hexaédre de référence a 27 neeuds, le neeud /127, neud
"eentral” n’est pas montré.

~ pro=3(1—2)(1+2)g(1+9)2(1 + 2),

~ P2 = —%i“(l —2)(1-9)(1+9)2(1+2),
—ps=—5(1+2)(1-2)9(1 -9)(1 - 2?),

- pas = %f(l +2) (1 -9 +9)(1-2%),

~pas = 5(1—2)(1+2)g(1 +9)(1 - 2%),

—~ D22 = —%i 1—a)(1—-9)(1+9)(1 - 2?),
—pa=—51-2)1+2)(1 -9 (1 +9)2(1 - 2).
~pau=3(1-2)1+2)(1-9)(1+§2(1+2)

]

—pr=(1-2)(1+2) 1 -9+ - 2%).
Il peut sembler fastidieux d’établir cette liste, en fait, on part du quadrilatére plan & 9
neeuds et on le "tensorise" dans la troisiéme direction au degré 2, ce qui est mécanique.

La transformation Fx permettant de passer de KakK , ’élément courant de nceuds A;,

est Fg(M) = Z pi(M)A; avec M le point de coordonnées &, et 2 dans K.
i=1,27

Les arétes sont des arcs de parabole. Il est facile de voir que dans ces cas Fx se réduit
a une courbe de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = —1 et Z = —1, seuls contribuent dans F,
p1,p2 et pg et on a p; = —%i"(l — ), p2 = —%i(l + &) et pg = (1 + &)(1 — &), par suite

sur [—1,+1], soit
Fr=(1-2)(1—-22)A; +42(1 — &)Ag + 2(22 — 1) A

sur [0,1] qui est le résultat attendu. Pour le cas & = § = —1, on trouve les contributions de
pL = —%2(1 —2), ps = %2(1 + 2) et p13 = (1 — 2?) et F} par suite

1 1
Fr = _52(1 —3)A1 4+ (1= 2% A3 + 52(1 +2)As,
sur [—1,41], soit

Fo=(1-2)(1—22)A; +43(1 — 2)Ays + 2(22 — 1) As

sur [0,1] qui est le résultat attendu.
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Fi1G. 11 — Numérotation des points de contréle de l’hexaédre courant, on ne montre que les
points des arétes. On devine, lorsque le point de controle, milieu d’une aréte, n’est pas sur
l’aréte droite, la forme courbe de cette aréte.

Forme Bézier de I’élément. On se place directement dans le cadre Bézier, on part donc
de la Relation , A savoir

(u, v, w) Z Z 232 Bk( w) Pk .

1=0,2 j=0,2 £=0,2

Les points de contréle sont les huit sommets, les 12 points de controéle des arétes, les 6 points
"centraux" des faces et le point "central", soient 27 points de contréle qui sont associés, et
réciproquement, aux 27 nceuds de ’élément fini.

La numéroation, donc I'agencement des points de controle, est ici non arbitraire (cf. ci-
dessus pour la numérotation éléments finis). Le réseau, de bas (a gauche) en haut (& droite)
est le suivant (et donne la correspondance entre les A;, les sommets, les C;, les points de
contrdle autres, et les R-jk) :

P020 P120 P220 PO21 P121 P221 P022 P122 P222
PO10 P110 P210 PO11 P111 P211 PO12 P112 P212
POOO  P100  P200 POO1 P101 P201 POO2 P102  P202

5.1 Les dérivées et le jacobien
Pour trouver la dérivée, par exemple en u, on ouvre 6(u,v,w) en wu, il vient :

00(u, v, w) / /
—0u = Z > B2(v)Bi(w) (B3 (w) Poji + BY (u)Prjk + B3 (u) Poji) -
=0,2 k=0,2

En calculant les dérivées de BZ(u) puis en regroupant les termes et en posant

100 i
Az]k - kaPerl]k,

il vient :

Wo0) 5 575 S BB B )AL

i=0,1 =0,2 k=0,2

De méme on a :

W) _ o 32 3 Y BBl ) B w) Al

i=0,2 j=0,1 k=0,2
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et
A0(u, v, w)

L0t~ B2(u) B (0) BH(w) A%

ijk *
i=0,2 j=0,2 k=0,1
—_—— —
avec A?Jlk = P Pijtar et A k = P51 Piji+1- La définition méme du jacobien est la suivante,
c’est le déterminant :

09(u,v,w)  O9(u,v,w)  O0(u,v,w)

I (v, w) = | ou Ov Ow 5

soit

81>, > > Bi Biw)ARY D> Y > BIWBj()BRw)AYY Y Y > BI(u)B;(v)Bi(w) A

i=0,1 j=0,2 k=0,2 i=0,2 j=0,1 k=0,2 i=0,2 j=0,2 k=0,1
(18)

5.2 Quelques jacobiens particuliers
En un sommet. Par exemple en (u,v,w) = (0,0,0), Pexpression se réduit &
J(0,0,0) = 8]B}(0)BF(0)BR(0)A;Y  BF(0)B;(0)Bi(0)Ay  BF(0)BF(0)Bi(0)A; ],

avec 1 = j = k = 0, soit
J(0,0,0) = 8|AGH A Abool

soit, en fonction des P;jy, :

J(0,0,0) = 8|PoooPioo  PoooForo  PooolPootls

qui, en numérotation en A; et en C;, s’écrit :

J(0,0,0) = J(A)) = 8|A,Cy A,Cry A Ci3l,

ou le point Cy est le point de controle de l'aréte A;As, etc. Comme pour tous les éléments
de degré 2, un jacobien coin contrdle l'angle entre les tangentes des arétes incidentes au
sommet correspondant ou, autrement dit, entre les trois plans tangents au sommet considéré.
Géométriquement, le jacobien correspond au volume & un facteur prés du tétraédre de sommet
le sommet considéré et les trois points de controle adjacents.

Sur une aréte. Par l'exemple en (v,w) = (0,0), Pexpression se réduit a

T0.0) = 8] Y BlwAl Y BwaAly Y B,
1=0,1 1=0,2 1=0,2

mais, compte tenu des propriétés des polynémes de Bernstein, cela va s’écrire plus simplement

encore commime
U 0 0 E B 1007

1=0,5

avec les polyndmes de degré 5, soit 6 termes. Il reste donc a calculer les 6 coefficients N;qq.
On a successivement :

2 100 010 001
J(u,0,0) = 8 Z Bi( Z Bj( Z B (u) | Ajgo Ajoo  Akool
i=0,1 §=0,2 k=0,2
qui s’écrit :
Cl C’2 C?
5 100 010 001
J(u,0,0) = Z Z C5 = B} fisris (W) [Ai60  Aigoo Adgool s
1=0,5141+is+iz=1 I
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Par suite, on a :

Cl C2 C?
5 iz | A 100 010 001
J(u,0,0) 8 Bi (u) E 705 |A1100 A1200 Ai300|7
I=0,5 i1+iatiz=I I
et, ainsi :
1 2
N -8 011012013 |A100 AOIO AOOI ‘
00 — C 3100 1200 23001 *

i1+i2+iz3=1 d

Pour ¢ =0, on a i; = is = i3 = 0 et on retrouve
_ 100 010 001
Nooo = 8[A¢00  Agoo Loool »

cest-a-dire J(A1). Pour i =5, on a i; = 1 et iy = i3 = 2 et on trouve

Nsoo = 8|A100 A9 A%l = 8[PiooPaoo  PaooParo PaooPaot| = 8|CoAz  AxChig  AxCul,
c’est-a-dire, comme attendu, 7 (As).

Ainsi Nygp et Nsog comprennent 1 seul terme, le jacobien coin correspondant, Nigg et
Nyoo comprennent 3 termes tandis que N3gg et Nyoo comprennent 5 termes.

L’interprétation géométrique de Nygo et N5oo est immédiate, c’est le volume du tétraédre
coin construit sur le sommet et ses points de controle adjacents. Pour les autres coefficients,
c’est moins évident.

Nigo et Nygo jouent le méme role. Regardons Nygg. On a :

12 12
Nioo — 8 ¢, G0 5 AL0 A0 ADOL
100 = 05 4100 200 3001 >
i1tig+iz=1 !

soit les trois termes, pour les triplets (0,0, 1), (0,1,0) et (1,0,0) :

CiCECs CaCiC? cicicg
s (D0 1ag agg at + DI Ak ang oty + S Al Al al) .
1

ou encore
2
100 010 001 100 010 001 100 010 001
8 <5|AOOO A000 100| + ‘AOOO A100 000| + |A100 A000 AOOO ’

8
= (218000 Moo Atool + 2[Aong ALy Agool + 12100 Ao Abol) 5

en fonctlon des P;ji;, on trouve :

<2|P000P100 PoooPoio  PiooPro1| + 2[PoooProo  PiooPiio PoooPooi| + [ProoP200 PoooForio P000P001|>,

et,en A; et C; :

8
3 (2|A109 A1Cig CoCag| + 21A1Cy C9Co  A1Ch3] + [CoAs  A1Cho A1013\>~

Ce terme ressemble furieusement aux termes correspondants trouvé pour le quadrilatére Q2
avec des contributions des arétes incidentes ou éloignées pondérées par des poids en accord.

Pour Ny on a la méme forme et des poids inversés (’aréte A;Cy aura le poids 1 ici et Paréte
AQCQ le pOidS 2)

Il reste a voir Nogg et Nygp qui sont analogues. Regardons Nogg. On a :

12 12
Nono — 8 ¢, G0 5 |AL00 A0 ADOL
200 = 05 4100 200 3001 >
i1+ig+iz=2 2
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soit les cing termes, pour les triplets (0,0,2), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,0) et (0,2,0) :

CiCEC3 C1CECs C5CiC3
s (ST Il A+ I ALS A AT Al A% AN
2 2
chscs

CiCC3
+ 0 —a

100 AO10  A001 100 A010  A001
17, |Atg0 Al Agool + |Adoo  A200 A000|> .
3

soit :

8

100 7010  A001 100 7010 A001 100 A010 A 001
10 (1AGo A%so Adoel + 2|A100 Avse Aol + 41Age0  Alge Ao
100 7010  A001 100 A010 A 001
+2]A150 Also Adool + 1850 A% Adoal) -

soit, en fonction des P;jy, :

8
0 (\Poooploo PoooPo1o  PaooPo01| + 2|PiooP200  PoooPoro PiooPioi| + 4|PoooPioo PiooPiio PiooPiotl

+2|PiooP200  PiooPiio PoooPoor| + |PoooPioo  PaooPe10 P000P001|) ;

et,en A; et C; :

8
E(|A1C9 A1Cra AsCia| + 2|CoAy A1C12 CyCag| + 4|A1Cy CyCar CoClhs|

+2|CoAy CyCar Ai1Ci3| + [A1Cy  AxChg A1C13|)-

Pour N3q, on a la méme forme, avec un role symétrique de 'aréte AsCy vis & vis de A;Cy.

Sur une face. Par 'exemple en w = o, 'expression (18] se réduit a
100 2( 010 2(
812 > BIwBIAR >, > BIwBjWAY >, >, Bilu ol -
i=0,14=0,2 i=0,2 j=0,1 i=0,2 j=0,2

Comme ci-dessus, ceci s’exprime comme
J(u,0,0) = > > BJ(u)B}(v)Nijo,

avec des polynomes de degré 5, soit 36 coefficients. Les coeflicients N;;o s’obtiennent comme
ci-dessus, suivant ’expression générique qui va étre calculée plus bas aprés avoir rappelé
I’expression générique.

L’interprétation géométrique des coeflicients est, pour ceux des arétes, comme ci-dessus,
celle du coefficient "central" est peu évidente et nous n’en dirons pas plus.

5.3 Le jacobien et ses coefficients de controle
L’expression générale du jacobien est la suivante :
J(wv,w) = > > B (u)B](v) B (w)Niji,
i=0,5 j=0,5 k=0,5

qui comprend donc 216 coefficients de contrdle. La forme générique des coefficients est la
suivante :

CLC%CE C201C2 CR CLCL
Nijr=8 > > > ele &
i 73k

i1+i2+i3=t j1+j2+i3=J k1 +ka+ks=k

100 010 001
i1j1k1 A12J2k2 Alwzks‘ :
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FiGc. 12 — Le nombre de termes entrant dans les combinaisons linéaires constitutives des
coefficients de controle.

En partant de cette formule générique, on va exhiber un coefficient de face, ici N1g1. Tout
calcul fait, on trouve, au facteur 8 prés :

4 4 2
N101:?5|A1C9 C23Co7 A1013\+%|A1C9 C13Ca CQC23|+?5|A109 CyCa1  Ci34s|

2
+ %|A1C9 A1Co C(236(17|

2 1
+?5|09A2 C13C9 A1013\+%|09A2 A1Cry Ci3As]

4 4 2
+%\C13023 CyCo A1C13\+%|C13023 A1Cqa 09023\+%|023024 ACry AChsl,

les autres coefficients similaires s’expriment de fagon analogue, voir également ci-dessous, les
différents types de coefficients de face.

Sur les termes constitutifs des coefficients. On va vérifier que le nombre de termes
(volumes) des coeflicients est de 5832 soit 18 x 18 x 18, c’est-a-dire toutes les combinaisons
possibles entre les 18 vecteurs de chaque direction. On symbolise I’agencement des coefficients
sur un cube, voir la figure, et on analyse chaque coefficient pour en donner le nombre de
termes. En premier on regarde les faces de ce cube complet. On découvre successivement :

— les coins ot le coefficient n’a qu’un terme, le volume du tétraédre coin, ceci donne donc,
au total, 8 termes, un par sommet,

— les arétes avec deux coefficients avec 3 termes et deux coefficients avec 5 termes, soit,
au total, 12(6 + 10) volumes,

— les 16 coefficients restant qui s’agencent en un carré 4 x 4 dans lequel on a 4 coeflicients
(les coins) avec 9 termes, 2 coefficients par aréte avec 15 termes et 4 coefficients centraux
avec 25 termes, soit, au final 6(4 x 9 4+ 8 x 15 4 4 x 15) termes,

on "épluche" le cube complet pour faire apparaitre un sous-cube 4 x 4 ou les coefficients sont
les suivants :

— aux coins ot le coefficient a 27 termes, ceci donne donc, au total, 8 x 27 termes,

— les arétes avec 2 coefficients avec 45 termes, soit, au total, 12 x 2 x 45 volumes,

— les 4 coefficients restant qui s’agencent en un carré 2 x 2 dans lequel les 4 coefficients
ont 75 termes, soit, au final 6 x 4 x 75 termes,

on "épluche" le cube ci-dessus pour faire apparaitre un sous-cube 2 x 2 ou les coeflicients
ont 125 termes, soit, au final 8 x 125 volumes. En additionant le nombre de tous les termes
trouvés, on trouve exactement 5832.

Une question qui reste pendante, si on suppose que tous les coefficients de la frontiére
(sommets, arétes et faces) sont valides, alors est-il nécessaire de calculer les autres coefficients ?

A ce jour, nous ne savons pas répondre.
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5.4 En pratique

Pour valider un élément hexaédrique de degré 2 & 27 nceuds, on calcule d’abord les points
de controle puis les 8 jacobiens coins. S’ils sont strictement positifs, on calcule alors les 198
coefficients restant qui doivent étre positifs ou nuls, bon courage.

6 Elément fini hexaédrique de degré 2, le Q2 a 20 noeuds

Cet élément a pour noeuds ses sommets et ses nceuds "milieux" d’aréte, soit 8+12, 20
neeuds.

Numérotation des nceuds. La conventiorﬁ de numérotation des nocuds est la suivante,
les 8 sommets en premier (1 & 8), les 4 noeuds "milieux" des arétes de la face du bas (9 a
12), les 4 noeuds "milieux" des arétes des faces latérales (13 a 16), les 4 noeuds "milieux" des
arétes de la face du haut (17 & 20), soit le schéma suivant, coupes de bas (a gauche) en haut
(a droite) :

4 11 3 16 15 8 19 7
12 10 20 18
1 9 2 13 14 5 17 6

Les 20 polynomes de base de 1’élément. L’élément de référence est choisi comme
K = [-1,1] x [-1,1] x [~1,1]. Les polynomes de base correspondant a la convention de
numérotation sont les suivants :

- = H(-2-d - -1 - D - (- 2),
~p2= §(*2+~%*y*2)(1+53)(1 —9)(1—-2),
- p3= 5(—2+i+27— 2)1+2)(1+9)(1-2),
= He2— i G- - )+ - 2),
~po=5(1-2%)(1—-g)(1~-2)
- po = %(1 +&)(1-¢*)(1 - 2)
- piL= %(1 —2*)(1+9)(1 - 2)
- P12 = %(1 - 9:3)(1 - ?22)(1 _Aé)
- D13 = %(1—@(1_@(1_%2)
“pu=g(142)(1-g)(1 -2
- p15 = %(1+$)(1+y)(1—22)
- pe=;(1-2)(1+9)(1 - 2?)
- ps = %(*2*5?*@+2)(1 —2)(1—-9)(1+ 2),
- pe = 5(—2+~%—?J+2)(1 +2)(1=9)(1+2),
“pr= L2 4 a by )14+ 2),
“ps=5(-2-2+9+2)1-2)(1+9)(1+2),
- pir = %(1 —#*)(1 - 9)(1+2)
- P18 = %(1 +5§)(1 - A%)(l +%)
—Po=zU—-2T Y Z

F1 =220+ 01+ 2)
~pao=3(1-2)(1-§*)(1+2)

La transformation Fx permettant de passer de KakK , ’élément courant de noeuds A;,

est Fe (M) = Z pi(M)A; avec M le point de coordonnées &, et 2 dans K.

i=1,20

Les arétes sont des arcs de parabole.

11 est facile, ici aussi, de voir que dans ces cas F

se réduit & une courbe de Bézier de degré 2. Ainsi, pour y = —1 et Z = —1, seuls contribuent

811 ne s’agit que d’une convention, assez naturelle ici.
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Fi1G. 13 — Numérotation des neeuds de l’hexaédre réduit de référence a 20 neeuds.

dans Fi, p1,p2 et pg et on a py = —1&(1 — &), pp = —32(1 + &) et pg = (1 — &2), par suite,
on retrouve la méme situation que pour 1’élément a 27 nocuds et

Fi = (1—#)(1—22)A; +48(1 — #)Ag + £(22 — 1) Ay

sur [0, 1], ce qui est le résultat attendu. Pour le cas & = § = —1, on trouve les contributions
de p1 = —22(1 — 2), p5 = 22(1 + 2) et p15 = (1 — £2) et on retrouve également la méme
situation que pour ’élément & 27 nceuds donc

Fp=(1—2)(1—22)A; +45(1 — £)Ays + 5(22 — 1) 45

sur [0,1], ce qui est le résultat attendu.

Forme Bézier de ’élément. Il n’y a pas de telle écriture, du moins dans sa version com-
pléteﬂ nous allons donc prendre la méme forme que pour 1’élément & 27 noeuds en supposant
que les valeurs manquantes sont liées. C’est d’ailleurs comme cela que cet élément peut étre
construit. On part en effet de ’élément complet et on construit I’élément réduit en imposant
des relations entre les noeuds afin d’éliminer 7 d’entre eux, les noeuds "centraux" des faces et
le noeud "central".

6.1 Construction de cet élément fini

Tout comme le quadrilatére Q2 réduit & 8 noeuds qui correspond & une interpolation
transfinie définie & partir des quatre courbes associées aux quatre arétes, I’hexaédre Q2 réduit
a 20 nceuds se construit par interpolation transfinie. La construction est la suivante :

— on se donne les 12 arétes comme des courbes de Bézier,

— on définit les 6 faces a partir de leur quatre arétes,

— on définit I’élément & partir de ses six faces.

Construction effective. Pour illustrer cette construction, on donne quelques détails.
L’élément est construit sur ses 6 faces, o;(.,.), par interpolation transfinie :

(1= w)o1(u,v) + (1 —v)oa(u,w) + (1 —u)os(v,w)
+woy(u,v) + vos(u,w) + wog(v, w)
— (1= u)(1 —v)(1 —w) Ay +u(l —v)(1 —w) Ay (19)
+uv(l —w) Az + (1 —w)v(l —w) Ay + (1 — uw)(1 —v)w As
+u(l — v)w Ag + wvw A7 + (1 — uw)ow Ag )] .

O(u,v,w) =

DN =
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A‘I — 3[‘4) ~
71
XH(JJ/ ’43
/7
Xz[a;)
/ /

Aﬁ' — i[‘!)._> A”L

Fi1Gc. 15 — Définition d’une face de l’élément, ici la premiére, o partir de ses 4 arétes par
interpolation transfinie.

Chaque face est construite sur ses 4 arétes, v;(.), par interpolation transfinie, par exemple
pour la premiére face :

o1(u,v) = (1= v)yi(u) +uya(v) +vys(u) + (1= u)ya(v) (20)
—{(1—u)(1 —v)A; +u(l —v)As + wwAs + (1 — u)vAs} .

Chaque aréte est une courbe de Bézier de degré 2, par exemple pour la premiére :
y1(u) = (1 —u)(1 —2u)A; +4u(l — u)Ag + u(2u — 1)As
en fonction des noeuds, ou, en fonction des points de controle :

1(u) = (1 —u)?A; +2u(l — u)Co + uAy.
Vérifications immeédiates. On vérifie immédiatement que 6(0,0,0) = Ay, en effet
0(0,0,0) =

[(61(0,0) + 02(0,0) + 03(0,0) — A1] = =[(72(0) + 72(0) + y3(0) — A4]

N
N

1
:§(A1+A1+A1—A1) = A;.

De méme 6(u,0,0) = v1(u), en effet

0(w,0,0) = %[al(u,O) + 02(u,0) + (1 —u)03(0,0) + uo6(0,0) — ((1—u) A +uAs)].

9Comme pour le quadrilatére réduit & 8 noeuds, voir [J], on pourrait néanmoins trouver une écriture a la
Bézier en prenant des polyndémes incomplets.
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= %[71(“) +mw) + (1—u)d; +uds — (1—u) A1 +uds)] = n(u).

De méme,, pour finir, 6(u,v,0) = o1 (u,v), en effet
1
0(u,v,0) = 5[01(% v) + (1 =v)o2(u,0) + (1 —u)o3(v,0) + vos(u,0) + wog(v,0)
—(I=w)(1—v) A +u(l —v) Ay +ww Az + (1 —u)vAy)].

0(u,v,0) = %[Ul(u,v) + (I =v)mw) + (1 —u)ya(v) + vys(u) + uya(v)

—(A=uw)(1—v) A +u(l —v) Ay +uv Az + (1 —uw)vdy)],

et les 8 derniers termes ne sont autres que o1 (u,v), donc

O(u,v,0) = %[m(u, v) + o1(u,v)] = o1(u,v).

Identité des deux définitions. A titre d’exercice, on va montrer que I’on retrouve bien
dans cette formulation les polyndémes de base listés au départ en prenant le cas du premier, p;.
Pour ce faire, on regarde dans 6(u, v, w) les termes qui contribuent sur A; . Il reste uniquement
des contributions cachées dans :

[(1=w)o1(u,v) + (1 —v)oa(u,w) + (1 —w)os(v,w) — (1 —u)(l —v)(1l—w)A],

N =

on ne retient que les contributions sur A; des différents o;, il reste alors les contributions
cachées dans

[(1 = w) (1= v)m(u) + (1 = u)ya(v) — (1 —u)(1 - v)Ay)

| —

+ (1 =) (A —w)nu) + 1 —u)e(w) = (1 —u)(l —w)A)
+ (1 =) (1= w)ya(v) + (1 = v)y9(w) = (1 = v)(1 —w)Ay)
—(1—u)(I—v)(1 —w) A,

soit

(1= w) (1= v)m(u) + (1= wya(v) + (1 =) (1 —w)ri(u) + (1 = u)ye(w))

NN

+ (1 =) (1= w)ya(v) + (1 = v)ye(w)) — 4 (1 —u)(1 —v)(1 —w) A],

et, au final, on ne retient dans les différents 7; que le terme en A;. On a pour ~; (u) le terme
(1 —u)(1 —2u), pour y4(v) on a (1 —v)(1 — 2v) et pour y9(w) on a (1 — w)(1 — 2w). Il ne
reste alors, au facteur % pres, que :

IT-—w)((1—u)(1—v)1—=2u)+ (1 —u)(l—0v)(1-20v))
+(1-0) (1 —uw)(1—w)(1—2u)+ (1 —u)(1l—w)(l-—2w))
+(1-w)(1=v)I=-w)(1-20)+ (1 —-v)1—w)(l-2w))

—4(1-uw)(1=-v)(1—-w),

que l'on écrit sous la forme
I-uw)(l-v)Q1-w)(1—-2u)+(1—-20)+ 1 —2u)+ (1 —2w)+(1—-2v)+ (1 —2w) —4),

(1-u)(1—-v)(1—w)(2—4u—4v—4w)
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et, au final, en tenant compte du facteur %, on trouve

¢1(u,v,w) = (1 —u)(1 —v)(1 —w)(1—2u—2v—2w),

par changement de variable, dilatation de 2 et translation de —1, on retrouve exactement p;.
Le méme genre de manipulations pour les sept autres des huit premiers polyndémes conduit
a vérifier que ¢;(u,v,w) = p;,i = 1,8.

Pour vérifier les 12 autres polyndmes, c’est plus facile, la contribution sur un noeud donné
se réduit a considérer les deux faces partageant ’aréte support de ce nceud. Par exemple,
pour Ay, donc pour retrouver pg, on prend les deux faces o7 et o9, ce qui donne seulement :

(1= w)o1(u,v) + (1 —v)oa(u,w)],

N |

ensuite, on ne prend que 'aréte y; de ces deux faces, ce qui donne seulement :

(1= w) (1= v)7a(u) + (1 =) (1 —wn(u)],

N =

on regroupe, il reste (1 —v)(1—w)~1(u) et le terme en Ag, donc gg, est du(1l—u)(1l—v)(1—w),
par changement de variable, dilatation de 2 et translation de —1, on retrouve exactement pg.
Les 11 autres polyndémes s’obtiennent de la méme maniére. Ceci conduit au résultat attendu,
le Q2 & 20 noeuds et ’élément construit par une interpolation transfinie sont identiques.

Construction par élimination. Cet élément se construit également par élimination a
partir de I’élément complet. En premier on calcule la position de I'image, par la transforma-
tion de l’élément réduit des triplets (0,0,-1),(0,0,1),(—1,0,0),(1,0,0),(0,—1,0),(0,1,0)
puis (0,0,0) et on nomme ces points de As; & Asgg puis Ag7 pour le dernier. On trouve
successivement :

1
Ao = *Z(z‘h + Ao+ As + Ay) + = (Ag + Aro + A1 + Ar2)

DN | =

(A17 + A1g + A9 + Agp)

DN | =

(A12 + A1z + Ais + Ag)

N | =

(Ao + Ag + Ay + Asg)

DN =

1
Ags = _Z(Az + Ag + Az + A7) +

(A1g + A1a + Ag + Av7)

DN | =

1
Ags = *Z(z‘h + Ag + As + Ag) +

1 1
Aogg = —1(143 + A+ As+ Ar) + 5(1411 + Ai5 + Aig + A1g)

et, enfin

1 1
A27 = _Z(Al + ...+ Ag) + Z(Ag + ...+ AQ()),

Ensuite, on construit un élément complet avec les 20 noeuds de notre élément réduit enrichi
avec ces 7 nouveaux noeuds. On regarde alors comment les polyndmes de la transformation de
I’élément complet se regroupent. Il y a uniquement deux cas & examiner, le cas d'un sommet
et le cas d’un nceud d’aréte. Par exemple A; et Ag. Notons ¢; la contribution liée & Ay, il est
facile de voir que

1
q =p1 — Z(pm + pag + pas + Do7)

et, ainsi, tout calcul fait, on trouve
a1 =
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qui est le premier polyndéme de la transformation de 1’élément réduit. Pour Ag, il est facile
de voir que, de méme :

1 1
Go = P9 + 5(1721 + pa3) + Ep27 )

et, ainsi, tout calcul fait, on trouve

1 . N .
a0 =7 (1-3)(1-)(1-2),
qui est le neuviéme polyndéme de la transformation de 1’élément réduit. Les autres polynomes
se retrouvent de la méme facon. En conclusion, 1’élément réduit se trouve par élimination &
partir de I’élément complet.

Une fois les nceuds manquants construits, on calcule les points de contréle manquants.
Pour ce faire, on dispose de 7 relations avec 7 inconnues. Il est immédiat de voir que les
points de controle des faces sont découplés et s’obtiennent directement. Le point de controle
central, quant & lui, est couplé avec tous les autres points de controle. Par suite, on évalue
en premier les points de controle des faces et il ne reste qu'une seule relation avec une seule
inconnue & résoudre pour avor Cyy.

6.2 En pratique

Pour valider un élément hexaédrique de degré 2 a 20 nceuds, on calcule les 7 nceuds
manquants puis les points de controle manquants et les 8 jacobiens coins. S’ils sont strictement
positifs, on se rameéne au cas de I’élément & 27 nceuds et on calcule alors les 198 coefficients
restants qui doivent étre positifs ou nuls, bon courage encore.

7 Vers une définition de la qualité d’un élément
Distorsion du jacobien. On définit Q7 (K) par :

l’IliIlK j(fﬁa Z}, 2)
maxy J (2,9, 2)

Qs (K) =

Ce critére permet de quantifier ’écart entre un élément Q2 et ’élément Q1 correspondant
(construits sur ses seuls sommets). En pratique, on ne sait pas calculer efficacement ce critére,
certains auteurs utilisent simplement les jacobiens des nceuds. Cependant, on peut utiliser
les extrema des "points" de controle du jacobien (les Nj;i) et définir Q 7(K) par :

ming;r Njk

Qs(K) =

maxijk Nijk '
Notons que @ 7(K) = 1 uniquement dans le cas d’un cube droit.

Vers un critére de qualité purement géométrique. On a ici deux difficultés a résoudre
puisque I’élément n’est pas simplicial et, de plus, est courbe.
L’idée est de quantifier la qualité avec plusieurs objectifs, la continuité d’un élément droit
a un élément courbe, la continuité d’un élément hexaédrique & un élément simplicial (cas
d’un maillage mixte) et la faculté de bien caractériser et différencier les éléments entre eux.
La mesure classique pour les simplexes, Q) = a% ol h est le diamétre, p est le rayon inscrit

et o un coefficient de normalisation ne peut Etre utilisé ici car on ne sait pas déﬁni p-
Par conséquent, on va partir d’une définition (en forme) de la forme rapport des longueurs
(d’arétes ou de diagonales) avec le volume. Nous proposons donc la forme générale suivante :

h Sma:zz
= — 5
QF Vmin

avec, en Q1 :

100n pourrait considérer le maximum du rayon de tout cercle inscrit mais, en pratique, c’est peu réaliste.
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— h, dit le diameétre de I’élément, évalué comme la plus grande distance entre deux noeuds,

— Siaz la plus grande surface des triangles formés par les différents découpages des faces
quadrilatérales du bord de 1’élément,

— Vinin le volume du plus petit tétraédre des deux découpages en 5 de I’élément. Il semble
important de prendre en compte les tétraédres "centraux" de ce découpage,

et, avec, en Q2 :

— h, dit le diameétre de I’élément, évalué comme la plus grande distance entre deux noeuds,

— Smaz la plus grande surface des triangles formés par les différents découpages des sous-
faces quadrilatérales du bord de I’élément,

— Vinin le volume du plus petit tétraédre des deux découpages en 5 des sous-éléments
(Q1) du découpage de I'élément (Q2) en considérant les points de Bézier. Il semble, ici
aussi, important de prendre en compte les tétraédres "centraux" de ce découpage,

8 Conclusion

On a discuté de la validité des éléments hexaédrique de degré 1 et 2. Bien que construits
simplement via un produit tensoriel, ces éléments se révélent assez délicats & analyser méme
au degré 1, seule une formulation via des formes de Bézier permet en pratique de conclure
avec, toutefois, une condition suffisante seulement sauf pour un Q1 & faces planes ou on a
une condition nécessaire et suffisante. Pour le Q2 complet & 27 nceuds, on a 216 coefficients &
calculer et & évaluer, pour des éléments complets de degré plus élevé, d, le nombre de nceuds
est (d + 1) et le nombre de coefficients a calculer, a savoir (3d — 1)%, explose rapidement]
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Annexe

Dans cette annexe, on donne, en pseudo-code, deux algorithmes de calcul des coefficients
de I’élément a 27 noeuds. Dans le premier, on énumére les différents triplets en 4, j et k qui
interviennent pour le calcul du coefficient Ny ;i puis on effectue le calcul proprement dit,
dans le second, on calcule directement de maniére brutale.

Enumération puis calculs.

1.1 - Trouver les triplets en I
Input : I
indice = 0
Faire pour i_1 = 0,1
Faire pour i_2 = 0,2
Faire pour i_3 = 0,2
S=1i1+1_2 + 1i_3
5i 8 = I alors
indice = indice + 1
tabi(1l,indice) =
tabi(2,indice)
tabi(3,indice)
Fin si
Fin faire
Fin faire
Fin faire

i1
i_2
i_3

nbrindice_i = indice

1.2 - Trouver les triplets en J :
Input : J
indice = 0
Faire pour j_1 = 0,2
Faire pour j_2 = 0,1
Faire pour j_3 = 0,2
S=j.1+j.2+ 3.3
Si S = J alors
indice = indice + 1
tabj(1,indice) = j_
tabj(2,indice) = j_
tabj(3,indice) = j_
Fin si

(I
w N =

Fin faire
Fin faire
Fin faire
nbrindice_j = indice

1.3 - Trouver les triplets en K :

Input : K
indice = 0
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Faire pour k_1 = 0,2
Faire pour k_2 = 0,2
Faire pour k.3 = 0,1
S=k.1+k.2+k.3
Si 8§ = K alors
indice = indice + 1

tabk(1,indice) = k_1

tabk(2,indice) = k_2

tabk(3,indice) = k_3
Fin si

Fin faire
Fin faire
Fin faire
nbrindice_k = indice

Ensuite, on construit les coefficient N; ;i au facteur 8 prés.

Input: nbrindice_i, nbrindice_j et nbrindice_k et les P_{ijk}

nbre = 0
N_{IJK} = 0 pour I=0,5, J=0,5 et K=0,5

Faire pour i=1,nbrindice_i
i_1 = tabi(1,1i)

i_2 = tabi(2,1i)
i_3 = tabi(3,1i)
I =4i.1+i2+ i3

Faire pour j=1,nbrindice_j
j-1 = tabj(1,3)

= tabj(2,3j)

tabj(3,j)

j_1+ j_2+ j_3

Faire pour k=1,nbrindice_k
k_1 = tabk(1l,k)

j_2
j_3
J

I

k_2 = tabk(2,k)
k_3 = tabk(3,k)
K =%k1+k2+k.3

coef = ( C2(i_2) C2(i_3) C2(j_1) C2(j_3) cC2(k_1) C2(k_2) )
coef = coef / ( C5(I) C5(J) C5(K) )

DET = | P_{ i_1,j_1,k 1} P_{ i_1 +1 ,j_1 Jk_1}
P {i2,j 2,k 2} P.{i.2 ,j_2 + 1 ,k_2}
P {i_3,j_3,k.3} P_{i.3 ,j_3 ,k_3 +1} |

N_{IJK} = N_{IJK} + coef * DET
nbre = nbre + 1
Fin faire
Fin faire
Fin faire

On vérifie que nbre vaut 5832.

En conclusion, un programme trés simple permet les calculs voulus. Notons que trouver
les coeflicients pour un degré, d, autre que 2 se fait exactement de la méme fagon. Dans la
construction des triplets, on remplace, par exemple pour les indices ¢ :

Faire pour i_1 = 0,1
Faire pour i_2 = 0,2
Faire pour i_3 = 0,2
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par

Faire pour i_1 = 0,d-1
Faire pour i_2 = 0,d
Faire pour i_.3 = 0,d

Par ailleurs, dans le calcul proprement dit, on remplace :

coef = ( C2(i_2) C2(i_3) C2(j_1) C2(j_3) C2(k_1) C2(k_2) )
coef = coef / ( C5(I) C5(J) C5(K) )

par

coef ( Cdmi(i_1) Cd(i_2) Cd(i_3) Cd(j_1) Cdmi(j_2) Cd(j_3)
Cd(k_1) Cd(k_2) Cdm1(k_3) )

coef = coef / ( Cddd(I) Cddd(J) Cddd(X) )

avec dml =d —1 et ddd = 3d — 1.

Calculs directs.

Input: les P_{ijk}

nbre = 0
N_{IJX} = 0 pour I=0,5, J=0,5 et K=0,5

Faire pour i_1=0,1
Faire pour i_2=0,2
Faire pour i_3=0,2
I =i1+1i.2+ 1.3
Faire pour j_1=0,2
Faire pour j_2=0,1
Faire pour j_3=0,2
J =3j1+ 3j.2+ 3.3
Faire pour k_1=0,2
Faire pour k_2=0,2
Faire pour k_3=0,1
K =k_1+k.2+k.3

coef = ( C2(i_2) C2(i_3) C2(j_1) C2(j_3) C2(k_1) C2(k_2) )
coef = coef / ( C5(I) C5(J) C5(K) )

DET = | P_{ i 1,j_1,k_ 1} P_{ i_1 +1 ,j_1 ,k_1}
P {i2,j 2,k 2y P.{i_2 ,j_2 + 1 ,k_2}
P{i_3,j.3,k.3} P_{ i3 ,j_3 Jk_3 +1} |

N_{IJK} = N_{IJK} + coef * DET
nbre = nbre + 1
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire

Pour conclure, il est plus facile de calculer tous les coefficients que tel ou tel.
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