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❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❈❉❉❋✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥✲
t✐❝s ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❈❉❉❋ ✐♥t❡❣r❛t❡s ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❡①♣r❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
❛♥❞ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡s❡ ✉s✐♥❣ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ str❡❛♠s ✭❑❛❤♥ ♣r♦❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s✮✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣r♦✉♥❞
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❛t❛✲✢♦✇ ♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
t❛s❦ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦r str❡❛♠s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✜tt✐♥❣ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❛♥❞
s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇✐t❤ ❈✐❧❦✬s str✐❝t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❑❛❤♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❞❛t❛✲✢♦✇✱
str❡❛♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
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❘és✉♠é ✿ ❈❡ ♣❛♣✐❡r ♣rés❡♥t❡ ❈❉❉❋✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ■❧ ✐♥tè❣r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✢♦t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞é❝♦✉♣❧❡r ❝❡✉①✲❝✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
str❡❛♠s ♥♦♥ ❜♦r♥és à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❑❛❤♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❈❉❉❋ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ✐♠♣ér❛t✐❢s à ❝ré❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ♦✉ à ✢♦ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s à tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❝❛♥♥❛✉① ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ str❡❛♠s✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❜❛sés s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡r❜❧♦q✉❛❣❡s✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞✬✐♥t❡r❜❧♦q✉❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ sér✐❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s
❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❈❉❉❋ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞❡ ❈✐❧❦ ❛✐♥s✐
q✉✬❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❑❛❤♥✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ✢♦t ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r str❡❛♠s✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t♦ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ♠❛ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❡❛r❧②
❞❛t❛✲✢♦✇ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❬✶✵✱ ✾✱ ✷✾❪ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❜② ♦♥❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛❧
♠❡♠♦r② ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦✉♥t❡r ❜② ❛ ♣✉r❡❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
❡①❡❝✉t✐♥❣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡✐r ♦♣❡r❛♥❞s ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ Pr♦❣r❛♠♠❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✿ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ t❤r❡❛❞s ✐s
❛ ❞❛✉♥t✐♥❣ t❛s❦✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❛❝❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲r❡❧❛t❡❞
❡rr♦rs✳ ❉❛t❛✲✢♦✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞r✐✈❡♥
❜② ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❬✶✼❪✳ ❉❛t❛✲✢♦✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦✛❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❘❡❝❡♥t ❞❛t❛✲✢♦✇
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛❧❜❡✐t ❛t ❛ ❝♦❛rs❡r
❣r❛✐♥✱ ❡①❡❝✉t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♦r ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ▲✉❝✐❞ ❬✸❪ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❦❡②✇♦r❞ ✇✐t❤✐♥
❧♦♦♣s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t t♦ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ❛ str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛✱ ❜② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣
✐♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♦r✱ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❞♦♠❛✐♥✱ t♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝❧♦❝❦s ♦♥ s✐❣♥❛❧s✳
❙✐s❛❧ ❬✶✷❪ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❧✐sts✳ ■❢
str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ tr❛♥s❢♦r♠❡rs✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ♥❡t✇♦r❦ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t str❡❛♠s t♦
❛ s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✱ t❤❡♥ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛③② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s❀ s❡❡ ❬✼❪ ❢♦r ❛ ❍❛s❦❡❧❧ ❬✶✻❪
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✉❝✐❞ ❙②♥❝❤r♦♥❡ ❬✻❪✳ ❋✐rst✲❝❧❛ss str❡❛♠s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♠♣r♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r
❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❜r♦❛❞❝❛st✱ ❞❡❧❛②s✱ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣
✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❞❛t❛✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣✐♦♥❡❡rs✱ ✇❤♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ ■✲str✉❝t✉r❡s ❛s
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ str❡❛♠s ♦❢ ❢✉t✉r❡s t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞s ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❬✷❪

❑❛❤♥ ♣r♦❝❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✭❑P◆✮ ❬✶✽❪ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ str❡❛♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ Pr♦❝❡ss❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❋■❋❖ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❛✐t ✉♥t✐❧ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❛ ❦❡②
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜②
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❤✐s s✉r✈❡② ❬✷✼❪ ♦❢ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❙t❡♣❤❡♥s ❝❧❛ss✐✜❡s str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛✿ s②♥❝❤r♦♥②✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②✱ str❡❛♠✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧❧ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ str❡❛♠✐♥❣
❡❞❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝②❝❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✐♥✲✢✐❣❤t ❞❛t❛✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s s♣✉rr❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❑❛❤♥ Pr♦❝❡ss ◆❡t✇♦r❦s✱ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝
❉❛t❛✲❋❧♦✇ ✭❈❙❉❋✮ ❬✷✵✱ ✺❪✳ ❲❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❑P◆s ❡①❡❝✉t❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡
♦r ❝♦♥s✉♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ❈❙❉❋ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❲✐t❤ r❛t❡s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛t ❝♦♠♣✐❧❡ t✐♠❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❛t✐❝❛❧❧②
❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞ t♦ st❛t✐❝❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■t
❝❛♥ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❛
r❡❛❧✐st✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❙tr❡❛♠■t ❬✷✽❪ ✐s ❛ r❡❝❡♥t ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✱
❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str♦♥❣ st❛t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣✐❧❡r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ❛❝r♦ss ❛ ✈❛r✐❡t②
♦❢ t❛r❣❡ts ❬✶✸❪ ❢♦r ❛ r❡str✐❝t❡❞ s❡t ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t❤❛t ♣r♦♣❡r❧② ♠❛♣ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❉❛t❛✲✢♦✇
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ▲✉str❡ ❬✶✹❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡rt✐✜❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇ ♦❢
r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦✛❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✱ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡
❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ❯♥❧✐❦❡ ❈❙❉❋✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✹ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

Pr♦❝❡ss❡s r❡s♣♦♥❞ ✐♥st❛♥t❧② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ s✐❣♥❛❧s✱ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
t✐♠❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ❙✐❣♥❛❧s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ str❡❛♠s ✐♥ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥s✉♠❡❞✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r✐❝❤ s❡t ♦❢
❝♦♥str✉❝ts t♦ ❡①♣r❡ss ✐♥t❡r✲t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❙t❛r❙s ❬✷✷❪ ✐s ❛ ♣r❛❣♠❛✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ♣r♦❣r❛♠
❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s❀ ✐t s✉♣♣♦rts ❜♦t❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ st②❧❡s✳ ❙▼P❙s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙t❛r❙s ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥s ❢♦r s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② t❛r❣❡ts ❬✷✶❪✳
❳✶✵ ❬✽❪ ❛♥❞ ❍❛❜❛ñ❡r♦ ❏❛✈❛ ❬✷✻❪ ❢❡❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ♣❤❛s❡rs✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ❜❛rr✐❡r ❛♥❞
♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ ♠♦st str❡❛♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
❛❧s♦ s✉♣♣♦rt ❞②♥❛♠✐❝ t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❖♣❡♥▼P ❝❛❧❧❡❞ ❖♣❡♥❙tr❡❛♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ❞②♥❛♠✐❝✐t②✱
❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❬✷✺❪✳ ❖♣❡♥❙tr❡❛♠ s✉♣♣♦rts ❞②♥❛♠✐❝ t❛s❦
❝r❡❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡rs✴❝♦♥s✉♠❡rs✱ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜rst✲
❝❧❛ss str❡❛♠s✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇✱ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧❛❝❦❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s
♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t
s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❈❉❉❋✱ t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❖♣❡♥❙tr❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞✱ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❛t ♦❢ ❛♥② ❧❡ss ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s✳ ❈❉❉❋ r❡❧✐❡s ♦♥ ❑❛❤♥✲❧✐❦❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ str❡❛♠s ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ❈❉❉❋ str❡❛♠s s✉♣♣♦rt ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✿ ❛
❈❉❉❋ t❛s❦ ❣r❛♣❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ str❡❛♠s✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❛rr❛②s✱ t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐ss✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡ss❡s t♦ ❛ ❋■❋❖
❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ str❡❛♠s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s✱ ❛
❝❡♥tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❈❉❉❋ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❣r❛♣❤s✱ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♣r❡❞✐❝❛t❡❞ t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ str❡❛♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ tr❛❝❡✲❜❛s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❜str❛❝t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❛s❦s✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ s✐♠♣❧② ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
s❡t ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s t❤❡② ♣❡r❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡✐r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts
❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r♦✈❡❞
✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥♦t ♦♥❧② s✉✣❝✐❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡✿ ✭✶✮ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞
❢♦r t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦❝❝✉rs❀ ✭✷✮ ❢r❡❡ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐ts❡❧❢✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠❀ ❛♥❞ ✭✸✮ s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❡r♥st❡✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✹❪✱
❜✉t ❛❧s♦ ❜② ❛ ❑❛❤♥✲✐♥s♣✐r❡❞ ♣r❡✜①✲❝❧♦s✉r❡ ♦❢ str❡❛♠ ✐♥❞❡①❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t r✉♥t✐♠❡
str❡❛♠ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ❬✷✹❪✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐ts ♥❡✇
❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t✱ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧❡ss
r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❈✐❧❦ ❬✶✶❪ str✐❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❛t str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ ❢♦r♠ ♦❢
❝❛✉s❛❧✐t②✱ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ ❑❛❤♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t
♥♦ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❛s❦✲❝❛✉s❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧②
❛ ❧✐♠✐t❡❞✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s
♥♦ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛❧❧ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✺

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ s❤♦✇s t❤❛t str❡❛♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
✈❡r② str♦♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❧♦♥❣❡r ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ◆♦t❛t✐♦♥s

■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t
❛r♦✉♥❞ t❤r❡❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts✿ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ str❡❛♠s ❛♥❞ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❖♣❡♥▼P ♦r ❈✐❧❦ ❛♥❞ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s♣❛✇♥✐♥❣ t❛s❦s✱ ✇✐t❤ ❛♥
❡①♣❧✐❝✐t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ❛t t❤❡ s♣❛✇♥✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞
♦r ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦♥ str❡❛♠s✳ ❈❉❉❋ t❛s❦s ❛r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❝♦r♦✉t✐♥❡s✿ ❧✐❦❡
❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s✱ t❤❡② r✉♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✭♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥❝❡ ❛ t❛s❦ st❛rts ❡①❡❝✉t✐♥❣✮
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❞❛t❛ ❝♦♣②✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ str❡❛♠s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✿ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❛❧❧♦✇❡❞✱ ❜✉t t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❈❉❉❋ ❛♥❞
♠✉st ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉❝❤ ♦♣t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts✿ ✭✶✮
t❤❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ ✭❞②♥❛♠✐❝✮ s✐♥❣❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t❀ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ▲✐❢t✐♥❣ t❤❡s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❬✷✸❪✳

✷✳✶ ❈❉❉❋ Pr♦❣r❛♠ ❙tr✉❝t✉r❡

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ str❡❛♠s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❛s ♠❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❢♦r ♥♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❙tr❡❛♠✮✳ ❆ str❡❛♠ ✐s ❛ s②♠❜♦❧ s ∈ S✱ ✇❤❡r❡ S ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s✳

❙tr❡❛♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ ❋■❋❖ q✉❡✉❡s✿ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✐♥✜♥✐t❡ ❛rr❛②s✿ ❛♥
✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ S × N ♠❛♣s str❡❛♠s ❛♥❞ ✐♥❞❡①❡s t♦ ✭♣♦ss✐❜❧② t②♣❡❞✮ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s✱
✇✐t❤ ♥♦ ✐♥tr❛✲ ♦r ✐♥t❡r✲str❡❛♠ ❛❧✐❛s✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❙tr❡❛♠ ❛❝❝❡ss✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t X ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❞ ✭R✮ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✭W ✮ ❛❝❝❡ss❡s✿

X = {R,W} × S × N

❈♦♥tr❛r② t♦ ❡①✐st✐♥❣ str❡❛♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ♠✉❝❤ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✜❧t❡r ♦r ♣r♦❝❡ss✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✳ ❆s ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞②♥❛♠✐❝✱ ✐t
t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧❡ss ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r❡❣✉❧❛r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ♦✉r ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❦❡❡♣s
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐t ♦❢ ✇♦r❦✳✶ ❆s ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ♦r ❢✉❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② ✜❧t❡rs✴♣r♦❝❡ss❡s✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛❜str❛❝t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✶■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛t♦♠✐❝✐t② r❡❢❡rs t♦ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ r✉♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✿ ♦♥❝❡ ❛ t❛s❦ st❛rts ❡①❡❝✉t✐♥❣✱ ✐t

❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥ts✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❚❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ✐t
✉s❡s t♦ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s✿

a ⊂ X

❚❤❡ s❡t A ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ♦❢ X ✿

A = P(X )

❚❤✐s ✈✐❡✇ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ str❡❛♠s ❛♥❞ str❡❛♠ ✐♥❞❡①❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭■♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ str❡❛♠ s ∈ S ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ✭r❡s♣✳ ♦✉t♣✉t✮
str❡❛♠ t♦ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a ∈ A ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ s ∈ I(a) ✭r❡s♣✳ s ∈ O(a)✮ ✐❢ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
a ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❛❞ ✭r❡s♣✳ ✇r✐t❡✮ ❛❝❝❡ss t♦ str❡❛♠ s✿

I(a) = {s ∈ S | ∃i ∈ N, (R, s, i) ∈ a}

O(a) = {s ∈ S | ∃i ∈ N, (W, s, i) ∈ a}

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②
❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥❞❡①❡s t♦ ❞❛t❛ ✐♥ ❡❛❝❤ str❡❛♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❛ str❡❛♠✳ ❆s ✇❡ ❛r❡
♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❛rr✐❡rs✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❜② ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ t❛s❦
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❜❛rr✐❡rs✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❝❡✳

❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❛s❦ s♣❛✇♥ ❝❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛rr✐❡r✬s ✐♥❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s t♦ st❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠
✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮✳ ❆♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t π ✐s ❛ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇♦r❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ✐ts ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✳ ❲❡ t❤✉s ❛❜str❛❝t ❛♥
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ✐ts str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✿

π ⊂
{

(u, s, b, h) ∈ {R,W} × S → N× N
}

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ (u, s) t♦ (b, h)✱ u ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ❝♦♥s✉♠❡ ❢r♦♠ ♦r ♣r♦❞✉❝❡ t♦ str❡❛♠ s✱ b ✐s t❤❡ ❜✉rst✱ ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦r
❝♦♥s✉♠❡❞✱ ❛♥❞ h ✐s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥
✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✉rst❀ ✇❤❡♥ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r ✐t ❛❧❧♦✇s r❡❛❞ ❛❝❝❡ss❡s ❛❤❡❛❞ ✐♥t♦ t❤❡
str❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❡❡❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❛♥② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Π =
{

π ∈ P
(

{R,W} × S → N2
)

| (R, s, b, h) ∈ π ⇒ b 6 h

∧ (W, s, b, h) ∈ π ⇒ b = h
}

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ✈❛❧✐❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡❛❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢r♦♠ ❞✐s❝❛r❞✲
✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✉rst ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
❢r♦♠ ❜♦t❤ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ✉♥✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦r ✇r✐t✐♥❣ ❛❤❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ t❤❡
s✐♥❣❧❡✲❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦♥ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐s❛❧❧♦✇
♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❛❞ ✭r❡s♣✳ ✇r✐t❡✮ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✼

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❲❡ ✉s❡
♣❛rt✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡s t♦ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ♣r❡✜① ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦♥ tr❛❝❡s✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧②
✐♥✜♥✐t❡ ✇♦r❞ ♦♥ Π ∪ {barrier}✳ ❚❤❡ s❡t K ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡s r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✬s tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

K = (π + barrier)∗

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ❛s ✐ts ✭♣❛rt✐❛❧✮
❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡ ❛♥❞ t✇♦ s❡ts ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❛❧r❡❛❞② ❡①❡❝✉t❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ❢♦r ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t Σ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s✿

Σ = K ×
(

P(A)
)2

❆ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ∈ Σ ♦❢ t❤❡ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ tr❛❝❡
ke ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡ts Ae ♦❢ ❡①❡❝✉t❡❞ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ Ao ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ω : K → Π ∪ {barrier} ∪ {⊤}✖✇❤❡r❡ ⊤
♠❛r❦s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✖❛❜str❛❝ts t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥❡①t
♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠❀ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
ξ : K ×Π → A ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦✇ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✿

ξ(k, π) =
{

(u, s, i) ∈ X | ∃(u, s, b, h) ∈ π ∧ i ∈
[

α, α+ h
[

}

✇❤❡r❡ α =
∑

π′∈k
(u,s,b′,h′)∈π′

b′✳

❋♦r t❤❡ ♥❡✇ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱
ξ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦r ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✐ts ✭♣❛rt✐❛❧✮ tr❛❝❡ k ❛t ❛♥❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t π✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛st ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❜✉rsts b′ ♦❢ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t②♣❡ u ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠ s✳ ❆s t❤❡ ❜✉rst ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞
♦r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❤✐❢t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str❡❛♠ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉♠ α ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ s❤✐❢ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ♥♦
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r❛❝❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥ Ω✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❜✉t ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡✱ ✇❡ ❛❜str❛❝t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✳ ❋♦r
t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ■ts r♦❧❡ ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜② ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ t❤❡ ♣❛st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ke✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ C : K → P(X ) t❤❛t ♠❛♣s ❛ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ k ∈ K ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ X ✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❤✐❞❞❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♦❢s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✽ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s σ = (ke,Ae,Ao)✱ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ C(ke) ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞❡❞ t♦ Ao✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

C(ke) =

{

(u, s, i) ∈ X | i >
∑

π∈ke

(u,s,b,h)∈π

b

}

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✿

σinit = (ǫ,∅, {C(ǫ)}) ✇❤❡r❡ C(ǫ) = X

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ξ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✱
❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s✱ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛❦❡s ♣r♦❣r❡ss✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s ♥♦t ②❡t s❝❤❡❞✉❧❡❞ t❤❡s❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ✐♥ ❛♥② t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r✱ ✐t ♠♦❞❡❧s ❛❧❧ ✇r✐t❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧②
❤❛♣♣❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❜❛rr✐❡r ♣❛ss❡s✳ ■❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ✇r✐t❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss (W, s, i) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ (R, s, i)✱ t❤❡♥ ✉♥❧❡ss
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❚❤❡ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ♦❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ s❛t✐s✜❡s✿
⋃

a∈Ae∪Ao

a = X

❚❤✐s st❛t❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❤♦❧❞s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡s
t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡✈❡r② str❡❛♠✱ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ♥♦t ②❡t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✭s❛❢❡✮ ♦✈❡r❧❛♣ ❢♦r r❡❛❞ ❛❝❝❡ss❡s
❛s t❤♦s❡ ✐♥ C(ke) st❛rt ❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜✉rsts ♦♥ ❡❛❝❤ str❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

∀(u, s, i) ∈ X , ∃a ∈ Ae ∪ Ao, (u, s, i) ∈ a

✷✳✷ ❖r❞❡r✐♥❣ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❚❛s❦ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❊①❡❝✉t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❡❝✉t❡s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦
❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Ω ♦♥
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

❆s ✇❡ s❡❡ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♦♥❧② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦r❞❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♥❝❡r♥s
✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ♣r♦✈❛❜❧② ❡✣❝✐❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬✷✸❪✱ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ♦✈❡r
❝❧♦s❡❞ ♣r❡✜①❡s ♦❢ str❡❛♠ ✐♥❞❡①❡s✿ ✐♥❞❡①❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❝♦♠❡ r❡❛❞✲♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛❧❧
♣r♦❞✉❝❡rs ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞ ♣❛st t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♦✉r ✈✐❡✇✱ t❤✐s ✐s ❛ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛s♣❡❝t✱ ❜❛rr✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡
s✉♣♣♦rt ❧✐❦❡ ❢✉❧❧✲❡♠♣t② ❜✐ts✱ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ♦✉r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ r❡❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ✉s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐ss✉❡s t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✿ t♦ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥t ❞♦❡s t❤✐s ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❜❡❧♦✇✱
❛♥❞ ✇❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❡rr♦rs✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥❢♦r❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✾

✭●❊◆✮
π := Ω(ke) π ∈ Π

(ke,Ae,Ao) −→ (ke.π,Ae,A
′
o)

✇✐t❤ A′
o = Ao ∪ {ξ(ke, π), C(Ke.π)} \ {C(ke)}

✭❇❆❘✮
Ao = {C(ke)} Ω(ke) = barrier

(ke,Ae,Ao) −→ (ke.barrier ,Ae,Ao)

✭❚❊❘▼✮
Ao = {C(ke)} Ω(ke) = ⊤

(ke,Ae,Ao) −→ (ke,Ae,Ao)

✭❊❳❊❈✮
Ao = {a} ∪ A′

o Ae ⋉ a

(ke,Ae,Ao) −→ (ke,Ae ∪ {a},A′
o)

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❉❉❋ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❙tr❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ < ✐♥ P(A2) ♦♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
(a, a′) ∈ A2 ❛s✿

a < a′ , ∃(s, i) ∈ S × N, ∃j 6 i, (W, s, j) ∈ a ∧ (R, s, i) ∈ a′

❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t a′ r❡❛❞s ❞❛t❛ ✐♥ ❛ str❡❛♠ s ✇❤✐❧❡ a ✇r✐t❡s ✐♥ str❡❛♠ s s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡
♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ a′✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛s ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥s a < a′

❛♥❞ a′ < a′′ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠s✳
❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⋉ ∈ P(A) × A t♦ ♠♦❞❡❧ ♦✉r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s❀ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a ∈ A ❛♥❞ ❛ s❡t A ⊂ A✿

A⋉ a , ∀(R, s, i) ∈ a, ∀j ≤ i, ∃a′ ∈ A, (W, s, j) ∈ a′

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✏a ✐s r❡❛❞② ✐♥ A✑✱ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡
σ = (ke,Ae,Ao)✱ ✐❢ ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a ∈ Ao ✐s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ae ⋉ a✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts
♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①❡❝✉t❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ Ae ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
✐s ♥♦ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a′′ ∈ Ao s✉❝❤ t❤❛t a′′ <a ✭r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ C(ke) ∈ Ao ❛s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t♦r
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡s✮✳ ❆s t❤❡r❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r str❡❛♠ ✐♥❞❡①✱
❛♥❞ ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss ❡s❝❛♣❡s Ae ∪Ao✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡❧② ❛s✿

∀a ∈ Ae ∪ Ao, Ae ⋉ a , ∀a′ ∈ Ae ∪ Ao, a
′ < a ⇒ a′ ∈ Ae

, ∀a′ ∈ Ao, a6 a′

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Ae ❛♥❞ Ao ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤
❤♦❧❞s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✈❛❧✐❞ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ❜❡❧♦✇✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛♥❞
❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❈❉❉❋ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❲❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
r✉❧❡s ❜❡❧♦✇✳

✭●❊◆✮ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✐ts ♦r❛❝❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Ω✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ξ ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ Ao ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡ ke✳ ❚❤❡
♦❧❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ C(ke) r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ Ao ❜② ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✱ C(ke.π)✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
C(ke.π) ⊂ C(ke)✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✶✵ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❈❉❉❋ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✭❇❆❘✮ ❚❤❡ ❜❛rr✐❡r r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥❧② ♣❛ss❡s ❛ ❜❛rr✐❡r ♦♥❝❡ ❛❧❧ ♦✉tst❛♥❞✲
✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❜❛rr✐❡r ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡ ♦♥❝❡ ❝❧❡❛r❡❞✳

✭❚❊❘▼✮ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♠❛r❦s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛s s♦♦♥ ❛s ✭✶✮ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠
✜♥✐s❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ⊤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ♥♦ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥✳
■t ❤❛s s✐♠✐❧❛r s❡♠❛♥t✐❝s t♦ t❤❡ ❜❛rr✐❡r r✉❧❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✬s
tr❛❝❡✳ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ♦❝❝✉rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛t t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❣✉❛r❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
r❡❛❝❤❡s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

✭❊❳❊❈✮ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥❝❡
❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t✱ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ ❛r❡
❡①❡❝✉t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② Ae ⋉ a✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✼ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ C(ke) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✿ ∀σ = (ke,Ae,Ao),¬(Ae ⋉ C(ke))✳

✷✳✸ Pr♦❣r❛♠ Pr♦❣r❡ss ❛♥❞ ❉❡❛❞❧♦❝❦

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦❣r❡ss
t❤❛t ❛❞❞s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✿

|(ke,Ae,Ao)| = |ke|+ |Ae|

◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ r✉❧❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❡①❝❡♣t ✭❚❊❘▼✮✱ ❛r❡ str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✳r✳t✳ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭Pr♦❣r❛♠ ♣r♦❣r❡ss✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛❦❡s ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ st❛t❡ σ ✐❢ ❛♥②
❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ σ′ s❛t✐s✜❡s |σ| < |σ′| ♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s
t❡r♠✐♥❛t❡❞✳

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦❣r❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str✉❡❞ ❛s ✢❛✇❡❞ ✐❢ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❛❝❝❡♣t s❝❤❡❞✉❧❡s ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭●❊◆✮ ♦❝❝✉rs✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐❢ t❤❡② ♥❡✈❡r ❣❡t ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧
✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛❞♠✐t s✉❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❣r❡ss ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭Pr♦❣r❛♠ ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ σ✱ ♥♦t❡❞ D(σ)✱ ✐❢
♥♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✶✶

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠✳

▲❡♠♠❛ ✶✹ ✭❉❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ D(σ)
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

(

Ω(ke) /∈ Π
)

∧
(

Ao 6= {C(ke)}
)

∧
(

∀a ∈ Ao,¬Ae ⋉ a
)

✷✳✹ ❉❡❛❞❧♦❝❦ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❇❡r♥st❡✐♥✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❬✹❪ ❛♥❞ ❛❞❥✉st ✐t t♦ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❆s str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t r❡❛❞s ❝♦♠❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❚❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s δ ∈ P(A2) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱
∀(a, a′) ∈ A2✿

a δ a′ , ∃(s, i) ∈ S × N, (W, s, i) ∈ a ∧ (R, s, i) ∈ a′

❆s ✇✐t❤ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∆ ∈ P(A) × A ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s A s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❧❧ ✢♦✇
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a✿

A∆ a , ∀(R, s, i) ∈ a, ∃a′ ∈ A, (W, s, i) ∈ a′

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✏A s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ a✑✱ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ A ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ a✱ s♦ ❛❧❧ ✢♦✇
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ a ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ A✳

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❉❉❋
♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱
❛s ✐t ❞✐r❡❝t❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✶ ❛♥❞ ✶✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❋❧♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥✳

∀a, a′ ∈ A : a δ a′ ⇒ a < a′

∀a ∈ A, ∀A ∈ P(A) : A⋉ a ⇒ A∆ a

❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥❢♦r❝❡
✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐♥ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✶✼✳ ❋♦r ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ C(ke)✱ ❛r❡ ♥❡✈❡r s❛t✐s✜❡❞ ❜② Ae ∪ Ao \ {C(ke)}✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❤✐♥❣❡s ♦♥ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭✶✮ Ae ∪Ao \ {C(ke)} ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ξ ❛♥❞ Π❀ ❛♥❞
✭✷✮ C(ke) ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❞ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✳ ❆❧❧ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ C(ke) ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇r✐t❡s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✶✷ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❚❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❜❧❛♥❦❡t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞ s♣✉r✐♦✉s
❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦t❡ FD(σ)✱ ID(σ) ❛♥❞ SD(σ) ✇❤❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝②
♦r s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦❝❝✉rs ✐♥ st❛t❡ σ✳ ❲❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t②♣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡rr♦r✱ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥
❡①✐st✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝②❝❧❡✳

■♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞
t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ s♦♠❡ str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠
❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥② ♠♦r❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❡①❡❝✉t❡✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐❢
❛♥ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ C(ke) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss✳

❙♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ✇❡ ❡♥❢♦r❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐ss✉❡✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡rr♦rs✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❢❛❧❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✉♥❞❡rs❝♦r❡s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳

❆ ❢♦✉rt❤ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♠❡♠♦r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r str❡❛♠ ❜✉✛❡rs ♦r ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛❜s❡♥t ❢r♦♠
t❤✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❜str❛❝t✐♦♥✳

✷✳✹✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❉❉❋ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❚❤❡② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥
♥♦ ♣r♦❣r❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✮ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✉r ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ st❛t❡ σ✱
❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ FD(σ)✱ ✐❢ ♥♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❛t st❛t❡✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ r✉❧❡ ✭❊❳❊❈✮ ✇✐t❤✿

✭❊❳❊❈∆✮
Ao = {a} ∪ A′

o Ae ∆ a

(ke,Ae,Ao) −→ (ke,Ae ∪ {a},A′
o)

❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
❛s t❤❛t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✹✳

▲❡♠♠❛ ✶✾ ✭❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡
σ = (ke,Ae,Ao)✱ ♥♦t❡❞ FD(σ)✱ ✐✛✿

(

Ω(ke) /∈ Π
)

∧
(

Ao 6= {C(ke)}
)

∧
(

∀a ∈ Ao,¬Ae ∆ a
)

✷✳✹✳✷ ■♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s

■♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s r❡♣r❡s❡♥t ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ st♦♣♣❡❞ t♦♦ ❡❛r❧② ❛♥❞ ❞✐❞
♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦
❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ✇❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ✉s❡ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✶✸

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣❡t ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♦♥❝❡ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭■♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥
st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ ID(σ)✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞
❛❧❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✱ tr❛♥s✐t✐✈❡❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✿

(

Ω(ke) /∈ Π
)

∧
(

Ao 6= {C(ke)}
)

∧
(

∀a ∈ Ao, C(ke) δ+ a
)

❲❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❞❡✜♥❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦♥ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✮✱ ❛♥❞ ✇❡
♥♦t❡ ID<(σ)✿

(

Ω(ke) /∈ Π
)

∧
(

Ao 6= {C(ke)}
)

∧
(

∀a ∈ Ao, C(ke)<
+ a

)

▲❡♠♠❛ ✷✶✳ ❆❧❧ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ st❛t❡
σ = (ke,Ae,Ao) ✈❡r✐✜❡s✿

ID(σ) ⇒ FD(σ)

✷✳✹✳✸ ❙♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s

❲❡ ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛s ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❙♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✳ ❆ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s ❛ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ❋♦r ❛
st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ ✇❡ ✇r✐t❡✿

SD(σ) , D(σ) ∧ ¬FD(σ)

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② t②♣❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉r ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✮ ❛♥❞ ♥♦t ❢r♦♠ ♣r♦❣r❛♠ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❖✉r ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✳

✷✳✹✳✹ ❲❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s

■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s
❛❧r❡❛❞② ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✳ ❆ st❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡
❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ✐♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s t♦ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❲❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✮✳ ❚❤❡ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ♦❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ✇❡❛❦
❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✱ ❢♦r ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t❡ σ′ = (k′e,A

′
e,A

′
o) s✉❝❤ t❤❛t✿

D(σ′) ∧ |σ| 6 |σ′| ∧ ke = k′e

❲❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦t❡ WD(σ)✱ WFD(σ)✱ WID(σ) ❛♥❞ WSD(σ) ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ σ s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥
✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦r ❛ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞✐r❡❝t❡❞ ❛t s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s✳ ❆s ✇❡
r❡q✉✐r❡ D(σ′) ∧ ke = k′e✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✿

Ω(k′e) = Ω(ke) ∈ {barrier ,⊤}

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✶✹ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ♣r❡❝❧✉❞❡s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❧✐✈❡✲❧♦❝❦ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♣r♦❣r❡ss✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣✳

■t ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡✳
❆s ♦♥❧② t❤❡ ✭❊❳❊❈✮ r✉❧❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ✇❡ ❤❛✈❡✿

A′
o ⊆ Ao

❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t |σ′| − |σ| ✐s ✜♥✐t❡✱ s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤
❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ ✐s ✜♥✐t❡✳

✷✳✹✳✺ ❲❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡

❚❤✐s ✇❡❛❦❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❛s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛❧❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s
✐♥ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ C(ke)✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r✱ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ ❛ ✇❡❛❦
✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡s❡ ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ✇❤❡♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
♦r ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✳

▲❡♠♠❛ ✷✹ ✭❲❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱
✈❡r✐✜❡s

WID(σ) ⇔ Ω(ke) /∈ Π ∧
(

∃a ∈ Ao, a 6= C(ke) ∧ C(ke) δ a
)

⇔ Ω(ke) /∈ Π ∧
(

∃a ∈ Ao, a 6= C(ke) ∧ C(ke)< a
)

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦
♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝②
❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t t❤❡ ❝❛✉s❡
✐s t❤❡ s❛♠❡✿ t❤❡s❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s r❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s ✇❤❡r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♦♥ s♦♠❡
str❡❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② ❞❛t❛ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ str❡❛♠
✐♥❞❡① ❧❡❛❞s t♦ ❞❛t❛ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✳

❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛ st❛t❡ σ s❛t✐s✜❡s✿

ID<(σ) ⇒ WID(σ) ⇐ ID(σ)

❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❛② t❤❛t ❛♥② ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❡♠s ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✢♦✇
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦
❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

✷✳✹✳✻ ❲❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ❛♥❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❉❉❋ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦
st❛t❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ s♦ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s✱ ❛♥❞ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

▲❡♠♠❛ ✷✺ ✭❲❡❛❦ ✭❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✮ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✮✳ ❆❧❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡
❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t②♣❡✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✶✺

❋♦r ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

WD(σ) ⇔ Ω(ke) /∈ Π ∧ Ao 6= {C(ke)}

∧ ∃a ∈ Ao, a 6= C(ke), a <+ a ∨ C(ke)<
+ a

WFD(σ) ⇔ Ω(ke) /∈ Π ∧ Ao 6= {C(ke)}

∧ ∃a ∈ Ao, a 6= C(ke), a δ+ a ∨ C(ke) δ+ a

✷✳✹✳✼ ❍✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s

❇❛s❡❞ ♦♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻ ❛♥❞ t❤❡ ▲❡♠♠❛s ✷✹ ❛♥❞ ✷✺✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦
st❛t❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤❡ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ■❢ s✉❝❤
✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ str♦♥❣❡r ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❲❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✮✳ ❆♥② st❛t❡ σ ♦❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ s❛t✐s✜❡s✿

WID(σ) ⇒ WFD(σ) ⇒ WD(σ)

❆♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✿

WSD(σ) ⇔ WD(σ) ∧ ¬WFD(σ)

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡
s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✳

✸ ❙tr❡❛♠ ❈❛✉s❛❧✐t②

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ st❛rts ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠
❝❛✉s❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❛r❡ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✱ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛✐ts ❢♦r
❛ ❜❛rr✐❡r✱ ❛r❡ ❢r❡❡ ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

✸✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❈❛✉s❛❧✐t②

❆s ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ str❡❛♠s ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦s✳ ❊❛❝❤ str❡❛♠ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐ts ♦✇♥ t✐♠❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s✱ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠s ✐t ✇r✐t❡s t♦ ❛♥❞✱ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t✱
t❤♦s❡ ✐t r❡❛❞s ❢r♦♠✳ ❆s ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s t♦ str❡❛♠s ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✐♥ ♦✉r s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠♦❞❡❧✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❙tr❡❛♠ ❈❧♦❝❦ ✭❙❈✮ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛s ✐ts ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s✳ ▼♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝✐♥❣
❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦r❞❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭❙tr❡❛♠ ❝❧♦❝❦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝
❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ 4s❝∈ P(A2) ❛s✿

∀(a, a′) ∈ A2, a 4s❝ a′ ,

∃s ∈ S, ∃i, j ∈ N, j 6 i ∧ (W, s, j) ∈ a ∧ (W, s, i) ∈ a′

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✶✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

■♥ ❛♥② st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♦r❞❡r s✐♥❦ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✷ ✇✐t❤
C(ke)✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✿

∀a ∈ Ae ∪ Ao : a 4s❝ C(ke)

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ
✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✮✱ ❛s ✐t ❡♥❢♦r❝❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❛❧❧ str❡❛♠s✳ ❚❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡✿ ✐❢
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s a, a′ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts π, π′✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ 4s❝✿

a 4s❝ a′ ⇒ π = π′ ∨ π → π′

❋❧♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ ❝❛✉s❛❧✐t②
❝❤❛✐♥s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❧❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss (R, s, i) t♦ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s
(W, s, j)j<i ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ (W, s, i) ♦♥ str❡❛♠ s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ ❈❉❉❋
♣r♦❣r❛♠s ❛s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐♥s✐❞❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝❤❛✐♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❙tr❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✮✳ ❆ ❈❉❉❋ str❡❛♠ s ∈ S ✐s ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)
♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐❢ t❤❡ str❡❛♠✬s ❧♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦ ♣r♦❣r❡ss❡s ❢♦r✇❛r❞ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝❤❛✐♥s✿

∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao, ¬(a = a′ = C(ke)), s ∈ O(a) ∩ O(a′),

¬
(

a 4s❝ a′ ∧ a′ δ+ a
)

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ¬(a = a′ = C(ke)) ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r
✐ts❡❧❢❀ t❤✐s ♣r❡❝❛✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s C(ke) 4s❝ C(ke) ❛♥❞ C(ke) δ C(ke) ❛r❡ ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ❚❤✐s
✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♥♦♥✲❝❛✉s❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣
❛s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝❤❛✐♥s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡
str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✳

❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ ✐❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝❛✉s❛❧✳ ❲❡
♥♦t❡✿

SC(σ) , ∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao, ¬(a = a′ = C(ke)),

¬
(

a 4s❝ a′ ∧ a′ δ+ a
)

◆♦t❡ t❤❛t str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s ❛♥❞ ♥♦t
❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❈❉❉❋
♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✬s tr❛❝❡ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐ts❡❧❢ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜❛rr✐❡rs t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ❚❤❡
str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛♥② t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡r❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❢t❡r t❤❡ ❜❛rr✐❡r ♣❛ss❡s✳
❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✱ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐ts❡❧❢✱ ♠❡❛♥s

✷❆❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❜❡ ✐♥ ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦s✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✶✼

t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡❞✉❝❡ ✇❤❡t❤❡r ✐ts ❢✉t✉r❡ ✇✐❧❧ ♦r ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ❝❛✉s❛❧✳

❙tr❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦s✳
❚♦ ♠♦❞❡❧ ❝❛✉s❛❧ ♣r♦❣r❛♠ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t r❡s♣❡❝t ❜♦t❤ ❢♦r✇❛r❞ t✐♠❡ ✐♥ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ❛♥❞ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❙tr❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✮✳ ❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ : A → N ❡♥❢♦r❝❡s ❛ str❡❛♠
❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐✛✿

∀(a, a′) ∈ A :

{

a δ+ a′ ⇒ θ(a) < θ(a′)

a 4s❝ a′ ⇒ θ(a) 6 θ(a′)

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ str❡❛♠
♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✱
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ t✐♠❡ ♦♥ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝❛✉s❛❧
s❝❤❡❞✉❧❡ ❡①✐sts✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ✐t ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❈❛✉s❛❧ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ =
(ke,Ae,Ao) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❞♠✐ts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳

✸✳✷ ❉❡❛❞❧♦❝❦✲❋r❡❡❞♦♠ ✐♥ ❙tr❡❛♠ ❈❛✉s❛❧ ❈❉❉❋ Pr♦❣r❛♠s

❲✐t❤♦✉t ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥✱ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s
❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✶ ✭❙♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ σ =
(ke,Ae,Ao) s✉❝❤ t❤❛t✿

Ae = {a1} ✇❤❡r❡ a1 = {(W, s1, 1)}

Ao = {a2, a3, a4} ✇❤❡r❡











a2 = {(W, s1, 0), (R, s2, 0}

a3 = {(R, s1, 1), (W, s2, 0)}

a4 = {(R, s1, 0)}

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ tr✉❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s δ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts < ♦♥ str❡❛♠
♣r❡✜①❡s✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛r❦s✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ r❡❧❛t✐♦♥ 4s❝ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s a2
❛♥❞ a1✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s st❛t❡✿

a1 δ a3 a3 δ a2 a2 δ a4

❆s ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ (a3, a2, a4) t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t a1 ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✶✽ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ❝♦♥str❛✐♥t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s a2 ❛♥❞ a3✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❛
❞❡❛❞❧♦❝❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r✿

a1 < a3 a3 < a2 a2 < a4 ❛♥❞ a2 < a3

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t ❛ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
a1 ❛♥❞ a2✱ ✇❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡❧❡♠❡♥t ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦ t♦ ♦❝❝✉r✿

a2 4s❝ a1 ∧ a1 δ a3 δ a2 ⇒ θ(a1) < θ(a2) 6 θ(a1)

⇒ ¬SC(σ)

❚❤♦✉❣❤ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ❛ str♦♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛t ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱
✐t ✐s ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞ ❢♦r s♦♠❡ str♦♥❣ ❢♦r♠s ♦❢
s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳

❚❤✐s s❤♦✇s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ❛ r❡❧❛①❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❈✐❧❦ str✐❝t♥❡ss ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥ tr❡❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣
t❤❛t ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜② ❛ t❛s❦✬s ♣❛r❡♥t✳ ❙❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②✱ str✐❝t♥❡ss ♠❡❛♥s t❤❛t
❛ t❛s❦ s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✮ ❛t t❤❡ s♣❛✇♥
♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ ✇❛② ❛s r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t
❛❧❧ ✇r✐t❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ t❛s❦✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❛s❦✬s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s t❤❛t ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❈❉❉❋
♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✷✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐❢ ✐t ✐s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡
σ = (ke,Ae,Ao) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r ♦r t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❆❧❧ st❛t❡s σ s❛t✐s❢②✿

SC(σ) ⇒ ¬WD(σ)

✹ ❚❛s❦ ❈❛✉s❛❧✐t②

❲❤✐❧❡ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✳

✹✳✶ ❈❉❉❋ ❚❛s❦s

❲❡ ❤❛✈❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ✐♥ t❤❡
❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤❡② ♣❧❛② ❛ s❡❝♦♥❞❛r② r♦❧❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❝❧❛ss❡s ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❈❉❉❋ t❛s❦✮✳ ❆ t❛s❦ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ∼ ∈ P(A2) ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r (a, a′) ∈ A2 ❛s✿

a ∼ a′ ,

{

∀(u, s, i) ∈ a, ∃i′ ∈ N, (u, s, i′) ∈ a′

∀(u, s, j′) ∈ a′, ∃j ∈ N, (u, s, j) ∈ a

, I(a) = I(a′) ∧ O(a) = O(a′)

❚✇♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐✛ t❤❡② ❛❝❝❡ss ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠s✱ ❜♦t❤ ❢♦r
✐♥♣✉t ❛♥❞ ❢♦r ♦✉t♣✉t✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✶✾

❚❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✐♥ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ✐s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
s❡t ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✿

T (σ) = (Ae ∪ Ao \ {C(ke)})/∼

❋♦r ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a✱ ✇❡ ✇r✐t❡ [a]∼ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦♥ t❤❡ ∼ r❡❧❛t✐♦♥❀ ✐t ✐s t❤❡ ❈❉❉❋ t❛s❦
t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a ❜❡❧♦♥❣s✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ S(σ) t❤❡ s❡t
♦❢ str❡❛♠s ✉s❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ st❛t❡ σ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✐♥ σ✿

S(ke,Ae,Ao) ,
⋃

a∈Ae∪Ao\{C(ke)}

(

I(a) ∪ O(a)
)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭❚❛s❦ ❣r❛♣❤✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✿

H(σ) =
(

T (σ), S(σ)
)

✇❤❡r❡ t❛s❦s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ str❡❛♠s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡r t❛s❦s
t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦s✳

❋♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ st❛t❡ σ ❛♥❞ ❛ str❡❛♠ s ∈ S(σ)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡r t❛s❦s P (σ, s)
❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦s C(σ, s) ❛s✿

P (σ, s) =
{

[a]∼ ∈ T (σ) | s ∈ O(a)
}

C(σ, s) =
{

[a]∼ ∈ T (σ) | s ∈ I(a)
}

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ C(ke) ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ♣r♦❞✉❝❡r ♦r ❝♦♥s✉♠❡r s❡t✳ ❚❤✐s t❛s❦ ❣r❛♣❤ ❝❧❡❛r❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝✳

✹✳✷ ❚❛s❦ ❈❛✉s❛❧✐t②

❲❡ ❞❡r✐✈❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦r❞❡r✱ ❛ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❛s❦
♦r❞❡r✳ ❚❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
t❛s❦✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ ❛♥❞
t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭❚❛s❦ ♦r❞❡r✮✳ ❚❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡
σ = (ke,Ae,Ao) ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ 4t∈ P(A2)✱ ❢♦r (a, a′) ∈ Ae ∪ Ao ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

a 4t a′ ,
(

a ∼ a′
)

∧
(

∀s ∈ I(a) ∪ O(a), ∃i, j ∈ N, j 6 i, (u, s, j) ∈ a, (u, s, i) ∈ a′
)

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛s ✇❡ r❡str✐❝t ✐t t♦ a ∼ a′✱ r❡✢❡①✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ j 6 i ❛♥❞
❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❛♥ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✐t ❧❛❝❦s tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳

❚❤✐s ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ r❡❧❛t✐♦♥✱ 4s❝✱ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ t❛s❦ ♦r❞❡r
r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✷✵ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭❚❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t②✮✳ ❆ ❈❉❉❋ t❛s❦ ✐s ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠
✐❢ t❤❡ t❛s❦✬s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❛s❦ ♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝❤❛✐♥s✿

∀t ∈ T (σ), ∀a, a′ ∈ t, ¬
(

a 4t a′ ∧ (a′ δ+ a)
)

❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❛s❦ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ TC(σ)✱ ✐✛ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
✐s ❝❛✉s❛❧ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳

∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao \ {C(ke)}, ¬
(

a 4t a′ ∧ (a′ δ+ a)
)

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡✈✐s✐ts ♣r♦❝❡ss ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐♥ ❑❛❤♥ ♥❡t✇♦r❦s ❬✶✽❪✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦✉r q✉♦t✐❡♥t t❛s❦s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♥♦ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥ ❣♦❡s ❜❛❝❦ ✐♥ t❛s❦ ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a′ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❧❛tt❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ a✳ ❇❡❝❛✉s❡ a 4t a′✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢
a ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ a′✱ s♦ ❑❛❤♥✬s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐❢ t❛s❦ [a]∼
✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦♥ ✐ts str❡❛♠s✳ ❖✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t②
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❑❛❤♥✬s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♦t❤❡r t❛s❦s s❤❛r❡ t❤❡s❡ str❡❛♠s✳ ❆t t❤❡ ❧✐♠✐t✱
❛s str❡❛♠ ♣r❡✜①❡s ❣r♦✇ ✐♥t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ str❡❛♠s✱ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❑❛❤♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿
❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳✸

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ r❡❧❛t✐♦♥
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝r♦ss t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ str❡❛♠✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡
♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦✳ ❋♦r a, a′ ∈ A✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

a 4s❝ a′ ⇒ ∃s ∈ S, ∃j 6 i, (W, s, j) ∈ a ∧ (W, s, i) ∈ a′

⇒
(

a ∼ a′ ⇒ a 4t a′
)

❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❛r❡ s✐♥❦ t❛s❦s✱ t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧②
✐♥ ❛ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ str❡❛♠
❝❧♦❝❦s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❜✉t t❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ ❛♥② t❛s❦✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❛s❦s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
♦♥❧② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ✐♥ ❛ t❛s❦ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ 4t ✇✐t❤ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭❚❛s❦ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✮✳ ❆ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ : A → N ❡♥❢♦r❝❡s ❛ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧
s❝❤❡❞✉❧❡ ✐✛✿

∀a, a′ ∈ A :

{

a δ+ a′ ⇒ θ(a) < θ(a′)

a 4t a′ ⇒ θ(a) 6 θ(a′)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❚❛s❦ ❝❛✉s❛❧ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❛s❦ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡
σ = (ke,Ae,Ao) t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❞♠✐ts ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❢❛✐r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ♥❡✇ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈✐❧❦✱ ❖♣❡♥▼P t❛s❦s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞
♦♥ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝ ❉❛t❛✲❋❧♦✇✱ ❧✐❦❡ ❙tr❡❛♠■t✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❑❛❤♥✬s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇
❜❡❧♦✇ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ❑❛❤♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❛❧✇❛②s s✐♥❣❧❡✲♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞
s✐♥❣❧❡✲❝♦♥s✉♠❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧ ♣r♦❣r❛♠s
✇❤❡r❡ str❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♠✉❧t✐✲♣r♦❞✉❝❡r ♦r ♠✉❧t✐✲❝♦♥s✉♠❡r✱ ❜✉t ♥♦t ❜♦t❤✳

✸▲✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❙❝♦tt t♦♣♦❧♦❣② t♦ str❡❛♠s✱ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ str❡❛♠ ♣r❡✜① ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✷✶

❚❤❡♦r❡♠ ✸✾✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐❢ ✐t ✐s t❛s❦
❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❡✐t❤❡r s✐♥❣❧❡✲♣r♦❞✉❝❡r ♦r s✐♥❣❧❡✲❝♦♥s✉♠❡r✳ ❋♦r
σ = (ke,Ae,Ao)✿

TC(σ) ∧
(

∀s ∈ S(σ), |P (σ, s)| = 1 ∨ |C(σ, s)| = 1
)

⇒ WID(σ) ∨ ¬WD(σ)

✹✳✸ ❙tr♦♥❣❧② ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts

■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❤②♣❡r❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s
❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻ ❣✉❛r❛♥t❡❡s s✉❝❤ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ♥❡✈❡r s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❲❤✐❧❡
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❛♣♣❡❛r r❡str✐❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❑✉❞❧✉r ❛♥❞ ▼❛❤❧❦❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛ ❞♦③❡♥ s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♥❡✈❡r
♦❝❝✉rs ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡✐r st✉❞② t♦ ❛❝②❝❧✐❝ t❛s❦ ❣r❛♣❤s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✵✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)
✐❢ ✐ts ❤②♣❡r❣r❛♣❤ H(σ) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❙❈❈✮ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✿

SCC (H(σ)) = ∅ ⇒ WID(σ) ∨ ¬WD(σ)

✺ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❉❡❛❞❧♦❝❦ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❉❉❋✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❣♦❛❧s✱ ✐s
t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♥♦t
♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❝❝✉r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧②
✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥
❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ str❡❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t ✐♥ str❡❛♠s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✶✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ♥♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s✱ ♦r t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦ r❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧
❛s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s
r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t②✳

✷✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ t❛s❦ t❤❛t ❞❡❝❧❛r❡s ✇r✐t✐♥❣ ✐♥ ❛ str❡❛♠ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ ❞❡✜♥❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐t ❞❡❝❧❛r❡s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♥♦ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ str❡❛♠s✳ ■❢ ❛ t❛s❦ ❞❡❝❧❛r❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣
❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✉t♣✉t str❡❛♠ ❜✉t ✇r✐t❡s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡❛❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳

✺✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❉❛t❛ ❙❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ ❙tr❡❛♠s

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❛s❦s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛s ❛ s❡t ♦❢
str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str❡❛♠ ✐s ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❲♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❝♦♥❝❡r♥s ❜♦t❤ ❞❛t❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❞❛t❛ ✐ts❡❧❢✳ ❆s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦❞❡✱ ✇❡ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐ts❡❧❢ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t str❡❛♠s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧
r❡❛❞ ❛❝❝❡ss❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇r✐tt❡♥ ♦♥ ❛❧❧ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss❡s

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✷✷ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❛❧❧ str❡❛♠s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✬
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳
❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠
✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

▲❡♠♠❛ ✹✶ ✭❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❛t❛ s❝❤❡❞✉❧❡✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝ ✐♥ ❛❧❧ str❡❛♠s ♦❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠✳

✺✳✷ Pr♦❣r❛♠ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠

❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜② ❞❡s✐❣♥✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠ t♦ ♦r❝❤❡str❛t❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✷✳ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛❧❧ str❡❛♠s ✐s t❤❡
s❛♠❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ σ✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❱❛❧✉❡s
✐♥ str❡❛♠s ♣r❡✜①❡s ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✹✶✱ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❙tr❡❛♠s ❛r❡
s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡ r❛❝❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❞ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
t♦ ❛✈♦✐❞ r❛❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ δ✳ ❆s t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r s✉❜s✉♠❡s
✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✮✱ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✐s str✐❝t❡r t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❛✈♦✐❞ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❛❝❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✬ str❡❛♠
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ s♦ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳

✺✳✸ ❉❡❛❞❧♦❝❦ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠

❲❡ ❝❛♥ ❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t
❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❝❝✉r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✸ ✭❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✮✳ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥♣✉t s❡t✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡✐t❤❡r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦r ✐t ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐♥ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ❛❞♠✐ts✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥♣✉t✱ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡♥ t❤❛t ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
st❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ♦♥❧② ♣r♦✈❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st❛t❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞
❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤✐s st❛t❡❀ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❑❛❤♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❜❛❝❦✲♣r❡ss✉r❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ♦r ❞✐s♣r♦✈✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝
t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛rr✐❡rs r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r✐t❡r✐❛ ❬✷✸❪✱ ❡s❝❛♣✐♥❣
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✷✸

✺✳✹ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ P♦rt❛❜✐❧✐t②

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✷ ❛♥❞ ✹✸ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦
r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❜s♦❧✉t❡✳ ■♥ ♠♦st ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡❜✉❣❣❡rs ❧❡❛❞ t♦ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦r r❛❝❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥✳

❊✈❡♥ ♠♦r❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ r✉♥ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t s❡t✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t s❡t✳ ❚❤✐s ✐s
tr✉❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ s♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❛t ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✭♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧❛t❡♥❝✐❡s✱
❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♥❡✇ s♣✉r✐♦✉s r❛❝❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❆ t❡st s✉✐t❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦♣❡r ❝♦❞❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛s ❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❛s ✐t ✐s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳

▲❡♠♠❛ ✹✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✷ ❢✉rt❤❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✭❡✳❣✳✱ ❛
❜r❡❛❦♣♦✐♥t✮ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ t❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t♦
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ❜② st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✉♥t✐❧ q✉✐❡s❝❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳✹

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s str♦♥❣❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❉❉❋ ❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿

❼ Pr♦❣r❛♠ t❡st✐♥❣ ✐s ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣✳

❼ ❊rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤❡♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ str❡❛♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❼ ❉❡❛❞❧♦❝❦s ♦❝❝✉r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✱ ♦♥ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠s✳

❼ Pr♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ❢♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳

✻ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❙❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②

❈✉rr❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② r❡❧❛①❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s
♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♥❝❡r♥s✱ ❜✉t ✐t ♠❛❦❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ Pr♦❣r❛♠♠❡rs ❝❛♥♥♦t ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐ss✉❡s ♦❢ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ♠✉st ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛♥❞ r❡❧② ♦♥
♠❡♠♦r② ❢❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♣❛r❛❧❧❡❧
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡✈❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ r❛❝❡s ♠♦r❡ ❡❧✉s✐✈❡✳

✻✳✶ ❙tr✐❝t ❈♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❙tr❡❛♠ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❙tr❡❛♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❤✐❞❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ♠❡♠♦r② ♦r❞❡r✐♥❣ ✐ss✉❡s
❢r♦♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✭♣❡r❝❡✐✈❡❞✮ s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ str❡❛♠
❛❝❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ❛❧❧ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥
str❡❛♠s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❧❛st✱ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡✱ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❞❡① ✐♥ ❛ str❡❛♠✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❣✉❛r❛♥t❡❡✿ str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❬✶✺❪✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✱ str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s✳ ❆s
♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❡❧❛①❡❞
♠❡♠♦r② ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐ss✉❡s✳ ❖✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞✐s❛❧❧♦✇✐♥❣ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s
t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❣♦ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈✐❧❦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r ❈✐❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡t✉r♥

✹◗✉✐❡s❝❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❛❝❤ t❤❛t ♣♦✐♥t ✐s

✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❜✉t ✜♥✐t❡ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✷✹ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛①❡❞✱ ❉❆●✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡♠♦r②
♠♦❞❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ❖♣❡♥▼P s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ✉s❡rs t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠❡♠♦r② ❢❡♥❝❡s✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❲❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐❢ ♥♦ str❡❛♠
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞✳

✻✳✷ ❙❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❉❉❋ Pr♦❣r❛♠s

❙❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠s ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❡✣❝✐❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❡st✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦✉r ♠♦❞❡❧
♦✛❡rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♠♦st❧② ❜❡ ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✹ ✭❙❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆❧❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s ❛❞♠✐t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
s❝❤❡❞✉❧❡✳

■❢ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦rr❡❝t ♣r♦❣r❛♠s✱ s♦ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱
✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲
❢r❡❡❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❛❦✐♥ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ s♦♠❡ ❛❞
❤♦❝ ✉s❡r✲❧❡✈❡❧ t❤r❡❛❞s✱ ♦r ✜❜❡rs✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐♥❝✉rs s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r✉♥t✐♠❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛♥❞ ❞✐s❛❜❧❡s
♠❛♥② ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t♦ ❛ st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡✳

❙t❛t✐❝ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
♣♦✇❡r❢✉❧ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ s❡r✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥
❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐t✱ ✐s ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ tr✐✈✐❛❧
st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠
♦r❞❡r✳ ❚❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡s t♦ ❈✐❧❦ str✐❝t♥❡ss❀ ✐t ✐s
t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ ❜♦t❤ ❈✐❧❦ ❛♥❞ ❖♣❡♥▼P✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✺ ✭❙❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✕ st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡✮✳ ❆ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡❞
✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦r❞❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛
❜❛rr✐❡r ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤✐s ❜❛rr✐❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❜②
❚❤❡♦r❡♠ ✸✷✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥
❡①❡❝✉t❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
t✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❛❞♠✐t ♦♥❡ ❜❛rr✐❡r ❛❢t❡r ❡❛❝❤
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✇✐t❤♦✉t ❞❡❛❞❧♦❝❦✐♥❣✳ ❆s t❤❡ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ ♦r❞❡r ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ str✐❝t❧②
♣♦s✐t✐✈❡ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ ♦r❞❡r ❢♦r ❛❧❧ str❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ✐s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✳

✼ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❈❉❉❋ Pr♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈❉❉❋ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢
t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤❡r❡ D(σ)✱ ID(σ)✱ FD(σ) ❛♥❞ SD(σ)

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✷✺

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ st❛t❡ ❉❡❛❞❧♦❝❦ ❋r❡❡❞♦♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❙❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❙tr✐❝t

σ = (ke,Ae,Ao) ¬D(σ) ¬ID(σ) ¬FD(σ) ¬SD(σ) ❉②♥✳ ♦r❞✳ ❈P ♦r❞✳ ❋✉♥❝al ✫ ❉❧♦❝❦ ❈♦♥s✐st✳

TC(σ) ∧ ∀s,¬MPMC (s)
♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ✐❢ ¬ID(σ) ♥♦ ②❡s ②❡s

❲❡❛❦❡r ❑❛❤♥✬s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

SCC (H(σ)) = ∅
♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ✐❢ ¬ID(σ) ♥♦ ②❡s ②❡s

❈♦♠♠♦♥ ❝❛s❡

SC (σ) ∨ Ω(ke) ∈ Π
②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ♥♦ ②❡s ②❡s

▲❡ss r❡st✳ t❤❛♥ str✐❝t♥❡ss

∀σ,SC (σ)
②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s

❘❡❧❛①❡❞ str✐❝t♥❡ss

❚❛❜❧❡ ✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠s✳

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱✺ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦r ❛ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ σ✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t❡❞ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❛❦❡st t♦ t❤❡ str♦♥❣❡st✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ s♣✉r✐♦✉s
❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥
❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇✳

✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✾✳ ■t r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♥♦ str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❜❡ ♠✉❧t✐✲♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝♦♥s✉♠❡r ✭▼P▼❈✮ ✐♥ t❤❛t st❛t❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡ t❛s❦
❝❛✉s❛❧✱ TC(σ)✳ ❆s ❑❛❤♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ s✐♥❣❧❡✲♣r♦❞✉❝❡r s✐♥❣❧❡✲❝♦♥s✉♠❡r✱ t❤❡ ❑❛❤♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ Pr♦❣r❛♠s ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧②
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝②
❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❝❝✉r✳

✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✵✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤H(σ) t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ♦❢ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②
❑✉❞❧✉r ❛♥❞ ▼❛❤❧❦❡ ✐♥ ❬✶✾❪✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❧❧ ❜✉t ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ■t
❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❞②♥❛♠✐❝ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r ♦r t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s str♦♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✷✱
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳
❆s ♦♥❧② ❜❛rr✐❡r st❛t❡s ♥❡❡❞ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❈✐❧❦
str✐❝t♥❡ss✳

✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❛♥❞ str♦♥❣❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✺✱ r❡q✉✐r❡s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② SC(σ)
✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ σ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ st❛t✐❝
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✭❈P✮ ♦r❞❡r s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❧❛①❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ str✐❝t♥❡ss
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥❧② ❜❡❛r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ♥♦t ♦♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❆s ❛ ✜♥❛❧ ♥♦t❡✱ t❤❡ t✇♦ ❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ str❡❛♠ ❛♥❞ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
t♦ t❤❡ ❑❛❤♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤❡♥ str❡❛♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞✴♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✳
❲❤❡♥ r❡str✐❝t✐♥❣ ❈❉❉❋ t♦ s✐♥❣❧❡✲♣r♦❞✉❝❡r s✐♥❣❧❡✲❝♦♥s✉♠❡r str❡❛♠s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t
❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❑❛❤♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❈❉❉❋✱ ❛ ♥❡✇✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳
■t ✐s ❜✉✐❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ❛ ❞②♥❛♠✐❝✱ ②❡t
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞

✺❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✉❜✲❝❛s❡s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✷✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❜② ♣r♦❣r❛♠s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❧✐❦❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳
❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❈❉❉❋ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ str❡❛♠s ♦✈❡r ❝❧♦s❡❞ ♣r❡✜①❡s ✇✐t❤♦✉t s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ ❡①♣♦s✐♥❣ ❡①❝❡❧❧❡♥t
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢❡❛t✉r❡s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❧❛t❢♦r♠✱ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ str❡❛♠s✳

▲❡t ✉s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❈❉❉❋ ♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s✐❣♥✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥str✉❝ts ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡
♥❛t✐✈❡ t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥✱ str❡❛♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❛rr✐❡rs ♦❢ ❈❉❉❋ ✐♥❤❡r✐t ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞
❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥str✉❝t✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✐s ♦♥❧②
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♣✉r✐♦✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡✜① ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ str❡❛♠s❀ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ♥♦t ♠❛♥❞❛t♦r② ❢♦r s♦✉♥❞♥❡ss✳✻ ❋♦r ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝ts✱ s✉❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ str✐❝t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❉❉❋
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❛s ❜❧✉❡♣r✐♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❉❉❋ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛ ❢❡✇ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
♥♦t❛❜❧② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❢r♦♠
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢
❛ ❞✐st✐♥❝t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❏✳ ❆❧❣❧❛✈❡✱ ▲✳ ▼❛r❛♥❣❡t✱ ❙✳ ❙❛r❦❛r✱ ❛♥❞ P✳ ❙❡✇❡❧❧✳ ❋❡♥❝❡s ✐♥ ❲❡❛❦ ▼❡♠♦r② ▼♦❞❡❧s✳ ■♥
❚✳ ❚♦✉✐❧✐✱ ❇✳ ❈♦♦❦✱ ❛♥❞ P✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❈❆❱✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✶✼✹ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✷✺✽✕✷✼✷✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✵✳

❬✷❪ ❆r✈✐♥❞✱ ❘✳ ❙✳ ◆✐❦❤✐❧✱ ❛♥❞ ❑✳ P✐♥❣❛❧✐✳ ■✲str✉❝t✉r❡s✿ ❉❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳
❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✶✶✭✹✮✿✺✾✽✕✻✸✷✱ ✶✾✽✾✳

❬✸❪ ❊✳ ❆✳ ❆s❤❝r♦❢t ❛♥❞ ❲✳ ❲✳ ❲❛❞❣❡✳ ▲✉❝✐❞✱ ❛ ◆♦♥♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ ■t❡r❛t✐♦♥✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✷✵✭✼✮✿✺✶✾✕✺✷✻✱ ✶✾✼✼✳

❬✹❪ ❆✳ ❇❡r♥st❡✐♥✳ Pr♦❣r❛♠ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱
✶✺✿✼✺✼✕✼✻✷✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✻✻✳

❬✺❪ ●✳ ❇✐❧s❡♥✱ ▼✳ ❊♥❣❡❧s✱ ❘✳ ▲❛✉✇❡r❡✐♥s✱ ❛♥❞ ❏✳ P❡♣❡rstr❛❡t❡✳ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐❝ ❉❛t❛ ❋❧♦✇✳ ■❈❆❙❙P✱
✺✿✸✷✺✺✕✸✷✺✽✱ ✶✾✾✺✳

❬✻❪ P✳ ❈❛s♣✐✱ ●✳ ❍❛♠♦♥✱ ❛♥❞ ▼✳ P♦✉③❡t✳ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✿ ▼♦❞❡❧s ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✕ ❚❤❡♦r②
❛♥❞ t♦♦❧s✱ ❝❤❛♣t❡r ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ▲✉❝✐❞ ❙②♥❝❤r♦♥❡✳ ■❙❚❊✱ ✷✵✵✼✳

❬✼❪ P✳ ❈❛s♣✐ ❛♥❞ ▼✳ P♦✉③❡t✳ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❑❛❤♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ■❈❋P✱ ♣❛❣❡s ✷✷✻✕✷✸✽✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱
◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✻✳ ❆❈▼✳

❬✽❪ P✳ ❈❤❛r❧❡s✱ ❈✳ ●r♦t❤♦✛✱ ❱✳ ❆✳ ❙❛r❛s✇❛t✱ ❈✳ ❉♦♥❛✇❛✱ ❆✳ ❑✐❡❧str❛✱ ❑✳ ❊❜❝✐♦❣❧✉✱ ❈✳ ✈♦♥
Pr❛✉♥✱ ❛♥❞ ❱✳ ❙❛r❦❛r✳ ❳✶✵✿ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳
■♥ ❖❖P❙▲❆✱ ♣❛❣❡s ✺✶✾✕✺✸✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✾❪ ❆✳ ▲✳ ❉❛✈✐s✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ s②st❡♠ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❉❉▼✶✿ ❆ r❡❝✉rs✐✈❡❧② str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛
❞r✐✈❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■♥ ■❙❈❆✱ ♣❛❣❡s ✷✶✵✕✷✶✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✼✽✳ ❆❈▼✳

❬✶✵❪ ❏✳ ❇✳ ❉❡♥♥✐s ❛♥❞ ❉✳ ▼✐s✉♥❛s✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❛ ❜❛s✐❝ ❞❛t❛ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥
❲✳ ❑✳ ❑✐♥❣ ❛♥❞ ❖✳ ◆✳ ●❛r❝✐❛✱ ❡❞✐t♦rs✱ ■❙❈❆✱ ♣❛❣❡s ✶✷✻✕✶✸✷✳ ❆❈▼✱ ✶✾✼✹✳

✻■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✷✼

❬✶✶❪ ▼✳ ❋r✐❣♦✱ ❈✳ ❊✳ ▲❡✐s❡rs♦♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❍✳ ❘❛♥❞❛❧❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✐❧❦✲✺ ♠✉❧t✐✲
t❤r❡❛❞❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■♥ ❆❈▼ ❙②♠♣✳ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✭P▲❉■✮✱ ♣❛❣❡s ✷✶✷✕✷✷✸✱ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ◗✉❡❜❡❝✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✽✳

❬✶✷❪ ❏✳✲▲✳ ●❛✉❞✐♦t✱ ❚✳ ❉❡❇♦♥✐✱ ❏✳ ❋❡♦✱ ❲✳ ❇ö❤♠✱ ❲✳ ◆❛❥❥❛r✱ ❛♥❞ P✳ ▼✐❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❙✐s❛❧ ▼♦❞❡❧
♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ P❆❙✱ ♣❛❣❡s ✶✶✷✕✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱
❯❙❆✱ ✶✾✾✼✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳

❬✶✸❪ ▼✳ ●♦r❞♦♥✱ ❲✳ ❚❤✐❡s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❆♠❛r❛s✐♥❣❤❡✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ t❛s❦✱ ❞❛t❛✱ ❛♥❞
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ❆❙P▲❖❙✱ ❙❛♥ ❏♦s❡✱ ❈❆✱ ❖❝t ✷✵✵✻✳

❬✶✹❪ ◆✳ ❍❛❧❜✇❛❝❤s✱ P✳ ❈❛s♣✐✱ P✳ ❘❛②♠♦♥❞✱ ❛♥❞ ❉✳ P✐❧❛✉❞✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❛t❛ ✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ▲❯❙❚❘❊✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✼✾✭✾✮✿✶✸✵✺✕✶✸✷✵✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✺❪ ▼✳ P✳ ❍❡r❧✐❤② ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❲✐♥❣✳ ❆①✐♦♠s ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ P❖P▲✱ ♣❛❣❡s ✶✸✕✷✻✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✼✳ ❆❈▼✳

❬✶✻❪ P✳ ❍✉❞❛❦✱ ❙✳ P❡②t♦♥ ❏♦♥❡s✱ P✳ ❲❛❞❧❡r✱ ❇✳ ❇♦✉t❡❧✱ ❏✳ ❋❛✐r❜❛✐r♥✱ ❏✳ ❋❛s❡❧✱ ▼✳ ▼✳ ●✉③♠á♥✱
❑✳ ❍❛♠♠♦♥❞✱ ❏✳ ❍✉❣❤❡s✱ ❚✳ ❏♦❤♥ss♦♥✱ ❉✳ ❑✐❡❜✉rt③✱ ❘✳ ◆✐❦❤✐❧✱ ❲✳ P❛rt❛✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳ P❡t❡rs♦♥✳
❘❡♣♦rt ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❍❛s❦❡❧❧✿ ❛ ♥♦♥✲str✐❝t✱ ♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✈❡rs✐♦♥ ✶✳✷✳ ❙■●P▲❆◆ ◆♦t✳✱ ✷✼✿✶✕✶✻✹✱ ▼❛② ✶✾✾✷✳

❬✶✼❪ ❲✳ ▼✳ ❏♦❤♥st♦♥✱ ❏✳ ❘✳ P✳ ❍❛♥♥❛✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏✳ ▼✐❧❧❛r✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❞❛t❛✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t✳ ❙✉r✈✳✱ ✸✻✿✶✕✸✹✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✹✳

❬✶✽❪ ●✳ ❑❛❤♥✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■♥ ❏✳ ▲✳ ❘♦s❡♥✲
❢❡❧❞✱ ❡❞✐t♦r✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✹✼✶✕✹✼✺✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ❙✇❡❞❡♥✱ ❆✉❣✳ ✶✾✼✹✳ ◆♦rt❤
❍♦❧❧❛♥❞✱ ❆♠st❡r❞❛♠✳

❬✶✾❪ ▼✳ ❑✉❞❧✉r ❛♥❞ ❙✳ ▼❛❤❧❦❡✳ ❖r❝❤❡str❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠s ♦♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡
♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■♥ P▲❉■✱ ♣❛❣❡s ✶✶✹✕✶✷✹✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✳ ❆❈▼✳

❬✷✵❪ ❊✳ ❆✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ❉✳ ●✳ ▼❡ss❡rs❝❤♠✐tt✳ ❙t❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❛t❛ ✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠s
❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ✸✻✭✶✮✿✷✹✕✷✺✱ ✶✾✽✼✳

❬✷✶❪ ❱✳ ▼❛r❥❛♥♦✈✐❝✱ ❏✳ ▲❛❜❛rt❛✱ ❊✳ ❆②❣✉❛❞é✱ ❛♥❞ ▼✳ ❱❛❧❡r♦✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ▼P■✴❙▼P❙s✳ ■♥ PP❖PP✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✷❪ ❏✳ P❧❛♥❛s✱ ❘✳ ▼✳ ❇❛❞✐❛✱ ❊✳ ❆②❣✉❛❞é✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲❛❜❛rt❛✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❚❛s❦✲❇❛s❡❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
❲✐t❤ ❙t❛r❙s✳ ■♥t❧✳ ❏✳ ♦♥ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✷✸✭✸✮✿✷✽✹✕✷✾✾✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✸❪ ❆✳ P♦♣✳ ▲❡✈❡r❛❣✐♥❣ ❙tr❡❛♠✐♥❣ ❢♦r ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛♥ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡✱
❈♦♠♣✐❧❡r ❛♥❞ ❘✉♥t✐♠❡ ❆♣♣r♦❛❝❤✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ▼■◆❊❙ P❛r✐s❚❡❝❤✱ ❙❡♣t✳ ✷✵✶✶✳

❬✷✹❪ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥✳ ❆ str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❖♣❡♥▼P✳ ■♥ ❍✐P❊❆❈✱ ♣❛❣❡s ✺✕✶✹✱
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✶✳ ❆❈▼✳

❬✷✺❪ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥✳ ❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣
Pr♦❣r❛♠s✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✽✵✵✶✱ ■◆❘■❆✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷✳

❬✷✻❪ ❏✳ ❙❤✐r❛❦♦✱ ❉✳ ▼✳ P❡✐①♦tt♦✱ ❱✳ ❙❛r❦❛r✱ ❛♥❞ ❲✳ ◆✳ ❙✳ ■■■✳ P❤❛s❡rs✿ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡
❝♦♥str✉❝t ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❈❙✱ ♣❛❣❡s ✷✼✼✕✷✽✽✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✼❪ ❘✳ ❙t❡♣❤❡♥s✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ str❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆❝t❛ ■♥❢♦r♠❛t✐❝❛✱ ✸✹✭✼✮✿✹✾✶✕✺✹✶✱ ✶✾✾✼✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✷✽ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❬✷✽❪ ❚❤❡ ❙tr❡❛♠■t ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❛❣✳❧❝s✳♠✐t✳❡❞✉✴str❡❛♠✐t✴✳

❬✷✾❪ ■✳ ❲❛ts♦♥ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ●✉r❞✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ✶✺✭✷✮✿✺✶✕✺✼✱
✶✾✽✷✳

■♥r✐❛

http://www.cag.lcs.mit.edu/streamit/


❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✷✾

❆ ❉❡t❛✐❧❡❞ Pr♦♦❢s ♦❢ ❈❉❉❋ Pr♦♣❡rt✐❡s

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✹✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ st❛t❡s t❤❛t ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♥♦ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ✐♥
❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✿

D(σ) ⇔ ¬✭●❊◆✮ ∧ ¬✭❇❆❘✮ ∧ ¬✭❚❊❘▼✮ ∧ ¬✭❊❳❊❈✮

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
(

Ω(ke) 6= barrier ∧ Ω(ke) 6=

⊤
)

⇔ Ω(ke) ∈ Π t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✭❇❆❘✮ ❛♥❞ ✭❚❊❘▼✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt②✿

D(σ) ⇔







(

(

Ao 6= {C(ke)}
)

∨
(

Ω(ke) ∈ Π
)

)

∧
(

Ω(ke) /∈ Π
)

∧
(

∀a ∈ Ao : ¬Ae ⋉ a
)

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✶✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✶✼✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✭❊❳❊❈∆✮✿

¬
(

(Ae ∪ Ao \ {C(ke)}) ∆ C(ke)
)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱
ID(σ) ⇒

(

∀a ∈ Ao, C(ke) δ
+ a

)

✿

⇒
(

∀a ∈ Ao, ∃a
′ ∈ Ao, C(ke) δ

∗ a′ ∧ a′ δ a
)

⇒
(

∀a ∈ Ao, ∃a
′ ∈ Ao, ∃(s, i), (W, s, i) ∈ a′ ∧ (R, s, i) ∈ a

)

⇒
(

∀a ∈ Ao, ∃(R, s, i) ∈ a, ∀a′ ∈ Ae, (W, s, i) /∈ a′
)

⇒
(

∀a ∈ Ao, ¬
(

Ae ∆ a
))

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✹✳ ❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ t❤❡r❡ ❡①✐sts σ′ = (k′e,A
′
e,A

′
o) s✉❝❤ t❤❛t✿

WID(σ) ⇒ ID(σ′) ∧ |σ| 6 |σ′| ∧ ke = k′e

❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ❢♦r ID(σ′)✿

(

(

Ω(k′e) /∈ Π
)

∧
(

A′
o 6= {C(ke)}

)

∧
(

∀a ∈ A′
o, C(ke) δ

+ a
)

)

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t A′
o 6= {C(ke)}✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥② ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ {C(ke)} ∈ A′

o✱ t❤❡r❡ ✐s a′ ∈ A′
o, a

′ 6=
C(ke) ∧ C(ke) δ a

′✳ ❆s ke = k′e✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ s♦ A′

o ⊂ Ao✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ a′ ∈ Ao✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✿

WID(σ) ⇒ Ω(ke) /∈ Π ∧
(

∃a ∈ Ao, a 6= C(ke) ∧ C(ke) δ a
)

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ⇐ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r st❛t❡ σ′ = (ke,Ae ∪Ao \ {C(ke), a}, {C(ke), a})✳ ❆s
{C(ke), a} ⊂ Ao✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t |Ae| 6 |Ae ∪ Ao \ {C(ke), a}|✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s✿

|σ| = |ke|+ |Ae| 6 |ke|+ |Ae ∪ Ao \ {C(ke), a}| = |σ′|
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❆s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Ω(ke) /∈ Π ❛♥❞ ❜♦t❤ st❛t❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❝❡ ke✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇
t❤❛t ID(σ′) ✐s tr✉❡✳ A′

o = {C(ke), a} s❛t✐s✜❡s A′
o 6= {C(ke)} ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥

a ∈ A′
o s❛t✐s✜❡s C(ke) δ a✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ δ ♦r <
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✿

∀a ∈ Ao, C(ke)< a ⇔ C(ke) δ a

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻ ②✐❡❧❞s ∀a ∈ Ao, C(ke)< a ⇐ C(ke) δ a✱ s♦ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣r♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ C(ke)< a ✐✛✿

∃s ∈ S, ∃i, j ∈ N, j 6 i ∧ (W, s, j) ∈ C(ke) ∧ (R, s, i) ∈ a

❋r♦♠ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡✿

∀s ∈ S, ∃α ∈ N : ∀k ∈ N, (W, s, k) ∈ C(ke) ⇒ k > α

❲❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✿ (W, s, j) ∈ C(ke) ⇒ j > α✳ ❆s j 6 i✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

(W, s, j) ∈ C(ke) ⇒ i > j > α ⇒ (W, s, i) ∈ C(ke)

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ (W, s, i) ∈ C(ke) ∧ (R, s, i) ∈ a ⇒ C(ke)δa✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✺✳ ❲❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r WD(σ)✱ t❤❛t ♦❢ WFD(σ) ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❡
✜rst s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❡✐t❤❡r ✜♥❞ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝②❝❧❡ ♦r ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥ st❛rt✐♥❣ ❛t C(ke)✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r σ = (ke,Ae,Ao) s✉❝❤ t❤❛t WD(σ) ✇❤✐❝❤ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
∃σ′, D(σ′) ∧ ke = k′e✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❛♥❞✿

∃σ′,
(

Ω(ke) /∈ Π
)

∧
(

A′
o 6= {C(ke)}

)

∧
(

∀a ∈ A′
o,¬A

′
e ⋉ a

)

❲❡ ✉s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

∀a ∈ A′
o, ∃(R, s, i) ∈ a, ∃j 6 i, ∀a′ ∈ A′

e, (W, s, j) /∈ a′

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛❧❧ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ A′
e ∪ A′

o ❛♥❞
s✐♥❝❡ (W, s, j) ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ A′

e✱ ✐t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ A′
o✿

∀a ∈ A′
o, ∃(R, s, i) ∈ a, ∃j 6 i, ∃a′ ∈ A′

o, (W, s, j) ∈ a′

⇔ ∀a ∈ A′
o, ∃a

′ ∈ A′
o : a′ < a

❲❡ ❝❛♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❤❛✐♥ ... < a′′ < a′ < a ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t♦ a✱ t❤❡♥
a′ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s a′ < a ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆s A′

o ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ✇❡ st♦♣ ♦♥❝❡ ✇❡
r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦r t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❆s A′

o 6= {C(ke)}✱ ✇❡ ❝❛♥
❝❤♦♦s❡ a 6= C(ke)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ s✐♠♣❧② r❡q✉✐r❡s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ st❛t❡ σ′ ✇✐t❤ A′
o = {C(ke), a1, a2, ..., an}✱

✇❤❡r❡ a1...an ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡ ♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦
st❛t❡ ❛s t❤❡ ❝②❝❧❡ ♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✿

∀a ∈ A′
o,
(

∃a′ ∈ A′
o, a′ < a

)

⇒ ¬ A′
e ⋉ a

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✸✶

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✻✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✶✿

WID(σ) ⇒ ∃σ′, ID(σ′) ⇒ FD(σ′) ⇒ WFD(σ)

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t WFD(σ) ⇒ WD(σ)✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ▲❡♠♠❛s ✶✹ ❛♥❞ ✶✾✱ ✇❤✐❝❤
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✳

WFD(σ) ⇒ ∃σ′,FD(σ′)

⇒ ∃σ′,Ω(ke) /∈ Π ∧ A′
o 6= {C(ke)} ∧ ∀a ∈ A′

o,¬A
′
e ∆ a

⇒ ∃σ′,Ω(ke) /∈ Π ∧ A′
o 6= {C(ke)} ∧ ∀a ∈ A′

o,¬A
′
e ⋉ a

⇒ ∃σ′, D(σ′) ⇒ WD(σ)

❖♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡✱ ✇❡ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡sA′
e⋉a ⇒ A′

e∆a ♦r ❝♦♥✈❡rs❡❧② ¬(A′
e∆a) ⇒

¬(A′
e ⋉ a)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t ❝❛✉s❛❧ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st a, a′ ∈
Ae ∪ Ao s✉❝❤ t❤❛t✿

¬(a = a′ = C(ke)), a 4s❝ a′ ∧ a′ δ+ a

❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ✱ t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡s ❛ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤✐s st❛t❡✱ ♠❡❡ts
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

(θ(a) 6 θ(a′)) ∧ (θ(a′) < θ(a))

❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡s ❛❧❧ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ (EXEC∆) tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡✱ s❛t✐s✜❡s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao : a δ+ a′ ⇒ θ(a) < θ(a′)

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✮ ❛♥❞
t❤❛t a 4s❝ a′ ⇒ θ(a) 6 θ(a′) ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t a 4s❝ a ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡
❢♦r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❥❡❝t ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✱ ❞❡❞✉❝✐♥❣ t❤❛t✿

∃a ∈ Ae ∪ Ao, a 6= C(ke), a δ+ a ⇒ ¬SC(σ)

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥ ❛ st❛t❡ ♣r❡❝❧✉❞❡s ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝②❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦
❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❛❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✿

∃a ∈ Ae ∪ Ao, a 6= C(ke), C(ke) δ
+ a ⇒ ¬SC(σ)

❆s t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱
▲❡♠♠❛ ✷✺ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤✐s st❛t❡ ✐s ♥♦t ❛ ✇❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✱
✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❜❛rr✐❡r ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡ ❜✉✐❧t ♦♥ (EXEC∆) ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛❧❧ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ Ae ∪ Ao✳ ❆s ❛
s✐❞❡ ♥♦t❡✱ t❤✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ✐s str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

▲❡t ✉s ✈❡r✐❢② t❤❛t✱ ✐♥ ❛ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡✱ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ✐ts❡❧❢ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✳
❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao✿

¬(a = a′ = C(ke)), a 4s❝ a′ ⇒ ¬(a′ δ+ a)

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✸✷ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t a 4s❝ a′ ⇒ ¬(a′ δ+ a) ⇒ ¬(θ(a′) < θ(a)) ⇒ θ(a) 6 θ(a′)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ ♣r♦♦❢✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✷✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t SC(σ) ∧ WD(σ) ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t σ = (ke,Ae,Ao) ✐s s✉❝❤ ❛ st❛t❡✳

❲❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡
str❡❛♠ ❝❧♦❝❦ r❡❧❛t✐♦♥✿

∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao, a < a′

⇔ ∃(s, i) ∈ S × N, ∃j 6 i, (W, s, j) ∈ a ∧ (R, s, i) ∈ a′

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ②✐❡❧❞s ∃a′′ ∈ Ae ∪ Ao, (W, s, i) ∈ a′′✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t♦
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

∀a, a′ ∈ Ae ∪ Ao, a < a′ ⇔ ∃a′′ ∈ Ae ∪ Ao, a 4s❝ a′′ ∧ a′′ δ a′

❆s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝❛✉s❛❧ ✐♥ t❤✐s st❛t❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤✐s st❛t❡✳ ▲❡t θ ❜❡ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✾
♦❢ ❛ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❢♦r a, a′ ∈ Ae ∪ Ao ✇❡ ❤❛✈❡✿

a < a′ ⇒ ∃a′′ ∈ Ae ∪ Ao, θ(a) 6 θ(a′′) ∧ θ(a′′) < θ(a′)

⇒ θ(a) < θ(a′)

❊①♣❛♥❞✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✺ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ σ ②✐❡❧❞s✿

∃(a1, ..., an) ∈ An
o , a1 6= C(ke),

(

a1 < ... < an < a1
)

∨
(

C(ke)< a1 < ... < an
)

❲❤❡r❡ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ <✿
{

θ(a1) < θ(a2) < ... < θ(an) < θ(a1) ⇒ θ(a1) < θ(a1)

θ(C(ke)) < θ(a1) < ... < θ(an) ⇒ θ(C(ke)) < θ(an)

❇♦t❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✳ ❚❤❡ ✜rst tr✐✈✐❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ an 4s❝ C(ke) ✐s ❛❧✇❛②s
tr✉❡✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼✱ s♦ θ(an) 6 θ(C(ke)) ❛♥❞ θ(C(ke)) < θ(an)✱ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♦❢✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✵✱
✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❝♦♥tr❛r② t♦ str❡❛♠ ❝❧♦❝❦s✱ t❛s❦ ♦r❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♦r❞❡r✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥ st❛rt✐♥❣ ❛t
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t♦ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✿

∃a ∈ Ae ∪ Ao, a 6= C(ke), C(ke) δ
+ a ; ¬TC(σ)

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✺ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧
st❛t❡ σ✱ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C(ke) δ

+ a✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✾✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao) ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✷✺ ❛♥❞ ✷✹ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s✳ ▼❡r❣✐♥❣ t❤❡ t✇♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

WD(σ) ⇒ WID(σ) ∨
(

∃a ∈ Ao, a 6= C(ke), a <+ a
)

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✸✸

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦ t❛s❦
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ♦♥ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡①✐st ✐♥ s✉❝❤ st❛t❡s✿

TC(σ) ∧
(

∀s ∈ S(σ) : |P (σ, s)| = 1 ∨ |C(σ, s)| = 1
)

⇒ ¬
(

∃a ∈ Ao, a 6= C(ke), a <+ a
)

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡ σ✱
❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ∃a ∈ Ao, a 6= C(ke), a <+ a✳ ❆s
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛❧s♦ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧ ✐♥ t❤✐s st❛t❡✱ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ t❛s❦ ❝❛✉s❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ▲❡t θ ❜❡ s✉❝❤ ❛
s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ❝②❝❧❡ ②✐❡❧❞s✿

∃a ∈ Ao,a 6= C(ke), ∃n ∈ N, n > 0, ∃(a1, ..., an) ∈ An
o :

(

a1 = an = a
)

∧
(

a1 < ... < an
)

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

∀k ∈ [1, n− 1], ak < ak+1

⇒ ∃(s, i) ∈ S × N, ∃j 6 i, (W, s, j) ∈ ak ∧ (R, s, i) ∈ ak+1

❚❤❡ str❡❛♠ s ✐s ❡✐t❤❡r s✐♥❣❧❡✲♣r♦❞✉❝❡r ♦r s✐♥❣❧❡✲❝♦♥s✉♠❡r✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝❛s❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳

■❢ |P (σ, s)| = 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ak ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳
❊✐t❤❡r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ (W, s, i) ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✱ ♦r t❤✐s
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ②❡t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✿

(

∃a′k ∈ [ak]∼, (W, s, i) ∈ a′k
)

∨ (W, s, i) ∈ C(ke)

■❢ t❤❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ C(ke) δ ak+1✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t (W, s, i) ∈ a′k ❛♥❞ a′k δ ak+1✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

ak 4t a′k ∧ a′k δ ak+1 ⇒ θ(ak) 6 θ(a′k) ∧ θ(a′k) < θ(ak+1)

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣r♦❞✉❝❡r str❡❛♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ak ❛♥❞ ak+1✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ak < ak+1 ⇒ θ(ak) < θ(ak+1)

■❢ |C(σ, s)| = 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ak+1 ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳
❆s t❤❡ ❤✐❣❤❡r r❡❛❞ ❛❝❝❡ss ♦♣❡r❛t✐♦♥ (R, s, i) ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡
❧♦✇❡r ✐♥❞❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥ (R, s, j) ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ s♦ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✿

∃a′k+1 ∈ [ak+1]∼, (R, s, j) ∈ a′k+1

❲❡ ❤❛✈❡ ak δ a′k+1 ❛♥❞ a′k+1 4t ak+1✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

θ(ak) < θ(a′k+1) ∧ θ(a′k+1) 6 θ(ak+1) ⇒ θ(ak) < θ(ak+1)

❇② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✿

a1 < ... < an ⇒ θ(a1) < ... < θ(an) ⇒ θ(a) < θ(a)

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✸✹ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✹✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s
❛ ✇❡❛❦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝② ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✺✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✇❡❛❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡s ❛s
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝②❝❧❡s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✿

SCC(H(σ)) = ∅ ∧ ¬WID(σ) ⇒ ¬WD(σ)

▲❡t σ ❜❡ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡ ✇❤❡r❡ H(σ) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ¬WID(σ)✳ ▲❡♠♠❛ ✷✹
②✐❡❧❞s✿

¬WID(σ) ⇔ Ω(ke) ∈ Π ∨ (∄a ∈ Ao, a 6= C(ke) ∧ C(ke)< a)

❆s Ω(ke) ∈ Π ❣✐✈❡s ¬WD(σ)✱ ✇❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∄a ∈ Ao, a 6= C(ke) ∧ C(ke)<a✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t C(ke) ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥② t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤✐s st❛t❡✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤ H(σ) ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥
❜❡ ♥♦ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡s ✐♥ Ae ∪ Ao \ {C(ke)}✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✐s ❛♥ ♦✈❡r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
✇❡ ❧♦s❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ Ae ∪ Ao \
{C(ke)}✿

∃a1, ..., an ∈ Ae ∪ Ao \ {C(ke)} | a1 < a2 < ... < an ∧ an = a1

❊❛❝❤ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t❡s✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✱ ✐♥t♦✿

∀k ∈ [1, n− 1] : ak < ak+1

⇔ ∃(R, sk, ik) ∈ ak+1, ∃jk 6 ik, (W, sk, jk) ∈ ak

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s (s1, s2, ...sn−1) s❛t✐s✜❡s✿



















(R, s1, i1) ∈ a2 ∧ (W, s2, j2) ∈ a2

(R, s2, i2) ∈ a3 ∧ (W, s3, j3) ∈ a3

...

(R, sn, in) ∈ an = a1 ∧ (W, s1, j1) ∈ a1

⇒



















C(σ, s1) ∩ P (σ, s2) = {a2} 6= ∅

C(σ, s2) ∩ P (σ, s3) = {a3} 6= ∅

...

C(σ, sn) ∩ P (σ, s1) = {a1} 6= ∅

❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦ ❝②❝❧❡s ✐♥ H(σ) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✶✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ω ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ t❤❛t ❜✉✐❧❞s t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛
s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ str❡❛♠s✳ ❆s ❜♦t❤ Ω ❛♥❞ ξ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣r❡✜① s✉♠ ♦♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s
♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛s ✇❡❧❧✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✷✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛t❡ σ =
(ke,Ae,Ao) ✇❤❡r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ✐♥ s♦♠❡ str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥
(s, i) ∈ S × N✳ ▲❡t ap ∈ Ae ❜❡ t❤❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s♦
(W, s, i) ∈ ap✳ ▲❡♠♠❛ ✹✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❧♦❝❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡✳

■♥r✐❛



❈♦♥tr♦❧✲❉r✐✈❡♥ ❉❛t❛ ❋❧♦✇ ✸✺

❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ap ❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ (s, i) ✐❢ ✐ts ✐♥♣✉ts ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❙♦ t❤❡r❡ ❡①✐sts
(R, s′, i′) ∈ ap s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡❛❞ ❜② ap ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ (s′, i′) ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❆s ap ∈ Ae✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ ✭❊❳❊❈✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ Ae ⋉ ap✳ ❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✱
♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ a′p ∈ Ae s✉❝❤ t❤❛t (W, s′, i′) ∈ a′p ❛♥❞
ap 6= a′p ♦r ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t
ap ∈ Ae✳

❲❡ ❝❛♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ❝❛✉s❛❧❧② tr❛❝✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ t❤❡
s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛✐♥ ❛r❡ ✐♥ Ae✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ❜✉✐❧t ❜②
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❝❡
❛❣❛✐♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❆♥② ❝②❝❧❡ ♦❢ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱
s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✺✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ s♦ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ ✐♥
Ae✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✸✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)
✇✐t❤ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r s❝❤❡❞✉❧❡ θ′ t❤❛t✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦
❡①❡❝✉t❡ ✉♣ t♦ ❛ st❛t❡ σ′ = (k′e,A

′
e,A

′
o) s✉❝❤ t❤❛t |σ| < |σ′|✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t |ke| + |Ae| < |k′e| + |A′
e|✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦

r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡✿ ✭✶✮ tr❛❝❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s✱ |ke| < |k′e|❀ ♦r ✭✷✮ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①❡❝✉t❡❞
t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ |Ae| < |A′

e|✳

❈❛s❡ ✭✶✮✿ |ke| < |k′e|✳ ❆s σ ✐s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ st❛t❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✹ t❤❛t Ω(ke) /∈ Π✳ ❆s
✇❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✶✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t✱ s♦ |ke| < |k′e| ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ke ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ k

′
e✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t Ω(ke) = barrier✱

❛s t❤❡ tr❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ θ′ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣❛ss t❤❡
❜❛rr✐❡r ✇❤✐❧❡ ✐♥ s❝❤❡❞✉❧❡ θ✱ ✐t ✇❛s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss✳

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✹✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t Ao 6= {C(ke)}✳ ❆s ke ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ k′e ❛♥❞ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

(

π ∈ ke ⇒ π ∈ k′e
)

⇔
(

a ∈ Ae ∪ Ao \ {C(ke)} ⇒ a ∈ A′
e ∪ A′

o \ {C(k
′
e)}

)

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛ss t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❛❧❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ Ae ∪Ao \ {C(ke)} ♠✉st ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❆s ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ♣❛ss✱ ❛♥❞ Ao 6= {C(ke)}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∃a ∈ Ao \ {C(ke)}, a ∈ A′
e

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤✐s s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt②
❜❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣✳

❈❛s❡ ✭✷✮✿ |Ae| < |A′
e|✳ ■❢ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t |ke| < |k′e|✱ t❤❡♥ ✇❡ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s t♦ ❢❛❧❧ ✐♥ ❈❛s❡ ✭✶✮✱

s♦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❛t |ke| > |k′e|✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

a ∈ A′
e ∪ A′

o \ {C(k
′
e)} ⇒ a ∈ Ae ∪ Ao \ {C(ke)}

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡✿
|Ae| < |A′

e| ⇒ ∃a ∈ A′
e, a /∈ Ae

❋r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ❛❧s♦ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ❛s ✐♥ ❈❛s❡ ✭✶✮✿

∃a ∈ A′
e, a ∈ Ao \ {C(ke)}

❘❘ ♥➦ ✽✵✶✺



✸✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥

❈❛s❡s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✳
❚❤❡ ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✹ ✐s t❤❛t ∀a ∈ Ao,¬(Ae ⋉ a)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✿

∃a ∈ Ao \ {C(ke)} |
(

a ∈ A′
e

)

∧
(

¬(Ae ⋉ a)
)

❆s a ∈ A′
e✱ t❤✐s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡✱ s♦ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s

✇❡r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ A′
e t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ a′✳ ▲❡t A′′

e ( A′
e ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t

♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t A′′
e ⋉ a✳ ❆s ¬(Ae ⋉ a)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿

∃a′ ∈ A′′
e | a′ < a ∧ a′ /∈ Ae

■❢ a′ /∈ Ao ∧ a′<a t❤❡♥ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✇❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛ss ❛s t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✇❛s ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥❝②
❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ■❢ a′ ∈ Ao✱ t❤❡♥ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢r♦♠ ❝❛s❡s
✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✿

∃a′ ∈ A′′
e | a′ ∈ Ao \ {C(ke)}

❲❡ ❝❛♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛♣♣❧② t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞✱ ❛s A′′
e ( A′

e✱ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡ts ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ♣r♦♦❢✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛①✐♠✉♠ st❛t❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐s ❞❡❞✉❝❡❞
❜② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ■❢ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ st❛t❡ σ✱ ❜✉t st♦♣s
✐♥ st❛t❡ σ′′ ✐♥st❡❛❞ ✇✐t❤ |σ′′| < |σ|✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ σ′′ ❛s t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦
st❛t❡✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✹✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡s ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✭❊❳❊❈✮ r✉❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ⋉
r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ st❛rt ❡①❡❝✉t✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s ❛t♦♠✐❝❛❧❧②✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦✇♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❈❉❉❋ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ st❛t❡ σ = (ke,Ae,Ao)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s (a, b) ∈ A2

o t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞✱ s♦ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡
a ❜❡❢♦r❡ b ♦r b ❜❡❢♦r❡ a✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ a <+ b ❛♥❞ b <+ a✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ a<+ a ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✺✳ ❚❤✐s
❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❆ tr✐✈✐❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ❜❛rr✐❡r ♦r t❡r♠✐♥❛t❡s✱ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✐♥
❛♥② ♦r❞❡r ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ⋉ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ r❡♣❡❛t ✉♥t✐❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

■♥r✐❛
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