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❆❧❧♦❝❛t✐♦♥
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Pr♦❥❡❝t✲❚❡❛♠s P❛r❦❛s ❛♥❞ ❈♦♠♣s②s

❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡♣♦rt ♥➦ ✽✵✵✼ ✖ ❏✉❧② ✷✵✶✷ ✖ ✷✸ ♣❛❣❡s

❆❜str❛❝t✿ ❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡st ❝♦♠♣✐❧❡r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ■ts ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♠❛♣ t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❡✐t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡ r❡❣✐st❡rs ♦r ♠❛✐♥
♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦❛❞✴st♦r❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s♣✐❧❧✐♥❣✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐❧❧ ❝♦❞❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛②❡r❡❞✳ ■t ✐s r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t
❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❙❙❆✲❜❛s❡❞ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥❡✇ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t♦r✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts q✉❛s✐✲♦♣t✐♠✐❛❧✐t② ♦♥ st❛♥❞❛r❞
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❞ ♦♥ t✇♦ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❝♦♠♣✐❧❡rs✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥



❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ s♣✐❧❧ ♦♣t✐♠❛❧✿ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡

❘és✉♠é ✿ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐ér❡s ❡t ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦✉ ❞❡s ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠é♠♦✐r❡s ❡t ❞✬✐♥sèr❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡✱ ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧♦❛❞✴st♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ✈✐❞❛❣❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛t❡♥❝❡s ♠é♠♦✐r❡s ❞✉❡s ❛✉ ❝♦❞❡
❞❡ ✈✐❞❛❣❡✱ ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ré❝❡♥t❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ r❡❣✐str❡s s♦✉s ❙❙❆✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✱ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❛❧❧♦✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❣r♦✉♣❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛♣✲
♣❡❧é❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡✱ ❛✉① ♠❡t❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ❝♦✉❝❤❡ ❡st q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❞❡s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s st❛♥❞❛r❞
❡t s✉r ❞❡✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❧❡s ✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■ts ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛♣ t❡♠♣♦r❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❡✐t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡ r❡❣✐st❡rs ♦r ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✿ ✜rst✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✇✐❧❧ r❡s✐❞❡ ✐♥ r❡❣✐st❡rs
❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠❀ t❤❡♥✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦r ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣✐❝❦s ❛ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐st❡r ✇❤❡r❡ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ r❡s✐❞❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ❝❛♥♥♦t r❡s✐❞❡ ✐♥ r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t
❤❡❧❞ ✐♥ r❡❣✐st❡rs s❤♦✉❧❞ r❡s✐❞❡ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♣✐❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✸✱ ✺❪ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡❀ ✐t ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ❧♦❛❞s ❛♥❞ st♦r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❬✹❪ ❛♥❞ ❛❧✐❡♥❛t✐♦♥
✭✇❤❡♥ r❡♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❬✾❪✮ ♣r♦❜❧❡♠s ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ♠♦✈❡s ❜❡t✇❡❡♥
r❡❣✐st❡rs✳ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡✱ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❞♦♥❡
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▲✐✈❡✲r❛♥❣❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ ❛❞❞✐♥❣ r❡❣✐st❡r✲t♦✲r❡❣✐st❡r ♠♦✈❡s✮ t♦ r❡❞✉❝❡
r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✶✵❪✱ ❜✉t ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦r ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣✳

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t✐❝ s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r♠ ✭❙❙❆✮✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥
❙❙❆ ❢♦r♠ ✐s ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ❬✶✻❪✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ✐s ❡❛s②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❡❛s②✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❡①✐sts ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ s♦❧✈❡❞
♦♣t✐♠❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡❞②✱ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s✱ ❝❛❧❧❡❞ tr❡❡✲s❝❛♥ ❬✾❪✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✲s❝❛♥ ❬✶✽❪✱ ❜✉t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ tr❡❡ ✐♥st❡❛❞ ❬✷✵❪✳ ❚❤✉s✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❙❙❆ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠s✱
s♣✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣✱ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❤❡♥ s♣✐❧❧✐♥❣✱ ▼❛①▲✐✈❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❧✐✈❡ ❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♣✐❧❧✳ ■❢ ▼❛①▲✐✈❡ ✐s ❧♦✇❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ R✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❣✐st❡rs✱ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s♣✐❧❧✳ ❚❤✐s
❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❜② ❋❛❜r✐ ❬✶✷❪✱ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❬✷❪✱ ❛♥❞ ❍❛❝❦ ❬✶✻❪✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❬✻❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡✱
▼❛①▲✐✈❡✱ ✐s ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❡①✐st✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s
♥♦t ❧✐✈❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s♣✐❧❧✐♥❣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❧❡ss ✐♥
❤❡❧♣✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥②❤♦✇✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✈❛r✐❛❜❧❡ a2
❤❛s ✻ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❤✐❣❤ ✇❡✐❣❤t ✭s♣✐❧❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ hi ✐s ✈❡r② ❝♦st❧②✮✱ s♦ s♣✐❧❧✐♥❣ ✐t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛
❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❇✉t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❧✐✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧♦♦♣✿ ❧✐✈❡♥❡ss s❡t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤✱ ♣r♦✈✐❞❡s t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♥❞ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ♥❡✐t❤❡r a2 ♥♦r ❛♥②
hi✳

❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❧❡❞ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ❧♦✇❡r r❡❣✲
✐st❡r ♣r❡ss✉r❡✱ ♦♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✏♦❧❞✑ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ s♣✐❧❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✳
❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r s♣✐❧❧✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❢✉❧
♦r ♥♦t✱ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✜♥❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s t♦ ❜❡ s♣✐❧❧❡❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥ts
♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦✐♥t ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②
s♣✐❧❧✐♥❣ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❧♦✇❡r ✐t✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡ ♥❡❡❞s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② t♦
❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ s♣✐❧❧ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱
❇❡❧❛❞②✬s ❢✉rt❤❡st ✜rst str❛t❡❣② ✇♦r❦s ✈❡r② ✇❡❧❧ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❣r❛♣❤✖❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦ ✐♥ ❙❙❆✿
t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♣✐❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐✈❡✲r❛♥❣❡ ❣♦❡s ❢✉rt❤❡st t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❢✲

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✹ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

✐t❛❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❣❛✐♥ ✇❤❡r❡ a1 ❛♥❞ a2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ✐♥t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ a✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❢✉rt❤❡st ✉s❡✑ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r
a t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ t❤❛♥ d✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡st ✉s❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t✳ ■♥st❡❛❞✱ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②
♦❢ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐✈❡✲r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍❡r❡ a ✇♦✉❧❞ ❝♦✈❡r t❤r❡❡ ❤✐❣❤ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦❣r❛♠
♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ d ✇♦✉❧❞ ❝♦✈❡r ✜✈❡✳ ●♦✐♥❣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❢✉rt❤❡r✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ✐s
♥♦t ❥✉st ❛❜♦✉t ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥ts✿ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛✈♦✐❞s s♣✐❧❧✐♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ✐t ✐s ❧❡ss ❝♦st❧② t❤❛♥ s♣✐❧❧✐♥❣
t❤♦s❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♣✐❧❧ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥②❤♦✇❄
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ s♣✐❧❧✐♥❣ a ❛✈♦✐❞s s♣✐❧❧✐♥❣ d ❛♥❞ e✱ ❜✉t ❛s ✐t ✐s ✈❡r② ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ s♣✐❧❧ d ✭♠♦r❡
t❤❛♥ e✮✱ e s❤♦✉❧❞ ✐♠♣❛❝t ♠♦r❡ t❤❛♥ d t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ a✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
♣r♦✜t❛❜✐❧✐t②✳✳✳ ❚♦ ❜r❡❛❦ ♦✉t ♦❢ t❤✐s ❧♦♦♣✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❙❙❆ ❢♦r♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣❡r❢❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡s ❛♥❞ ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t ❬✶✻❪✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ ❝♦✈❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡✱ ❡①❛❝t❧② ❢♦r ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❢♦r ♥♦♥
❙❙❆ ❣r❛♣❤s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❬✶✼❪✳ ❖♥ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ d ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t✇♦
♠❛①✐♠✉♠ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ s✐③❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤r❡❡✱ ✇❤✐❧❡ a ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❞❡❜✉♥❦s t❤❡ ♠❛✐♥
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦t ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ Pr♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞✱ ✈❡rs✉s ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡
r❡❣✐st❡rs✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐✲

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✺

♠✉♠ ❝❧✐q✉❡ ❝♦✈❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦✜t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣✐❧❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❙❙❆✖❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝✱ s♣✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s str♦♥❣❧② ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✿

✶✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs ❬✺❪ s✉❣❣❡sts ❛
❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t s♦❧✈❡s ✭♦♣t✐♠❛❧❧②✮ r♦✉❣❤❧② R ♦✈❡r st❡♣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ st❡♣ r❡❣✐st❡rs
❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ♦❢ t❤❡ st❡♣✇✐s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡
❧❛②❡r❡❞✲♦♣t✐♠❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝✳

✷✳ ❙t❡♣✇✐s❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇
t❤❛t ✐t ❝♦♠❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ st❡♣ = 1✳ ■♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠
r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ❉✐♦✉❢ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s st✐❧❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧✱ ❜✉t ✐t ❛❧❧♦❝❛t❡s ❧❛②❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♣✐❧❧✐♥❣ ♦♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤✐s s❡t ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❧♦♥❣ st♦r② s❤♦rt✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ s♣✐❧❧✲❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞
❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② s♣✐❧❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞
r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ♦✉r ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ s✉r✈❡②s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜✉✐❧t✳
❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❧❛②❡r❡❞✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t♦r ❢♦r ❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❛❞❛♣ts t❤✐s s❝❤❡♠❡
✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦♥✲❝❤♦r❞❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s ✐t ✇✐t❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❞✐s❝✉ss❡s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞
❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✷ ❆ ●r❛♣❤✲❇❛s❡❞✱ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❆♣♣r♦❛❝❤

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝ts t❤❛t r❡❣✐st❡r ❧♦✇❡r✐♥❣ ✐s ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs ❛♥❞ st❡♣✇✐s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤❡r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡s❡ t✇♦
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ✇❡ ✜rst ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s r❡❧❡✈❛♥t✳

✷✳✶ ❲❤② ❙♣✐❧❧ ❊✈❡r②✇❤❡r❡❄

❚❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ❧❡✈❡❧s✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞
s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t✐r❡❧②✳ ❆ s♣✐❧❧❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ st♦r❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦❛❞ ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ✉s❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ st❛② ✐♥ ❛ r❡❣✐st❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✉s❡s✱ ❛ ❧♦❛❞ ✐s s❛✈❡❞✳ ❚❤❡
✜♥❡st ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❛❞✲st♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❡❛❝❤ ❧♦❛❞ ❛♥❞ st♦r❡
s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♣❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ✇r✐t❡ ❜❛❝❦✱ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❬✶✸❪ ♦♥ ❛ ❜❛s✐❝
❜❧♦❝❦✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❙❙❆ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ s♣✐❧❧✲❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r✱ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❥✉st✲
✐♥✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥❞❡r ❙❙❆ ❢♦r♠ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞✲st♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s
❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❢♦r ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ♣❛st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✹ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣♦✐♥ts t❡♥❞s t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠✿

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✻ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✲st♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥
❧♦❛❞s ❛♥❞ st♦r❡s✳ ❆❧s♦✱ ♠♦st ❙❙❆ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ✉s❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦st ♦❢ t❤❡ st♦r❡ ❢❛✈♦rs s♣✐❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇♦ s✉❜✲r❛♥❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳ ❚❤❡ q✉❡✉✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦st ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ s♠❛❧❧✱ ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st
❝❛❝❤❡✳ ❇✉t ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♣✐❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ st♦r❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦st✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
❡✐t❤❡r ✐♥ ♠❡♠♦r② ♦r ✐♥ r❡❣✐st❡r ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❜♦t❤✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✷❪ ✐s str✐❝t❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡s ❛r❡ s♣❧✐t ❛t ❡✈❡r② ✉s❡✳

✹✳ ▲❛st✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣✐❧❧✲❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡s t♦ ❛ ❧♦❛❞✲st♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ❧❡♥❣t❤✐❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦✲❢❛r t❤❛t ❡①✐st✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❧❛❝❦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❛
s♣✐❧❧✲❡✈❡r②✇❤❡r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❛❝❧❡✳

✷✳✷ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ■♥st❡❛❞ ❖❢ ❙♣✐❧❧✐♥❣

❆❢t❡r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t s✉♣♣♦rt ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ✉s str❡ss
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣
✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❡✈✐❝t ❢r♦♠ r❡❣✐st❡rs ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❦❡❡♣
✐♥ r❡❣✐st❡rs✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✱ s♦ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s♣✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❡✈✐❝t ✭s♣✐❧❧✮ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡♠ s✉❝❤ t❤❛t ▼❛①▲✐✈❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ❜② ❥✉st ♦♥❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺❪ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r✲❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ②♦✉ ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ②♦✉ ❛✐♠ ❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦♥❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛t ❡✈❡r② ♣r♦❣r❛♠ ♣♦✐♥t t❤❡ r❡❣✐st❡r ♣r❡ss✉r❡ ▲✐✈❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛t ♠♦st ✶✳
❚❤❡♥ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✱ ✉♥❞❡r ❙❙❆✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(Ωn)✳
Ω ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❀ n ❜❡✐♥❣ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ✇❛② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ s♣✐❧❧✐♥❣✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣✉s❤❡s
t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r✿ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❣❛✐♥ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♥❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ ❛ ✈✐rt✉❛❧❧②
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐st❡r ✜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✈✐❝t✐♥❣ ✐t✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❣❛✐♥✴❝♦st t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❆❇■
❛♥❞ r❡❣✐st❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✷✳✸ ❙t❡♣✇✐s❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ■s ❈❧♦s❡ ❚♦ ❖♣t✐♠❛❧

■♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❉✐♦✉❢ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♣✐❧❧❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ R r❡❣✐st❡rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♣✐❧❧❡❞ ♦♥ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ R ✲✶ r❡❣✐st❡rs ✭R > 0✮✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❡❧❧✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ R − 1 r❡❣✐st❡rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ R r❡❣✐st❡rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦ ❛♥❞ t❤✐s ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ❜② ❉✐♦✉❢ ❡t
❛❧✳ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡✳
❉❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♣✐❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ R = 1 ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ R = 2✳
❲❤❡♥ R = 1✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡st ❝♦st✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣✐❧❧ b ❛♥❞ d✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧ s❡t✳ ❲❤❡♥ R = 2✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣✐❧❧ c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧ s❡t✳ ❲❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧ s❡t ✇❤❡♥ R = 2 ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧ s❡t ✇❤❡♥ R = 1✳

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✼

d

(a)

b 2

c

a e

2

2 3

1

d

(b)

b 2

c

a e

2

2 3

1

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ s♣✐❧❧ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

❊✈❡♥ ✐❢✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ s♣✐❧❧ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ♥♦✱ ❉✐♦✉❢ ❡t ❛❧✳
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs ❢r♦♠ Rmin✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐st❡rs ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡
❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❢♦r ✾✾✳✽✸✪ ♦❢ t❤❡ ❙P❊❈ ❏❱▼✾✽✬s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❏✐❦❡s❘❱▼ ❬✶❪✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦❢ ■❇▼✳
❚❤✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡s✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t t❤❡ st❡♣✇✐s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳

✸ ❇❛s❡❣r♦✉♥❞

❲❡ ♥♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣✐❧❧ ❝♦st ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆ s♣✐❧❧ ❝♦st r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝❝❡ss ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❧♦✇ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ R t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❣✐st❡rs✳

Pr♦❣r❛♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣r❛♣❤s✱ ✇✐t❤✐♥ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❧✐✈❡ s❡ts
✇✐t❤✐♥ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❚❤✉s t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡s❡ t✇♦
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✸✳✶ ●r❛♣❤s ❛♥❞ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤s

❆ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡ts✱ V t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦r ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ E t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳
❊✈❡r② ❡❞❣❡ (v1, v2) ♦❢ E ❤❛s t✇♦ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts v1 ∈ V ❛♥❞ v2 ∈ V ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡
❛❞❥❛❝❡♥t✭s✮ ♦r ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✭s✮ ✐❢ (v1, v2) ∈ E✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① v ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ v✳ ❍❡r❡✱ ❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❞❣❡s (v1, v2) ❛♥❞ (v2, v1)✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮ s❤♦✇s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤✳

❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s [v0, v1, v2, ✳ ✳ ✳ , vl, v0] ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l + 1 ✐❢ (vi−1, vi) ∈ E
❢♦r i = 1, 2, l ❛♥❞ (vl, v0) ∈ E✳

❆ s✉❜s❡t A ⊆ V ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ G ✐❢ ❡✈❡r② t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ A ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ❆
❝❧✐q✉❡ A ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❧✐q✉❡ ♦❢ G✳ ❆ ❝❧✐q✉❡ ✐s ♠❛①✐♠✉♠
✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ G ♦❢ ❧❛r❣❡r ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❆ ✈❡rt❡① v ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✐s s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✐❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼
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(b)
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(a)

5
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ✭❛✮ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤✳ ✭❜✮ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✳

❢♦r♠ ❛ ❝❧✐q✉❡ ✐♥ G✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❝❧✐q✉❡✱ ❛ st❛❜❧❡ s❡t ♦r ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ✐s ❛ s✉❜s❡t S ⊆ V t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t

❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ♦❢ G = (V,E) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r w(v)✱ t❤❡

✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ s✉❜s❡t S ⊂ V ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

w(S) =
∑

v∈S

w(v)

❚❤❡ ❣r❛♣❤ G ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ w ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ Gw✳
❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮ s❤♦✇s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✳ ❊❛❝❤
✈❡rt❡① ❤❛s ✐ts ✇❡✐❣❤t ❝❧♦s❡ t♦ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✈❡rt❡① a ❤❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✷✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ✐s t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t✳
❋r♦♠ ❛ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦st ✭✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦st ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t t♦
r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣✴❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥
t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s② ♦♥ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✸✳✷ ❈❤♦r❞❛❧ ●r❛♣❤s

❚❤❡ st❛t✐❝ s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭❙❙❆✮ ❢♦r♠ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❝♦❞❡ ✐s ✐♥ ❙❙❆ ❢♦r♠ ✇❤❡♥ ❡✈❡r② s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ t❡①t✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡✳ ▼♦st ❝♦♠♣✐❧❡rs ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❙❙❆ ❢♦r♠✱ t❤❡ str✐❝t ❙❙❆ ❢♦r♠✱ ✇✐t❤ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡
❛♥② ✉s❡s ♦♥ ❛♥② ♣❛t❤ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭t❤❡ r♦♦t✮ t♦ ❛ ✉s❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡s ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s s✉❜tr❡❡s ♦❢
t❤✐s ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜tr❡❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤
♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s✉❜tr❡❡s ♦❢ ❛ tr❡❡ ✐s ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ❬✶✺❪✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢
❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❙❙❆ ❢♦r♠ ✐s ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✳

❆ ❣r❛♣❤ G ✐s ❝❤♦r❞❛❧✱ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♦r r✐❣✐❞✲❝✐r❝✉✐t ✐❢ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❢♦✉r ♦r ♠♦r❡ ❤❛s
❛ ❝❤♦r❞✱ ❛ ❝❤♦r❞ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡✱ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡✳ ❚❤❡

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✾

d

f

c

a

e

g

b

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✳

❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮ s❤♦✇s ❛ ♥♦♥✲❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝②❝❧❡ [c, d, f, e, c] ❤❛s ❛ ❝❤♦r❞ ✇❤✐❝❤ ✐s (d, e)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ▼❛①✐♠✉♠❲❡✐❣❤t❡❞❙t❛❜❧❡❙❡t

❘❡q✉✐r❡✿ σ✿ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r
❘❡q✉✐r❡✿ ✇✿ ❛ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐ts ✇❡✐❣❤t
❘❡q✉✐r❡✿ ❛❞❥✿ ❛ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs
❱❛r✿ ✇✬✿ ❛ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐ts ❝✉rr❡♥t ✇❡✐❣❤t ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❱❛r✿ ♥✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
❱❛r✿ ♠❛r❦❡❞❴r❡❞✿ ❛ ✭❧❛st ✐♥ ✜rst ♦✉t✮ ❧✐st ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞
❱❛r✿ ♠❛r❦❡❞❴❜❧✉❡✿ ❛ ❧✐st ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ ❜❧✉❡
✶✿ ❢♦r ✐ = 1→ ♥ ❞♦

✷✿ ✈← σ✭✐✮
✸✿ ✇✬✭✈✮← ✇✭✈✮
✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✺✿ ❢♦r ✐ = 1→ ♥ ❞♦

✻✿ ✈← σ✭✐✮
✼✿ ✐❢ ✇✬ > 0 t❤❡♥
✽✿ ❛❞❞ ✈ t♦ ♠❛r❦❡❞❴r❡❞
✾✿ ❢♦r ❛❧❧ ✉ ∈ ❛❞❥✭✈✮ ❞♦
✶✵✿ ✇✬✭✉✮← ✇✬✭✉✮− ✇✬✭✈✮
✶✶✿ ✐❢ ✇✬✭✉✮ < 0 t❤❡♥
✶✷✿ ✇✬✭✉✮← 0
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✺✿ ✇✬✭✈✮← 0
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✽✿ ✇❤✐❧❡ ♠❛r❦❡❞❴r❡❞ 6= ⊥ ❞♦

✶✾✿ v ← t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛r❦❡❞❴r❡❞
✷✵✿ ❘❡♠♦✈❡ v ❢r♦♠ ♠❛r❦❡❞❴r❡❞
✷✶✿ ❆❞❞ v t♦ ♠❛r❦❡❞❴❜❧✉❡
✷✷✿ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛❞❥✭✈✮ ❢r♦♠ ♠❛r❦❡❞❴r❡❞
✷✸✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✹✿ r❡t✉r♥ ♠❛r❦❡❞❴❜❧✉❡

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✶✵ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s② t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ❬✶✹❪ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
O(|E|+ |V |)✳

❇❡❢♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋r❛♥❦✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ v1, v2, . . . , vn ♦❢
t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✭P❊❖✮ ✐❢ ❡❛❝❤ vi ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✈❡rt❡① ✐♥
G{vi,vi+1,...,vn}✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ G ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♣r❡❝❡❞✐♥❣ vi ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② t❤❛t ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❝❤♦r❞❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t
❤❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❬✶✺❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ [a, f, d, e, b, g, c] ✐s ❛ P❊❖ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ Gw✳ ■t r❡❝❡✐✈❡s
σ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤✱ adj ❛ ♠❛♣ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤
✈❡rt❡① t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ w t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ Gw ✐ts
✇❡✐❣❤t✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σ✳ ❆t t❤❡ st❡♣ i✱
✐t t❡sts ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① v t❤❛t ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ i− th ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ σ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❢ ✐t
✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❣♦❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ v ✐s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r u
♦❢ v ❤❛s ✐ts ❝✉rr❡♥t ✇❡✐❣❤t w′(u) r❡❞✉❝❡❞ ❜② w′(v)✳ ❆♥② ✇❡✐❣❤t t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s ❛❧t❡r❡❞
t♦ ✵ ❛♥❞ w′(v) ✐s s❡t t♦ ✵✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❆ ✈❡rt❡① v ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜❧✉❡ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❛r❦❡❞ ❜❧✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞
❜❧✉❡✱ t❤❛t ✐s st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t✳

d

f

c

a

e

g

b

� 	


� ��

	

������� � f d e � g c �ed vertices

- 1     6    5     2     2     1     2 Ø

1 0    5    4     2     2     1     2 a

2       0    0     0     2     1     2 f,  a

5                           0     0     0 b,f,a

iteration red vertices blue vertices

- b,f,a Ø

1 f,a b

2 Ø b, f

(b) (c)

(a)

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❝✮ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❡♣s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✶✶

❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❝❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r✲❧♦♦♣ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ t❤❛t ♠♦❞✐✜❡s
t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w′✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢
♠❛r❦❡❞ r❡❞ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ s❤♦✇s✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ w′ ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣t②✳ ❆t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t
♦❢ a ✐s ✶✱ t❤✉s a ✐s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs d ❛♥❞ f ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ✶✳ ❚❤❡
✇❡✐❣❤t ♦❢ a ✐s t❤❡♥ s❡t t♦ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡r❞r❡✇✳ ❆t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ f ✐s ✺✳
❚❤✉s✱ f ✐s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs a✱ d ❛♥❞ e ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ✺✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t
♦❢ f ✐s t❤❡♥ s❡t t♦ ✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❞❡r❞r❡✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ b✱ f ✱ a✳

❋✐❣✉r❡ ✺✭❝✮ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞
❜❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡rt❡① b ✐s
❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ ❜❧✉❡✳ ❆t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❡rt❡① f ✐s
❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① a ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ f ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ r❡❞✳ ❚❤✉s✱ a ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞
r❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛r❦❡❞ ❜❧✉❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ f ❛♥❞ b ♦❢ ✇❡✐❣❤t ✽✳

✹ ▲❛②❡r❡❞✲❖♣t✐♠❛❧ ❘❡❣✐st❡r ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥

❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
s♦❧✈❡s t❤❡ s♣✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r R r❡❣✐st❡rs ❜② ❧❛②❡r❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ s✐♠♣❧❡r
♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❢❡✇ r❡❣✐st❡rs✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ❧♦✇❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ R✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❣✐st❡rs✳ ❙t❡♣✇✐s❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝♦♠❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤
st❡♣ = 1✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ▲❛②❡r❡❞❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥

❱❛r✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❱❛r✿ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s♦ ❢❛r ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✶✿ ❝♦✉♥t← 0
✷✿ ✇❤✐❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s 6= ⊥ ∧ ❝♦✉♥t < R ❞♦

✸✿ r❡s✉❧t← ❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✭❝❛♥❞✐❞❛t❡s✮
✹✿ ❛❞❞ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ r❡s✉❧t t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st
✺✿ r❡♠♦✈❡ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✻✿ ❝♦✉♥t← ❝♦✉♥t+ 1
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✿ r❡t✉r♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲♦♣t✐♠❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ■t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■t t❤❡♥ r❡t✉r♥s ❛s r❡s✉❧t ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st✱ t❤❡ ❧✐st
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤ R r❡❣✐st❡rs✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❝❛❧❧s ❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❡t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s♣✐❧❧ ❝♦st ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡
♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✭❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✮✳ ❚❤✐s s❡t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ■♥ ✐ts ❧❛st st❡♣✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✜♥❞s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s♣✐❧❧
❝♦st ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✶✷ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ s♦❧✈❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡❣✐st❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❣r❛♣❤✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❲❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t step ≥ 2✱
❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✺❪✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ st❡♣ ♦❢ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲♦♣t✐♠❛❧
❛❧❧♦❝❛t♦r ✐s O(R(|V |+ |E|))✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐s ❛ s♦❧✐❞ ❜❛s✐s ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t✇♦ ✇❛②s t♦
✐♠♣r♦✈❡ ✐t✿ ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✉♥t✐❧ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✳✶ ❇✐❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts

d

f
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a

e

g
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2 15

2 26

1

(a)

d

f

c

a

e

g

b

2 15

2 26

1

(b)

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❜✐❛s t❤❡ ❝♦sts✴✇❡✐❣❤ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✴✇❡✐❣❤ts✱ ❧❡t ✉s ✜rst ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ r❡❣✐st❡rs✱ t❤❡ st❡♣ ✐s s❡t t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❣r❛♣❤
Gw✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♦♥ Gw✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇✐❧❧ ✜rst ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ♦♥ t❤❡
❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡t ❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ■t ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ Gw ❤❛s
t✇♦ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡ts ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✽✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❛✮ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s b ❛♥❞ f ✱ ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ c ❛♥❞ f ✱ ❛❧s♦ ✐♥
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮✳ ■❢ b ❛♥❞ f ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇✐❧❧
❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❤❡♥ b ❛♥❞ f ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ Gw✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❛✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ❢♦r t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ d ❛♥❞ g ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦st ♦❢ ✻✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
s♣✐❧❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s a✱ c ❛♥❞ e ✇✐t❤ ❛ s♣✐❧❧ ❝♦st ♦❢ ✹✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ c ❛♥❞ f ✱ ❛t t❤❡ ♥❡①t
st❡♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮✱
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ b ❛♥❞ d ✇✐t❤ ❛ ❝♦st ♦❢ ✼✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♣✐❧❧ ❝♦st ♦❢ ✸✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡ts ❤❛s ❛♥
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❆r❜✐tr❛r✐❧② ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡
s❡t ❝❛♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ ❛♠❡❧✐♦r❛t❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ✐s t❤❛t✿ ✐t ✐s ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t t❤❛t r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ ♥♦♥✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✐s t♦ ❜✐❛s t❤❡ ❝♦st✴✇❡✐❣❤t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✴✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡✱ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ w′ ❛s✿

w′(v) = w(v)× |V |+ |adj(v)|

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✶✸

✇❤❡r❡ |V | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ adj(v) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ t❤❡
✈❡rt❡① v✳

❋♦r t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s u ❛♥❞ v✱ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇
✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✿

{

✐❢ w(u) < w(v) t❤❡♥ w′(u) < w′(v)
✐❢ w(u) = w(v) t❤❡♥ w′(u) ≤ w′(v) ✐❢ adj(u) ≤ adj(v)

✹✳✷ ■t❡r❛t✐♥❣ ❚♦ ❋✐①❡❞ P♦✐♥t
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✐t❡r❛t✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ r❡❣✐st❡rs✱ t❤❡ st❡♣ ✐s s❡t t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
❛❧❧♦❝❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❛✮✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ Gw ❛♥❞ ❤❛s ❢♦✉r
♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡✿ {a, d, f}✱ {b, c, e}✱ {c, d, e}✱ ❛♥❞ {d, e, f}✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s a✱ b ❛♥❞ d✱ s❤♦✇♥
✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ t❤✐s s❡t ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
❛r❡ ❜✐❛s❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ▲❡t
✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✇✐t❤ R ❝♦❧♦rs ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❛ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤ ✐❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❧✐q✉❡ ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ R ✈❡rt✐❝❡s✳ ■❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt❡① f ✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤ Gw✱ f ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ a✱ d ❛♥❞ f ✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✷ ✭R✮✈❡rt✐❝❡s
❛❧r❡❛❞② ❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① f ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✭❝✮ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ s✐③❡ ✸ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✇✐t❤ ✷ ❝♦❧♦rs ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❯♥❧✐❦❡ f ✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s c ❛♥❞ e ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ t❤❛t ❤❛s ✷ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧r❡❛❞②
❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡✐t❤❡r c ♦r e ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✭❝✮ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦❧♦rs✱ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❞✮✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✷✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✶✹ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❋✐①❡❞P♦✐♥t▲❛②❡r❡❞ ✭❋P▲✮

❘❡q✉✐r❡✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❱❛r✿ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s♦ ❢❛r ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❱❛r✿ ❛❧❧♦✇❡❞❴❝❧✐q✉❡s✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❧✐q✉❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ R ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✐t ✐s

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡s
❱❛r✿ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴P❡r❴❝❧✐q✉❡✿ ❛ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞

✈❡rt✐❝❡s
✶✿ ❝♦✉♥t← 0
✷✿ ✇❤✐❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s 6= ⊥ ∧ ❝♦✉♥t < R ❞♦

✸✿ r❡s✉❧t← ❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✭❝❛♥❞✐❞❛t❡s✮
✹✿ ❛❞❞ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ r❡s✉❧t t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st
✺✿ r❡♠♦✈❡ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✻✿ ❝♦✉♥t← ❝♦✉♥t+ 1
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✿ ❯♣❞❛t❡✭❝❛♥❞✐❞❛t❡s, ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st, ❛❧❧♦✇❡❞❴❝❧✐q✉❡s, ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴P❡r❴❝❧✐q✉❡)
✾✿ ✇❤✐❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s 6= ⊥ ❞♦

✶✵✿ r❡s✉❧t← ❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✭❝❛♥❞✐❞❛t❡s)✮
✶✶✿ r❡♠♦✈❡ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✶✷✿ ❯♣❞❛t❡✭❝❛♥❞✐❞❛t❡s, r❡s✉❧t, ❛❧❧♦✇❡❞❴❝❧✐q✉❡s, ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴P❡r❴❝❧✐q✉❡)
✶✸✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✹✿ r❡t✉r♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❯P❉❆❚❊

❘❡q✉✐r❡✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❘❡q✉✐r❡✿ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st✿ ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❱❛r✿ ❛❧❧♦✇❡❞❴❝❧✐q✉❡s✿ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❧✐q✉❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ R ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s
❱❛r✿ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴P❡r❴❝❧✐q✉❡✿ ❛ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❛❧❧♦❝❛t❡❞

✈❡rt✐❝❡s
✶✿ ❢♦r ❛❧❧ ✈ ∈ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴❧✐st ❞♦
✷✿ ❢♦r ❛❧❧ ❝❧✐q✉❡ ∈ ❛❧❧♦✇❡❞❴❝❧✐q✉❡s ❞♦
✸✿ ✐❢ ✈ ∈ clique t❤❡♥
✹✿ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴P❡r❴❝❧✐q✉❡✭❝❧✐q✉❡✮ ❜② ♦♥❡
✺✿ ✐❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞❴P❡r❴❝❧✐q✉❡(❝❧✐q✉❡) ≥ ❘ t❤❡♥

✻✿ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❝❧✐q✉❡ ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✼✿ ♠❛r❦ ❝❧✐q✉❡ ❛s t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣
✽✿ ❡♥❞ ✐❢

✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠✐ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♥❛✐✈❡❧②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✜rst ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♥❣ ❛t ♠♦st R
t✐♠❡s ✭❧✐♥❡s ✶ t♦ ✼✮✳ ■t t❤❡♥ ❝❛❧❧s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡s❤❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞
✈❡rt❡①✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✐t✳ ■❢ ❛ ❝❧✐q✉❡ ❤❛s ❘ ♦❢
✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧✐q✉❡ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ t❤✐s ❝❧✐q✉❡
✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞❴❝❧✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❧✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r
♥♦♥✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♥❡①t r♦✉♥❞s✳ ❆❢t❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ✜♥✐s❤❡s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❝❛❧❧s

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✶✺

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❖♣t✐♠❛❧❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ✜① ♣♦✐♥t✱ t❤❛t
✐s✱ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧❧s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳

✹✳✸ ❙♣✐❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❲❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s♣✐❧❧❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ■t ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ s❤♦rt✲❧✐✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦♥ ❘■❙❈
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ♠❡♠♦r② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧♦❛❞ ❛♥❞ st♦r❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❜❡❢♦r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ v s♣✐❧❧❡❞ ❛t ❛❞❞r❡ss a✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ v ♠✉st ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❞❞r❡ss a ✐♥t♦
❛ r❡❣✐st❡r✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥s❡rt❡❞ t♦ r❡❧♦❛❞ s♣✐❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r♠ t❤❡ s♣✐❧❧ ❝♦❞❡✳

❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✖❧✐❦❡ t❤❡ ❏✐❦❡s❘❱▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥✖s♣✐❧❧ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥ ❛❧❧♦✲
❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢r❡❡ r❡❣✐st❡r t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ r❡❧♦❛❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥ ❈■❙❈ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❧✐❦❡ t❤❡ ①✽✻✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡s t♦ ❣❡t ♦♣❡r❛♥❞s ❞✐r❡❝t❧②
❢r♦♠ ♠❡♠♦r② ✭❛t ♠♦st ♦♥❡ s✉❝❤ ♦♣❡r❛♥❞ ♦♥ ①✽✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❤❡✉r✐s✲
t✐❝s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❜✉✐❧❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛❢t❡r s♣✐❧❧✳ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛❢t❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✺ ▲❛②❡r❡❞✲❍❡✉r✐st✐❝ ❆❧❧♦❝❛t♦r

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥❧② ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ ❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡
❋r❛♥❦✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥♦t ❝❤♦r❞❛❧✳

❚❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧✉st❡rs t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛s st❛❜❧❡s✖♦r ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡ts✖✉s✐♥❣ ❛ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝✳ ■t ❝❧✉st❡rs t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❛♥❞ s♣✐❧❧ ❝♦sts✱ t❤❡♥ ❛❧❧♦❝❛t❡s r❡❣✐st❡rs ✐♥t♦ ❧❛②❡r❡❞ ❝❧✉st❡r✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❧✉st❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛❜❧❡ s❡t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✲
❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤
✐♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t♦r ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❧✉st❡r✳
❚❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥♦t❤❡r
❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ✇❡ ♣✉t ❛❧❧ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❚♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❝❧✉st❡r✱ ✇❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♠❡r❣❡ ❤✐❣❤✲✇❡✐❣❤ts ♥♦❞❡s
✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ s❡t✳

❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ s♦rt❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✱ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡r❴❧✐st✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ■t ❝♦♥str✉❝ts ❛ ♥❡✇
❝❧✉st❡r ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❧✉st❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝❧✉st❡r✱
❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st✐❧❧ ✐♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❧✐st ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❦❡❡♣s tr❛❝❦s✱ ❛t
❡❛❝❤ r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧r❡❛❞②
✐♥t♦ ❝❧✉st❡r✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ❛ ✈❡rt❡① ✈ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ✈ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝❧✉st❡r ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r❴❧✐st✱
❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣ st❛rts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❡♥❞s ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r✳

❆❢t❡r t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
t♦ r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤❡ R ❝❧✉st❡rs t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s O(R×(|V |+ |E|))✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐t❡r❛t❡s ❛t ♠♦st R t✐♠❡s ❢♦r R r❡❣✐st❡rs✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣ ✈✐s✐ts ❡✈❡r② ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦♥❧②
♦♥❝❡✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✶✻ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❈❧✉st❡r❱❡rt✐❝❡s

❘❡q✉✐r❡✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t✱ t❤❛t ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❛♥
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

❘❡q✉✐r❡✿ ❛❞❥✿ ❛ ♠❛♣ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs
❱❛r✿ ❝❧✉st❡r❴❧✐st✿ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝❧✉st❡rs
✶✿ ✇❤✐❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s 6= ∅ ❞♦
✷✿ ❝❧✉st❡r← ⊥
✸✿ ✴✴ ❛❞❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
✹✿ ♣♦t❡♥t✐❛❧s← ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✺✿ ✇❤✐❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s 6= ∅ ❞♦
✻✿ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐ts ✜rst ✈❡rt❡①✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈
✼✿ ❛❞❞ ✈ t♦ ❝❧✉st❡r
✽✿ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛❞❥✭✈✮ ❢r♦♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✵✿ ❛❞❞ ❝❧✉st❡r t♦ ❝❧✉st❡r❴❧✐st
✶✶✿ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
✶✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✸✿ r❡t✉r♥ ❝❧✉st❡r❴❧✐st

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆❧❧♦❝❛t❡❱❡rt✐❝❡s

❘❡q✉✐r❡✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✿ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❘❡q✉✐r❡✿ R✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡❣✐st❡rs
❝❧✉st❡r❴❧✐st← ❈❧✉st❡r❱❡rt✐❝❡s✭✈❛r❴❧✐st✮
s♦rt ❝❧✉st❡r❴❧✐st ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st
✐❢ s✐③❡♦❢(❝❧✉st❡r❴❧✐st) > R t❤❡♥

r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❛st ✭s✐③❡−R✮ ❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r❴❧✐st
❡♥❞ ✐❢

s♣✐❧❧ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t ✐♥ ❝❧✉st❡r❴❧✐st

✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❜✉t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐t ❛❧s♦ ②✐❡❧❞s ❡①❝❡❧❧❡♥t
r❡s✉❧ts ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❢r♦♠ ♥♦♥✲❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✳

✻✳✶ ❈❤♦r❞❛❧ ●r❛♣❤s✿ ❙❙❆ Pr♦❣r❛♠s

✻✳✶✳✶ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❝❤♦r❞❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r♦❣r❛♠s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❖♣❡♥✻✹ ❝♦♠♣✐❧❡r ❢♦r t❤❡ ❙❚✷✸✶ ❱▲■❲ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❆❘▼ ❈♦rt❡① ❆✽ ✭❆❘▼✈✼✮✳ ❋♦r
t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❢♦r t❤❡ ❙P❊❈ ❈P❯ ✷✵✵✵✐♥t✱ t❤❡ ❧❛♦✲❦❡r♥❡❧s ✭❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ s✉✐t❡ ❢r♦♠ ❙❚▼✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❡♠❜❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❲❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ t❤❡ ❧❛♦✲❦❡r♥❡❧s
❢♦r t❤❡ ❆❘▼✈✼ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ s♣✐❧❧ ❝♦sts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s✬s
❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s✳ ❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥t✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✸✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿

●❈ ❚❤❡ ❈❤❛✐t✐♥✲❇r✐❣❣s✱ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✶✼

❖♣t✐♠❛❧ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ■▲P✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦❝❛t♦r✳

◆▲ ❚❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t✇♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

❋P▲ ❚❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❧❧♦✲
❝❛t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥t✐❧ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛♥② ♠♦r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥t✳

❇▲ ❚❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❜✐❛s❡s t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ❝♦st ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤♦♦s❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛❜❧❡ s❡ts ♦❢ s❛♠❡ ✭✉♥✲❜✐❛s❡❞✮ ❝♦st t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❤❛s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳

❇❋P▲ ❚❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❜✐❛s❡s t❤❡ ❝♦st ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡s ✉♥t✐❧ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥
t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

✻✳✶✳✷ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❙P❊❈ ❈P❯ ✷✵✵✵✐♥t✱
❧❛♦✲❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❡❡♠❜❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳

GC NL FPL BL BFPL Optimal

1 registers 2 registers 4 registers 8 registers 16 registers 32 registers

Number of available registers
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ❙P❊❈ ❈P❯ ✷✵✵✵✐♥t ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡ ♦♥ ❙❚✷✸✶✳

GC NL FPL BL BFPL Optimal

1 registers 2 registers 4 registers 8 registers 16 registers 32 registers

Number of available registers
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ❊❊▼❇❈ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡ ♦♥ ❙❚✷✸✶✳

❋✐❣✉r❡ ✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙P❊❈ ❈P❯
✷✵✵✵✐♥t✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✐st❡r
❝♦✉♥t ♦❢ ✶✱ ✷✱ ✹✱ ✽✱ ✶✻ ❛♥❞ ✸✷ r❡❣✐st❡rs✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❇▲✱ ❋P▲✱ ❇❋P▲ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦
♦♣t✐♠❛❧ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ●❈✳ ❖♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥ts ✉♣ t♦ ✽✱ ❇▲ ✐s

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✶✽ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

GC NL FPL BL BFPL Optimal

1 registers 2 registers 4 registers 8 registers 16 registers 32 registers

Number of available registers
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r t❤❡ ▲❆❖✲❑❊❘◆❊▲❙ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡ ♦♥ ❆❘▼✈✼✳

❛❧s♦ q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧✱ ❜✉t ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✻ ❛♥❞ ✸✷ r❡❣✐st❡rs✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✾ ❛♥❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✇❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥t ✐s ✸✷✱ ♦❢ t❤❡ ❋P▲ ❛♣♣r♦❛❝❤❀ ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s
✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ♦♥ t❤❡ ❧❛♦✲❦❡r♥❡❧s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❞ t❤✉s
❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❛ ❜❛❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡✳

GC NL BL FPL BFPL

1_register 2_registers 4_registers 8_registers 16_registers 32_registers

Number of available registers
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦✈❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❙P❊❈ ❈P❯ ✷✵✵✵✐♥t
❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡ ♦♥ ❙❚✷✸✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶ st✉❞✐❡s ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✈❛r② ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❙P❊❈ ❈P❯ ✷✵✵✵✐♥t s✉✐t❡✳ ❊❛❝❤ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ●❈✱ ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t ◆▲✱ s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s♦♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ②✐❡❧❞ ♣♦♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❛❧❧♦❝❛t♦rs✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❇▲✱
❋P▲ ❛♥❞ ❇❋P▲ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝❧♦s❡✲t♦✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡s ✶✷ ❛♥❞ ✶✸ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✉✐t❡s✳ ◆♦t✐❝❡ ❛ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r
❋P▲ ❛♥❞ r❡❣✐st❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❛♦✲❦❡r♥❡❧s t❛r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❆❘▼✈✼ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✸✮✳

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✶✾

GC NL BL FPL BFPL

1_register 2_registers 4_registers 8_registers 16_registers 32_registers

Number of available registers
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦✈❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❊❊▼❇❈ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ s✉✐t❡ ♦♥ ❙❚✷✸✶✳

GC NL BL FPL BFPL

1_register 2_registers 4_registers 8_registers 16_registers 32_registers

Number of available registers
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦✈❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❧❛♦✲❦❡r♥❡❧s ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ s✉✐t❡ ♦♥ ❆❘▼✈✼✳

✻✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❚♦ ◆♦♥✲❈❤♦r❞❛❧ ●r❛♣❤s

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦♥✲❙❙❆ ♣r♦❣❛♠s✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❙P❊❈ ❏❱▼ ✾✽ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ s✉✐t❡ ✭❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s❡t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❏❛✈❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
❏✐❦❡s❘❱▼ ❥✉st✲✐♥✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✐❧❡r❀ ✐ts ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥ ❙❙❆✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✲
❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ♥♦t ❝❤♦r❞❛❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥t ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✶✻✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥✲
st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✿

▲❙ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏✐❦❡s❘❱▼✳

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✷✵ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

❇▲❙ ❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❇❡❧❛❞②✬s ❢✉rt❤❡st✲✜rst str❛t❡❣② t♦ ♠❛❦❡ s♣✐❧❧✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥s ✐❢ t❤❡✐r ❝♦sts ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤♦s❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳

●❈ ❚❤❡ ❈❤❛✐t✐♥✲❇r✐❣❣s✱ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❖♣t✐♠❛❧ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ■▲P ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✐♦✉❢ ❡t
❛❧✳ ❬✶✶❪✳

▲❍ ❖✉r ❧❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞✳

DLS BLS GC LH Optimal

2 registers 4 registers 6 registers 8 registers 10 registers 12 registers 14 registers 16 registers
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ▲❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❧♦❝❛t♦r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r ❛❧❧ ❙P❊❈ ❏❱▼ t♦❣❡t❤❡r✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✬s ❝♦st✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥ts ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✶✻
r❡❣✐st❡rs✳ ❋♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥ts✱ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❧♦❝❛t♦r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✱
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✶✹ ❛♥❞ ✶✻ r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ st❛❜❧❡s✱ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝❤♦r❞❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✳

DLS BLS GC LH Optimal

check compress jess raytrace d b javac mpegaudio m t r t jack
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ▲❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❛❧❧♦❝❛t♦rs ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥t ✐s ✻✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺ r❡♣♦rts ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ r❡❣✐st❡r ❝♦✉♥t ♦❢ ✻ r❡❣✐st❡rs✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❧❛②❡r❡❞✲❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❧♦❝❛t♦r ♣❡r❢♦r♠s
❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❋♦r ❝❤❡❝❦✱ ❥❡ss✱
❥❛✈❛❝✱ ❛♥❞ ❥❛❝❦✱ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦st ✐s st✐❧❧ ❜❡tt❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

■♥r✐❛



❆ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❙♣✐❧❧✐♥❣ ❍❡✉r✐st✐❝✿ ▲❛②❡r❡❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✷✶

✼ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♣✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳
■♥ st❛t✐❝ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✭❛ss✐❣♥♠❡♥t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②
♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st R ❞❡❣r❡❡s✱ ❛ ♥♦❞❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s
s♣✐❧❧❡❞ ♦r ♣✉s❤❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ st❛❝❦ ✭♦♣t✐♠✐st✐❝ ❝♦❧♦r✐♥❣✮ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧
✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t ❤❛s ❛ ❧♦✇ s♣✐❧❧✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❢❡r❡s ❛ ❧♦t✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② cost(v)/deg(v) t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ s♣✐❧❧ ❬✽❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ❝♦st✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❥✉st✲✐♥✲t✐♠❡ ✭❏■❚✮ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✭q✉❛s✐✲✮❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡♠❛✐♥s ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ✐s
❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❏■❚ ❝♦♠♣✐❧❡rs ❤❛s ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n×R)✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ R ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡❣✐st❡rs ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ ❬✶✽❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❡❧❛❞②✬s ❢✉rt❤❡st ✜rst
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♣✐❧❧✐♥❣✿ ✏❆t ❛ ♣♦✐♥t p ✇❤❡r❡
r❡❣✐st❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤♦❧❞ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♣✐❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡s ❣♦
❢❛rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✑✳ ❘❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ ✉s❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✬ s♣✐❧❧ ❝♦st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣
❬✷✶❪✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s♣✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② Pr♦❡❜st✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ❬✶✾❪✱ ❛♥❞ ❜②
❇r❛✉♥ ❛♥❞ ❍❛❝❦ ❬✼❪✳ ❇r❛✉♥ ❛♥❞ ❍❛❝❦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❇❡❧❛❞②✬s ❢✉rt❤❡st ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✖ ✇❤✐❝❤
✇♦r❦s ✈❡r② ✇❡❧❧ ♦♥ str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ ❝♦❞❡ ✖ t♦ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛s ❛ ♣r❡✲s♣✐❧❧ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❛♥② ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❙❙❆✲❜❛s❡❞ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡② r❡♣♦rt❡❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧♦❛❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❜② 54.5% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s❝❛♥ ❛♥❞ ❜② 58.2% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❆♥ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② P❡r❡✐r❛ ❛♥❞
P❛❧s❜❡r❣ r❡❧② ♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡s t♦ ❞r✐✈❡ s♣✐❧❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❣♦❛❧s ♦♥ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s✱
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❜✐❧✐t② t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ❬✶✼❪✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❢❛st
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♥ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❙❙❆
♣r♦❣r❛♠s✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ♣r❡✲s♣✐❧❧ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❛♥② ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ ❇r❛✉♥ ❛♥❞ ❍❛❝❦✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❧❛②❡r❡❞✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❝❧♦s❡✲t♦✲♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❙❆✲❜❛s❡❞✱ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇✱
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s♣✐❧❧✲❝♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❧❛②❡r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞
❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ ✇♦r❦ ♦♥ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ r❡❣✐st❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② s♣✐❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦
❢♦r♠ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✱ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ ❝❤♦r❞❛❧ ❣r❛♣❤s✮✱ ✐s ❛❧s♦
♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥ ❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✱
♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❤❡✉r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❛♣t
♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦♥✲❙❙❆ ♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙❡✈❡r❛❧ st❡♣s r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ✐♥ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡r✿ st✉❞②✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✐st❡r ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ st✉❞②✐♥❣ ❧♦❛❞✴st♦r❡

❘❘ ♥➦ ✽✵✵✼



✷✷ ❉✐♦✉❢ ✫ ❈♦❤❡♥ ✫ ❘❛st❡❧❧♦

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥ts ✭✇✐t❤ tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡ s♣❧✐tt✐♥❣✮✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ❧✐♥❡❛r s❝❛♥ ❛❧❧♦❝❛t♦rs✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❇✳ ❆❧♣❡r♥ ❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❚❤❡ ❏✐❦❡s ❘❱▼ ♣r♦❥❡❝t✿ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳
■❇▼ ❙②st❡♠s ❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✹✭✷✮✿✸✾✾✕✹✶✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✷❪ ❆♥❞r❡✇ ❲✳ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ▲❛❧ ●❡♦r❣❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣ ❢♦r ❈■❙❈ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ ❢❡✇ r❡❣✐st❡rs✳
■♥ P▲❉■✬✵✶✱ ♣❛❣❡s ✷✹✸✕✷✺✸✱ ❙♥♦✇❜✐r❞✱ ❯t❛❤✱ ❯❙❆✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ▲✳ ❆✳ ❇❡❧❛❞②✳ ❆ st✉❞② ♦❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✈✐rt✉❛❧ st♦r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ✾t❤ ❆♥♥✉❛❧
❆❈▼✲❙■❆▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✶✾✻✻✳

❬✹❪ ❋❧♦r❡♥t ❇♦✉❝❤❡③✱ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❛♥❞ ❋❛❜r✐❝❡ ❘❛st❡❧❧♦✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❣✐st❡r ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦❞❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❈●❖
✬✵✼✱ ♣❛❣❡s ✶✵✷✕✶✶✹✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳

❬✺❪ ❋❧♦r❡♥t ❇♦✉❝❤❡③✱ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❛♥❞ ❋❛❜r✐❝❡ ❘❛st❡❧❧♦✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡
✉♥❞❡r ss❛ ❢♦r♠✳ ■♥ ▲❈❚❊❙✬✵✼✱ ♣❛❣❡s ✶✵✸✕✶✶✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✻❪ ❋❧♦r❡♥t ❇♦✉❝❤❡③✱ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❛♥❞ ❋❛❜r✐❝❡ ❘❛st❡❧❧♦✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐st✐❝
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