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retraite de G. Wallet.

Introduction

Le chémostat est un dispositif expérimental utilisé pour analyser la croissance de
populations de micro-organismes. Son principe et sa modélisation mathématique
seront rappelés en détail plus loin. Pour les besoins de cette introduction contentons
nous de dire qu’il s’agit d’un réacteur (un récipient) traversé par un flux de liquide
contenant le substrat nutritif nécessaire a la croissance des organismes. Lorsque
le débit d du liquide qui traverse le réacteur est fixe, un grand classique de la
théorie mathématique du chémostat affirme qu’une espeéce va éliminer toutes les
autres : c’est le “principe de I’exclusion compétitive”. Cette prévision théorique
est, dans une certaine mesure, corroborée expérimentalement mais est contredite
par les écosystemes naturels ou des especes, en nombre considérable, sont capables
de coexister sur le long terme. Un des sujets de réflexion de I’écologie théorique
est de comprendre les mécanismes qui permettent la coexistence. Ainsi les modeles
mathématiques ou plusieurs populations coexistent sont légion et, dans le cas du
chémostat, il est connu que lorsque le débit d varie de facon périodique, il peut y
avoir coexistence de deux especes ou plus. Le présent article est une contribution a
cette question dans le cas ol le débit d est lentement variable. Précisons un peu.

En tant que dispositif expérimental pour étudier la croissance des micro-organismes
le chémostat a été introduit simultanément en France par J. Monod [16] et aux
U.S.A. par A. Nowick et L. Szilard [20] dans les années 1950. La premiere théorie
mathématique de la croissance d’une espece de bactéries dans le chémostat est due
a C. Spicer [25]. A partir de cette date il y a de tres nombreux articles relatifs a
la compétition de plusieurs especes. Le théoréme d’exclusion compétitive est éta-



bli parallelement a de nombreux articles qui montrent au contraire la coexistence
(évidemment lorsque les conditions du théoremes d’exclusion sont violées). On
trouvera dans le livre de H. Smith et P. Waltman [24] toutes les informations et
références concernant ce sujet.

Le modele le plus classique pour la croissance de N populations d’especes dif-

férentes est : 4
s
o = d(Sin—5) — L1 i(s)xi

(1)
dx; .
() —d)x i=1,2,..,
o (i(s)—d)x; i N

Les variables s(r) et x;(¢) sont respectivement les concentrations a I’instant  de la
ressource et la concentration des différentes populations de micro-organismes. Le
taux de croissance de I’espece i en présence d’une concentration s est :

pi(s)

ou les fonctions y; sont de “type Monod", c’est a dire définies pour s positif, conti-
nues, nulles en 0, croissantes et bornées. Enfin, d est le débit entrant et sortant (on
travaille a volume constant) dans le réacteur.

Génériquement, lorsque d est traité comme un parametre fixe, chaque espece i
gagne la compétition lorsque d appartient a un intervalle ouvert 6; ; les extrémités
des 6; sont donc des valeurs de bifurcation de (1). Si maintenant d varie lentement,
soit d = d(€t), nous sommes en présence de “bifurcations dynamiques” ou le phé-
nomene de “retard a la bifurcation” (nous expliquerons de quoi il retourne) peut se
produire. Dans notre cas il est présent et explique en partie comment les especes
peuvent coexister.

En partie seulement. En effet, dans le modele (1) il peut arriver, lorsque d varie,
que la taille x;(#) d’une population, avant de croitre & nouveau, diminue jusqu’a
des valeurs si petites que le nombre réel x;() ne représente plus un grand nombre
d’individus ce qui est une condition nécessaire pour que 1’approximation d’une
quantité discrete (le nombre) par une quantité continue ait du sens. Cette question
est connue en dynamique des populations sous le nom de “atto-fox problem” et a
été soulevée par D. Molisson en 1991 ([15]) a propos d’un article de J.D. Murray
et alii. Dans [17] Murray et ses collegues présentent un modele de diffusion de la
rage en Grande Bretagne ou la populations des renards infectés décroit jusqu’a des
valeurs tres basses pour croitre a nouveau dans des vagues récurrentes d’infection,
ce que Molisson critique ainsi :



As to the second wave, close inspection shows that the explanation
lies, not much in the determinism of the model, as in its modelling
of the population as continuous rather than discrete and its associa-
ted inability to let the population variables reach the value zero. Thus
the density of infected at the place of origin of the epidemic never
becomes zero, it only declines to a minimum of around one atto-fox
(10718 of a fox, Hugues 1960) per square kilometer. The model then
allows this atto-fox to start the second wave as soon as the susceptible
population has regrown sufficiently.

Cette critique est évidemment tres pertinente et ¢’est exactement ce qui va se pro-
duire dans notre modele (1). Il y a plusieurs fagcons de combattre I’irréalisme de ce
modele. Une premiere possibilité consiste a changer de modele chaque fois qu’une
des variables x; passe en dessous d’un certain seuil ;. On peut choisir alors 1’hy-
pothese (classique en écologie) d’un “effet refuge” qui prévient la disparition ou
I’hypothése opposée qui, au contraire suppose qu’en dessous du seuil ¢; la popula-
tions disparait irrémédiablement. Nous avons exploré cette voie avec T. Sari dans
[13] et il y sera fait allusion dans le présent texte.

Une autre facon d’introduire plus de réalisme dans (1) est de supposer que, a travers
des mutations, les especes “communiquent” entre elles. C’est celle qui est choisie
ici et a laquelle I’essentiel de I’article est consacré. Précisément je considere le
systeme différentiel :

ds

o d(Sin— ) — XN pi(s)x;

dxl- N i

o (.u'i(s)_d)xi+czlai,jﬂj<s)xj i=1,2,..N
]:

Lorsque o = 0 on reconnait le modele (1). Lorsque o n’est pas nul le terme :
N
() Z al-_,j,uj(s)xj
j=1

peut s’interpréter comme des mutations qui font passer d’une espéce a une autre.
Nous observerons alors des résultats de simulation a priori surprenants qui trouve-
ront leur explication dans le phénomene de “retard a la bifurcation”.

Enfin rappelons que la voie la plus réaliste pour rendre compte de populations
ayant un petit nombre d’individus est de se tourner résolument vers des modeles
probabilistes (processus de naissance et de mort). Cette voie ne sera pas poursuivie



ici mais signalons qu’elle aussi réserve des surprises ([4]).

Lesprit sera tres “Analyse Non Standard ™ en ce sens que N pourra étre “infiniment
grand”, ¢ “infiniment petit” et € dans d(€t) sera “infiniment petit”. Mais, comme
je ne ferai pas de démonstrations formelles et que j’essayerai le plus souvent d’em-
porter la conviction ou a éveiller la curiosité a 1’aide de simulations numériques,
on peut aussi dire qu’il s’agit d’un exposé essentiellement euristique ol la connais-
sance des techniques de I’ A.N.S. n’est pas nécessaire.

Aborder le cas N infiniment grand du point de vue de I’analyse classique revien-
drait a étudier un modele ot les taux de croissance dépendent d’un “trait” continu
a:

w=pu(sa)
et a étudier un systeme du genre :
ds
T = d(Su—s0)~ [ uis.0)x(r,0)d0
dx

Xia) = (uls,a)—d)x(t,a)+ G/A(a, 0)u(s, 0)x(1,0)d0

Ce type de modele fait I’objet de nombreuses études (on peut citer par exemple
[21]). C’est pourquoi le lien entre ce que dit le systeme “discret” de N équations
différentielles lorsque N est infiniment grand (au sens formel de I’ A.N.S.) et ce que
dit le modele continu ci-dessus mériterait d’étre fait mais ne le sera pas ici.

Dans un assez long premier chapitre j’explicite dans le détail les interprétations
biologiques du systeme différentiel considéré mais je dois insister sur le fait qu’il ne
s’agit en aucun cas d’une théorie de la compétition évolutive de micro-organismes.
En effet, aussi sommaire et spéculative qu’elle soit, une théorie mathématisée se
doit de mettre en relation des résultats mathématiques avec des faits avérés, ce qui
ne sera pas le cas en dehors de quelques généralités. Les considérations biologiques
exposées ne sont la que pour motiver les questions mathématiques que je pose,
questions qui sans ces motivations pourraient sembler assez artificielles. Enfin, la
théorie du “retard a la bifurcation” qui joue un role central dans cette étude, sera
expliquée avec quelques détails et accompagnée d’une courte note bibliographique.

Mon plan est le suivant.
— Au paragraphe 1 je détaille la problématique qui m’intéresse en rappelant
des résultats trés classiques sur la compétition en chémostat qu’on trouvera
par exemple dans le grand classique sur la question qu’est [24]. Je donne



les informations relatives au “retard a la bifurcation”. Ces rappels faits je
présente quelques observations surprenantes qu’on peut faire sur des simu-
lations dans le cas de compétition d’un petit et d’un grand nombre d’especes.

— Le paragraphe 2, consacré en détail au cas a 2 et 3 especes, est une prépara-
tion au cas avec un grand nombre d’especes. On comprend le role du retard
a la bifurcation dans I’explication de I’extinction des especes et des calculs
tres simples permettent de prédire le résultat des simulations.

— Le paragraphe 3 considere un grand nombre d’especes avec un effet refuge.
Ce cas, est biologiquement parlant assez discutable mais a le grand mérite
d’étre plus facile a comprendre et ainsi prépare le ...

— ... paragraphe 4 ot les mutations sont enfin traitées.
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1 Introduction a la compétition dans un chémostat

Un chémostat est un réacteur de laboratoire traversé par un flux continu d’eau
contenant en solution un substrat nutritif. Des micro-organismes (bactéries, phy-
toplankton, levures...) sont placés dans le réacteur. Le contenu du réacteur est agité
de facon a ce que le mélange puisse &tre supposé parfaitement homogene.

Dans un premier temps je rappelle ce que dit le “principe” (ou théoreme) de I’ex-
clusion compétitive (lorsque le débit d est fixe).



1.1 Le mode¢le de base

Considérons le modele “ressource dépendant” classique le plus simple de compé-
tition de N especes dans un chémostat :
ds
o = dSn—9) =L mils)x
. 2)
d—t’ = (W(s)—d)x; i=1,2,..,N

ou les variables et parametres ont I’interprétation suivante :

— x;(¢) est la taille a I’instant 7 de la population (on dit aussi la “biomasse”) de
la i-eme espece.

— s(t) est la concentration du substrat nutritif dans le chémostat.

— d est le débit du liquide qui traverse le réacteur.

— S;, est la concentration en entrée du chémostat.

— Les fonction s — ;(s) sont les taux de croissance de chaque espéce. On
suppose que le rendement de croissance des micro-organismes est égal a 1
c’est a dire que la fonction qui représente le taux d’absorption de substrat est
aussi U;. En fait, si le rendement est constant, on peut se ramener a ce cas en
choisissant convenablement les unités.

Nous supposons que les y; sont des fonctions de “type Monod”, c’est a dire conti-
nues, nulles en 0, croissantes et majorées et nous notons :

= Himax = Sup(”i),

— Mmax = maxi:1,2,...N(.ui max),

— pour d< Hi maxs )Ll(d) = “iil(d),

— et, enfin, pour d < Uyay, A*(d) = min(A;(d)).

Pour terminer, afin de rendre plus 1égere 1’exposition, je fais I’hypothése qui suit
qui ne change rien sur le fond.

Hypothese 1.1 Quelle que soit d on a pour toute valeur de i :

d < ,lLl‘(Sin)

Une (presque) intégrale premiére

Commengons par une remarque facile (mais utile). La variable “masse totale” :

N
M(t) = s(t) + ;xi(t)

est solution de I’équation différentielle :

M

T d(et)(Sin—M)



2" (d) M(d) 23(d)

FIG. 1 — Trois taux de croissance : 1*(d) = A»(d))

et donc, des que 7 est assez grand, on a approximativement M(t) = S;, et méme :
M ([ ) =S
si nous prenons la précaution de choisir les conditions initiales de facon a ce que

M(0) = Sin, ce qui sera fait dans les simulations suivantes.

De cette remarque il faut retenir que la biomasse totale et la concentration en
substrat varient de facon inverse : quand s augmente la biomasse diminue et in-
versement.

Le théoreme de I’exclusion compétitive (quand d est fix¢é)

En général, pour un d donné, il existe un unique indice iz tel que A*(d) = A;,(d).
Lorsque c’est le cas I’équilibre :

(S = /l*(d)v-xo - O,X] = 07 Xy = Sil’l _)L*(d)7 o AN—1 = 0)
ou, noté plus simplement :
(A’*(d)vovoa o 'aO,Sin *A*(d)aov o 70)

est globalement asymptotiquement stable. C’est le “principe (ou théoreme) de I’ex-
clusion compétitive™ : toutes les especes disparaissent sauf celle qui pour s = A*(d)
a le meilleur taux de croissance (voir Fig. 1). La stabilité locale se démontre facile-
ment en calculant les valeurs propres de la jacobienne, la stabilité globale a 1’aide
d’une fonction de Liapunov.

On voit que lorsque les graphes des u; “ se croisent ” I’issue de la compétition
dépend de la valeur de d.



2“(d) M(d) A3(d)

F1G. 2 — d varie lentement entre d_ et d™

1.2 Quand d varie lentement

Nous supposons maintenant que L,y est de I’ordre de I’unité et que d varie lente-
ment, par exemple :
d(et) =a+bcos(0.001¢)

avec 0 <a—b <a-+b < Upna On s’attend a ce que 1’équilibre :
(% A*(d),~0,~0,--,~0,~S;, —A"(d),~0, ,~0)

soit un équilibre quasi stationnaire variant lentement au cours du temps. Ainsi dans
le cas de la figure Fig. 2 on s’attend a voir I’espece 3 (I’espece rouge) “presque
gagner la compétition”, c’est a dire, pour x3 avoir une valeur proche de S;, —
A*(d(et)) alors que x; et xp sont trés proches de 0. Puis, peu de temps aprés que
d(et) aura traversé la valeur correspondant a I’intersection des graphes de 3 et i,
on s’attend a voir x, (I’espece bleue) croitre jusqu’a la valeur S;, — A*(d(€t)) alors
que x3 décroit vers 0 (c’est I’espece 2 qui gagne la compétition). Puis, enfin, on
s’attend a ce que x; (I’espece verte) croisse a son tour quand d(€t) aura traversé
la valeur correspondant a I’intersection des graphes de i, et i;. Pour terminer on
s’attend a voir le méme scénario se reproduire en sens inverse lorsque d(et) dé-
croit. Ainsi chaque espéce prend I’avantage quand d(&t) se trouve dans la zone qui
la favorise comme indiqué sur sur la Fig. 3.

Une autre facon de dire les choses est de considérer une espece fictive dont le
taux de croissance serait :

p = Sup U;

et de dire que, quand d varie lentement, tout se passe comme si la biomasse com-
posite de toutes les espeéces se comportait comme une unique biomasse qui aurait

10



2" (d) Mi(d) A3(d)

FIG. 3 — En noir I’état "quasi stationnaire" attendu lorsque d croit lentement

ce U pour taux de croissance.

En fait cette intuition est partiellement fausse. En effet la méthode de 1’état quasi
stationnaire n’est justifiée que si I’état stationnaire du systéme, lorsque la variable
lente est gelée, est stable et, de plus, dépend de facon continue de la variable lente.
De facon plus précise la méthode de 1’état quasi stationnaire est justifiée par le
théoréme de Tychonov dont voici un énoncé simplifié (voir [8] et [11] pour des
énoncés plus complets). On considere le systeme (dit “lent rapide”) :

e _ f(x,y) x€RP
dy
o= eg(x,y) y€eR?

ou f et g sont des fonctions stantard. Lorsque, comme c’est le cas dans notre
exemple, c’est un parametre d qui est lentement variable on I’incorpore dans les
variables d’état en écrivant :

d(et) = A
dA 4)
== oo0l

Il est plus agréable d’énoncer le théoréeme de Tychonov sur le systeme équivalent :

d
& = lfny) xeRe
dy R
2 = g(x,y) ye

obtenu en changeant I’unité de temps. On suppose :

11



Hypothese 1.2 1l existe une fonction différentiable y — @(y) telle que
fle(),y)=0

ce qui veut dire que pour tout y le point Q(y) est un équilibre du systéme (oi y est
“gelée”) :

dx

= = f(x,

5 =)
et suppose de plus que cet équilibre est globalement exponentiellement stable.
on a alors le :

Théoréme 1.3 Tychonov. Pour toute condition initiale (x(0) = xq,y(0) = yo) li-
mitée, au bout d’une durée de I’ordre de € et pour t limité on a x(t) = @(y(t)) ou
y(1) est solution de I’équation :

dy

2 _ ’ 6

g =00y (6)
Le point @(y) est un état stationnaire de 1’équation en x a y “gelée” qui évolue
lentement selon 1’équation (6). D’ou la terminologie “méthode de 1’état quasi sta-
tionnaire”.

Qu’en est-il dans notre systeme de compétition dans le cas, le plus simple, de 2
especes en présence :

? = d(Sin—5) — (U1 (s)x1 + U2(5)x2)

t (7)
dx; N Ve C_
B - =12

Supposons, pour fixer les idées que d < d* = 1 (d) > uz(d) etd >d* = 1 (d) <
U2(d). Nous avons vu que d est la variable lente correspondant a y dans le théo-
reme. Nous devons déterminer quel est I’équilibre globalement exponentiellement
stable @(d) du systeme (7) ci-dessus. Pour d < d* 1’équilibre stable est :

()Ll(d)vsin_ﬂ‘l(d)v 0 )
et pour d > d* c’est le point :
(A2(d); 0 ,Sin —22(d))

Il y a donc une discontinuité dans la fonction @(d) pour d = d* (la place de 0 est
changée) et donc le théoreme de Tychonov ne peut pas s’appliquer. Nous allons
maintenant expliquer ce qui se passe dans ce cas.
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u
FIG. 4 — La solution de (9)
1.3 Leretard a la bifurcation.
Considérons 1’équation :
dx
>~ 8
dt Hx ®

Pour u négatif 1I’équilibre x = 0 est stable puis instable pour u positif. On dit que
la valeur i = 0 est une valeur de bifurcation parce que pour i < 0 et pour it > 0 la
dynamique du systeme est qualitativement différente. On dit souvent que lorsque
U traverse la valeur 0 I’équilibre stable devient instable mais cette terminologie
est trompeuse. En effet, supposons que 1 croisse lentement de la valeur —1 a la
valeur +1 et que x(0) = 1. Donc nous considérons le probleme de Cauchy :

ao

dt - K

du _ &)
dt - ¢

x(0)=1 n(0)=-1
dont la solution est :
wu(r) = —l+et

x(t):x(O)ef‘;“(T)dT = efz 7!

On voit (Fig. 4) que le moment ou x(¢) “réapparait” n’est pas celui ot U traverse
la valeur 0 mais le moment ol i s’approche de la valeur +1 puisque le graphe de

13



=

0.5

F1G. 5 — Deux fonctions p particuliéres.

la solution est symétrique par rapport a I’axe vertical. Plus on passe du temps dans
la zone de stabilité plus on doit passer de temps dans la zone d’instabilité pour
pouvoir “ressortir”’. On voit aussi qu’a I’instant ot ¢ prend la valeur 0, soit pour
t =1, lavaleur de x(r) est :

Cette valeur est donc exponentiellement petite.
On montre que ce phénomene est tres général et n’a rien a voir avec la forme sy-

métrique de I’équation. Regardons comment il se présente dans le cas d’un modele
de 2 populations. Soit donc le systeme :

d
E’; = d(Sin—s) = X7 i(s)x;

d;tl — (ils)—d)xy 10
% = (i2(s) —d)x

avec, pour fixer les idées et faire des simulations,

s () 3s
pr s pr
0.2+s H 1+s

i (s)

On voit immédiatement que les deux graphes se rencontrent pour d = 0.5 (voir

Fig. 5). Faisons varier d lentement de la valeur d = zlt ad= %, soit d(et) = % +é&t;

14
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L\ \ |

=025 ¢

F1G. 6 — Une solution de (10).Evolution de x; (en rouge), de x, (en vert) au cours
du temps. En noir évolution de d au cours du temps.

on s’attend a ce que dans un premier temps, tant que d < %, I’espece 2 (en vert)
disparaisse au profit de I’espece 1 (en rouge) puis réapparaisse au moment ou d
traverse la valeur %pour t= ﬁ. Ce qu’on voit sur la Fig. 6, ou la simulation est
faite pour € = 0.001, c’est que la “réapparition” de I’espece 2 et la “disparition”
de I’espece 1 (indiqués par la fleche sur la figure) ont lieu beaucoup plus tard.
De plus, on constate que le minimum atteint par x», pour t = ﬁ, vaut : 7.3 1076,
Pour différentes valeurs de € on a le tableau 1.3 : Des valeurs pour minx; telles que

€ 5010°[1.010°]50107% [ 20107
minx, | 741072 [ 7.310°° ] 7.010°'1 | 6.210°2°

TAB. 1 — Le minimum de x; en fonction de €

7.010~!"! et plus petites correspondent, du point de vue de la “réalité” biologique, &
la valeur O car un “empilement compact” de bactéries de 1 pm ne dépasse pas 10'2
individus par ml. Les variables x; représentant des nombres entiers d’individus dans
une population il est nécessaire dans I’analyse des systemes d’équations de faire
intervenir des seuils ¢; en dessous desquels les équations ne signifient plus rien et
doivent étre remplacées par d’autres considérations.

15



1.4 Le cas périodique avec deux especes

Supposons maintenant que 1’on fasse varier d de facon périodique. Par exemple
d(et) = 0.5—0.25 cos(et). En fait, dans le cas périodique, on devine assez faci-
lement une condition qui interdit la disparition d’une espece. Etablissons la pour
I’espece 2. Lorsque I’espece 2 est absente le systeéme (5) évolue dans le plan xp =0
vers un cycle limite. Plagons nous sur ce cycle noté t — (51(¢),x;()) et calculons
I’intégrale sur la période T du taux de croissance de x;, soit Up, diminué du débit
sortant :

[ (k51 0)) 0y

Si maintenant nous prenons, toujours & proximité du cycle t — (5;(¢),%;(¢)), un
x2(0) trés petit, une bonne approximation de la croissance de x, sur une période
sera donnée par :

%2 (T) = x2(0)elo (251 (1)) ~d(1))ds

et donc il ne pourra pas y avoir extinction de x; si la condition :

[ wa510)) — a0y > 0 an

est réalisée. Inversement la condition :

[ 520) — a0y > 0 (12)

ol — (52(),%2(t)) est le cycle limite du plan x; = 0, assure la non extinction de
x1. Donc si les deux conditions (11) et (12) ci-dessus sont réalisées simultannément
il doit y avoir coexistence des deux especes 1 et 2!. A priori nous ne savons pas
s’il est possible de réaliser les conditions (11) et (12) simultannément mais les
simulations le montrent, comme par exemple celles du systeme (13) ci-dessous
qui dépend du parametre m faites pour € = 0.002. En faisant varier m on passe
de la disparition de I’espece 1 a celle de I’espece 2 en passant par une plage de
coexistence.

( ds S ms
=7 = d(&t)(Sin—5) = gaXl — 155%2
dx1 s
jTt = (gog —d(et)x (13)
x2 ms
d(et) = 0.5—0.25cos(et)

!En fait on peut montrer qu’il y a dans ce cas un cycle limite dans I’orthant strictement positif.
Voir [24].
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m =285

FI1G. 7 —Les solutions de (13) pour trois valeurs de m. En rouge x; en fonction de ¢.
En vert x, en fonction de ¢. En noir d en fonction de ¢.

Sur la Fig. 7 on observe la “disparition” progressive de I’espece verte pour m = 2.6,
la coexistence des deux especes pour m = 2.65 et la “disparition ” progressive de
I’espece rouge pour m = 2.83. On observe également le retard entre le moment
ol d(€t) traverse la valeur correspondant a I’intersection des graphes de y; et de
U (les intersections de la courbe grise avec la droite horizontale) et le moment
de “I’échange  des especes 1 et 2. Le tableau donne I’état des inégalités (11) et
(12) pour diverses valeurs de m. Notons que, en soi, I’observation de la coexistence

m] 250] 2.60] 2.65| 2.85| 3.00
JT(ua(51 (1)) —d(r)) | -32.14 | -1.52 | 13.78 | 75.01 | 120.94
JT (i (s2(0)) —d(x)) | 7153 [ 51.32°] 40.96 | -1.39 | -33.51

TAB. 2 — Evaluation numérique des intégrales (11) et (12)

sur une longue durée pour m = 2.65 ne prouve rien. En revanche I’observation sur
tableau (1.4) que pour m = 2.65 les deux intégrales sont positives prouve la coexis-
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tence.

Compte tenu de ce que nous avons remarqué sur le caractére exponentiellement
petit de x| ou x3 lors du passage de d(€t) par la valeur correspondant a l’intersec-
tion des graphes de L, et de |l cette coexistence est purement mathématique !

1.5 La compétition avec un grand nombre d’especes

Dans ce paragraphe nous allons observer des simulations du modele :

ds
== d(Su—s)~ XX s
dx; N ) (14)
ar ('ui(s)_d)xi+6210i,jﬂj(S)Xj i=1.,N
J:

dans le cas ou d varie lentement et ou N est grand. “Grand” veut dire entre 50 et
1000.

Un petit rappel d’ordre de grandeurs que les spécialistes d’écologie microbienne
nous indiquent expliquent le choix des parametres qui vont suivre.

Dans les eaux usées rejetées par une ville le nombre d’especes différentes qu’on
peut y trouver se chiffre par milliers. Par espece on entend un ensemble d’indivi-
dus dont ’ADN est semblable en un certains sens. Pour nous deux espéces seront
différentes si elles n’ont pas le méme (L, ce qui n’est pas tout a fait la méme chose.

Le volume d’un chémostat peut varier de quelques centilitres a quelques litres.
Nous retiendrons le litre.

Un empilement compact de bactéries (cubiques :-)) de 1um dans un volume de
1 1 contient 10% individus. Une concentration peu dense ou chaque bactérie se
trouve a 100 fois sa taille de sa voisine donne 10° individus par litre. Une concen-
tration de 10'? individus par litre est une concentration courante. C’est celle que
nous retenons ; dans nos équations une unité représente donc 10'? individus. Donc
10~ qui représente 10° individus est un seuil en dessous duquel [’usage du modeéle
continu pour représenter une concentration devient inacceptable.

Les taux de croissance L;(s) sont compris entre 0.1 et 'unité. Si ['unité de temps

est I’heure on a des temps de doublement de I’ordre de la journée a I’heure ce qui
est réaliste.
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F1G. 8 — Les graphes des fonctions y; et ¢ (en noir) de 1.5.1 et leur enveloppe
supérieure U (en noir). N = 10 et N = 200.

Les taux de mutation sont de I’ordre de 10~% a 10712,

1.5.1 Choix des fonctions [;

Les fonctions 1; que nous allons choisir sont caricaturales. Ce choix nous aidera a
comprendre dans les paragraphes suivants 1’origine des phénomenes observés.
— Pour commencer on se donne les parametres :

1 _
! ; ¢,=0.25 i

m; = 5 p,'=0.01

l—mi

— et on définit les y; par :

-
s<ei= W(s)= e—fs ;s> e = Wi(s) =mi+pi(s—e)
l
Sur la Fig. (8) sont tracés les graphes dans les cas N = 10, a gauche, et N =200 a
droite.

Un code continu de couleurs a été choisi, du rouge au bleu en passant par vert
pour les i croissants. Les variables x;(7) auront la méme couleur que celle choisie
pour le graphe de y;.

On voit que chaque fonction y; est une fonction linéaire par morceau. Ces fonctions
ne sont pas exactement de “type Monod” mais ce n’est pas important. Comme la
variable s sera toujours majorée par S;, (ici par 3) il suffirait, ce qui ne changerait
rien, de définir s > S;;, = W;(s) = W;(Sin) . Nous introduisons pour finir la fonction
“enveloppe supérieure” u en noir sur la Fig. (8) :

[.L(S) = max,-:hz’...7N/.L,-(s) (15)
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Les constantes ont été choisies de fagon a ce que 1’enveloppe supérieure p, soit de
“type Monod” et nous observons que pour chaque i il existe un unique intervalle
non vide /; tel que :

Hi(s) = u(s) <= sel;

comme dans le dessin de la Fig. 1 fait pour trois especes.

1.5.2 Simulations sans mutation en présence d’un “effet refuge”

Nous avons compris que les variables x; sont susceptibles de prendre des valeurs
exponentiellement petites. Pour nous prémunir contre ce phénomene nous ajoutons
au modele ce qu’en écologie on appelle un “effet refuge".

En écologie, dans une relation “proie-prédateur”, on dit qu’il y a “effet refuge”
si, lorsque la concentration de la proie passe en dessous d’un certain seuil, cette
derniere devient inaccessible au prédateur (par exemple un petit nombre de pe-
tits mammiferes peuvent peuvent échapper a des rapaces en se cachant sous des
feuilles ; s’ils sont nombreux ils ne peuvent pas se cacher tous).

Introduire un effet refuge dans nos modeles peut se faire en introduisant dans le
schéma itératif de nos simulations la condition :

si x;(t) < a; alors x;(t +dt) = o

ans le cas de la compétition dans un chémostat, qui n’est pas une situation de re-
D I del 1t d h tat, ‘est tuat d.

lation “proie-prédateur”, on pourrait, pour justifier [’existence de ces seuils, ima-
giner un phénomene d’attachement aux parois : une petite partie de la population
des bactéries s’attache aux parois et n’est donc pas entrainée par le flux qui tra-
verse le réacteur. Mais il ne faut pas donner de I’ importance a cette interprétation.

Parametres des simulations de la Fig.9

— N =50, N =200 et N = 1000 de haut en bas.
Pas de mutation : o = 0.

Effet refuge : o; = 107 pour toutes les especes.
d(et) =0.5—0.3cos(er)

- £=0.005

x;(0) =0.01; s(0) = S;,

- Sin=3

1000 <r¢ < 11000
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F1G. 9 — Simulations pour N = 50, N = 200 et N = 1000 dans les conditions du
sous/sous/paragrapghe 1.5.2. En gris “gras” évolution de la biomasse totale et en
rouge “gras” celle de la biomasse d’une unique espece qui aurait pour taux de
croissance L.

Commentaires sur la Fig. 9.

— La sinusoide en rouge fin est le graphe de d(€t)
— La courbe en rouge gras est le graphe de x() pour le “systeme idéal” régi

par U : p
& (S —s)— u(s)x
di (16)
= (uls) —d)x
dt K

— La courbe en gris gras est le graphe de la biomasse totale, c’est-a-dire :

B(t) =Y xi(r)

— Les courbes en traits trés fin sont les graphes des x;.
Nous faisons les observations suivantes :
— Un régime périodique semble étre installé.
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— Contrairement a ce que pourrait laisser espérer la présence d’un effet refuge
avec seuil relativement €levé, la biomasse totale est loin d’évoluer comme
évoluerait la biomasse du “systeme idéal”. Il y a trois effondrements succes-
sifs de la biomasse totale.

— Pour N assez grand (200, 1000) I’évolution de la biomasse totale semble
indépendante de N.

— La biomasse totale est constituée d’un certain nombre d’especes voisines (de
méme couleur) qui se succedent au cours du temps. Le nombre des especes
qui constituent la biomasse augmente avec N.

1.5.3 Simulations en présence de ‘“mutations du génotype”

Dans le modele avec effet refuge du paragraphe précédent la subsistance des es-
peces n’est pas une surprise puisque, par définition, 1’effet refuge implique la sub-
sistance. Dans ce paragraphe, a contrario je vais supposer I’existence d’un seuil de
disparition en introduisant dans le schéma itératif 1’instruction :

six;(t) < oy alors x;(t+dt) =0

mais autoriser la possibilité de leur réapparition par un mécanisme de mutation. Le
modele est le suivant :

ds

o = A=) =X pils)n

. ilj(s)x; (17
L (1ol —dn B =12 N

qui peut s’interpréter ainsi :
— Au moment de la division cellulaire une fraction ¢ des cellules filles de la
i-me espece mute. C’est le terme

—G,ui(s)x,-

— La fraction des genes mutés se répartit unifiormément sur les autres especes
présentes.

L’idée derriere ce modele est que les contraintes physiques (rapports surface/volume,
vitesse des réactions chimiques, etc...) définissent pour chaque concentration s le
taux de croissance maximum, lL(s), pour une “bactérie idéale ” et que la sélection
naturelle a favorisé au cours du temps les especes qui, pour au moins une valeur
de s, se rapprochent de cet idéal. Donc Sup L;(s) =~ W(s). Les mutations qui ne se
portent pas sur une telle espéce sont éliminées et ne sont pas prises en compte dans
le modéle.
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F1G. 10 — Simulations dans les conditions de 1.5.2 en haut et de 1.5.3 en bas. En
gris “gras” évolution de la biomasse totale et en rouge “gras” celle de la biomasse
d’une unique espece qui aurait pour taux de croissance (L.

Parametres des simulations de la Fig.10.

La simulation du haut est la simple reprise, a fin de comparaison, de la simula-
tion centrale de la Fig. 9. La simulation du bas est effectuée dans les conditions
suivantes :

- N =200.

— Meéme seuil de disparition pour toutes les especes :

Si x;(t) < 8 alors x;(t +dt) =0.1Ici § = e 0~ 2.1107°.

— d(et) =0.5—0.3cos(er)

- £=20.005

- Sin=3

- x;(0) =0.01; s(0) = S,
Le parmetre ¢ de (17 ) vaut o = 0.0002
1000 <t < 11000

Commentaires sur la Fig.10.

Les conventions sont les mémes que pour la Fig. 9. Notamment :
— La sinusoide en rouge fin est le graphe de d(&t)
— La courbe en rouge gras est le graphe de x(7) pour le “systeéme idéal” régi

par U.
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— La courbe en gris gras est le graphe de la biomasse totale.

— Les courbes en traits trés fin sont les graphes des x;.
Sans étre identiques les évolutions de la biomasse totale sont tres semblables dans
la simulation du haut (modele avec effet refuge et sans mutation) et celle du bas. Il
semble que les especes présentes “alimentent” par 1’effet des mutations toutes les
especes et assurent une présence supérieure au seuil de disparition. On observe une
différence dans la répartition des especes qui constituent la biomasse totale.

1.5.4 Simulations en présence de variation du ‘“phénotype”.

Un “trait” (ou “phénotype”) est une caractéristique d’un organisme (dans notre
cas ce pourrait étre la fonction U;) qui est transmis d’une génération a l’autre avec
une petite variation. 1l est facile de concevoir qu’apres la division cellulaire le
u des cellules filles ne sera pas exactement le méme que celui de la cellule mere.
Ces différences peuvent provenir de mutations et/ou de variations dans la structure
physique des organismes.

Je traduis cette variabilité dans le modele défini par les équations :

( % = d(Si—s)— XN, pwils)xi
% = ((1-20)ui(s) —d)xi+ o [ti—1(8)Xi—1 + Hix1(8)xit1] i=2,...,N—1
% = ((1=0o)u(s)—d)x; +o[ua(s)x]
%? = ((1—o0)un(s) —d)xy +S[uy—1(s)xn-1]

(18)
Dans ce modele une fraction 20 de la population de I’espece i se répartit a égalité
les especes i — 1 et i+ 1 (sauf pour les especes extrémes).

Parametres des simulations de la Fig.11.

- N =200.
— Méme seuil de disparition pour toutes les especes :
Si x;(t) < 8 alors x;(t +dt) =0.1ci § = e 20~ 2.1107°,
— d(et) =0.5—0.3cos(et)
- €=5010%e=10"3¢=1.2510"°
- Sn=14
x;(0) =0.01; s(0) = S,
Le parametre ¢ du modele (18 ) vaut ¢ = e 0~24103
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F1G. 11 - Simulations dans les conditions de 1.5.4. De haut en bas : € =
5.01074;e = 1073;& = 1.251073. En gris “gras” évolution de la biomasse totale
et en rouge “gras” celle de la biomasse d’une unique espéce qui aurait pour taux
de croissance U.

Commentaires sur la Fig.11.

Les conventions sont toujours mémes que pour la Fig. 9. Notamment :

— La sinusoide en rouge fin est le graphe de d(et)

— La courbe en rouge gras est le graphe de x(t) pour le “systeme idéal” régi
par U.

— La courbe en gris gras est le graphe de la biomasse totale.

— Les courbes en traits trés fin sont les graphes des x;.

On observe que le résultat dépend tres fortement de la vitesse de variation de d :

— Sur la simulation du haut la biomasse totale reste trés proche de la biomasse
de I’espece idéale.

— Sur la simulation du milieu qui a lieu pour une vitesse deux fois plus grande
des brusque diminutions de la biomasse totale apparaissent lors de la phase
montante de d(&t).

— Sur la simulation du bas il y a disparition de toutes les especes.

De plus les résultats des simulations sont également tres sensibles aux valeurs du
seuil de disparition comme on le voit sur la Fig. 12 ot I’on reproduit en haut la si-
mulation du milieu de la Fig. 11 obtenue avec § = e~2* ~2.110~ pour la compa-
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FIG. 12 — Simulations dans les conditions de 1.5.4. En haut : € = 1073;8 =
2.1107%; enbas € = 1073;8 = 2.110~° En gris “gras” évolution de la biomasse
totale et en rouge “gras” celle de la biomasse d’une unique espece qui aurait pour
taux de croissance [.

rer avec une simulation faite dans les mémes conditions sauf § = e 18 ~ 1.51078.

1.6 Conclusion de la premiere section

Il était connu que le principe de 1’exclusion compétitive n’est plus valide quand le
taux de disparition d est variable. On s’intéresse au cas ou d est lentement variable.
La théorie des “bifurcations dynamiques” nous explique pourquoi, dans ce cas, les
tailles des populations les moins performantes vont décroitre jusqu’a des valeurs
inacceptables du point de vue de la modélisation : la réapparition d’une espeéce a
lieu parce que, a partir d’une population de taille inférieure a celle d’un individu
(donc dépourvue de sens), des lors que les conditions (la valeur de d) redeviennent
favorables, la taille va croitre a nouveau. C’est I’ atto-fox problem.

Comme nous nous intéressons a la persistance dans le cas d’un nombre impor-
tant d’especes nous essayons d’imaginer des mécanismes qui empéchent la taille
de la populations de descendre en dessous d’un certain seuil, que ce soit par “effet
refuge” ou I’introduction de mutations au moment de la division. Les simulations
montrent que quand N est grand il y a un modele limite indépendant de N et que
le choix des hypotheses faites pour supprimer 1’ atto-fox problem conduit a des ré-
sultats qualitativement différents qu’il est, pour le moment, difficile d’interpréter.
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En effet, on se serait attendu a ce que, au moins dans le cas de I’ “effet refuge”, a
ce que I’effet “retard a la bifurcation” disparaisse et a ce que tout se passe comme
si la méthode de I’état quasi-stationnaire était maintenant correcte. Mais ce n’est
pas ce que nous observons. En fait la situations que nous avons abordée dans ces
dernieres simulations est complexe. Il y a maintenant trois parameétres

— € qui est réputé petit.

— N qui est réputé grand.

— « dans cas de I'effet refuge ou o dans le cas des mutations qui sont réputés

petits.

et nous allons voir que c’est leur relation qui explique les simulations.

1.7 Commentaire bibliographique sur le retard a la bifurcation

C’est en 1886 qu’avec G. Wallet nous avons remarqué que son article [26] avait
une interprétation en termes de retard a la bifurcation et I’avons expliqué dans une
courte note [14] parue trois ans plus tard. Nous venions de mettre le doigt sur une
problématique déja ancienne, soulevée par M. Shishkova en 1973 [23] mais passée
inapergue a I’époque, redécouverte R. Haberman en 1976 [7] puis par Rubenfeld
en 1979 [22]. Le théoréme important et non trivial, relatif a la bifurcation de Hopf,
qui a mis le sujet a la mode chez les mathématiciens est le théoreme de A. Nei-
shtadt [18] publi€ en 1985, ce que nous ignorions a 1’époque. Ces questions sont
proches de celles relatives aux “canards” et donc ont vivement intéressé une partie
de la communauté du réseau G. Reeb et plus particulierement G. Wallet dont la
thése [27], soutenue en 1991 : De la bifurcation retardée a la surstabilité ou du
différentiable réel a I’analytique complexe contient plusieurs contributions tres si-
gnificatives. Une partie des résultats A.N.S. de cette époque (avant 1991) se trouve
dans I’ouvrage collectif édité par E. Benoit ([1]) ot I’on trouvera, entre autres, des
contributions de : M. Canalis-Durand : Formal Expansion of van der Pol Equation
Canard Solutions are Gevrey.- V. Gautheron, E. Isambert : Finitely Differentiable
Ducks and Finite Expansions.- G. Wallet : Overstability in Arbitrary Dimension.-
F. Diener, M. Diener : Maximal Delay. - A. Fruchard : Existence of Bifurcation
Delay : the Discrete Case.- E. Benoit : Linear Dynamic Bifurcation with Noise..
Depuis cet ouvrage beaucoup de contributions Non Standard ou pas ont été ajou-
tées, particulierement celle de J-L. Callot [2]. Ce sujet est maintenant classique.
Par exemple il figure dans Dynamical Systems V de I’encyclopédie mathématique
russe.

27



2 Persistance d’un ‘“petit” nombre d’especes

Ici, “petit” veut dire 2 et 3. L’ objectif de cette section est de bien comprendre le role
que joue le retard a la bifurcation dans la disparition et la réapparition d’especes
lorsque d est lentement variable. C’est pourquoi nous ne tiendrons pas compte du
caractere éventuellement trés petit pris par les variables. Nous ferons comme si le
modele était valide quel que soit x; > 0. Il s’ensuit que les existences démontrées
ne sont que des résultats mathématiques a interpréter soigneusement en termes de
modélisation. En revanche, dans les deux sections suivantes consacrées a un grand
nombre d’especes cette question sera considérée.

Dans cette section j’utilise de facon un peu laxiste les notations et les expressions
de I’ Analyse Non Standard du systéme formel I.S.T. de E. Nelson [19]. Ainsi :
— On désigne par € un infiniment petit strictement positif fixé une fois pour
toute.
— Dire qu’une quantité x est O(y) veut dire précisément que x = .y ol / est un
réel qui est ni infiniment petit ni infiniment grand.
Les mots écrits en gras peuvent étre pris au sens formel de 1.S.T. Je garderai a par-
tir de maintenant la convention d’écrire en gras des expressions qui peuvent €tre
entendues au sens formel de 1.S.T. de facon a ce que mes argumentations puissent
étre entendues, soit comme des ébauches de démonstrations A.N.S. pour le lec-
teur qui connait le formalisme I.S.T., soit comme des argumentations euristiques
pour celui qui ne le connait pas. J'espere que, dans les deux cas, accompagnées
des nombreuses simulations, elles emportent la conviction. Pour une tentative de
popularisation des techniques de I’A.N.S. dans des questions d’asymptotique en
théorie des systemes dynamique je renvoie a [12], pour un livre de cours a [5].

Nous considérons le modele :

ds

7 d(Sin—5) = LiL1 Mis)xi

dx (19)
djt = (wi(s)—d)x; i=12,---N

avec N =2 puis N = 3.

Les fonctions y; sont standard. Le parametre d va “varier lentement” ce qui veut
dire de fagon précise que d = d(€t) ou d(.) est une fonction standard et € un infi-
niment petit. Comme il n’est pas agréable de travailler avec des temps “treés longs”
pour obtenir une variation significative de d lorsque ce dernier varie lentement nous
changeons d’unité de temps de fagon a ce que d varie de facon “normale” et x1,x»
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et s varient “rapidement”, ce qui revient a travailler sur le systeme :

d
== Hd(Sn—s) Xy mils)x]
(20)

dx,‘ .
il Lwi(s)—d)x; i=1,2
2.1 Lecasd(-) constant par morceaux.

Nous supposons que d(¢) est une fonction constante par morceaux qui prend alter-
nativement les valeurs d* et d~ ; plus précisément nous supposons qu’il existe une
suite :

an < b, < a1 <byyp <---

telle que d(1) = d~ sur |a,,by[ et d(t) = d™ sur |b,,ani1] -

Il est a priori surprenant de considérer comme “lentement variable” une fonction
constante par morceaux. On voit mal comment on pourrait “passer lentement” une
discontinuité. Formellement nous avons supposé que d était de la forme d (&r) ou
d(.) est une fonction standard. Mais rien ne nous empéche de considérer une fonc-
tion standard constante par morceaux. Dans ce cas standard veut dire que les du-
rées qui séparent deux discontinuités sont standard (et donc, pour d(&t) ces durées
sont infiniment grandes (de 1’ordre de 1/¢)). Compte tenu du changement d’unité
de temps que nous venons de faire nous sommes revenus a une durée standard
entre deux discontinuités. Donc nous supposons dans ce qui suit que les durées
entre deux termes de la suite a, < b, < a4+ < b,+1 < sont standard, donc ni in-
finiment petites, ni infiniment grandes.

Pour fixer les idées nous ferons, comme dans le paragraphe 1, notre analyse (et
nos simulations) dans le cas particulier des fonctions :

s 3s
T 02+s Has) = 7705
mais, clairement, tout sera valable pour des fonctions continues, croissantes, majo-
rées nulles en 0. Nous fixons également d~ = 0.25 et d* = 0.75. Nous introduisons
les notations :

pi(s)

A= d) s A=A
Py =w(d;)—d™ 5 Pj=m(A))—d"
L’ensemble de ces données et notations est visible sur la Fig. 13 . Précisons que :

P,=0063 ; P;;=-0064 ; P,=-0.125 ; P;=0375 (1)
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FI1G. 13 — Deux fonctions u et notations

2.1.1 Les phases successives de la dynamique.

Soient a et b (a < b) deux réels de I’ordre de 1’unité. Nous supposons que sur [0, a[
onad=d~ =0.25 puis sur |Ja,b[ on ad =d* = 0.75. Nous décrivons des phases
successives du mouvement (voir Fig. 14).

Phase 1

Nous partons d’une condition initiale (s(0),x;(0),x2(0)) et nous supposons que ces
trois nombres sont de I’ordre de I'unité. C’est I’espece 1 qui est la plus performante
pour d~ donc, d’apres le théoreme de I’exclusion compétitive I’équilibre :

(S€7xfg7x5e) = (2’1775'1.” _A’f70)

est globalement asymptotiquement stable. Comme nousou partons d’une condition
initiale (s(0),x1(0),x2(0)) de I’ordre de I’unité et comme la dynamique de (20) est
“infiniment” rapide nous pouvons dire que des que ¢ sera appréciable la solution
sera, infiniment proche de (s.,x,,x,, 6)2. Donc dans cette premicre phase on se
dirige “trés rapidement” vers (s¢,X,,X,,)-
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X2

FIG. 14 — Phases successives pour le systeme (20). En haut les variations de d en
fonction du temps, en bas les variations correspondantes de x; et x,. On observe
I’instant * d’échange des deux biomasses nettement postérieur a I’instant de pas-
sageded ad™.

Phase 2

A partirde ¢y, et tant que t < a :
— x1(t) reste proche de x;,
— 5(t) reste proche de A,

P +0(e
— Le taux de (dé)croissance de I’espece 2 est 2+ 0(€)

donc, pourt =a:
a0(e) 4Py
x(a)=x(t))e ¢ e ¢

x2(a) = x2(11)O(1)ex e

Phase 3

Maintenant que se passe-t-il pour # > a? Dans le meilleur des cas possibles la
croissance de x, ne pourra pas excéder g €t nous sommes certains que tant que

2Pour une preuve mathématique il faut ici un argument plus formel. Ce peut étre le théoréme de
Tychonov ot un argument de “permanence” dans le formalisme I.S.T.
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. P
(t — a) reste plus petit que —% ona:

aby; _ Homax(t—a)
£

x(t) <xp(t1)0O(1l)e & e

Ceci veut dire que
o)

x(t)=0(g)e” =
que nous reportons dans les systeme (20) soit :

ds

o(1

i e[d(Sin—s) — i (s)x1 — a(5)O(€)e™ ¢ |
zdxt1 = (w(s)—d)xi]
% - %[(“Z(S)—d)O(g)e—%”]

ce qui montre que (s(7),x;(¢)) reste proche de la solution du systeme :

;; = Hd(Si—5) — pu (s)71]
& — Lue)-d)m

(5(0),x1(0)) = (A4 ,Sin—2)

qui d&s que 7 > a tend tres rapidement vers 1’équilibre correspondant a d.

Phase 4
Donc pour un certain :
fh=a+0(€)
(5(2),%1(12)) = (41" +O(€),5in — 4 = O(e))

et donc :
(s(t2),x1(12)) = (A" + O(€), S — A" = O(¢))

ce qui entraine que tant que 7 est plus grand que a et x,(¢) est exponentiellement

petitona:
. L R O)0)
w(h) = x(n)o()e
x(t) = O(I)ea?e%

(22)

et par suite x,(¢) ne peut cesser d’étre exponentiellement petit que lorsque 7 atteint

une valeur ¢* telle que :

aPz_l—i—(t*—a)P;{ =0
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Phases 5, 6, 7.....

A partir de maintenant deux cas sont possibles :

— (t* —a) < b—a Alors, a partir d’un certain 13 = " +0(€), on va se retrouver
avec x (f3) et xy(f3) de I'ordre de O(1) et d = d™ ; on recommence la méme
analyse en échangeant d~ et d*, les indices 1 et 2. La valeur t; apparait
comme un “instant d’échange de x) et de x,”.

— (t*—a) > b—a Alors, pour r = b la quantité x () est toujours exponentielle-
ment petite et on retrouve la valeur d = d~ ; on reprend 1’analyse suivie dans
la phase 2. Sur la Fig. 14 on voit le résultat de la simulation de (20) dans le
cas € = 0.005 et 0 = 0. Le choix de € “pas trop petit ” (0.005) permet de
bien observer les deux phases 1 et 3

2.2 Les phases successives dans les variables € Inx;

Nous allons reprendre I’étude précédente en introduisant les nouvelles variables :

51 = 8lnx1
62 = 8lnxz
Ainsi le systeme :
ds
dx
T = M) —d 9
dx,
devient : d
s &
o= eld(Su—s) — XL pu(s)et]
d
jtl = w(s)—d @
d
j: = Has)—d

oll on voit que les variables &; ont une vitesse constante pour chaque valeur de d.
Lorsque d prend les deux seules valeurs d~ et d* les graphes des &;(¢) sont donc
les graphes linéaires par morceaux décrits par 1’algorithme ci)dessous.

— Phase 1, pour 0 <t <1 :

{mr) = o) = &(1)=0()
x(t) = 0 =



FIG. 15 — Variables &; pour les phases successives pour le systtme (20). On a
rajouté a la figure précédente 1’évolution des variables &;).

— Phase 2, pour <1 <t <a:
xi(t) = Sin—2A; +0(e) = &i(r) =0(¢)
{ 0 = nn)o)es = &) =0(e)+ Pyt
— Phase 3, pour < a <t <t:
xi(r) = 0(1) — &i(t) =0(¢)

Pya P 0(e)

n() = xm0(le e = &(1)=0()+Pya

— Phase 4, pourt, <t:
xi(t) = 0(1) = &i(t) =0(¢)

— +
) = wm)0(l)e e = &) =0(e)+Prat Pt —a)

On constate que dans toutes ces phases &;(z) est resté petit de ’ordre de €, que
les phases 2 et 3 ont une durée de I’ordre de € ainsi que les variations de &; ; ces
phases sont donc inessentielles pour décrire I’évolution. Enfin pendant la phase 2
le graphe de &, est une droite de pente (négative) Py, et pendant la phase 4 c’est
une droite de pente (positive) P;E qui se raccorde a la droite précédente. Pour la
suite :
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F1G. 16 — Algorithme pour le systeme (20)

— si le graphe de &, rencontre la droite £ = 0 avant que ¢ = b le graphe de
x, devient une droite de pente nulle et celui de &; est une droite de pente
(négative) P, ;
— sipour t = b &,(b) est encore négatif le graphe de &, reprend avec la pente
(négative) Py, alors que &; reste une droite de pente nulle.
et ainsi de suite. Sur la Fig. 15 nous observons simultannément les variables x; et

&i.

Nous avons donc un algorithme trés simple qui permet de déterminer les phases
successives d’apparition des x;().

Soit la suite :
O<ar<b<ay<by<---<a,<b,<an1 <byi <---
an<t<b, = d(t)=d"
by<t<any, = d{t)=d”

— 2 L.
Dans des axes (of ,0&) on trace deux graphes linéaires par morceaux g; et g de

deux fonctions & (r) et E,(¢) qui sont & une distance de I’ordre de € des deux
‘vrais” graphes de & () et &,(¢) en suivant les régles :

1. Partir de (0,0)

2. Sur [0,a,] faire g; de pente O et g, de pente P,
3. Sur [ay,b] faire g; de pente O et g, de pente P}
4. Sur [by,a] faire g; de pente O et g, de pente Py,

. . . . N - .
5. ....et ainsi de suite jusqu’a ce que g» rencontre 0t pour une certaine valeur
t=ty.
1
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FI1G. 17 — Algorithme pour le systeme (20)

6. Reprendre les étapes 1, 2, 3, 4, 5, en échangeant les roles de d~ et d ™ et de
1et?2.

Cet algorithme détermine une suite 71,5, -,+,,1,,-,,- finie ou non, d’instants que
nous appelons “instants d’échange” (de 1 et 2) a ne pas confondre avec les instants
a, et b, qui sont les instants de “commutation” de d~ et d*. Chaque intervalle
entre deux commutations contient au plus un instant d’échange. Pour tout # d’un
intervalle [f;,7;11] qui se trouve a plus de O(¢€) des exrémités on sait laquelle des
deux valeurs x;(¢) est exponentiellement petite : C’est celle dont I’indice est celui
du graphe strictement négatif a cet endroit; I’autre valeur est, a O(€) pres celle
de I’équilibre pour I’espece qui gagne la compétition. Sur la Fig. 16 on montre le
fonctionnement de cet algorithme qui prévoit les “instants d’échange” #; (pointillés
larges) et sur la figure suivante (Fig. 17) les “échanges ” correspondants pour les
x;. Il'y a un #; dans chaque intervalle [a;,b;]. Sur la Fig. 18 on constate qu’il n’y a
pas d’échange dans les intervalles |by,az|, Jaz, b2, |b3,as[ et Jas,bs[; il peut donc
y avoir des intervalles pour lesquels d est favorable a une espéce sans que cette
derniere réapparaisse.

2.3 Lecasd(t) continu.

Lorsque ¢ n’est pas constant par morceaux mais continu I’analyse précédente fonc-
tionne plus simplement en ce sens que la phase 3 au moment de la commutation
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FIG. 18 — Disparition provisoire d’une espece.

n’existe plus. Pour décrire ce qui se passe il faut introduire la quantité :
Py (1) = po(Ai (1)) = pa (g 1(d(1)))
et nous supposons que pour t = 0 nous sommes dans le cas :
A*(t) = min[A (¢), A2(1)] = A1 (2)

au moins sur un intervalle [0,a] ol a est un réel de I’ordre de I’unité.

Phase 1

Comme précédemment nous partons d’une condition initiale (s(0),x;(0),x2(0)) et
nous supposons que ces trois nombres sont de 1’ordre de 1’unité. C’est ’espece 1
qui est la plus performante pour r = 0 donc la solution (x;(r),x2(r)) se dirige “trés
rapidement” (en une durée de I’ordre de €) vers I’équilibre :

(s€7x1_e’x2_e) = (Al_ (0)7Sin - ll_ (0)>0)

Ainsi pour un #; de I’ordre de € nous avons x; (1) qui est proche de x|, et x(f1) qui
est de I’ordre de €.
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FIG. 19 — Variables x; et & pour les phases successives pour le systeme (20). Cas
oud(t) =0.5—1.25cos(5).

Phase 2

A partirde # :

— 5(t) reste proche de A, (t)

— x1(t) reste proche de x;,(t) = S, — A, (1)

— Le taux de (dé)croissance de I'espéce 2 est 1 (Py(t) + O(¢))
et donc la phase 2 durera tant que x,(¢) sera exponentiellement petit c’est a dire
tant que la quantité :

/t Py (1)dt
0

sera négative de I’ordre de I’unité.

Phase 3

L’échange de x; avec x; aura lieu pour un temps proche a 1’ordre € du temps #*
défini par :

t*
/ P21(T)dT =0
0

38



g 51\

f\f\fg\\f/\,\fr\\/\\f\f“\f\\/\]\\l\\/\f\\/‘\/;’\
2

EEEERRRERRFEERAL]
l|I\L

AN

t

FIG. 20 — Hypotheses du paragaphe 2.4.1; 8 = 0.171

On remarque que la condition aP;; + (t* — a)P;; = 0 correspond bien au calcul de
I’intégrale ci-dessus dans le cas constant par morceaux.

Nous laissons au lecteur le soin de préciser la description de 1’algorithme dans
les variables &;. Sur la Fig. 19 on observe le résultat pour d(¢) = 0.5—1.25 cos(%).
2.4 Conditions suffisantes de persistance de 2 especes.

2.4.1 Le cas périodique

Nous supposons que la suite :
an<bn<an+l <bn+l <

est telle que
Vi (by—ap) =0 5 (ap1—bp) =B

et que d(t) est défini par d(t) =d~ sur]a,,b,[ etd(t) =d™ sur]b,,a,1[. La fonc-
tion d(¢) est donc périodique.

L’algorithme décrit au paragraphe 2.2 nous dit que pour que x, réapparaisse sur
un intervalle [b,,a,1] sachant qu’il avait disparu sur I’intervalle précédent [ay,, by]
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FIG. 21 — Hypotheses du paragaphe 2.4.1; B = 0.504
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il est suffisant que :
+ p—
BEy > a(—Py)
et, de méme, pour que x; réapparaisse sur un intervalle [a,1,b,+1] sachant qu’il
avait disparu sur ’intervalle précédent [b,,a,+1] il est suffisant que :

- +
aPp, > B(—Pp))
Si nous fixons & = 1 nous obtenons :

Proposition 2.1 Sous les hypothéses du présent paragraphe une condition suffi-
sante pour que dans chaque intervalle :
— lan,by) la concentration x; de ’espéce 1 prenne des valeurs de I’ordre de
lunité,
— [bn,an+1] la concentration x; de I’espéce 2 prenne des valeurs de I’ordre de
lunité,
est que les inégalités :

soient satisfaites.
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FIG. 22 — Hypotheses du paragaphe 2.4.1; = 0.350

Py

Dans le cas des hypotheses du paragraphe 2.1 nous avons :

Py, 0.064 P, 0.063
2l = =017l < B < L2 =" =0.504
P, 0375 <p P 0.125

Nous avons simulé pour la valeur € = 0.001.
— Sur la Fig. 20 nous prenons pour 3 la borne inférieure de I'intervalle de
coexistence ; nous sommes a la limite de la disparition de 1’espece 2.
— Sur la Fig. 21 nous prenons pour f la borne supérieure de ’intervalle de
coexistence ; nous sommes a la limite de la disparition de 1’espece 1.
— Sur la Fig. 22 nous prenons pour f3 une valeur proche du milieu de I’inter-
valle de coexistence ; il y a coexistence des deux especes.

2.4.2 Le cas non périodique

Les résultats précédents ne font que retrouver dans le cas particulier ou d(t) varie
lentement ce qui est connu pour le cas ol d(¢) est une fonction périodique qui ne
varie pas nécessairement lentement. Toutefois un débit d(¢) périodique n’est pas
tres réaliste des que 1’on s’éloigne du chémostat de laboratoire et notre méthode
s’applique a ce cas.
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Imaginons, par exemple, que notre systeme de deux especes soit dans un lac tra-
versé par un débit variable selon les saisons : un faible débit toute 1’année sauf
pendant une courte saison des pluies. Dans notre modele I’instant b, est celui du
début de la saison des pluies. Cet instant est aléatoire. Un autre exemple est celui
d’une station d’épuration qui recoit des eaux a traiter selon un débit plus ou moins
aléatoire. L'intérét de notre méthode est qu’elle permet de prévoir des persistances
méme dans ce cas.

Nous supposons donc que la suite :
ap < by, <ayy1 <byy1 <---
est telle que
Vn (by—ay) =a—oW, ; (apy1—by)=p+0oW,

et que d(t) est défini par d(t) = d~ sur |ay, b, et d(t) =d* sur |b,,a,+1[. On sup-
pose que W, est une suite de variables aléatoires. Pour le moment la seule hypothese
faite sur la suite W, est que :

0<wW, <1

Comme au paragraphe précédent 1’algorithme décrit au paragraphe 2.2 nous dit
que pour que chaque x; ou x; réapparaisse sur chaque intervalle sachant qu’il avait
disparu sur I’intervalle précédent il est suffisant que :

(B+0W,)Py; > (ot — oW,,)(—P5))

a—oW,)P, > (B+ oW, (—P)

Si nous fixons & = 1, une condition suffisante calculée “au pire” avec W,, = 0 et
W,, = 1 nous donne :

p-
— A B<-1(1-0)-0

Py Py,
Dans le cas o = 0.15 et pour les hypotheses du paragraphe 2.1 nous avons I’enca-
drement :

0.171 < B < 0.278

Sur la Fig. 23 nous avons choisi B = 0.22 et réalisé les Wn suivant la loi uniforme
sur [0;1] et pris € = 0.001) ; pour cette simulations nous avons sur le tableau ci-
dessous les longueurs successives des intervalles :
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FIG. 23 — Hypotheses du paragaphe 2.4.2; 6 =0.158 = 0.22

[ana bn] [bna anJrl]
0.898 0.321
0.982 0.237
0.892 0.328
0.904 0.316
0.972 0.248
0.884 0.366
0.889 0.330

Nous présentons des résultats de simulations (toujours € = 0.001) qui montrent
qu’une espece peut trés bien ne pas réapparaitre pendant plusieurs intervalles de

temps mais réapparaitre ensuite (cf. Fig. 24 et 25 ).

Sur la Fig. 24 on voit que entre a et b les épisodes en faveur de 1’espece 2 ont
une durée insuffisante pour que la variable &, puisse “remonter” jusqu’a I’axe ho-
rizontal mais entre b et ¢ un long épisode favorable permet cette “remont
de la réapparition de I’espce 2. Sur la Fig. 25 on observe le méme phénomene a

propos de I’espece 1.
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FIG. 24 — Hypotheses du paragaphe 2.4.2; 6 = 0.258 = 0.28

2.5 Compétition de trois especes.
Nous considérons le modele a trois especes :

ds
dt
dX1

dr 26)

= Hd(Sin—s) =L pils)x]

D= ) -
e (THO R

dans lequel, toujours pour fixer les idées, les deux fonctions y; et i, sont les fonc-
tions déja utilisées :

s () 3s
pr— s pry
02+s i) =135

Ha(s)
et la fonction 3 est définie ainsi :

ta(s) 0.5 = ua(s) =k (s)

0.5<(s) = us(s) =kua(s) 27)
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FIG. 25 — Hypotheses du paragaphe 2.4.2; 6 = 0.258 = 0.05

Nous nous rappelons que u;(0.2) = p(0.2) = 0.5 et donc s est une fonction
continue croissante ; lorsque k est plus petit que 1 elle est dominée par ; sur [0,0.2]
puis dominée par u, sur [0.2,+e0]. Sur la Fig. 29 nous observons une simulation
de (26) avec d(t) défini par :

0.7+ cos(5t) >
0.7+ cos(5t) >0

d(t) =0.25

=
— d(t)=0.75

et ol nous prenons k = 0.8.

L’espece trois introduite est éliminée. Elle est représentée en bleu sur la figure.
. — .
En haut, a gauche, dans les axes (of ,od), on voit les graphes de ; (en rouge), U

(en vert) et u3 (en bleu). Dans les variables en “logarithme”, dans les axes (E), o—g )
on voit que pendant la premiére phase ol d(r) est égal a 0.25 c’est I’espece 1 qui a
le meilleur taux de croissance, I’espece 3 décroit (toutefois moins vite que la 2) et
que dans la phase suivante ot d(¢) = 0.75 elle croit mais beaucoup moins vite que
I’espece 2 ; ceci se comprend sur les graphes des fonctions de croissance : nous
sommes dans la phase retard, pour la valeur de s qui correspond a I’intersection
du graphe rouge avec la droite d’ordonnée d™ et pour cette valeur y — 2 est beau-
coup plus grand que u3. Donc, dans les variable &, le graphe vert recoupe 1’axe
horizontal bien avant le graphe bleu et donc 1’espece 2 réapparait avant la 3, ce qui
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FIG. 26 — k = 0.9 Les especes 1 (en rouge) et 2 (en vert) sont éliminées

L — — . A . .
est observé dans les axes (of ,0x). Nous reprenons maintenant la méme simulation
mais avec k = 0.9 ; la fonction ; est toujours dominée mais nous observons sur la
Fig. 26 que c’est elle qui élimine les deux autres especes, ce qui semble paradoxal.

Si nous observons les variables en “logarithme” nous voyons que dans la premiére
phase I’espéce 3 (bleue) décroit beaucoup moins vite que la 2 (verte) ; en effet
maintenant que k est plus proche de 1 u3 s’est rapprochée de t;. A moment du
passage a la phase de retard, toujours parce que k est plus proche de 1 i3 s’est rap-
prochée de U et donc la croissance du graphe bleu est proche de celle du graphe
vert ; le graphe bleu rejoint 1’axe horizontal avant le vert, donc I’espece 3 réappa-
rait avant la 2, contrairement au cas écédent. Ensuite les graphes vert et rouge vont
inexorablement descendre, ce qui pourrait étre démontré en calculant explicitement
les quatre pentes définies par :

W' d)—d i={1,2} def{d.d'}

Pour effectuer la simulation présentée sur la Fig. 27 nous avons pris d(¢) défini
par :
0.7+cos(10t) > = d(t)=0.25

0.74cos(101) <0 = d(r)=0.75
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FIG. 27 — u3 définie par (28) ; k1 =098 ; k=2

et une fonction y3 définie par :

ta(s) <1 = ws(s) =kipu(s)

I <uo(s) = wus(s)=kapti(s) 28

avec k; = 0.98 et k, = 2; la fonction w3 obtenue n’est plus continue (ce qui n’est
pas génant pour les valeurs de d considérées, mais toujours dominée par L; ou
U>. On voit que les trois especes coexistent. On pourrait 1a aussi le démontrer en
calculant les six pentes pertinentes :

wil; (@) defdaty

Toutefois 1’agrandissement des variables en “logarithme” de la Fig. 28 montre que
la succession des phases devient complexe.

3 Compétition d’un ‘“‘grand nombre'' d’especes en pré-
sence d’effet refuge

Dans ce paragraphe “grand" veut dire entre 10 et 1000. Contrairement au cas de 2
ou 3 especes il a semblé plus intuitif de garder la variation de d infiniment petite et
donc de ne pas diviser la dynamique par €.
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FIG. 28 — u3 définie par (28) ; k=098 ; k2=2

3.1 Exemples de simulations pour un modele avec ‘“‘effet refuge”

Nous considérons dans cette section le modele défini par le systeme différentiel a
second membre discontinu :

ds
7 = d(er)(Sin—s) — LIy Hils)x;
xXi> o = % = ([J,(S) —d(et))x; i=1,2,...,.N (29)
xp< o — @:(X[ i=1,2,...,.N
dt

dont les solutions sont prises au sens de Filippov. Il est inutile ici de savoir ce que
sont des solution de Filippov il suffit de dire que x;(f) peut décroitre jusqu’a la
valeur o; mais, une fois atteinte cette derniere, x;(¢) reste égal a o; jusqu’a ce que
le second membre soit croissant a nouveau. Cet effet est obtenu facilement dans un
schéma explicite d’intégration en posant a I’endroit approprié’

si xi(t) <o alors x;(t+dt) =0

Dans toute la suite nous supposons, ce qui facilite I’analyse, que toutes les valeurs
refuge o sont égales :
Vi:og=«

3Sur les liens entre solutions d’équations différentielles 2 second membre discontinu et schéma
d’Euler on peut consulter [10]
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FI1G. 29 — k= 0.8 L’espece 3 (en bleu) est éliminée

7 g

Pour une premiere simulation nous choisissons les fonctions p; définies par :

—e;
K

Wi(s) = 2mje

mi

avec m; = % ete; =0.25 s

Nous allons introduire pour la premicre fois une représentation qui sera intéres-
sante par les informations qu’elle porte. Il s’agit de représenter la trajectoire du
point (s(r),d(€t)) en superposition des graphes des fonctions p;(s). Comme on
a s(t) + L xi(t) =~ S;, on visualise la biomasse totale, grande quand s(r) est petit
(quand le point (s(¢),d(et)) se trouve sur ’enveloppe supérieure), et inversement.

Sur la Fig. 30 nous observons I’évolution au cours du temps variant entre 0 et
5000 du point de coordonnées (s(¢),d(&t)) pour :

— Ligne du haut : d(er) = 0.1+0.0014¢

— Ligne du bas : d(et) = 0.8 — 0.0014¢

— Colonne de gauche : N = 100

— Colonne de droite : N = 1000
En I’absence de retard a la bifurcation on s’attendrait a ce que le point (s(z),d(&t))
suive cette I’enveloppe supérieure des L; mais le cas n = 2 nous a familiarisé avec
le phénomene et nous nous attendons a des surprises.

49



FIG. 30 — Equations (29) ; &; = & = 1072 ; Premiére ligne d(€t) = 0.1+0.0014 ¢ ;
Deuxieme ligne d(et) = 0.8 — 0.0007 7 ; Premiere colonne : N = 100 ; Deuxiéme
colonne : N = 1000

On constate deux choses :

— Un écart tres significatif de la trajectoire de (s(z),d(€t)) a I’enveloppe supé-
rieure et que cet écart est différent selon que d(&t) varie du bas vers le haut
ou du haut vers le bas.

— La trajectoire de (s(¢),d(€t)) est remarquablement indépendante du nombre
N. En particulier I’écart reste le méme quand N augmente. Il y a convergence
mais pas vers une trajectoire qui suivrait [’ enveloppe supérieure.

3.2 Explications avec un modéele caricatural

3.2.1 Le modéle

Pour expliquer ce phénomene nous allons changer de modele. Nous allons carica-
turer les fonctions p; par des fonctions particulieres (fonction “seuil") comme il est
indiqué sur la Fig. 31 Pour chaque y;(s) ona:
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d(st)}

F1G. 31 — Trois fonction u

s <aj = u(s)=0
a;<s<b = ,ui(s):s
bi<s = Wi(s)=b;

i—1 i
avec a; = - etb; = .
Nous définissons :

— Le cas “d montant" :
d(et)=a+bet

— Le cas “d descendant" :
d(et)=a—Dbet

On suppose que S;, > 1 (en fait S;, = 3 dans les simulations).

3.2.2 Le cas “d montant”

Imaginons maintenant que d(&t) passe par la valeur d° = ’NO a I’instant #y. Un tout
petit peu avant c’est I’ “espece verte” (I'indice précédent ip — 1) qui gagne la com-
pétition :

— Tous les x; sont a la “valeur refuge" « sauf....

— ... Xyerr Qui Vaut approximativement S, — d°.
Des que d(et) > d° (voir Fig. 32) :

— Xyerr €St solution de :
dx;
7; - (do — d(gf)))(i

et donc décroit jusqu’a la valeur refuge o.
— Dans le méme temps s croit de d° 4 approximativement la valeur S;,.
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Ny ;
d(st)_é /

S'in N

F1G. 32 — Le passage par une valeur b;,_; = a;

En effet nous savons que s(z) + Y x;(f) ~ S;,. Toutefois I’argumentation précédente
suppose que la biomasse totale des especes a la valeur refuge soit infiniment petite,
c’est a dire que Na soit infiniment petit.

Une fois ce transitoire passé toutes les espeéces telles que i > ip ont un taux de
croissance donné par :

%—d(et)

Plus I’indice est grand plus le taux de croissance est grand. Donc la premiere espece
a “réapparaitre”, c’est a dire a avoir une biomasse non infiniment petite, est xy,
suivie de xy_1, de xy_; et ainsi de suite. Mais ce faisant s(¢) va décroitre en dessous
de la valeur seuil 1 pour Ly, puis la valeur seuil 1 — ﬁ pour Uy_; et ainsi de suite.
Donc a peine réapparues ces especes disparaissent a nouveau jusqu’a ce que soit
rencontrée 1’espece telle que :

Aigrk < d(€1) < b1

Pour déterminer ce k évaluons le maximum atteint par un x;,.4(¢) dans le cas ou
d(et) = €t sous I’hypothese que s resterait égal a S;,. La biomasse de ’espece ig +k
est donnée par :

gtk
Xig+k(t) = @ eXP([O —&1dn)
&
soit :
=10 k
Xig+k () = ot exp( s N etdr)
qui atteint son maximum :
k2
o — 30
exp(2N28) (30)

52



d(et)

P ] N .

F1G. 33 — Formation d’un feston

pour :

t t—i
07 Ne

De la formule (30) on déduit que x;,.(¢) ne pourra atteindre une valeur non infini-
ment petite que si :

k2
—In(x
2N2¢g > ~In(a)
c’est a dire :
—2In(o)e
At=t—1tg > ——""—

ce qui correspond, puisque d augmente a la vitesse €, a une augmentation de d de :

Ad = \/=2In(a)e 31)

C’est donc pour une augmentation de d donnée par la formule ci dessus que le
point (s(t),d(&t)) va rejoindre I’enveloppe supérieure des y; apres avoir effectué
un “feston” vers la droite comme indiqué sur la Fig. 33 Pour conclure nous pou-
vons énoncer la :

Loi des festons :
— Pour N infiniment grand le nombre de feston ne dépend pas de N. Voir Fig.
34.
— Le nombre de festons double quand € est divisé par 4. Voir Fig. 35.
— Le nombre de festons est divisé par 2 lorsque le seuil est élevé a la puissance
4. Voir Fig. 36.
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N=50

N=1000

FIG. 34 — Dans les variables (s,d), le cas “d montant” : le nombre de festons ne
dépend pas de N (¢ = 0.0001)

€ =0.0004 £=0.0001

FIG. 35 — Dans les variables (s,d), le cas “d montant” : le nombre de festons double
quand € est divisé par 4 (N =200 )

3.2.3 Le cas “d descendant”

Nous observons pour commencer (Fig. 37) deux simulations sans “effet refuge”
(i.e.seuil ¢ =0)ou :
d(et)=1—€et=1-0.001z

avec N =200 puis N = 50. On observe dans les deux cas que le point (s(¢),d(et))descend
selon une droite de pente 2.

Nous refaisons la méme simulation (Fig. 38) mais cette fois avec un effet refuge :
a=10"%et o = 107!2. La droite de pente —2 se redresse pour devenir une droite

de pente 1 (donc parallele a Sup ;).

Pour essayer d’expliquer ces observations commengons par énoncer (sans preuve)
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FIG. 36 — Dans les variables (s,d), le cas “d montant” : le nombre de festons est
divisé par 2 lorsque le seuil est élevé a la puissance 4 (N = 100 )

N=200

FIG. 37 — Cas “d descendant ” : d(et) = 1 —0.001¢

un petit lemme simple.

Lemme 3.1 soit le systeme :

ds
o = dEN(Sn—s)- YV wi(s)xi
% = (i(s)—d(er))x; i=12,...N

supposons que x;(0) soit appréciable (i.e. ni infiniment petit, ni infiniment grand) et
que sur un intervalle de temps [0,T] infiniment grand (de I’ordre de % ) la quantité
) j+iXj soit infiniment petite. Alors pour t de I’ordre de % dans [0,T] ona :

s(r) ~ ;' (d(er))

En d’autres termes le point (s(t),d(€t)) est infiniment proche de I’intersection du
graphe de l; avec la droite horizontale d’ordonnée d(€t).
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N =200 N=50

FIG. 38 — Cas “d descendant ” : d(et) = 1 —0.001¢ ; premiére ligne a@ = 107°;
deuxiéme ligne o = 10712

F1G. 39 - Cinq fonction u : i; rouge ; Up marron ;U3 bleu ;uy vert; u; émeraude

Pour expliquer les Fig. 37 et 38 considérons pour commencer le cas N = 5. Nous
avons sur la Fig 39 les graphes rouge (i;), marron(l), bleu (u3), vert(tls), éme-
raude (Us). Sur la Fig. 40 est tracée la trajectoire du point (s(z),d(&t))pour une

56



51

19}

14

;3

t7 ts

t(,i

FIG. 40 — En bleu gras la trajectoire de (s(¢),d(€t)) et les instants caractéristiques.

simulation de :

ds
o= (1-00020)(Si—s) ~ Yo 1i(s)x;
% = (u(s)— (1-0.0020))x; 1,2,...,5

avec Sj;, =3 etx;(0) = 0.1. Sur la Fig. 41 sont tracées les Ln(x;(z)) avec les mémes
couleurs que pour les u; correspondant. Sur les deux figures sont indiqués les
mémes instants particuliers fg,ty,- - -, #7.

Intervalle [ ; 7]

Tant que d(etr) > %, pour i =1,2,3,4 on a max u;(s) < d(&t) et donc les x; corres-
pondant (rouge, marron, bleu, vert) sont décroissants et seul xs5(z) (émeraude) est
croissant. A I’instant 7, le point (s(z),d(&t)) est infiniment proche de I’intersection
du graphe de s et de d(et;) (voir Fig 40). A ce méme instant toutes les autres
variables sont infiniment petites (voir Fig 41).

Intervalle [#; ; 7]

Les variables ,x1,x7,x3,x4 continuent a décroitre. En vertu du lemme 3.1 le point
(s(t),d(€t)) continue a suivre le graphe émeraude.
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FIG. 41 — Trajectoires des In(x;(z)) correspondant a (s(¢),d(€t)) de la figure pré-
cédente avec les instants caractéristiques correspondants.

Intervalle [, ; #3]

A I’instant 1, d(&t) passe par la valeur % = max 3 et a partir de maintenant x4 ()
va croitre en restant infiniment petit jusqu’a I’instant #3 ou il redevient appréciable.
L’instant f, était I’instant de bifurcation ou I’espece 4 devenait plus performante
que la 5, I’instant #3 est celui ou, en raison du retard a la bifurcation, 1’échange
entre les especes 4 et 5 a lieu. C’est également, en raison des données particulieres,

I’instant ol ’espece 3 (bleue) cesse de décroitre.

Intervalle |13 ; 14]

Cet intervalle, infiniment petit a I’échelle d’observation de la Fig 41 est celui de la
disparition de I’espece 5 dans les infiniment petits, I’espéce 4 prenant sa place.
Intervalle [t ; 5]

L’espece 4 reste visible. Le point (s(¢),d(€t)) suit le graphe vert.

Intervalle |75 ; 7]

L’instant 75 est celui ou x3 (marron) cesse de décroitre.Le point (s(z),d(&t)) conti-
nue a suivre le graphe vert.
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Intervalle [f¢ ; #7]

Echange des especes verte et bleue.

Sur la Fig. 42 on observe, pour N = 20, la trajectoire de (s(z),d(gt)). La pente
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FIG. 42 — Dans les variables (s(z),d(¢et) escalier descendant : N = 20

égale a —2 s’explique par le fait que, pour nos fonctions y; tres particulieres, la
hauteur des marches de I’escalier est égale a deux fois la profondeur. Toute I’ar-
gumentation repose sur le phénomene de retard qui est indépendant de € pourvu
que ce dernier soit assez petit pour que, en dehors des échanges (intervalles de type
[t3,24]) un état quasi stationnaire avec un seul x; non infiniment petit ait le temps
de s’établir. Pour que ce qui précede soit valable il faut donc que le temps mis
par d(&t)) pour parcourir la distance entre deux maximums de y; consécutifs soit
infiniment grande, il faut donc que N€ soit infiniment petit. Qu’en est-il lorsque
ce n’est pas le cas ? La Fig. 43 ou I’on voit que pour N = 100 faite toujours avec
le méme € = 0.002 la pente ne semble pas avoir varié alors que le nombre des x;
non infiniment petits (disons dont le log est plus grand que -2 - 3) est de 1’ordre
de la dizaine est un début de réponse : Les simulations semblent montrer que le
phénomene ne dépend pas de N et n’exige pas que N€ soit infiniment petit. Je ne
cherche pas a expliquer plus.

Maintenant on devine aisément d’ou vient la rupture de pente observée sur les
Fig. 37 et 38. En cas d’effet refuge, la descente des variables x; est stoppée a la
valeur du seuil et alors la durée de la remontée ne dépend plus de 1’éloignement du
point d’entrée dans les infiniment petits mais uniquement de la valeur du seuil et
est donc constante. La Fig. 44 illustre ce propos. L’instant #, de la rupture de pente
se détermine aisément en recherchant quel est la variable x; qui, en 1’absence de
seuil, a pour minimum précisément la valeur du seuil ¢. Dans I’exemple simulé la
condition initiale était 0.01 la méme pour tous les x;.
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FIG. 43 —Dans les variables (s(¢),d(&t) (en haut) et (¢, €log(x;(z)) (en bas), escalier
descendant : € =0.002 ; N =100
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FIG. 44 — Dans les variables (s(¢),d(€t) (en haut) et (¢, €log(x;(z)) (en bas), escalier
descendant : Seuil ¢ = 107° £ =0.002; N = 100

3.3 Illustration avec un modéle moins caricatural

Pour illustrer ce qui précede nous reprenons le modele avec effet refuge (29) avec
les fonctions u; définies par : :

s<ei = W=7
1

s>e, — W =0.01(s—¢)
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FIG. 45 — Dans les variables (s(z),d(€t) (en haut) et (¢,€log(x;(z)) (en bas), si-
mulation du modele défini au paragraphe 3.3 : € = 0.005 ; N = 200 ; d(er) =
0.5—0.3 cos(et).

avec m; = % ete; = % Ces fonctions sont un peu moins caricaturales que les
1

précédentes en ce sens qu’elles sont continues et jamais constantes. Sur la Fig. 45

nous observons le résultat d’une simulation avec :

— d(et) =0.5—-0.3 cos(er)

- £=0.005
- xi(O) =0.01
- N=200

Sur sur I’intervalle 1000 <t <2000

Nous avons représenté la trajectoire de (s(¢),d(€t)) ainsi que les log(x;(z). L'ef-
fet refuge est bien caractérisé par le fait que toutes ces trajectoires restent au dessus
de la droite d’ordonnée —6. On voit qu’un régime périodique est installé, que la tra-
jectoire de (s(¢),d(et)) présente des “festons” a la montée et de simples ruptures
de pentes a la descente.

La dissymétrie entre la cas d(&t) montant et descendant a une interprétation. Lors-
qu’une espece est seule et que d (qui peut étre interprété comme un taux de dispa-
rition) augmente la taille de la population a 1’équilibre diminue ; cette diminution
peut étre trés brutale lorsque d approche de ... Dans ce cas ’espece qui dispa-
rait laisse toute la ressource disponible (s) a d’autres especes et ce sont celles qui
ont un U (s) élevé aux fortes concentrations qui émergent. In versement, lorsque d
diminue I’espece résidente voit sa taille augmenter, maintenant la ressource a un
faible niveau. A aucun moment la biomasse totale diminuera, s se maintiendra a
de faibles niveaux et la croissance d’une espece éventuellement plus compétitive
n’aura lieu que tres lentement. Pour que cette dissymétrie soit bien visible il faut
que lorsqu’une espéce i perd sa suprématie d(€f) soit trés proche de [ pgy-
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4 Un ‘“grand nombre’ d’especes en présence de mutations

4.1 Mutations du génotype

Dans ce paragraphe nous supprimons I’effet refuge et considérons le modele (17)
rappelé ci-dessous :

ds

B o (s Do)

dx; Tty

o = (—ouls)—dxi+o=5= i=12,..N
c>0

Nous pouvons prévoir qu’il va se comporter approximativement comme le mo-
dele avec effet refuge. En effet, si & un instant donné une espece iy ou un groupe
d’especes voisines de iy concentre 1’essentiel de la biomasse (de I’ordre de I'unité)
N . s (e} /
chaque espece j recevra de I’ordre de §t;, (s). On aura, pour les j pas trop proches
de iy, un quasi-équilibre défini par :
O Ui (S ) o

jNiz—

d(er)) N

et tout se passera comme si on avait un effet refuge avec un seuil @ = 3. C’est ce
que confirme la simulation de (17) avec les fonctions u; du paragraphe précédent,
c’est a dire :

s<e = U= %s

s>e;, — W =0.01(s—¢)
avec m; = % ete, = ()]'Z_SHZ':f. Sur la Fig. 46 on a le résultat, sur I’intervalle 1000 <
t <2000, de la simulation faite avec les mémes parametres qu’au paragraphe (3.3)
soit :

— d(et) =0.5—-0.3 cos(er)

- £=0.005

- x;(0) =0.01

— 0 =0.0002 et N = 200. Donc § = 0.000001
On observe d’une part un comportement remarquablement semblable de la trajec-
toire de (s(¢),d(et)) et, d’autre part, que, comme prévu, les x; sont (approximati-
vement) supérieurs 2 107, On constate que les espéces rouges n’arrivent jamais
étre visibles mais sont bien présentes grace aux mutations.
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FIG. 46 — Dans les variables (s(¢),d(&f) (en haut) et (¢,€log(x;(¢)) (en bas), si-
mulation du modele défini au paragraphe 4.1 : € = 0.005 ; N = 200 ; d(er) =
0.5—0.3 cos(et) ; & = 0.0002.
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F1G. 47 — Vagues montantes et descendantes (simulation de 4.1). Explications en
4.1.1
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4.1.1 Evolution du spectre de densité

Introduisons maintenant une nouvelle représentation du résultat des simulations.
En abcisse la succession dans Iintervalle [0, 1] des valeurs 5 et, au dessus des 5,
les points (5;,x;(t)). Lorsque N est assez grand (200 dans les simulations de la Fig.
47) les points dessinent une courbe qui a la forme d’une vague (ou de plusieurs)
qui est le graphe de :

i

N xi(r)

C’est le spectre des densités a I’instant ¢.

En fait on observe un “pointillé" qui, quand il est serré, donne l'impression d’un
graphe continu. Dans le formalisme de I’A.N.S. on regarderait a quelles condi-
tions ce pointillé est S-continu ce qui entrainerait [’ existence d’une courbe continue
(I’ombre) infiniment proche du pointillé. Il serait également intéressant d’évaluer
la “largeur de la vague” en fonction de la vitesse de d(€t).

Le sommet d’une vague est I’espéce qui a la population la plus importante et les
especes voisines avec une population moins importante mais encore significative
dessinent la forme de la vague. Le point rouge est le point d’abcisse d(et) et de
hauteur arbitraire constante. Il désigne donc I’espece qui pour d “figé" a la valeur
“d(et) gagne la compétition. Lorsque d varie lentement la vague évolue. C’est ce
qui est montré sur la Fig. 47 a partir de la simulation effectuée avec les mémes
parametres que pour la Fig. 46 (en fait la méme simulation ou I’on a gardé en mé-

moire des images a des instants successifs).

Commentaires sur les Fig. 47 et 48.

— Lorsque d(€t) est décroissant. Les vignettes 1 a 13 des 2 colonnes de gauche
montrent 1’évolution du graphe de ﬁ — x;(¢) dans une phase descendante
de la variation de d(€t). Une vaque se forme rapidement (vignettes, 1, 2) et
se déplace régulierement vers la gauche, en retard sur le point rouge qui se
déplace vers la gauche.

— Lorsque d(&t) est croissant. Les vignettes 1 a 13 des 2 colonnes de gauche
montrent I’évolution du graphe de ﬁ — x;(t) dans une phase croissante de
la variation de d(&t). Une vague se forme (vignette 1) en avant de d puis re-
cule (vers la gauche) pendant que d avance (vignette 2) se stabilise (vignette
trois) diminue pendant que nait une nouvelle vague en avant de d (vignette
4). Cette nouvelle vague recule en grossissant pendant la vague précédente
disparait (vignette 5). Ce scénario se reproduit deux fois (vignettes 6, 7, 8,
9) et (vignettes 10, 11, 12, 13). Ces trois “disparitions-replacement” cor-
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FIG. 48 — “disparitions-remplacement”(simulation de 4.1). Explications en 4.1.1.

respondent aux trois augmentations brutales de s observées sur la Fig. 46
concomitantes & un effondrement de la biomasse. Ainsi, lorsque s est im-
portant (voisin de S;;,) ce sont les especes a i élevés qui sont les plus per-
formantes et qui réapparaissent les premieres, faisant diminuer s. Sur la Fig.
48 on peut observer ce qui se passe entre les vignettes 6 et 9 avec un pas
d’échantillonnage plus faible.

4.2 Mutations du phénotype

Dans ce paragraphe 1’idée est qu’au cours de la division cellulaire une petite partie
des cellules filles présente une légere variation du phénotype. Ce sera traduit par le
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modele suivant :

ds N
E = d(Sl-n—S)—ZE:%IJi(S)xi
dx; '
d); = ((1=20)(s) —d)xi+ opi—1(s)xi-1 + Ofit1(s)xi1 i=2,...,N—1
d
L= (- opmls)~ d)x + opas)xs
d
\ % = ((1—0)un(s) —d)xy +otuyn_1(s)xn_1

(32)
Dans ce cas, contrairement au cas ou les cellules mutées issues de la duplication
des cellules de la i-eme espece se répartissaient sur foutes les autres especes, les
propriétés du modele avec refuge ne nous apprendront rien. En effet, si iy est 1’es-
pece dominante a un instant donné, les mutations entraineront une présence 1’ordre
de o pour les especes ig— et ipy, de I'ordre de c? pour ig_» et ip4o etc... Seules
les especes voisines de iy sont donc concernées.

En revanche, nous savons déja que les tailles des especes qui ne sont pas les plus
performantes pourront atteindre des valeurs exponentiellement petites n’ayant plus
aucun réalisme. C’est pourquoi il est nécessaire de procéder a des simulations avec
un seuil de “disparition” &, c’est a dire introduire dans le programme a 1’endroit
convenable I’instruction :

six;(t) < S alorsx;(t+dt) =0

Nous reprenons les fonctions p; du paragraphe 4.1 soit :

s<ei — U= ’g—’_"s
s>e¢; = W =0.01(s—¢)
4.2.1 Simulations avec € “tres, tres petit”
Nous prenons € assez petit pour que pendant le passage entre d(gt) = % et

d(et) = % le quasi-équilibre ou I’espece i domine la compétition puisse s’ins-
taller, c’est a dire N¢ infiniment petit. Nous commengons par une simulation avec
un petit nombre (N = 5) d’especes ce qui permet de bien suivre ce qui se passe.

Sur la Fig. 49 que nous allons commenter les conditions de simulation sont les

suivantes :
-S,=14
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— d(et) =0.4—0.3 cos(er)

— £=10.002
— x;(0) = 0.000001
- N=5

—0o=e%x241073
—6=e3010"13

— Observation sur I’intervalle 0 < ¢ < %

F1G. 49 — Simulation du modele (32). Explications en 4.2.1.

Dynamique de la simulation de la Fig. 49

— Sur la figure du haut a gauche on voit les graphes des fonctions y des 5
especes : rouge, marron, bleue, vert et émeraude. Sur la figure du bas les
trois lignes rouges marquent, en descendant, les valeurs 6*6,e*12,e*18, la
ligne horizontale noire la valeur seuil e 3.

— A Dlinstant £y les populations des 5 especes ont pour taille 107° (prés du
deuxiéme trait rouge), toutes croissent puisque d(€fy) = 0.1 est plus petit
que tous les 1;(Sin), sauf I’espeéce rouge qui décroit (i rouge est toujours
plus petit que d(&tp)). Ce transitoire est invisible sur la figure. Les especes
marron, bleue, vert et émeraude croissent un temps mais c’est 1’espéce mar-
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F1G. 50 — Simulation du modele (32) : 6 = 0.020. Explications en 4.2.1.

A

M |

F1G. 51 — Simulation du modele (32) : § = 0.050. Explications en 4.2.1.

ron qui gagne la compétition, elle devient de taille appréciable alors que les
especes bleue, vert et émeraude deviennent “invisibles". Par mutation 1’es-
pece marron alimente les populations rouges et bleue qui croissent vers des
valeurs de 1’ordre ¢ = ¢~ % (premier trait rouge) ; toujours par mutation la
population bleue alimente la population verte qui a son tour alimente la po-
pulation émeraude.

— Intervalle [t1,#,] L’instant #; est I’instant de bifurcation ot I’espéce bleue
prend le pas sur I’espéce marron et, en raison du retard, c’est un peu plus
tard, en #, que I’espece bleue devient visible et I’espece marron disparait.

— Intervalle [f2,13] L’espéce bleue est visible, par mutation les especes adja-
centes (marron et verte) restent de I'ordre de ¢ et les especes adjacentes
d’ordre 2 (rouge et émeraude) restent de I’ordre de c2.

— Intervalle [t3,74] L'instant #3 est 1’instant de bifurcation o I’espéce verte
prend le pas sur I’espéce bleue. Avec un retard 1’espece verte devient vi-
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sible. Sur cet intervalle I’espece rouge qui est maintenant adjacente d’ordre
3 a I’espece dominante a une taille de I’ordre de ¢.

— Intervalle [t4,15] L’instant 4 est I’instant de bifurcation ot I’espéce émeraude
prend le pas sur I’espece verte. Apres le retard I’espece émeraude devient
visible et les especes vertes, beue, marron, rouge adjacentes respectivement
d’ordre 1, 2, 3 et 4 ont une taille de population de I’ ordre de o, o2, 03 et 0%

— Intervalle [ts,f6] Sur cet intervalle toutes les populations sont décroissantes
alors que d(€ty) s’approche de la valeur 0.7, puis, lorsque d(&fy) redescend
suffisamment, la taille population bleue se remet a croitre jusqu’a I’instant
t¢ ou elle redevient visible. Les tailles des populations vertes, bleue, mar-
ron rouge, grace aux mutations suivent le mouvement. L’espece rouge passe
en dessous du seuil O et disparait. Elle réapparait grdce aux mutations de
I’espece marron qui, elle, n’a pas disparu.

— t7 est le moment ou la population verte redevient visible.....

— etc.

On note que I’espece rouge n’est jamais visible. De plus elle passe au dessous du
seuil, disparait et réapparait. Toutes les autres especes sont visibles & un moment
donné. On devine que méme si le seuil est beaucoup plus élevé les especes vi-
sibles continueront a le rester approximativement aux mémes moments. Seule la
durée ou les especes disparaissent augmente. La seule chose importante pour que
le cycle puisse s’accomplir et que toutes les especes, sauf la rouge, réapparaissent
est que o reste plus grand que le seuil de disparition. C’est ce qu’on peut obser-
ver sur la Fig. 50 dans laquelle on a 8 = 0.020. Toutefois la simulation de la Fig.
51 dans laquelle 6 = 0.050 réserve une petite surprise. Alors que qu’on s’attend,
puisque & reste nettement plus petit que o, a observer a peu prés la méme chose
qu’avant on observe une disparition rapide de toutes les populations. L’explication
en est tres simple.

L’instruction :
six;(t) < dalorsx;(t+dt) =0

ne permet a une variable qui a la valeur O de reprendre une valeur strictement
positive que si lors du pas de temps :

x(t +dt) = x(t) + dt[accroissement]

la quantité dt[accroissement] est strictement plus grande que 8. Le seuil pour le-
quel les especes ne peuvent plus réapparaitre est donc de I’ordre de dr 6. De plus
il y a une contradiction entre la nécessité d’avoir dt assez petit pour la précision du
calcul, assez grand pour que les seuils de disparition restent acceptables. Les pro-
priétés du modele simulé deviennent donc totalement dépendantes de dr qui n’est
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FIG. 52 — Simulations du paragraphe 4.2.2 : € = 107>, Explications en 4.2.2. : La
biomasse totale suit de trés pres celle de 1’espece idéale.

pas un parametre “physique” mais un artéfact de calcul.

On touche ici aux limites du modele ou la population est une variable continue.
Pour aller plus loin il faudrait maintenant des variables entieres N;(t) représentant
le nombre d’individus d’une population et des processus de saut pour représenter
leur évolution.

4.2.2 Simulations avec € “petit”

FIG. 53 — Simulations du paragraphe 4.2.2 : € = 10~*. Explications en 4.2.2. : La
biomasse totale suit toujours celle de I’espece idéale.

Un calcul élémentaire, comme nous en avons déja pratiqué, montre :

Proposition 4.1 Pour que le retard a la bifurcation soit assez petit pour que [’es-
peéce qui a un moment donné le meilleur taux de croissance ait effectivement le
temps de redevenir visible il faut que € soit plus petit qu’une quantité de I’ordre
de :

1
(—8In(0))N?
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FIG. 54 — Simulations du paragraphe 4.2.2. Explications en 4.2.2 : € =2107% :
Pour une vitesse deux fois plus grande € n’est plus suffisamment petit et des effon-
drements de la biomasse totale apparaissent.

FIG. 55 — Simulations du paragraphe 4.2.2. Explications en 4.2.2 : € =2.2107*:
La forme des festons est sensible aux variations de €.

De cette condition nous retenons que le seuil pour € est en 1% donc tres petit des
que N est grand. Sur les Fig.52 a 55 nous observons une série de simulations faites
dans les conditions ci-dessous analogues a celles du paragraphe précédent :

- Sn=14

— d(et) =0.4—0.3 cos(er)
€ indiqué sur la figure.
x;(0) = 0.000001

- N =200

—0=e%~241073

- §=ex2010"°

— Observation apres un tres long transitoire.
Sur les Fig. 56 et 57 on observe que le choix du seuil peut complétement changer
le résultat de la simulation; ici il n’y a pas de transitoire. Ces deux simulations
illustrent les limites du modele purement déterministe comme nous 1’avions déja
noté au paragraphe précédent.
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F1G. 56 — Simulations du paragraphe 4.2.2. Explications en 4.2.2 : &€ =
2.5107%; 6 =2.10"°

F1G. 57 — Simulations du paragraphe 4.2.2. Explications en 422 : &€ =
2.510-4;6=10""

5 Conclusion

Les simulations des modeles qui ont été proposés ont réservé quelques surprises.
Dans le cas ol d(gt) varie assez lentement pour que la durée du passage dans
I’intervalle ou une espéce i est dominante soit infiniment grand de fagon a ce que
I’exclusion compétitive ait le temps d’étre réalisée les surprises s’expliquent en
calculant le retard a la bifurcation. Dans le cas ol d(&r) est assez rapide pour que
plusieurs especes restent simultanément présentes se comprend également a partir
du cas précédent mais des outils restent a introduire pour formaliser et quantifier
les phénomenes observés.

Les simulations des paragraphe 4.2.1 et 4.2.2 nous ont montré les limite du mo-
dele ou les tailles de populations sont représentées par des variables continues.
Pour traiter ce qui se passe lorsque x; est compris entre 0.001 8 et J il est néces-
saire de recourir a des modeles plus fins tels que des processus de naissance et de
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FIG. 59 — Méme modele que dans la Fig. 58 mais bruit plus important

mort. La question est de savoir quelles sont les répercussions a 1’échelle macrosco-
pique de ces aléas microscopiques. A titre de curiosité on peut remplacer dans les
simulations avec seuil de disparition I’instruction :

six;(t) < dalorsx;(t+dt) =0
par :

six;(t) < O alors
begin

w = random,

xi(t+dt) = (14+pxw)xx;(t); sixi(t+dt) <1038 alors x;(t +dt) =0;
end;

La Fig. 58 montre le résultat de cette modification du modele avec les mémes pa-
rametres que ceux de la Fig. 56 qui avaient conduit & la disparition de toutes les
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especes (w est une variables aléatoire uniforme sur [—1,+1] et p = 0.1). Toutes les
especes semblent persister ; ceci ne nous étonne pas trop dans la mesure ol main-
tenant des populations de 1 a 1000 individus peuvent exister. On observe ainsi une
grande ressemblance avec le modele déterministe de la Fig. 57 qui autorisait (en
I’absence de tout sens physique) des populations de 1’ordre de ’unité. La Fig. 59
montre le résultat de la simulation avec des parametres identiques sauf que le bruit
est tres important : p = 0.8. On constate effectivement que entre 0.001J et § les
trajectoires sont tres bruitées mais il semble qu’essentiellement rien ne soit changé
au niveau macroscopique.

Donc, pour conclure, je dirai que beaucoup de travail reste a faire pour parve-
nir a une théorie mathématique de modeles réalistes de la compétition d’un grand
nombre d’especes de micro-organismes dans un chémostat.

— Les modeles de type processus de vie et mort sont plus réalistes mais, a ma
connaissance, n’abordent pas la question de la survie des écosystemes de ce
type ot un tres grand nombre d’especes interagissent dans un environnement
variable.

— Pour aborder le cas d’un trés grand nombre d’especes on peut indexer les es-
peces par un “trait” continu (un phénotype, comme par exemple la “taille”) ;
cela donne des outils mathématiques efficaces mais éloigne un peu plus de
la réalité.

— Les résultats des simulations doivent étre examinés avec précaution car des
artéfacts associés au caractere continu des variables peuvent se manifester.

— Dans ce travail j’ai implicitement considéré que le modele E.D.O. commen-
cait 2 devenir douteux pour des populations de 1’ordre de 10 et moins,
lorsque le théoreme central limite ne fait plus son travail. Mais la situation
pourrait étre encore bien pire. Nous avons montré avec F. Campillo [4] que
sur le modele le plus banal qui soit de relation proie-prédateur il est possible
méme des valeurs de I’ordre de 107, 108 ne garantissent pas une moyennisa-
tion suffisante.

Depuis quelques années maintenant la communauté probabiliste fait un travail im-
portant pour donner un cadre mathématique adéquat a des modeles de type pro-
cessus de saut. A titre d’exemple on peut citer [3]. Cependant il est probable que
I’horizon pour obtenir des modeles a la fois réalistes et parfaitement compris sur le
plan mathématique soit encore lointain.

En revanche je crois que, grice a des campagnes de simulation systématiques
conduites dans un cadre mathématique rigoureux, comme j’ai essayé de le faire
pour cet exemple, il serait rapidement possible de produire des modeles de simu-
lation dont les propriétés, considérées du point de vue de la représentations du
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réel, seraient suffisamment comprises pour qu’ils puissent contribuer efficacement
a I’écologie microbienne théorique.
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