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Résumé : Ce rapport fait suite aux papiers discutant des éléments finis triangulaires, quadrilaté-
raux, tetraédriques et hexaédriques de Lagrange de degré 2. Ici, on regarde le cas d’un élément fini
de Lagrange pentaédrique de degré 2 & 18 nceuds et & 15 nceuds. Néanmoins on revient également
sur le cas du pentaédre de degré 1 & 6 noeuds. Quelques surprises sont mises en évidence sur ces
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Lagrange pentahedra of degree 1 and 2

Abstract: Following our previous reports related to Lagrange triangles, quadrilaterals,
tetrahedra and hexahedra of degree 2, we consider the case of a Lagrange pentahedral finite
element of degree 2. By the way, we also return to the pentahedron of degree 1. A couple of
surprising things appear. We also discuss the notion of a quality of such elements.

Key-words: Prism. R1 penta. 6-node penta. R2 penta. 18-node penta. 15-node penta. R1
mesh. R2 mesh. R1 finite element. R2 finite element. Bézier curve. Bézier penta.
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1 Introduction

On poursuit ici I’étude des éléments ﬁnisEl de Lagrange usuels de degré 1 et 2 en considérant
le cas d’un pentaédre (ou prisme). La question que nous regardons concerne la validité de cet
élément au sens de la positivité de son jacobien (hors de toute considération sur la qualité).

La validité étant établie, on discute de ce que pourrait étre une définition de la notion de

qualité géométrique de ces éléments.

2 Courbe de Bézier de degré 2

Les points de contrdle introduits dans la suite sont dans R3.

2.1 La courbe

On se donne trois points de controle, Py, P; et P, et un paramétre ¢ variant dans [0, 1].

On définit la courbe I' par la fonction 7 suivante :
Y(t) = (1 —t)*Py+2t(1 —t)P, + 2Py, t € [0,

Cette courbe passe par Py et P. Le point 'y(%) est appelé milieu de

LCe travail rentre dans le cadre du ILab INRIA-Disténe.
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4 P.L. George et H. Borouchaki

A B A B

F1G. 1 — La courbe AB avec ses trois points de controle A, B et C et son milieuw M. Deux
positions de C, pour A et B fizés, donnent deux courbes différentes.

En vue de la construction des éléments finis P2, on va utiliser ces courbes pour définir les
arétes des éléments. Soit maintenant AB un segment et C' un point quelconque pour I'instant.
On définit une aréte comme le lieu des points P(t), ¢t € [0, 1] correspondant a la courbe I et
la fonction «y ci-dessus dans laquelle on fixe Py = A, P, = C et P, = B. Donc

Pt) = (1-t)2A+2t(1-t)C +*B, t€[0,1], (2)
le milieu, correspondant par définition & t = %, vaut

1 A+B+2C
M= P(5) = (3)

le point M est donc le milieu des milieux respectifs de AC et de BC. Inversement, on a

4M - A—-B

C = 5

(4)

Dés lors que C' n’est pas aligné avec A et B, l’aréte est courbe, en cas contraire 'aréte reste

droite et on impose que C' = M ce qui revient & dire que le nceud milieu est bien le milieu
de larétd?]

Notons pour finir que la Relation , exprimée cette fois en fonction des nceuds A, B et
M, tels que définis ci-dessus, s’écrit

Pt)y=01-t)Q-20)A+4(1-t)M+t(2t—1)B, t€[0,1], (5)

ot on retrouve les polynomes de Lagrange de degré 2 des éléments finis (ici en une dimension).
Par ailleurs, en fonction maintenant des points de controle, cette méme expression s’écrit

P(u,v) = u?A + 2uvC + v’ B, (6)

avec u +v = 1, u € [0,1] qui est la forme de Bernstein (ou de Bézier) bien connue. Pour
simplifier I’écriture, on a gardé la méme notation pour P, i.e, P(t) ou P(u,v). De fagon
formelle, P(u,v) s’écrit aussi comme

P(u,v) = Z Bij(u,v)Pi,j, (7)

i+j=2
avec Pyg = A, Pi1 = C et Pyo = B.
2.2 La tangente
La tangente de I' est définie par
Y (t) = —=2(1 = )Py + (2 — 4t)P, + 2tPy t € [0,1] . (8)

2Ceci n’est pas strictement nécessaire, on pourrait, a priori, définir comme noeud “milieu” interne de 1’aréte
tout point P(a) = (1 — @)A + aB avec néanmoins la limitation i <a< % Cette limitation vient du lien
entre M et C' qui n’a de sens que si M et C sont compris entre A et B. Sortir de cette intervalle conduirait a
une boucle car C sort de AB. Néanmoins, mettre le nceud exactement au milieu rend le traitement élément
fini en P2 (droit) cohérent avec ’élément P1 sous-jacent et identique au cas courbe, voir plus bas.

Inria



Pentaedres R1 et R2 5

Ent =0, ’y,(t) =2PP,ent =1, ’y,(t) =2P Petent = %, *y,(t) = PyP,. Autrement
dit, la courbe part de P, tangente a PyP;, est paralléle au segment PyP, au point 7(%) et

. ~ V__) 2z A
arrive en P, tangente a Py P,. Un résultat connu est que cette tangente est elle-méme une
forme de Bézier. En effet, on peut écrire v (t) comme

V(0 =2 [0-)RP + tPiF (9)

ainsi on trouve la forme de Bézier de degré un dont les "points" de controle sont les vecteurs
————d —_ . . L
PyPy et P P,. On peut écrire également comme

’

~ (u(t),v(t) = —2 [uPopl + ’UP1P2:| ,

avec u=1—t et u+ v = 1. Notons ainsi que v (u,v) = —~ ().

Ceci permet de trouver simplement la tangente en tout point v(t) de la courbe I' par une
construction géométrique évidente. Appliqué a l'aréte AB de points de controle A, B et C,
on voit que la tangente en A est portée par le vecteur E, la tangente en B est portée par
le vecteur CB et que la tangente en M, le milieu, est paralléle au vecteur AB.

3 Carreaux de Bézier

Les polynémes de Bernstein. Pour construire la forme de Bézier des éléments penta-
édriques, nous devons utiliser les polynémes de Bernstein dans leurs deux possibilités, a savoir
sur un intervalle et, également, sur un triangle.

Le polyndéme de Bernstein de degré n défini sur un intervalle s’exprime comme :

. . nl , ,
B'n. — n 3 1 _ n—1 — K3 1 _ n—u
) = O (1= ) = el (- )

)

ouu € [0,1].

Le polynome de Bernstein de degré n défini sur un triangle en coordonnées barycentriques
s’exprime comme :
o nl
n _(mo i k _ % k
B (u,v,w) = Clu'v’w” = i'j'k'u vw"

ounwu € [0,1], v €[0,1], w € [0,1] avec u +v +w = 1.

Forme de Bézier du pentaédre de degré 1x1. On se donne six points de controle,
notés Pjji1, et on construit I’élément de degré 1x1 suivant :

e(uvvvwvt) = Z Z B},j,k(uﬂvﬂw)Bll(t) Pijkl ) (10)
i+jt+k=11=0,1

avec u,v,w et t dans [0,1] et u + v+ w = 1. Cet élément n’est autre que le pentaédre de
Lagrange R1 a 6 nceuds discuté ci-dessous. Les F;jx; sont ses sommets qui forment le réseau
suivant :

Pyo1o

Piooo  Poioo

pour la base "inférieure" et

P()(]l 1

Pioor  FPoiot

pour la base "supérieure". De maniére classique, la variation des indices ijk, liée au systéme
de coordonnées barycentriques, est différente de celle de I'indice [ qui est classique.

RR n° 7992



6 P.L. George et H. Borouchaki

Forme de Bézier du pentaédre de degré 2x2. On se donne 18 points de controéle, notés
Pijri, et on construit I’élément de degré 2x2 suivant :

O(u,v,w,t) = Z ZB”kuvw)Bl()Pijkl, (11)

i+j+k=21=0,2

avec u,v,w et t dans [0,1] et u + v + w = 1. Cet élément n’est autre que le pentaédre de
Lagrange R2 complet & 18 nceuds discuté ci-dessous. Les P;;;; comprennent les sommets et
les points de controle des arétes. Ils forment le réseau suivant :

Poozt
Piouu  Poru

Pyoor  Priot  Pozo

pour la section, en t, correspondant & la valeur de [ variant de 0 & 2. De maniére classique,
rappellons que la variation des indices ijk, liée au systéme de coordonnées barycentriques,
est différente de celle de I'indice [ qui est classique.

Regardons la restriction de 0(u,v,w,t) & v =t = 0. Il vient :

0(u,0,w,0) = > B2, (u,0,w)B}(t) Pyjro
i+j+k=2

0(u,0,w,0) = w?Poo1o + 2uwPio1o + u* Pagoo = (1 — u)? Popro + 2u(1 — u) Pro1o + u* Paooo »

donc une courbe de Bézier de degré 2, ici pour l'aréte A;As. En effet, par rapport a la
numérotation éléments ﬁHiS, on a P2000 = Al, P0020 = A3 et P1010 = Cg ol 09 est le controle
associé & Ag le nceud de aréte A As, voir la figure plus bas.

Regardons une aréte "verticale", par exemple u = 1,v = 0,w = 0, il vient :

0(17070at) = Z Z Bljk 1 O’O)Blz(t) Pijkl

i+j+k=21=0,2

0(1,0,0,t) = > B}, ,(1,0,0)B2(t) Paoor = (1 — )*Pagoo + 2¢(1 — ) Pago1 + > Pagoz ,
1=0,2

ou l'on retrouve la courbe de Bézier de degré 2 pour l'aréte A; A, dans la numérotation
éléments finis. Le point Psgo; est le point de controle de cette aréte, C13, lié au noeud Az,
voir la figure plus bas.

4 Elément fini pentaédrique de degré 1, le R1 4 6 nceuds

Les notations sont les notations classiques des éléments finis. On note K Télément de
référence, K I'élément courant, Fx la transformation permettant de passer de KaK , Di
le polynome de base numéro i et A; le nceud i de K. Z,9 et Z désignent les coordonnées
d’un point dans K , T,y et z les coordonnées d’un point courant. Les nceuds de K ou (z €
[0,1],9 € [0,1],2 + 9 < 1) x [0, 1], & savoir les 6 sommets, sont les suivants :

-(0.,0.,0),(1.,0.,0.),(0.,1.,0)

- (0.,0.,1),(1.,0.,1.),(0.,1.,1.)

Un élément est décrit par la liste de ses noeuds (ou sommets, dans ce cas précis) .

4.1 Condition de validité

Les six polynoémes de base, du point de vue élément fini et du point de vue de la trans-
formation géométrique, sont (en variables Z, ¢ et %) :

=0 —a—g)(1-2),

- p2=2(1-2),

- P3= Q(l - 2)?

Inria



Pentaedres R1 et R2 7

“pa=(1-2-9)%

— Ps = jjéa

- Pe = Y.

La transformation Fi permettant de passer de K a K est Fy (M) = Z pi(M)A;, on
i

a ainsi M = FK(M ). On vérifie immédiatement que cette expression n’est autre que la
Relation .

La matrice jacobienne, dont le déterminant nous intéresse, est définie & partir des déri-
vées des polynoémes de base. Pour mémoire, au pointﬂ T, Yy, 2, la matrice des dérivées des
polynémes s’écrit :

—(1—-2) (1-2) 0 —z z 0
—(1-2) 0 (1-2) —z 0 =z
“(l-z-y - —y (-z—-y) = y

La matrice jacobienne s’écrit
i, i, i, 4
DPi 4y Pi A\ Di ;4\,
Z gx (A)yi Z gy (A)yi Z gz (ADyi |
Pi ; Pi 2 Pi ;

ou x;,¥y; et z; sont les coordonnées du nceud courant A; et A est le neeud d’évaluation. En

ce noeud d’évaluation, le jacobien qui est le déterminant de cette matrice, s’écrit comme le

produit mixte < @ . (T A W) > ou encore le déterminant |[w @ W|. Il représente donc,

au facteur 6 pres, le volume du tétraédre formé par les vecteurs W, ¥ et W rapportés en un

point, ici avec, W = Z Op: (A)Z; v = Z Op; (A)X; et W= Z Pi (A)Z: avec A le noeud
’ ’ Ox Oy 0z

d’évaluation et A; les noeuds de 1’élément considéré.

Le jacobien en un sommet. Regardons, a titre d’exercice, ce jacobien vu par le noeud
A; donc pour le triplet £ = 0,4 = 0, 2 = 0, la matrice ci-dessus vaut :

-11.0 0 0 O
-1 01 0 0 O
-1 0 01 0 O

7:—A1+A2 5 7:—A1+A3 et WZ—A1+A4,

par suite

j(Al) =< A1As . (A1 As N A1 Ay) >, (12)

qui mesure (six fois) le volume du tétraédre A; As A3 Ay, coin en Ay du pentaédre. Des formules
identiques valent pour les 5 autres jacobiens associés aux autres sommets.

Le jacobien sur une aréte. Regardons comment varie le jacobien quand & varie dans
[0,1] pour § = 2 =0. On a, pour les dérivées, la matrice suivante :

-1 1 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0
—-(1l-2) =z 0 (1—-2) =z O
donc
7:—A1+A2, T}:—Al—‘rAgetW:—(l—l‘)Al—LL’A2+(1—£L')A4+$A5,

3en omettant le symbole "

RR n° 7992



8 P.L. George et H. Borouchaki

. T =414, 7 =A Aset W = (1 — 2)A; Ay + 2A5A;
par suite o . .
J(x) = |A1Ay AjAz (1 —2)A1As+2A245],
J(@) = (1-2)[A1A2 A1As A1A4| + 2|A1 Ay 1Az AsAs],
J(@) = (1—-x)|A1Ay A1As AjAy| + z|A1Ay AxAs A As],
donc

J(z) = (1 -2)T (A1) + 2T (Ay), (13)

1
qui est positif dés que J (Al) et J (/12) sont positifs. Le jacobien varie linéairement sur les
arétes des plans Z =0et 2 = 1.

Regardons maintenant laréte liée a Z variant dans [0, 1] pour & = § = 0. On a, pour les
dérivées, la matrice suivante :

—(1-2) (1-=2) 0 -z 2z 0
—(1—-2) 0 (1-2) —z 0 =z
-1 0 0 1 0 0
soit —_— - _— - _—
w = (1 — Z)AlAQ + ZA4A5, T = (1 — Z)AlAg + ZA4A6 et W = A1A4 y
par suite

._7(21) = |(1 — Z)A1A2 + ZA4A5 (1 — Z)A1A3 + ZA4A6 A1A4| .

En fonction de z, il vient

J(z) = (1-2)2A14; AjA; AiAL

|A14y AsAs A1 A4+ |ALAs A1As A A4
2
+22|A4As A AlA4],

+22(1—2)

ou encore

|A1 Ay AgAs A1As| +|A4As A1As A A4

5 +22j(1‘i4),

J(z) = (1—2)2T (A)+22(1—2)

ol ’on retrouve une forme de Bézier en z.

Si les faces quadrilatérales sont planes, on peut écrire

A4A5 = aA1A2 + bA1A4 et A4A6 = CA1A3 + dA1A4 s

alors

._7(2:) = |(1 — Z)A1A2 + ZA4A5 (1 — Z)A]_A3 + ZA4A6 A1A4| .

se simplifie en

J(z) =|1—-z4+a2)A14y (1—z+cz)A1A5 A1 A4.

= (1—z+az2)(1—z+c2)A1Ay AAy AAyl = (1—z+a2)(1—z+c2)T(AL).

Pour z = 1, on trouve la relation J (A4) = acJ (/11) Comme les faces quadrilatérales sont
convexes (sinon au moins un des jacobiens coins serait négatif), on a a > 0 et ¢ > 0.

Le signe de J(z) est celui de (1 — z + az)(1 — z + ¢z) que 'on écrit sous la forme (1 —
2)?2 + 2(1 — 2)(a + ¢) + acz?, comme z € [0,1], que ac > 0 et que a + ¢ > 0, le jacobien est
positif dés que le jacobien coin l'est, ceci est synthétisé dans le résultat suivant :

Théoréme Pour un élément avec des faces quadrilatérales planes, le jacobien est valide sur
les aretes si et seulement si les jacobiens associés aux sommets sont positifs. O

Inria



Pentaedres R1 et R2 9

Le jacobien sur une face. Regardons maintenant le jacobien sur une face. Pour la face
z = 0, face triangulaire, on trouve

-1 1 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0
~l-z-y) -z -y (I-2-y) z y
Donc
U = A1As, T =A1AsetW = (1 —x — y)A1A4 + xAsA5 + yAsAg .
Ainsi

j(x, Y, O) = (171’7y)|A1A2 A1A3 A1A4| + 117|A1A2 A1A3 A2A5| +y|A1A2 A1A3 A3A6| ,

= (1 — T — y)‘AlAQ A1A3 A1A4| + .:C‘AlAQ AgAg A2A5‘ + y‘ASAQ A1A3 A3A6‘ ,
qui n’est autre que
J(2,9,0) = (1 -2 —y)T (A1) + 2T (A2) + yT (As),

par suite, le jacobien est positif si les trois jacobiens coins le sont.

Pour la face y = 0, face quadrilatérale, on a

—(1—-2) (1-=%) 0 —z z 0
—(1-2) 0 (1-=2) —z 0 =z
—(1—-2) -—= 0 (I—-2) = 0

Ainsi

T = (1—2)A1As + 24445, T = (1 — 2)A1 Az + 24, Ac et W = (1 — 2) A, Ay + 24345 .
Et

T(2,0,2) = |(1—2)A1 A5 + 244 A5 (1 —2)A1 A5 + 24, A5 (1 —2)A1 AL + 2 A5 A7) .

Donc,

j(x,O,z) = (1 — 2)2(1 — 1‘)|A1A2 A1A3 A1A4| + (1 — Z)Zx‘AlAQ A1A3 A2A5‘

—|— Z(l — Z)(l — ,CI))|A1A2 A4A6 A1A4| + Z(l — Z).’E|A1A2 A4A6 A2A5|
—|—Z(1 — Z)(l — 1‘)|A4A5 A1A3 A1A4| + Z(l — Z)$|A4A5 A1A3 A2A5|
+22(1—2)[AsAs AgAs AjAs| + 2Pz|A A5 AgAs AAg,

soit
J(2,0,2) = (1—-2))(1—2)T (A1) + (1-2)")2J (As)
(1 — .’IJ)(|A1A2 AsAg A1A4| + |A4A5 A1 A3 A1A4|) + iC(lAlAQ AyAg A2A5| + |A4A5 A1 As A2A5|)
2
+22(1—2)J(Ay) + 22T (4s),

ou l'on voit, de fait, une forme de Bézier faisant intervenir les quatre jacobiens coins de la face
et deux valeurs de controle autres (correspondant & z(1 — z), soit quatre valeurs au total).
On sait ainsi exhiber une condition suffisante de positivité.

+22(1-2)

Si les faces quadrilérales sont planes, les termes en z(1 — z) se simplifient car, pour le
premier, on peut écrire, avec des coefficients adéquats

A4A6 = aA1A3 + bA1A4 s

et donc

|[A1As  AyAs A1A4] = |A1Ay aA1As+bA1AL Al A4]

RR n° 7992



10 P.L. George et H. Borouchaki

= |A Ay, aA[Az+ AA| = alAjA, A Az ATAL] = ad(Ay),

avec a > 0, par convexité de la face.
Pour le second terme, on écrit, avec des coefficients adéquats

A1A3 = CA1A4 + dA4A6 s

et donc

‘A4A5 A1A3 A1A4| = |A4A5 CA1A4+dA4A6 A1A4|
= |A4A5 dA4A6 A1A4| = d|A4A5 A4A6 A1A4| = dj(A4),

avec d > 0, par convexité de la face.
Pour le troisiéme terme, on écrit

A1A2 = 6A4A5 + fA2A5 y

et donc

|A1As  AgAs AsAs| = |eAsAs + fA2As  AyAs + AsAg AxAs
= |€A4A5 A4A5+A5A6 A2A5| = |6A4A5 A5A6 A2A5‘ = €‘A4A5 A5A6 A2A5‘ = €j(z‘i5),

avec e > 0, par convexité de la face.
Enfin, pour le dernier terme, on pose

AyAs = gA1As + h AL As

et donc

|AgAs A1As AsAs| = |gA1 Ay + hAsAs A1 Ay + AgAs A As|
= |9A1A2 Az As A2A5| = g|A1A2 Az As A2A5| = 9.7(1212),

avec g > 0, par convexité de la face.

Le résultat est alors le suivant :

Théoréme Pour un élément avec des faces quadrilatérales planes, le jacobien est valide sur
les faces si et seulement si les jacobiens associés aux sommets sont positifs. (Il

Le jacobien dans I’élément. Dans ce cas, on a
u = (1 - Z)AlAQ + 2A4As5et T = (1 - Z)AlAg + zA4Aq

comme ci-dessus, tandis que

W = (]. — T — y)A1A4 + $A2A5 + yA3A6 .
On peut écrire, en complétant mécaniquement l’expression de J(z,0, z) :

j(I,y,Z) =

(1—2)?(1—z—y)|A1 Ay AjA3 A A4+ (1—2)%x|A1 Ay Aj Az AAs| 4 (1—2)%y|A1 Ay AjAs  A3Ag)
+z(1-2)1—z—y)|A14y AsAs A1A4|+2(1—2)x|A1As A4As AsAs|+2(1—2)y|A1As A4As  AsAg]
+2(1-2)(1—z—y)|A4As A1As A1 A4+ 2(1—2)x|AsAs A1As AsAs|+2(1-2)y|A4As A1As  AsAg

+22(1—x—y)|A4As AyAs A A4 +2%2|AgAs  AyAg  AgAs|+ 2%y|A4As A Ag  AsAgl,

soit, encore

J(x,y,2) = (1=221 -z =) T (A1) + (1 -2)*2T () + (1 - 2)*yT (As)

+Z(1—Z>(1—$—y)|A1A2 A4A6 A1A4| +Z(1—Z)J}|A1A2 A4A6 A2A5| +Z(1—Z)y‘A1A2 A4A6 A3A6‘

Inria
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+z(1—z)(1—x—y)|A4A5 A1A3 A1A4|+Z(1—2)J}|A4A5 A1A3 A2A5|+Z(1—2)y|A4A5 A1A3 A3A6|
+22(1 -2 — )T (A) + 22T (45) + 2*yT (Ae),

ou, pour finir

T(x.y,2) = (L=221 -z —y)T(A) + (1 - 2)*2T (As) + (1 - 2)*yT (Ay)

){|A1A2 AgAg A1A4l +|ALAs AAs A1A4|}

+2z(1—2)(1—2x—y 5

{\A1A2 AgAg  AgAs| +|AsAs  AiAjs A2A5|}

2z(1 —
+2z(1 —2)x 5

(A4 LA LA+ (A4 A4 Al
2 )
+22(1 =2 — )T (A1) + 23T (A3) + 2*yT (Ao),

que, introduisant les coefficients V;;z;, I’on écrit comme

+22(1—2)y

J(@y,2) = Y > Bliluo,w)Bi(t) Nyu,

i+j+k=11=0,2

avecu = (1 —z —y),v =z,w =y et t = z, c’est-a-dire, de fait, une forme de Bézier faisant
intervenir les six jacobiens coins de 1’élément et trois valeurs de controle autres. On sait ainsi
exhiber une condition suffisante de positivité.

Si les faces quadrilérales sont planes, les termes en z(1 — 2) se simplifient. En regar-
dant les faces, on a vu 4 de tels termes, il reste & vérifier que les deux termes restant
conduisent & la méme conclusion. On regarde donc seulement |A;A; AyAg AsAg| et
|AgAs A1As  AsAg|. Pour le premier on écrit

AyAg = aAzAs +bAL A3,

et donc

|A1A2 A4A6 A3A6| = |A1A3+A3A2 aA3A6+bA1A3 A3A6|

= |A1A3+A3_:42 bAlAg A3A6| = |A3A2 bAlAg A3A6| = b‘AgAQ A1A3 A3A6‘ = bj(Ag),

avec b > 0, par convexité de la face.
Pour le second on écrit

A1A3 = CA4A6 + dA3A6 s

et donc

|AsAs A1As  As3Ag| = [AsAe + AsAs cAsAg + dAsAs  AsAg)

= |A4A6—|—A6A5 CA4A6 A3A6‘ = |A6A5 CA4A6 A3A6| = C|A6A5 A4A6 A3A6| = Cj(AG)’
avec ¢ > 0, par convexité de la face.
Ceci permet de conclure :
Théoréme Pour un élément avec des faces quadrilatérales planes, le jacobien est valide si
et seulement si les jacobiens associés aux sommets sont positifs. O

Ce qui revient a ce que les faces (quadrilatérales) soient convexes et, donc, que le polyédre
lui-méme est convexe.

Ce résultat peut sembler trivial, il n’était pas si clair au regard des formules.
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12 P.L. George et H. Borouchaki

F1G. 2 — Numérotation des neeuds de l’élément de référence a 18 neeuds (/118, face de derriére,
n’est pas montré).

4.2 En pratique

Si les faces sont planes, il suffit de vérifier les 6 jacobiens coins donc le volume des six
tétraedres coins. Si les faces ne sont pas planes (ou si on n’a pas cette information), il
faut vérifier, en premier, ces six jacobiens puis les trois coefficients de controle (6 termes)
apparaissant dans la formule de J(x,y, z) ci-dessus.

5 Elément fini pentaédrique de degré 2, le R2 4 18 nceuds

5.1 Forme éléments finis classique

Numérotation des nceuds. La convention| de numérotation des noeuds est la suivante,
les 6 sommets en premier (1 & 6), les 3 noeuds "milieux" des arétes de la face du bas (7 a
9), les 3 noeuds "milieux" des arétes de la face du haut (10 a 12), les 3 nceuds "milieux" des
arétes latérales (13 a 15), les 3 nceuds "centraux" des faces latérales (16 a 18), soit le schéma
suivant, coupes de bas (a gauche) en haut (a droite) :

3 15 6
9 8 18 17 12 11
1 7T 2 13 16 14 4 10 5

Les 18 polyndmes de base de 1’élément. L’élément de référence est défini comme le
triangle [0, 1] en (&,§) via le segment [0,1] en 2.

“pr=(01-2-9)(1-2&-29)(1 - 2(1-22),
— py =228 — 1)(1 — 2(1 — 22),

- p3 =929 - 1)(1 - 2(1 - 22),
1—d—9)(1—2&—29)3(22 — 1),

I
s
i

I

411 ne s’agit que d’une convention.

Inria
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i+ M

F1G. 3 — Numérotation des points de contréle d’un élément & 18 neuds (certains points ne
sont pas montrés) et correspondance avec la numérotation éléments finis.

~po=4(1 -2 —g)y(l - 2(1-22),
- po=4(1-2—-9)22(22 - 1),
- pi1 =4&92(22-1),

(22 -1),

“p2=4(1-2-9))2

“pi3 =41 -3 —g)(1 =22 -29)2(1 - 2),
- pra =4822 — 1)2(1 - 2),
- p15 =492 — 1)2(1 -

21— 2),
*])16—16(17% 32; (
9)92

2),
—2).

Pour établir cette liste, on est parti du triangle P2 que 'on a "tensorisé" dans la troisiéme
direction au degré 2.

- p1ir =162 92(1 -
-ps=16(1—2—

La transformation Fi permettant de passer de KaK , Pélément courant de noeuds A;,
est Fx (M) = Z pi(M)A; avec M le point de coordonnées Z,y et 2 dans K. On vérifie
i=1,18
immeédiatement que cette expression n’est autre que la Relation , Fi étant exprimée en
fonction des nceuds, 0 étant exprimée en fonction des points de controle.

Les arétes sont des arcs de parabole. 1l est facile de voir que dans ces cas Fx se réduit

a une courbe de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = 0 et £ = 0, seuls contribuent dans Fk,

p1,p2 et pretonap; = (1 —2)(1 —2%), po = (22 — 1) et pr = 42(1 — &), par suite
Fr=01-2)1-28)A; +42(1 — 2)A7 + (22 — 1) A,

qui est le résultat attendu. Pour le cas £ = ¢ = 0, on trouve les contributions de p; =
(1—=2)(1—=22), ps =2(22 —1) et p13 = 42(1 — %) et Fj, se réduit a

F=(1—2)(1—22)A; +45(1 — 2) A5 + 5(22 — 1) Ay,

qui est le résultat attendu.

5.2 Forme de Bézier

On a vu que

O(u,v,w,t) = Z ZBHkUUU’)Bl()PZ‘jkl

i+j+k=21=0,2

est la forme de Bézier du pentaédre & 18 noeuds avec t € [0,1] et u +v+w = 1.
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14 P.L. George et H. Borouchaki

Dérivées et jacobien. On cherche a évaluer 7. On cherche donc, par définition

OFx OFx OFx
o9& 0y 0%

j:

pour ce faire, on va utiliser la fonction 6 et comme u=1—-Z —g, v =2, w=gyet t =2, on

a simplement :
OFk 00 0Fk 00  OFk 00

9% v’ 95 ow . 8z ot

Trouver la dérivée en t est facile, on ouvre (u,v,w,t) en t, il vient :

00(u,v, w,t)

o > Blilwvow) {BY (OPuro + BY (1P + B3 () Pz

i+jth=2
En calculant les dérivées de B?(t) puis en regroupant les termes et en posant
0l _ B —p
A’ijl ’ij? lPZJk I+1 >

il vient :

0Fk 00(u,v,w,t)
92 = ot =2 Z Z Bl 'ij u,v 'LU) A?jolil
i+j+k=21=0,1

Pour calculer les autres dérivées, on ouvre 6(u,v,w,t) en (u,v,w), il vient :

0(u, v, w,1) Z B} (t) { B3ooPaoor + Bi1oPrio + Biao Pozor + By Poru + Boga Pooai + Bioy Prou }
1=0,2

autrement dit :

O(u,v,w,t) = Y BE(t) {u”Pagor + 2uvPrror + v* Pogor + 20wPor1 + w? Poozr + 2uwPron}

1=0,2
donc
OF 00
85,:{ = % =2 B?(t) {U(Puoz - onol) + U(Poz()l - Pnoz) + U/(Pouz - P101l)} ,
1=0,2
et
OF 00
8; = 0 2 BE(t) {w(Pro1 — Paoot) + v(Por1; — Priot) + w(Poo2t — Prowr)} -
1=0,2
En posant
—)
A”kl Piji Py et A”kl PP j k1,0
il vient
OFx
o 2 Z B () {ulsgn + vALT + wARy ) = 2 Z Z Bi (t) B (u, v, w) A 1t s
1=0,2 1=0,2 i+j+k=1
et

OFk
7 2 Z B} (t) {ulgon, + vAYg + wAlR,

010
2 Z Z Bl 1]k u vvw)AiJrl,jkl’

1=0,2 1=0,2 i+j+k=1

Au final le jacobien [J est le déterminant :

J =38 Z Z B () Bjjp, (u, v, w) AL

1=0,2 i4+j+k=1

010 001
E E Bz zjk u, an)Ai+17jkl E E Bz z]k u,v w)Aukl

1=0,2i+j+k=1 1=0,1i+j+k=2

que l'on note 8 |w T W|.
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Quelques jacobiens particuliers. Au coin (,¢, 2) = (0,0,0), on a (u,v,w,t) = (1,0,0,0),
donc, en fonction des P;j; ou des A; et C;, on trouve

W = B§(0)Bigo(1,0,0)A3000 = PaoooPrioo = A1C7,

W = Bj(0)B3y0(1,0,0)A%50 = PaoooP2001 = A1C13,

donc

J(0,0,0) = 8 |A1C7 ACy ACi3),

c’est-a-dire, & un facteur prés, le volume du tétraédre dont les sommets sont A et les trois
points de contréle adjacents. Ce jacobien, comme pour les autres éléments finis de Lagrange
de degré 2, controle les tangentes en A7 et les plans tangents en Ay des trois faces incidentes.
Les autres jacobiens associés aux coins ont la méme forme.

Pour laréte (%,9, 2) = (£,0,0), on a (u,v,w,t) = (1 — Z,%,0,0).

W= Blo(u,v,0)A1% ;00 = uA3000+vA1%0, = uP2000 Prioo+vPrioo Pozoo = uA1Cr+vCr Ay ,
i+j=1
T = Y Blo(u,v,0)A% ;40 = uAYi0+vANG, = uPaoooPro1o+vPrioo Poro = uA;Co+vCrCs,

i+7=1

001 _ .2 001 001
W = E Buo u,v O)Azgoo u Azooo + 2uvAijg + v A()Q()()?
i+j=2

W = u®Pagoo Paoo1 + 2uvPr10oPr1o1 + v2 PogooPozor = u? A1 013 + 2uvCrCrg + v2 A5C14 .

Notons que pour le milieu, on trouve w = m, l’aréte observée, et 7 = A;Cgg7 avec
Cso7 = Cg + Cy — C'7, donc ces deux vecteurs sont les mémes que ceux du tétraédre P2. Par
contre, W = i(Alclg +2C7Ch6 4+ A2Chyq), out on voit les trois arétes "verticales" incidentes
en ’aréte observée comme pour les autres éléments.

Pour la face (2,9, %) = (%, 9,0), on a (u,v,w,t) = (1 — & — §,%,9,0). Par suite :

100 _ . A100 100
E Uo u, v, W) AT ko = ulgp0o + VA0 + wAI
+

= uPs000P1100 + vP1100F o200 + WPi010FPo110 = ©wA1C7 + vC7As + wCyCy

— 010 010
v = E Bzgk(u v,0)A kO = = uAY50 + vA + wAY,
it+j+k=1

= uP2000P1010 + VP1100Fo110 + wPi010FPoo20 = wA1Cy + vC7Cs + wCy Az,

W2 A0 001 001
E Bwk u, v w)Al]kO u? AQo-+2uv A5 +v° AfG+20wAR g +w? AJds +2uwA
i+j+k=2

= 7.L2A1013 + 2uvC7Chg + U2A2014 + 20wCsCh7 + w2A3015 + 2uwCyChyg .

Les vecteurs qui interviennent sont, logiquement, les composantes des dérivées dans le plan
et les vecteurs "verticaux" issus des six points de controle du plan.

Néanmoins, I’observation de ces jacobiens particuliers ne nous donnent pas d’indications
précises (hormis pour les coins) sur la validité de I’élément. La suite va exhiber les coefficients
de controle utiles pour établir une condition suffisante de validité.
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Les coeflicients de contréle. On a vu que le jacobien s’écrit :

=8> > BI)Bl(u,v,w)A i

1=0,2i4+j+k=1

Z Z Blz(t)Bz‘ljk(uvvvw)A?ﬂ,jkz Z Z Bll(t)Bz?jk(uvw)Az]klv

1=0,2 i+j+k=1 1=0,1 i+j+k=2
mais, & cause des propriétés des polynomes de Bernstein, on sait que I'on peut I’exprimer
comme
j - E E Bl ”k(U,U7U))Nijk;l7
1=0,51+j+k=4

ot I’on voit les polyndmes de degré 5 et 4 et des coefficients IV;j; qu’il convient de calculer.
Ceci fait, on trouvera une condition suffisante évidente.

Le jacobien est réarrangé en :

‘~7 =3 Z Z Bl21( )Bn]lkl ’LL,U,IU) Z Z BIQZ( )BZQ]QkQ(u’/U’w)

11=0,241+j1+k1=1 12=0,2 iz+jo+ko=1

010 001
E E Blg( )Bzgggkg(u v, w ’A21+1,J1k1l1 Ai2+1,j2k212 Aimkgzg
13=0,1i3+j3+k3=2

)

soit

§ § § E E E 2 1
- 8 Bll ( )Blljlk‘l (u’v3w)Bl2(t)Bi2j2k2(u7U7w)
11=0,241+7j1+k1=112=0,2 i2+j2+ko=113=0,1 i3+j3+k3=2
010 001
Bls( )B13]3k3 (u,v,w) |A11+17111€111 Ai2+1,j2k2l2 Ai3j3k'313’ )
soit encore

J=sY Y Y Y Y BoBWOBLO

11=0,212=0,213=0,141+71 +k1=1i2+jo+ko=1i3+j3+k3=2

Bl

i1j1k1

(u7v7w)B}212k2 (u’ v, w)B’?sjaks (u,v,w) ’Atﬁ‘lﬂlklll Agzl-?‘l,jz/wb Ags()Jlsk313| :

Il suffit maintenant de regrouper les termes en les exprimant dans leur forme générique
(Section 3). Par exemple, pour les termes en ¢, on a :

Y. > > BLOBLWOBL()
11=0,21>=0,2 13=0,1
c’est-a-dire, simplement
Z Z Z CZQ Cl2 Cll tl1+l2+l3(1 _ t)5—ll—l2—lg
1 2 3
11=0,21>=0,2 13=0,1

qui n’est autre que
C? C’ C

5
Z 5 Bll+lz+l3 (t) .

li41l2415=0,5 Cl1+l2+l3

Les termes en (u, v, w) sont traités de la méme maniére. On part de
1
E E E lejlkl(um,w)Biszkz(u v w)BZS]3k3(u,v,w),
i1+j1+k1=142+ja+ka=1i3+j3+k3=2
et on regroupe les termes en les exprimant dans leur forme générique (Section 3). Soit

E E E izt jitia+is k1+ka+ks
C'Lljlkl CZ2J21€2 CZSJSkS v w )
i1+j1+k1=1i2+j2+ka=11i3+j3+k3=2

Inria



Pentaedres R1 et R2 17

S - — 2= g Z 3 p -
Cis . I { CJI? 1 (

-

. - Cu { ‘
, \ Lo Vo &3 l
+ l A \ A «

/s
- ' N | “ |
Az

F1G. 4 — Les vecteurs impliqués dans le coefficient N31qg.

qui n’est autre que

1 1 2
Ciljlklcizjzkz i3j3k3 Bt (u v w)
§ : oy i1+i2+1i3,51+j2+53,k1+ka+k3 \ " Vs :
ivtiotis+i1tiatisth+kotks=4  t1Fi2+iz,j1+j2+73,ki+ka+ks

Par suite, le jacobien s’écrit comme prévu

J = Z Z B} ()B] i (u,v,w)Nrkr

L=0,5I+J+K=4

avec
2 2 11 1 1 2
N -3 011012013 Ciljlkl Ci2j2k20i3j3/€3
IJKL — C5 C4
litle+ls=Lir+iz+is=1,j1+j2+iz=J k1 +ke+ks=K L I,J,K
| 100 010 001 |
t1+1,51k1ly t2+1,52k2l2 i3jsksls

Il y a ainsi 90 coeflicients de controle mettant en jeu 972 termes (liés aux déterminants
des 9 x 9 x 12 vecteurs des 3 directions).

A titre d’exercice (et de vérification partielle), on va calculer le coefficient Nygpp. Ce
coefficient est trouvé pour les jeux (i1, i2,43) = (1,1,2), j; = 0, k; = 0 et I; = 0, par suite, il
ne reste qu'un seul terme :

100 010 001
8 A ikt AN jakate Alpskals |

avec ces valeurs pour les indices, soit :
8 [A000 Ao Aol »
et on retrouve, comme attendu, 7(0,0,0), voir plus haut.

Pour mieux comprendre la mécanique du calcul des Ny iy, on va considérer les coeffi-
cients liés a I'aréte A As. Il s’agit de Nyooo, V3100, V2200, N1300 €t Noago- Le premier a été vu
ci-dessus, Nyqo0 se construit de la méme facon. Les coefficients N310g9 et N1300 sont analogues
(par symétrie). Par suite on ne regarde que I'un d’entre eux, N31gp et enfin Nosgg qui, lui,
est différent.

— Le coefficient N31qg.

Onal =3,,J =1,K =L =0, par suite, ky = ko = k3 = 0 et i1 = iy = i3 = 0.
11 reste a trouver (iy,is,i3) et (j1,72,73) tels que iy +io + 43 = 3,j1 + jo +Jjs = 1 et

i1+ 71 = 1,ia + jo = 1,43 + j3 = 2, le degré des polynoémes correspondants a ces termes. La
solution est donc la suivante :

(ilviQai?)) = (17072) avec (j15j27j3) = (Oa 170)7

(i17i27i3) = (17 13 1) avec (jlaj??j?)) = (07 0) 1) )

RR n° 7992



18 P.L. George et H. Borouchaki

; (
. ( Cig \ -
N e i | N\ s
N N
t ( A / ( o . la
\ ? @ 4 l
Ca J ; & | |
A I | G L ) 2
& A ‘ o 7c/s
Aa Cx pin
Ay

F1a. 5 — Les vecteurs impliqués dans le coefficient Naggg.

(i17i27i3) = (Oa 172) avec (j17j27j3) = (1707())7

ainsi, il y a trois termes dans ce coefficient. On remplace les indices dans ’expression du
coefficient, il vient :

_ 100 010 001 100 010 001
Naio = 2 {|A%000 Alioo A300] +2]A%000 Ao ARGl
100 010 001
+ |A1100 As000 A2ooo|} )

et, en fonction des Pz :

N300 = 2 {’P2000P1100 Pi100FPo110 P2000P2001‘ +2 ‘onoopuoo PoooPro10 PriooPiior

+ ‘P1100P0200 Ps000P1010 P2000P2001’} ;

soit, en fonction des A; et des Cj :

N3100 = 2 {’A1C7 C7Cy A1013’ +2‘A107 A1Cy CTCIG‘ + ’C’7A2 A1Cy A1C13‘} ;

ui, sous une forme plus parlante, s’écrit :
qui, p p ,

N3100 = 8 {le ‘14107 C7Cy A1013‘ + % ‘A107 A1 Cy 07016‘ + i ‘07142 A1Cy A1013‘} ;

et la figure montre les vecteurs constitutifs de ces trois termes.
— Le coefficient Noogg.

OnaI:2,,J:2,K:L:0,parsuite,k1:kQ:kgz()etil:ig:ig:O.
Il reste a trouver (i1,i2,i3) et (j1,7j2,73) tels que i1 + io + i3 = 2,41 + jo + j3 = 2 et
i1+ 71 = 1,42 + jo = 1,43 + j3 = 2, le degré des polynoémes correspondants & ces termes. La
solution est donc la suivante :

(i17i27i3) = (13 1a0) avec (j17j27j3) 07072 )

=(0,0,2)
(i1,i2,93) = (1,0,1) avec (j1,j2,73) = (0,1,1),
(i1,42,43) = (0,1,1) avec (j1,j2,73) = (1,0,1),
(i1,i2,43) = (0,0,2) avec (j1,7jo,73) = (1,1,0),

ainsi, il y a quatre termes dans ce coefficient. On remplace les indices dans ’expression du
coefficient, il vient :

4
— 100 010 001 100 010 001
N2200 - g {|A2000 A2000 A0200’ +2 |A2000 A1100 A1100|
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100 010 001 100 010 001
+2‘A1100 As000 A1100’+‘A1100 AN A2ooo’}a

et, en fonction des P;jy; :

4
Nasgo = g{‘PmooPuoo Pso00Piro10 P0200Po201’+2’P2000P1100 Pi100FPo110 P1100P1101‘

Jr2’1731100P0200 Psgo0P1o10 P1100P1101‘+’P1100P0200 Pi100Po110 P2000P2001‘}7

soit, en fonction des A; et des C; :

Nagoo = %{‘A107 A1Cy A2014‘+2‘A1C7 C7Cy 07016‘

+2‘C7A2 A.Cy C7C16‘+’C7A2 C;Cs A1013’}»

qui, sous une forme plus parlante, s’écrit :

1 1
Nosgo = 8 {6 ‘A1C7 A1Cy A2014‘ + 3 ‘A1C7 C7Cs 07016‘

J% )07142 A1Cy 07016’ + é ’C7A2 C7C3 A1013‘} g

et la figure montre les vecteurs constitutifs de ces quatre termes.

Pour finir, nous allons donner les expressions relatives & une aréte communes & deux faces
quadrilatérales, par exemple 'aréte A A4, soit les coefficients Nigo1, Naoo2, Naooz €t Nagoa-
Au facteur 8 preés, les calculs donnent :

— Pour Nygo1, les trois combinaisons d’indices ménent a :

2 1 2
N400125|A1C'7 C13C1s A1013|+5\A1C7 A1Cy 013A4|+g|013016 A1Cy  A1Ch3].

— Pour Nyggo, les 5 combinaisons d’indices ménent a :

2 2
Nyoo2 = E|A107 Ci3Cis  Ci3A4| + T0|Cl3016 A1Cy Ci3A4]

4 1 1
+E|013016 C13C138 A1C13|+E|A1C7 AyCha A1C13|+E|A4C1o ACy ACh3].

— Pour Nygp3 on a les combinaisons symétriques de celles de Nygg2, d’out la solution :

2 2
Naooz = TO|A4CIO Ci3Cis  Ai1Cis| + TO'CBCIG AsCry A1Ch3]

4 1 1
+E|013016 C13C18 013A4|+T0|A4010 A1Cy 013A4|+E|A107 AyCra Ci3A4].

— Pour Nygo4 on a les combinaisons symétriques de celles de Nygg1, d’ot la solution :

2 1 2
Nyoos = 3|A4010 C13C1s 013A4\+3|A4010 AyCr2 A1013|+5|013016 AyCrz Cr3Ay.

Les coefficients liés aux faces et les coeflicients internes sont trop pénibles a expliciter,
nous ne le ferons pas, on va juste donner le nombre de termes constitutifs des combinaisons
formant les coefficients.
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F1G. 6 — Le nombre de termes entrant dans les combinaisons linéaires constitutives des coef-
ficients de controle.

Sur les termes constitutifs des coefficients. On va vérifier que le nombre de termes
(volumes) des coefficients est de 972 soit 9 x 9 x 12, c¢’est-a-dire toutes les combinaisons
possibles entre les vecteurs de chaque direction. On symbolise ’agencement des coefficients
sur un prisme, voir la figure, et on analyse chaque coefficient pour en donner le nombre de
termes. En premier on regarde les faces de ce prisme complet. On découvre successivement :

— les coins ou le coefficient n’a qu'un terme, le volume du tétraédre coin, ceci donne donc,
au total, 6 termes, un par sommet,

— les arétes partagées par une face triangulaire et une face quadrilatérale avec deux co-
efficients internes a 3 termes et un coefficient a 4 termes, soit, au total, 6 x (2 x 3 + 4)
termes,

— les arétes partagées par deux faces quadrilatérales avec deux coefficients & 3 termes et
deux autres coefficients & 5 termes, soit, au total, 3(2 x 3+ 2 x 5) termes,

— les coefficients internes a une face quadrilatérale, soit 12 coefficients qui se répartissent
en 4 coefficients coins & 9 termes, 4 coefficients & 15 termes, 2 coefficients & 18 termes
et 2 coefficients a 45 termes, soit, au total, 3(4 x 944 x 15+ 2 x 12 + 2 x 20) termes,

— les coefficients internes & une face triangulaire, soit 3 coefficients & 7 termes, soit, au
total, 2(3 x 7) termes,

on "épluche" alors le prisme complet pour découvrir le sous-prisme avec :

— les coins ot le coefficient a 21 termes, ceci donne donc, au total, 6 x 21 termes
— les arétes partagées par deux faces quadrilatérales avec deux coefficients a4 35 termes,
soit, au total, 3(2 x 35) termes,

et, en additionant le nombre de tous les termes trouvés, on trouve exactement 972.

Une question qui reste pendante, si on suppose que tous les coefficients de la frontiére
(sommets, arétes et faces) sont valides, alors est-il nécessaire de calculer les autres coeflicients ?

A ce jour, nous ne savons pas répondre.

5.3 En pratique

Pour valider un élément pentaédrique de degré 2 & 18 nceuds, on calcule d’abord les points
de contrdle puis les 6 jacobiens coins. S’ils sont strictement positifs, on calcule alors les 84
coeflicients restants qui doivent étre positifs ou nuls, bon courage.
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Fi1G. 7 — Numérotation des neeuds de ’élément de référence a 15 neeuds.

6 Elément fini pentaédrique de degré 2, le R2 a4 15 nceuds

6.1 Forme éléments finis classique

Numeérotation des nceuds. La conventiorﬂ de numérotation des noeuds est la suivante,
les 6 sommets en premier (1 & 6), les 3 noeuds "milieux" des arétes de la face du bas (7 a
9), les 3 noeuds "milieux" des arétes de la face du haut (10 & 12), les 3 noeuds "milieux" des
arétes latérales (13 & 15), soit le schéma suivant, coupes de bas (a gauche) en haut (a droite) :

3 15 6
9 8 12 11
1 7 2 13 14 4 10 5

Les 15 polyndémes de base de I’élément. L’élément de référence est défini comme le
triangle [0,1] en (Z,§) via le segment [0, 1] en 2.

-p=(1

Cpy = (2527 +1)(2 - 1),
=922 — 29+ 1)(3—1),
-—p=01-2—-9)(-1-22-29+22)z,
—ps =228+ 25— 3)3,

~pe = §(29+22 - 3)%,

~pr =40 - - §)a(l - 2),
- ps = 42y(1 - 2),

~po =491 -2 —9)(1 - 2),
— pro=4(1 -2 —9)iz,

- p11 = 429%,

- pr2 =4(1 -2 - 9)y2,

— P13 —4(1—55—29)73( _5)7

— P14 = 4.]52?(1 - 2?),
— P15 = 4@7:’(1 — 2)
La transformation Fx permettant de passer de KakK , ’élément courant de nocuds A;,

est Fie (M) = Z pi(M)A; avec M le point de coordonnées &, et 2 dans K.
i=1,15

511 ne s’agit que d’une convention.
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Les arétes sont des arcs de parabole. Il est facile de voir que dans ces cas Fx se réduit
a une courbe de Bézier de degré 2. Ainsi, pour § = 0 et 2 = 0, seuls contribuent dans F,
p1,p2 et pretonap = —(1—3)(—1+22), po = —2(—2% + 1) et p; = 42(1 — &), par suite

Fr=(1-2)1-28)A1 +4&(1 — 2)A; + (22 — 1) Az,
qui est le résultat attendu. Pour le cas £ = ¢ = 0, on trouve les contributions de p; =
(1—=2)(1—22), py = 2(22—1) et p13 =42(1 — 2) et F}, se réduit a

Fo=(1—2)(1—22)A; +45(1 — £)Ays + 5(22 — 1) Ay,

qui est le résultat attendu.

6.2 Forme de Bézier

Il n’y a pas de telle écriture, du moins dans sa version compléteﬂ Pour trouver la forme
incompléte, on va travailler directement sur les polynémes p; car nous n’avons pas trouvé de
définition directe de cet élément via une interpolation transfinie (voir plus bas). L’idée est de
réécrire la fonction Fi en fonction, non des A; et des p;, mais des C; et des polynémes en
découlant pour, ensuite, les formuler dans le systéme de coordonnées de Bézier, (u, v, w,t), a
I’aide des polynoémes de Bernstein. La correspondance entre les deux systémes de coordonnées
est la suivante :

u=1—-—g,v=2,w=yett=2.

<

On part donc de

et on exprime les A;, autres que les sommets, en fonction des C;. Il est facile de voir que
I’on a deux cas, celui correspondant & un sommet ou vont contribuer le polynome associé a
ce sommet et ceux relatifs aux nceuds des trois arétes incidentes et celui correspondant & un
neeud d’aréte ou seul le polynéme associé a ce nceud contribue. Les contributions se font au
travers des relations comme : A7 = % donc avec le poids % pour un sommet et %
ailleurs.

Le cas le plus simple est celui des nceuds d’aréte, ceci donne le tableau suivant :

controle | indice enz,... en u, ... en Bernstein
Cr oo | 20— —9)&(1 - 2) | 2uv(1 —1t) | Bio(u, v,w)Bj(t)
Cs 0110 2e9(1 = 2) | 2vw(l —t) | Bgyy(u,v,w)Bj(t)
Cy w1 | 2001 =& —§)y(1 — 2) | 2uw(l —t) | Biy, (u, v, w)By(t)
ClO 1102 2(1 -z — ]j)i‘é 2uut BHO(U v ’U))B%(t)
Ci1 0112 229z 2vwt Bgu(% v, w)B%(t)
012 1012 2(1 — i’ — g)z:l?? 2uwt Bfm(u, v, U.))Bll (t)
C13 2001 | 2(0 =2 —9)2(1 = 2) | 2ut(l —t) | Bioo(u,v,w)Bi(t)
Cla 0201 282(1—2) | 2vt(1—1t) | Byyo(u,v,w)Bi(t)
Cis 0021 202(1 — 2) | 2wt(1 —1t) | Bigy(u, v, w)Bi(t)
Tab 1

Dans ces termes, on trouve des polynémes de Bernstein qui pourront s’arranger et former
un Bézier incomplet. Les sommes relatives a ce tableau se traitent facilement. Pour les trois
premiéres lignes, les trois suivantes et les trois derniéres, on trouve successivement :

1,4,k<1
Z 1
Bz]k(ua v, w)BO (t)Pl]kO ’
i+jt+k=2
4,5,k<1

Z Bz‘zjk(“’ v, w)B1 (t)Piji.z2
i+ jk=2

6Comme pour le quadrilatére réduit a 8 noeuds, voir [5].
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avec Q001 = Pit1,001, Qojor = Foj+1,00 et Qoort

> Bly(u,v,w)Bi (H)Qijn

i+j+k=1

= Pyo,k+1,1-

On réalise maintenant le regroupement des p; pour les six sommets. Il est facile de voir
que l'on a les résultats du tableau suivant :

en Bernstein

controle | indice en z, ... en u,

Ay 2000 | (1—=2—9)1-2)1—-2—-9—2) | u(l—1)(u— t) B0 (u, v, w) By (t) %B%oo(% v, w) B (t)
Ay 0200 T(1=2)(&—2) | v(l—=t)(v—1) | Baolu,v,w)By(t) — ?3310(% v, w) B (t)
As 0020 g(1 = 2)(§ —2) | w(l —t)(w —t) | Biya(u, v, w)Bs(t) — 5Bgos (u, v, w) Bi (t)
Ay 2002 (1-2—-9)2(-2—-9+2) ut(u —1+1) | Bigy(u, v, w)Bi(t) — %B%OO(U»U,W)B%@)
As 0202 22(% — 2) vt(v — 1+1t) | Biyg(u,v,w)Bi(t) — ?Bélo(u, v, w)B3(t)
Ag 0022 92(9 — 2) wt(w —1+1t) | Biys(u,v,w)Bi(t) — 53601(% v, w)B3(t)
Tab 2

Dans ces termes, on trouve des polyndémes de Bernstein mais avec des sommes additives
ou négatives ce qui est une particularité plutot inquiétante a priori.

Les lignes 1, 2 et 3 de ce tableau conduisent a la somme :

1,5, k#1

Z B,ij(u,’l),U))Bé(t)ij;o -

ijtk=2

itjtk=1

Les trois autres lignes conduisent & une somme trés similaire :

0.4, k#1

Z ijk(u,v,w)B%(t k2 — Z B”k u
i+j+k=2 z+j+k 1
La forme de Bézier incompléte est donc :
1,5,k<1 i,7,k<1
O(u,v,w,t) = Z ijk(u,v,w)Bé(t)PZ]ko + Z
i+j+k=2 i+j+k=2
+ Y Bl(u,v,w)Bi()Qijm
i+j+k=1
i,j,k#1 1
+ Z By (u,v,w) By (t) Pijro — 5
i+jt+k=2 itjtk=1
1,4,k7#1 1
+ Y Bh(wu,w)Bi(t)Pyre — 5 > Bl
i+j+k=2 i+jt+h=1

6.2.1 Les dérivées

% Z Bzgk(ua

Z Bwk(u v, w)B

(u,v,w) B} (t)Qijkz -

v, U})B%(t)Q”kO .

Bi(t)Qijnz -

U, W)

1]k Uu, ’U,w)B%(t)Piij

$(6)Qijko

(14)

A partir de cette expression, on peut calculer les dérivées partielles et en déduire la forme

du polynome jacobien :

0Fx O0Fk OFk

I = 1% T ERGE

La dérivé en v donne :

00

—2t(1 — t)Q1001 + 2t(1 — t)Qo101

o 00 o
ov Ow Ot|

v)(1—t)P1100+2w(1—t)P0110—2w(1—t)P1010 + 2(U—’U)tP1102+2th0112—thpl()lg

— (1 — t)(2u — t)P2000 + (1 — t)(2’U — t)POQOO — t(2u -1+ t)P2002 + t(211 -1+ f)POQ()Q s
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calcul fait en prenant terme & terme l’expression. En regroupant correctement les termes de
cette dérivée, on voit ce que sont les vecteurs qui controlent cette direction. En effet, il vient :

00

- - -
5 = 2w(1 — t)Pro10Po110 + 2wt Proi12 Po112 + 2t(1 — t)Q1001 Q0101

_ _ _ _
2u(1—t) Pagoo Pr100+2v(1—1t) Pr100 Po200 + 2ut Pago2 Pr1024+20t Pr102 Po2oz2 + t(1—1t) Po20o Paooo+t (1—1) Po2o2 Paoo2 -

Les 7 premiers vecteurs sont naturels, les 2 derniers sont, pour le moins, surprenants, voyons
si ce phénoméne se retrouve dans la dérivée suivante.

La dérivé en w donne :

o0
% = —21}(1—t)P1100+2’U(1—t)P0110—|—2(u—w)(l—t)Plolo —2@tP1102+2vtP0112+2(u—w)tP1012

—2t(1 — t)Q1001 + 2t(1 — t)Qoo11

— (1 =1)(2u — t)Pogoo + (1 —t)(2w — t)Pooz2o0 — t(2u — 1 + 1) Pagoz + t(2w — 1 4 ) Poo22 ,

calcul fait également en prenant terme a terme l’expression. En regroupant correctement les
termes de cette dérivée, on voit ce que sont les vecteurs qui controlent cette direction. En
effet, il vient :

00

i 20(1 — t)Pi1ooPo110 + 2vtPr102FPo112 + 2t(1 — t)Q1001Qoo11

2u(1—1t) Pagoo Pro10+2w(1—t) Pro10 Poo20 + 2ut Pago2 Pro12+2wt Pio12 Poo2ae + t(1—1) Poo2o Peooo+t (1—1) Poo22 P2oo2 -

Ici, aussi, les 7 premiers vecteurs sont naturels, les 2 derniers sont, pour le moins, surprenants
comme pour la dérivée précédente.

La dérivée en t conduit a :

o0 1,5,k<1 1,7,k<1
a = - Z szk(u v w)Ple0+ Z ’ij u ’an)Piij'i_Q Z Bz'ljk(u,v,’UJ)(l—Qt)Qijkl
i+j+k=2 i+j+k=2 i+j+k=1
i,5,k#1 i,5.k#1
- > Blilwv,w)Pyro— Y. Bl(wv,w)(1-20)Qike+ Y B(u,v,w)Pijk
i+j+k=2 i+j+k=1 i+j+k=2
- Z B (u,v,w) (1 = 26)Qijna
i+jt+k=1
soit :
90 1,5,k<1
_—
o Z ngk(uyvaw)PijkOPijk,Q + 2 Z B}jk(u,v,w)(l —2t)Qijk1
i+j+k=2 itj+k=1
i,j,k#1
_—
+ Y. Bii(wv,w)PuroPyra— 3 Bl(wo,w)(1-20)Qino— Y Blp(u,v,w)(1-26)Qijkz »
i+j+k=2 i+j+k=1 i+j+k=1

soit, au final :

i,7,k<1
89 ,7,R>
E = Z Ble(u Uy w)‘PZJkOPUk 2 t Z ZJk u,v w)(l - Qt)QljkOQljkl
i+j+k=2 i+j+k=1
i,5,k#1
N -
+ Z B?jk(uavaw)PijkO-Piij + Z B}jk(u,v,w)(l —26)Qijk2Qijk »
itjtk=2 i+jt+k=1

Notons, également dans ces expressions, des termes a priori surprenants liés au fait que
la dérivée d’un polynoéme incomplet prend une forme non standard.
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6.2.2 Quelques jacobiens particuliers

Pour voir et essayer de comprendre plus précisément le caractére particulier de cet élément,
nous allons regarder quelques jacobiens particuliers. On note w, 7 et W les trois vecteurs

relatifs aux dérivées.

Restriction a la face t =0. On pose t =0, alors on a :

=l

= 2wPi010FPo110 + 2uP2000Pi100 + 20 Pr1100FPo200 -

T = 20P1100Po110 + 2uPao00Pro10 + 2wPi010Pooz20 -

,5,k<1
2 S I 1 -
w = Z Biji(u,v,w) Pijko Pijr,2 + E B (u, v, w)QijkoQijk1
itj k=2 itjtk=1
i kA1
2 S 5 1 —_—
+ Z Bk (u, v, w) Pijko Pijka + § B (u, v, w)Qijk2 Qi -
itj+k=2 i+j+k=1

Restriction au sommet v = 1,# = 0. On reprend les trois vecteurs ci-dessus et on pose

v=w =0, alors on a :
—

= 2 Pyp00P1100

ST
|

—_
= 2 Pyp00 1010

W = Q1000Q1001 + P2000P2002 + Q1002Q1001 = P2000P2001 + P2000P2002 + P2002P2001 = 2 Paooo Paoo1 -

Ainsi,

J(1,0,0,0) = 8[Pa00Pr100  P2000Pio10  P2000P2001]

ou encore :

qui a la forme habituelle et controle les tangentes comme pour tous les autres éléments de

Lagrange de degré 2.

Restriction a ’aréte w = 0,¢t = 0. On reprend les trois vecteurs initiaux et on fait w = 0,
aréte A, As. 1l vient :

= 2uPao00P1100 + 2vP1100F0200 5

u
—
v = 20P1100FPo110 + 2uP2000P 1010 5

W = 2uvPr100Pr10,2 + uQ1000Q1001 + vQo100Q0101

2 2
+ u” Paooo P2oo2 + v™FPo200Fo202 + ©Q1002Q1001 + vQo102@0101 ,

soit, encore :

W = 2uvPi100Pi10,2 + uPa000P2001 + vPo200Po201

2 2
+ u” Pagoo Paoo2 + v°Po200Po202 + uPag02P2001 + vFPo202FP0201

et, au final :
B R
u = 2uAC7 + 2007 Ay .
v

= 2uA1Cy + 20C;Cy
W’ = QU’UC7010 + 2'LLA1013 + 21)142014 + U2A1A4 + U2A2A5 + UA4A1 + UA5A2 .

Les vecteurs @ et o ont la forme attendue, le vecteur W semble avoir une drole de téte
(notons que si on pose u = 1, on retrouve bien le vecteur associé & Ay calculé ci-dessus).

Dans ce cas particulier, aréte A1 As, on va exhiber tous les coefficients obtenus, donc,
par regroupement des termes de degré identique. On note |ijk| le déterminant obtenu en
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combinant le vecteur ¢ de @ avec le vecteur j de @ et le vecteur k de w. Il y a 28 termes a
regrouper. Soit :

8ulv|111] + 8u®(112] + 8uv|113| + 4u*(114] + 4uv?|115| — 4u>®(116| — 4uv|117|
+8u?v?[121] + 8u?v[122] + Suv?|123] + 4uv|124| 4 4uv?|125| — 4uv|126] — duv?|127]
+8uv?(211] + 8uv|212| + 8uv?|213| + 4u3v|214| + 4uv®|215] — 4u?v|216| — 4uv?|217|
+8uv®(221] + 8uv?|222| + 8v3|223| + 4u?v?|224 + 4v*|225| — 4uwv?|226] — 403|227,
et, a I’éditeur de texte, on regroupe ces résultats en :
4u|114] + 4v*(225|
+8ulv|111] + 4uv|124] + 4udv|214
+4u?0?|115] + 8uv?[121| + 8u?v?|211] + 4u?v?|224]
+4uv®|125] + duv®|215] + Suv®|221]
+8u?|112] — 4u®(116| + 8v*|223| — 4v°|227|
+8u?v[122] + 8u?v|113| — 4u?v|117| 4 8u?v|212| — 4u?v|126] — 4u®v|216]
+8uv?|123| — 4uv?[127] + 8uv?|213| — 4uv?|217| + 8uv?|222| — 4uv?|226],

ce qui semble donner 9 termes (5 associés au degré 4, 4 associés au degré 3), en fait certains
se regroupent pour construire les coefficients effectifs. Ainsi :

Nagoo = 4u*|114] + 8u®|112] — 4u>|116| pour u = 1, soit 4|114| + 8|112| — 4/116],

qui se réduit a 8/112| et n’est autre que

8|A1C7  A1Cy  A1Ch3|,
comme attendu. De méme, pour v = 1, on trouve
Noaoo = 4]225] + 8|223| — 4227,

qui n’est autre que :

8|C7A2 0708 A2014‘=8|C7A2 AgCg A2014|.

Pour trouver les autres coefficients, on réécrit les 9 termes ci-dessus sous forme générique.
Avec des notations évidentes, il vient :

k=0 k=0
J(w,0,0,0) = > Bly(u,v,0)Nfe + > Bly(u,v,0)N g,
i+j+k=4 i+j+k=3

et il suffit de voir comment les coefficients (indicés avec 4 et ?) se combinent pour définir les
coeflicients IV;jo0 effectifs. On reprend & nouveau les 9 termes écrits de maniére plus précise
comme :

ut (4]114]) + v*(4]225])
+4uv(2[111] + |124] + [214])

2 4 4 2
6uv (=115 + =|121] + =|211| + =224
+uv(3| |+3| \+3\ |+3| )

+4uv? (1125 + |215] + 2|221])
+u®(8]112] — 4|116]) + v*(8]223| — 4]227])

8 8 4 8 4 4
3ulv(=[122] + = [113| — = |117] + =|212| — =|126] — =|216
+BuPu([122] + 13| - $117] + 21| - £]126] - J216])
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8 4 8 4 8 4
3uv?(=[123] — =|127] + = |213| — = [217| + =|222| — = |226

d’ot on déduit les Ni‘*jkl et les ijkl avant de trouver les N;;i; de cette aréte. Ainsi,

NfOOO = 4|114| ) N§400 = 4|225‘
Niioo = 2111] + |124] + |214]
2 4 4 2
Nisoo = §|115| + §|121| + g|211\ + g\224|
Nisoo = |125] 4 [215] + 2|221]
N3oo = 8|112| — 4[116] ,  Niyoo = 8]223| — 4[227|

. 8 8 4 8 4 4

Niioo = §|122| + §|113| - §|117| + g|212\ - 5\126| - §|216|
8 4 8 4 8 4

Niyoo = §|123| - §|127| + g|213\ - §\217| + §|222| - g|226|.

Et la définition des coefficients effectifs découle de la régle d’élévation du degré pour les

coefficients Nf’j 4 Suivie du regroupement des termes. On a donc :

_ a4 3
Nio00 = Naooo + N3000

N3yoo + 3N3
Natoo = Nikgy + 23000 2100

4
4 2N3100 + 2NE00
Na200 = Nayggo + - 1
3N, + NG
Nisoo = N0 + 12004 0300

a4 3
Noaoo = Noago + Nosoo -

On a déja vu la validité et I'interprétation géométrique de cette définition pour Nyggo €t Noago-
On va expliciter les 3 autres coefficients pour analyser leurs expressions. On a, successivement :

N300 = 2|111]+|124] +|214| + 2|112| — |116| + 2|122| +2|113| — [117|+2|212| —|126] — |216],
soit, avec des notations évidentes :

Naioo = [11 2(1) +2(2)+2(3) = (6) = (M) + 12 (4)+2(2) = (6)] + [21  (4)+2(2) = (6)],

N3i00 = |A1C7  A1Cy 2C;Cho +2A41C13 + 245014 — A1 Ay — Az As|

+2|A:C7 C7Cs  Ai1Chis| + 2|C7 Ay A1Cy  A1Chsl,

soit, en posant T = 207C19 + 2A1C13 + 2A5C14 — A1 Ay — Ao As, le vecteur "central" qui
s’exprime sous la forme maintenant classique (cf. le quadrilatére de degré 2 incomplet) :

T =2C:Cho + (A1C13 — C13A4) + (A2Cr4 — Cr4As5) .

Ainsi, on a :

Najgo = 2|4,C7 C7Cs A,Cy3| + |AC7 A Co T|+ 2|C7A; ACy A1Chs),

tandis que N300 est symétrique, a savoir :

Nigoo = 2[C7Ay A1Cy AyCu| + |CrAy CrC3 T| + 2|A:C7 C:Cs  AsChal,

et on vérifie que ces deux coefficients sont de module 1 pour un élément droit de coté 1.
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13 60

F1G. 8 — Les vecteurs impliqués dans les coefficients N3100, Naogo et N1300-

Il reste & voir Naogg, le coefficient central de 'aréte. On a, successivement :
2 4 4 2
N. = -|11 —|121| + =|211] 4+ =224
2200 3| 5“‘3‘ |+3| |+3| |
4 4 2 4 2 2
—|122| + =[113] — =|11 —[212| — =]126] — = |21
2 [122] + S[113] - Z|117] + 5 [212] — Z[126] — Z|216]

+ A3 = 2 o7y + Ao1s) — 21217 + 2j222) — 2j226
3 3 3 3 3 3 ’

4 4
Noggo = |41C7  A1Cy §A2014|+|C7A2 C:Cy §A1C13|

4 4 2 4 2
+ ‘A107 C,Cs 507010 =+ §A1013 — §A1A4 =+ §A2014 — §A2A5‘

4 4 2 4 2
+|C7A2  A1Cy §C7C10 + §A1C13 - §A1A4 + §A2C14 - §A2A5| )

soit :

4
N2200=§|A107 A1Cy  AyChy]

2 2
+35141C7 GG T|+§|C7A2 ACo T

4
+§|C7A2 C:Cs  A,Ch3],

ce coefficient est totalement symétrique (premier et dernier terme entre eux et les deux termes
du milieu également).

On vérifie facilement que, pour un élément droit, les cing coefficients du jacobien ont un
module (volume) égal et consistant. Ceci conclut cette analyse de aréte Ay As. Les coefficients
des autres arétes des faces triangulaires ont la méme forme. Pour une aréte commune & deux
faces quadrilatérales (arétes verticales), nous donnerons plus bas I’analyse correspondante.
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Restriction a la face w = 0. On va ici regarder ce qui se passe pour une aréte verticale
et, en premier, on considére la face w = 0. On a alors :

T = 2t(1 — t)Q1001Qo101 + 2u(l — t)PagooPi100 + 2v(1 — t) Pr1ooPoz20o

+ 2ut Pago2 Pr1o2 + 20t Pr1o2 Po202 + (1 — t) Po200Paooo + t(1 — t) Po202P2002 -

T = 2v(1 — t)Pr1ooPor10 + 2vtPr102FPo112 + 26(1 — t)Q1001Qoo11
_ _ _ _
+2u(1 — t) Paooo Pro1o + 2utPago2Proi2 + t(1 — t)Poo20Paooo + t(1 — t) Poo2a Paoo2 -

1,5,k<1
N .
w = Z BUk<u v w)PUkOPUk 2 + Z zgk: u,v w)(l - 2t)QZ]kOQZ]]C1
i+j+k=2 i+j+k=1
,5,k#1
N .
+ Z By, (u,v,w0) Pijro Pijra + Z B (u, v, w) (1 — 26)Qyjk2Qijn1 -
i+j+k=2 i+j+k=1

Restriction au sommet v =1,w =0,t =0. On recommence ’analyse de ce jacobien en
notant qu’il se définit ici par trois contraintes (au lieu de 2 ci-dessus). Il vient :

—_
_
w = 2 P00 1100,

v

[
= 2 Pyoo0P1010

W = PaoooPa001 + P2000P2002 + P2002P2001 = 2P2000P2001 -
On retrouve donc bien 7(1,0,0,0).

Restriction au sommet v =1,w =0,t = 1. On recommence ’analyse de ce jacobien en
notant qu’il se définit ici par trois contraintes (au lieu de 2 ci-dessus). Il vient :
_—
U = 2 P02 11025

—_—
R
v = 2 Pyyp2Pi012,

W = — PyoooPo001 + P2000P2002 — Pooo2P2001 = 2Pa001 Paoo2 -

On trouve donc pour J(1,0,0,1) la valeur attendue.

Restriction a ’aréte w = 0,u = 1. On repart de 'expression initiale de la face w = 0 et
on fait w =1, il vient :

w = 2t(1—1)Q1001 Qo101 + 2(1—1) Paooo P1100 + 2t Pago2 Pr102 + t(1—1t) Po20o Paooo -+t (1—1) Py202 P2002 -

7 = 2t(1-t)Q1001 Qo011 + 2(1—t) Pagoo Pro10 + 2t Paoo2 Pro12 + t(1—1) Poo2o P2000 -+t (1—1) Poo22 P2002 -
W = (1 —2t)Q1000Q1001 + P2000P2002 + (1 — 2t)Q1002Q1001

soit

w = 2t(1 —t)C13C14 + 2(1 —t)A1C7 + 2tA4Cho + t(1 —t) A2 A +t(1 —t) A5 Ay,

T = Qt(l — t)013A15 + 2(1 — t)Ang 4+ 2tA,C1o + t(l — t)AgAl + t(l — t)A6A4,
W = (1 — 2t)A1013 + A1 Ay + (1 — 2t>A4013,
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et W s’écrit aussi sous une forme plus parlante :

w = 2(1 — t)A1013 + 2tC13A, .

Comme pour 'aréte A1 As, nous allons exhiber tous les coeflicients obtenus en suivant la
méme approche. On utilise la méme convention pour les notations. Il vient 50 termesﬂ (au
lieu de 28 dans le cas précédent !) & additionner :

8t2(1 — t)3111] + 8t3(1 — )2|112] + 8t(1 — #)3[121| + 8t3(1 — £)?]122| + 8t2(1 — t)?|131]

+8t3(1 — 1)[132] + 4% (1 — )3|141| + 4t3(1 — t)2[142| + 4¢3 (1 — £)®[151| + 43 (1 — t)?|152]

+8t(1 — £)®1211] + 82 (1 — 1)?(212] + 8(1 — 1)3|221| + 8(1 — ¢)?|222| + 8¢(1 — )?|231|

+8t2(1 — 1)[232] + 4t(1 — 1)3|241] + 447 (1 — )?|242| + 4¢(1 — t)|251| + 4¢3 (1 — £)?]252)

+8t2(1 — t)?[311] + 8t3(1 — 1)|312| + 8t(1 — )?|321| + 8t2(1 — t)|322| + 8t%(1 — t)|331]

+8t3|332| 4 4t2(1 — 1)?|341| 4 4¢3 (1 — t)[342] + 4t%(1 — t)?|351| + 4t3(1 — t)|352|

482 (1 — £)3|411] + 483(1 — £)2[412] + 4t(1 — 1)®[421] + 462 (1 — 1)?]422| + 44%(1 — t)?|431]

+413 (1 — 1)[432] + 267 (1 — )3|441| + 2¢3(1 — )2[442| + 262 (1 — £)®[451| + 23 (1 — 1)?]452]

482(1 — £)3]511] + 4¢3 (1 — £)2[512] + 4t(1 — £)3(521] + 4¢2(1 — )?|522| + 4t*(1 — t)?|531]

+413(1 — 1)[532] + 22 (1 — t)3|541] + 2t3(1 — t)2|542| + 2t3(1 — £)3|551| + 2t3(1 — 1)?|552|)

on regroupe alors les termes. On trouve certains des termes de By (t), de Bj(t) et de B} (t).
En premier, regardons les termes en t3(1 — )2, soit :

10£3(1 — t)2(§|112| + %\142| + §|152| + §|412| + %|442| + é|452\ + §|512| + %|542| + %|552|) ,
puis les termes en t2(1 — )3, soit
10£%(1 ft)3(§|111| + %\141| + §|151| + §|411| + %|441| + %|451\ + §|511| + %|541| + %|551|) ,
pour le degré 5, puis les termes en t3(1 — t), soit :
487 (1 — £)(2|132] + 2|312| + |342| + |352| + |432| + |532]),
puis les termes en t2(1 — )2, soit :
6t2(1—t)2(§\122|+§|131|+§|212|+§\242|+§|252|+§|311|+§\341|+§|351|+§|422|+§\522|+§|431|+§|531|),
puis les termes en t(1 — t)3, soit :
44(1 — £)3(2]121] + 2|211| + |241] + [251| + |421] + |521]),
pour le degré 4, puis le terme en ¢3, soit :

£3(8/332])

“et 1'éditeur de texte va heureusement nous aider & effectuer ces opérations.
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puis les termes en t2(1 — t), soit :
8 8 8
3t3(1 — t)(5]232] + <322 + -[331
et les termes en t(1 — t)?2, soit :
8 8 8
3t(1 — t)2(§\222| + §|321| + §|231|),

et le terme final en (1 — ¢)3, soit :
(1 —t)*(8[221])

pour le degré 3.

Pour ¢ = 0, on trouve 8|221| soit 8|41C7 A;Cy A;Ci3| qui est bien la valeur attendue.
Pour ¢ = 1, on trouve 8|332] soit 8|44C19 AsC12 Ci3A4| qui est aussi la valeur attendue.

Des calculs ci-dessus, on déduit la forme générique suivante :

J(1,0,0,1) ZBl )Nioor + ZBl )Nigor + ZBZ )N3o01 »
1=2,3 =13 1=0.,3

et il suffit de voir comment les coefficients (indicés avec ®, # et ?) se combinent pour définir
les coefficients Nygo; effectifs. Les coefficients partiels sont déduits des expressions ci-dessus,
on a ainsi :

4 2 2 2 1 1 2 1 1
Niogo = =|111| 4+ Z|141| + Z|151| + =|411| + —|441| + =|451| + =|511| + —|541] + —|551
Toor = 5111+ ZLL] 4+ ZI151] + Z[410|+ Z|441] + £451] + ZI511] + 2 [541] + £ ]551),

4 2 2 2 1 1 2 1 1
Nigos = =|112| + =[142] + =[152| + = [412| 4 —|442| + —|452| + =[512| + =|542| 4+ —|552
foos = ZI112| 4 21142] + 2[152] + £ |412| + £ |442| + Z]452] + £[512] + £[542| + (552,
Nioor = 2|121] + 2|211] + [241| + |251| + |421] + |521],
4 4 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2
Niyos = g\122|+§|131\+§|212|+§\242|+§|252\+§|311|+§\341|+§|351\+§|422|+§\522|+§|431\+§|531|,

Nioos = 2|132| + 2(312| + 342 + [352] + [432| + |532],
Ng)OOO = 8|221|7

8 8 8

N1 = §|222| + §|321| + §|231|,
8 8 8

N3joo = §|232| + §|322| + §|331|,
N??oog = 8|332|~

Pour établir la forme des coeflicients effectifs, on utilise la technique d’élévation de degré.
On passe du degré 4 des N, ] 1 au degré 5 en construisant les coefficients notés M;jx; :

4
Maoo1 = ngom

2Njoo1 + 3Niooz

Myo02 = 5
3NE ., + 2N
Mooz — S-v4002 . 4003

4
Maoos = 5Nfoo3 :

Ensuite on part des coefficients Nf’jkl que 'on éléve au degré 4, coefficients notés Q;;x: :

_ a3
Q4000 = N300
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Q4001 _ N??OOO + 3N§)001

4

Quons = 2N5001 + 2N5002
4

Ouoos = 3N3002 + Nioos
003 1

a3
Q4004 = N3pp3

puis on passe au degré 5 pour définir les coeflicients notés Rz :

3
Ry000 = Q1000 = N3g00

~ Qao00 +4Qa001  2N3y00 + 3N5001

Rapo1 = 5 = 5
Ry — 2Quo01 + 3Qao02 _ 2N300 + 12N501 + 6N50o
4002 = 3 = 20
R 3Quo02 + 2Qu003 _ 6N3001 + 12N505 + 2N5003
4003 = 3 = 20
R 4Q4003 + Q004 _ 3N3p02 + 2N5503
1004 = 3 = 5

_ _ a3
Ri005 = Qao04 = N3pps3 -

Et donc, en sommant les coefficients partiels de méme indice, on a les définitions suivantes :

3
Niooo = N300

_ 4 2N3o00 T 3N5001 _ 2N3h00 + 4Nipor + 3N3001

Naoo1 = =Nygo1 + =

5 5 5

2Ny + 3N 2N300 + 12N3, + 6N3
Nioos = 24001 - d002 23000 S 8001 3002 N5

3N + 2N 6N3.,, + 12N3 ., + 2N3 5
Nioos = 24002 : 4003, V3001 5 8002 B003 4 N5
Noos — 4.4 3N3p02 +2N5h03  3N3002 + 4Nioo3 + 2N3003

3
Naoos = N3p03 -

Pour Naggo et Nagos, c’est trivialement le résultat habituel tel que déja calculé plus haut (le
tétraédre coin). Pour les autres coefficients, on va expliciter leur forme.

Analysons Nygp1, on a :
5 Naoo1 = 2N3000 + 4Nio01 + 3N3001 5
soit
5 Nioor = 16|221 + 8|121|+8|211|+4|241|+4[251|+4|421|+4]521| + 8]222|+8|321|+8/231],

avant de pousuivre, on note que le module de ce coeflicient vaut 1 pour un élément droit de
coté 1. On exprime le coefficient sous une forme mécanique :

5 Napor = 16|221| + 8(|121]+[211]) + 4(|241|+|251|+|421|+[521]) + 8(|321|+|231]) + 8]222],
d’out on déduit (sans méme faire le calcul explicitement) le coefficient symétrique :

5 Nyooa = 16|332| + 8(|132[+312|) + 4(|342[+352|+[432|4-|532|) + 8(]232[+|322]) + 8|331].
La logique géométrique conduit & écrire le coefficient de la fagon suivante :

5 Naoor = 16]221] + 4(2[121|+]421|+|521|+2[321|) + 4(2|211|+|241|+|251|+2(231]) + 8[222| ,
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F1G. 9 — Les vecteurs impliqués dans les coefficients Nygo1 et Nigos-

et, plus précisément, en répartissant le premier terme :
5 Nygo1 = 4(2|121]4]421|+]521]|+2|321|+2|221|) + 4(2|211|+|241|+|251|42|231|+2|221]) + 8|222|,
soit encore :
5Naoor = 4(|12(1)+(4)+(5)+2(3)+2(2) 21])+4(|12 2(1)+(4)+(5)+2(3)+2(2) 1]) +8[222],
et en posant U = 2(1)+ (4) + (5) +2(3) +2(2) et V = 2(1)+ (4) + (5) + 2(3) +2(2), il vient :
5 Naoor = 4(|T21)) + 4(12V'1]) + 8[222],

qui, exprimé en fonction des A; et des Cj, s’écrit au final :

4 N 8
Nyoo1 = 3(|U A1Cy  A1Ch3| + |A1C7 Vv A1Chs)) + 5|A1C'7 A1Cy Ci3A4],

avec U = 2A1C7+42C13C14— A1 Ay — Ay A5 +2A,Cp, C'est-a-dire la forme classique 2C13C14+
(A1C7 — C743) + (A4Cro — CroAs). Le vecteur V est identique pour 'autre direction soit
V= 2C13C15 + (A1Cy — CgA3) + (A4C12 — C1246). On obtient alors Nygp4 immeédiatement,

soit :

4 N
Nyogos = 5(|ﬁ AyCra CisA4| + |A4Cho Vv Ci3A4|)

8
+5\A4Cm AyCa A1Ch3),

avec U = 2C13C14+ (C7As — A1C7) + (CroAs — AsChp) et le vecteur vV identique pour 'autre
direction soit V = 2C13C15 + (CgAz — A1Cy) + (C1246 — A4C1a) Ces deux coeflicients se
composent donc de trois contributions, celles liées au role du centre et celle du coin opposé.

Avant de poursuivre, nous allons vérifier que ce coefficient est identique & celui trouvé pour
I’élément complet lorsque ’on remplace les données manquantes par leurs valeurs, Rappelons
que l'on avait comme coefficient :

16 8 16
N4001:€|A1C'7 C13C18 A1C13|+5\A1C7 A1Cy 013A4|+€|013C16 A1Cy  A1Ch3].
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On remplace donc Cig et Cig par leurs expressions. On verra plus tard que :
4C16 = —(A1 + Ay + Ay + As) +2(C7 + C1o + Cr13 + Cra)

4018 - —(A1 + Ag + A4 + A6) + 2(09 + 012 + 013 + 015) .

On calcule alors C13C5 et C13C18. On a :

4C13C16 = —(Al + Ay + Ay + A5) + 2(07 + Ci0— Ci3 + 014)

donc  4C13C16 = 2C13C14 + A1C7 + AsC7 + AyCho + AsCho
4C13C 18 = —(A1 4+ Az + As + Ag) +2(Co + C12 — C13 + C15)
dOl’lC 4C13C18 ES 2C13C15 + Alcg + A3C9 + A4012 + A@élg 5

alors, en reportant, on a :

4
Nig? ! = Z|AC7 205005 + AiCs + ACs + AuChz + A6Crz - AiCs|

8
Jrg|14107 A1Cy  Cr344]

4
+ 5|QC13014 + A1C7 + AsC7 + AyCro + AsCro - A1Cy  A1Chs),

a comparer avec :

incomple 4 8
Nyoo1 plet _ g(|ﬁ A1Cy  A1Ch3| + |AL1C7 Vv A1Chs|) + 5|A1C7 ACy ChizA4l,

et le résultat est établi, en effet, on trouve

U =2C13C14 + A1C7 + A3Cy + ACrg + A5Cho

qui est bien le vecteur attendu, car ceci s’écrit également :

U =2C15C0 + (A1C7 — C7A5) + (A4Chp — Cro4s)

et, de méme, on retrouve le vecteur V.

Il reste a décortiquer les coefficients Nygo2 et Nygpz. On a :
20Na002 = 8Njo01 + 12Njn0s + 2N300 + 12N35001 + 6N5500 + 20N5505 ,

soit :
10N4002 = 4N301 + 6Niooa + Ninoo + 6Nig01 + 3Ninee + 10N0s »

ce qui donne 34 termes (!) que nous allons regrouper logiquement. La liste, in extenso, est la

suivante :
8|121] + 8|211| + 4|241] + 4]251] + 4]421| + 4|521|

8[122 + 8|131| + 8]212| + 4]242| + 4]252| + 8|311| + 4|341| + 4|351| + 4|422| + 4|522| + 4|431| + 4|531]

8[221|
16|222| + 16]321| 4 16[231]
8]232| 4 8|322| + 8331
8[111] 4 4|141| + 4[151] + 4]411] 4 2]441| + 2[451| + 4]511| + 2|541] + 2|551],

et, au facteur 2 pres :

4[121] + 4|21 + 2|241| 4 2|251| + 2|421] + 2|521|

4122 + 4131 + 4]212| + 2|242| + 2|252| + 4311| + 2|341| + 2|351| + 2|422| + 2|522| + 2|431| + 2|531]

4]221]
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8|222| + 8|321| + 8231
4|232| 4 4]322] + 4|331|
4|111| 4 2|141] + 2|151| + 2|411| + |441]| + |451| + 2|511| + [541]| + |551] .
On va maintenant regrouper logiquement les termes selon leur signification, soit :

pour les termes en (2.2 : 2(2(212| + [242| 4 |252| + 2(232| + 2|222])

pour les termes en  [..22| : 2(2[122| + [422| 4 |522| + 2(222| + 2|322])
pour le terme en |..21] : 4|321]
pour le terme en |..31] : 4]|231]

et il reste uniquement les 25 termes suivants :
4|121] + 4]211] + 2|241| 4 2|251] + 2|421| + 2|521]
4|131] + 4]311] + 2|341| 4 2|351| + 2|431| + 2|531]
4|221| + 4(321] + 4/|231| + 4/331]
41111 + 2|141| 4 2|151| + 2|411| 4 |441] + [451| + 2|511] 4 |541| + |551].

Trouver 'expression la plus significative, géométriquement parlant, du coefficient peut
sembler étre un casse-téte chinois, en fait , c’est plus simple qu’il n’y parait car on sait qu’il
faut chercher des relations avec des vecteurs comme U et

Rappelons en effet que 'on a introduit :
T =214 @)+ (5)+2(2) +2(3) et V = 2(1) + (4) + (5) + 2(2) + 2(3)

et qu’il s’agit de faire apparaitre ces deux vecteurs dans les sommes ci-dessus. Pour les deux
premiéres expressions, on trouve tout simplement :

22V2| et 2(T22|,

on va alors montrer (vérifier) que les 25 termes ci-dessus ne sont autre, & un facteur pres,
que |[UV1|. On calcule donc ce déterminant, il vient :

2(1)+@4)+ (B5)+2(2) +2(3) 2(1)+(4)+(B)+2(2)+2(3) 1],
que l'on ouvre. Il vient :
12(1) + (4) + (5) +

2)+23) 2(1) 1=2201)+@+B)+2(2)+23) 1 1f,

2(2) +
12(1) + (4) + (5) +2(2) +2(3) (4)+ () 1],
12(1) + (4) + (5) +2(2) +2(3) 2(2) 1/ =2]2(1)+(4)+(5)+2(2)+2(3) 2 1],
12(1) + (4) + (5) +2(2) +2(3) 2(3) 1 =2)21)+ () +(5) +2(2)+2(3) 3 1],
et la vérification est immédiate, le facteur étant 1. En résumé on trouve comme coefficient :
2|T 22| + 2|2V 2| + 4|321| + 4]231| + [UV1],

soit :
10N4002 = 4|U 22| + 4)2V'2| + 8]321| + 8[231| + 2|UV1|,

que 'on exprime en fonction des A; et des C;, on trouve :

1
N4002=5(4|A4C10 A1Cy  A1Ci3| +4|A1C7 AyCra A1Ch3]

+U VA Ch3]
—I—Q‘ﬁ A1Cy 013A4|+2|A107 7 013A4|),
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\\

f\rh,)uq_

F1G. 10 — Les vecteurs impliqués dans le coefficient Nagoz-

avec, rappelons le :

U = Usop = 2C13C14 + (A1C7 — C7Ag) + (A4Cho — Cro4s)

V = Vago = 2C15C15 + (A1Cy — CgA3) + (AsCha — Cr24s) .

. = . L0 . . -
La notation Usqg fait référence au fait que ce vecteur contient des termes comme (A;C7 —
) PN I
C7A5) alors que pour analyser aréte Ay As on trouvera 'inverse.

Le coefficient Nygp3 se déduit du précédent par symétrie.

Devant la technicité des calculs nous ne détaillons pas les coefficients liés aux faces ni
méme les coefficients internes.

6.2.3 Expression générale du jacobien

On repart des dérivées que 1'on exprime de maniére générique. Ainsi :

00

- - -
= 2w(1 — t)Pro10Po110 + 2wt Pro12Po1i2 + 2t(1 — t)Q1001Q0101

2u(1—t) Paooo Pr100+2v(1—t) Pr1oo Po200 + 2ut Pago2 Piio2+2vt Pr1o2 Po202 + t(1—1) Po2oo Paooo+t(1—1) Po2o2 Paoo2

s’écrit :

00 - - -

% = 2w(1 — t)Pio10Po110 + 2wt Pro12Po112 + 2¢(1 — t) Pago1 Pozo1

+2 Z Bjjp,(u, v,w) By () A jro + 2 Z Bijp(u,0,w) By ()A ko
i+j+k=1 i+j+k=1
+t(1 — t) Po2ooP2000 + t(1 — t) Po202 P2002 »

de méme :

00 N - S

0 = 20(1 — t) Pr100Po11o + 20tPri02Poi12 + 2t(1 — t)Q1001 Qo011

2u(1—t) Paooo Pro10+2w(1—t) Pio10Poo20 + 2ut Pago2 Proi2+2wt Pig12 Poo2a + t(1—t) Poo2o Paooo+t(1—1t) Poo2a Paooz

s’écrit :
00 SN R
% = 2v(1 = t)Pr10oPor10 + 20tPr102Po112 + 2t(1 — ) Pago1 Poo21
+2 Z mk u v7w) ( )A?-}-(i ,jk0 +2 Z zyk u U7w) ( )A(z&-(i ,Jk2
i+j+k=1 itj+k=1
+t(1 — t) Poo20P2000 + t(1 — t) Poo22 P20o2 »
tandis que :
90 1,5,k<1
- .
E = Z BZJk(u Uy w)‘PZJkOPUk 2 + Z ZJk: u,v w)(l - 2t)Qljk0Qljk)l
i+j+k=2 i+ji+k=1
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r(A,,L"’)w)

Fi1G. 11 — Numérotation des faces et des arétes.

i, kA
s -
+ Z B}y, (u,v,w) PijroPijra + Z Bijp(u,v,w0)(1 = 2)QijkaQijnt -
itjh=2 i+j+h=1

Il y a 196 termes, dont certains sont des sommes, & manipuler et a regrouper, on admettra
sans difficulté que ’'on évitera ce travail en trouvant une maniére plus simple d’évaluer cet
élément.

6.3 Construction effective de cet élément

Cet élément est entiérement défini par la seule donnée de ses 9 arétes. Celles-ci permettent
de construire les 5 faces qui, a leur tour, permettent de définir I’élément lui-méme.

On va montrer que dégénérer un hexaédre a 20 noeuds ne convient pas, que construire une
interpolation directe ne convient pas non plus mais que construire les 3 nceuds manquants
afin de définir un élément complet (comme pour le cas du quadrilatére de degré 2, voir [5])
est la solution que, d’ailleurs, on peut retrouver par simple identification.

6.3.1 Interpolation transfinie dégénérée

Pour obtenir une construction par interpolation transfinie, on peut penser partir de I’hexa-
édre & 20 noeuds, qui est lui méme une interpolation transfinie, et essayer de le dégénérer.
Rappelons que cet hexaédre est défini par :

(1= w)o1(u,v) + (1 —v)oa(u,w) + (1 —u)oz(v,w)
+woy(u,v) + vos(u,w) + wog(v, w)
— (1= u)(1 = v)(1 —w) Ay + u(l — v)(1 — w) Ay (15)
+uv(l —w) Az + (1 —u)v(l —w) Ags + (1 — u)(1 —v)w As
Fu(l —v)w Ag + uvw A7 + (1 — u)vw Ag )] .

N | =

O(u,v,w) =

Chaque face est construite sur ses 4 arétes, ;(.), par interpolation transfinie, par exemple
pour la premiére face :

o1(u,v) = (1= v)y(u) +uya(v) +oys(u) + (1 = w)ya(v) (16)
—{(1—-u)(1 —v)A; +u(l —v)As + wwAs + (1 — u)vAs} .

Dégénérer cet élément revient a imposer :

Az = Aget Ay = Agpuisys(u) = Agety7(u) = Aget enfin 1 (w) = yi2(w) .
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F1G. 12 — Définition de I’élément hexaédrique & partir de ses 6 faces par interpolation trans-

finie.

Explicitons alors les six faces de la formule générale. On a, pour la premiére face, i.e., w =0 :

o1(u,v) = (1 =v)y1(u) +uy2(v) +vys3(u) + (1 = u)ya(v)
{1 —-uw)(1—-v)A +u(l —v)As + uwwds + (1 —u)vAs},

qui devient simplement :

o1(u,v) = (1 —=v)y1(u) + uya(v) + (1 —uw)ya(v) — 1 —uw)(1 —v)A; — u(l —v)As.
De maniére similaire, la face quatre, i.e., w = 1, s’écrit :

og(u,v) = (1 —v)ys5(u) + uys(v) + (1 —u)ys(v) — (1 —u)(1 —v)As — u(l —v)Ag.
La face deux, i.e., v = 0, s’écrit :

oa(u,w) = (1 —w)y(u) + uyio(w) + wys(u) + (1 — u)ye(w)
{1 -u)(1—-w)A; +u(l —w)As + vwdis + (1 — w)wAs} .

La face cing, i.e., v = 1, est similaire, avant dégénerescence :

o5 (u,w) = (1 —w)ys(u) + uyn(w) + wyr(u) + (1 = u)y2(w)
{1 —u)(1 —w)As +u(l —w)As + vwA7 + (1 — w)wAs} ,

puis, aprés dégénerescence :

os5(u,w) = (1 —w)As + uyr2(w) + wAs + (1 — u)y12(w)
—{(1—-uw)(1 —w)As +u(l —w)Ay + uwAsg + (1 —u)wAg} ,

qui se réduit a :
os(u,w) = vyia(w).

Enfin, la face trois, i.e., u = 0, s’écrit :

o3(v,w) = (1 —w)y(v) + vy12(w) + wys(v) + (1 = v)y9(w)
—{(1-v)1—-w)A; +v(1 — w)Ay + vwAg + (1 —v)wAs} ,

et la face six, i.e., w = 1, a la méme forme :

o6(v,w) = (1 —w)y2(v) +vy11(w) + wye(v) + (1 — v)y10(W)
—{1-v)1—-w)As+v(l —w)As + vwA; + (1 —v)wAg} ,

soit, au final :

o6(v,w) = (1= w)y2(v) +v72(w) + wys(v) + (1 = v)710(w)
—{(1-v)(1—-w)As+v(1 —w)As + vwAs + (1 — v)wAg} .
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Au . — 3(4) ~
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F1G. 13 — Définition d’une face de l’élément hexaédrique, ici la premiére, & partir de ses 4
arétes par interpolation transfinie.

Il suffit maintenant de reporter ces expressions dans la formule générale. Il vient :

[(1=w)or(u,v) + (1 —v)oz(u,w) + (1 —u)os(v,w)
+woy(u,v) + vye(w) + wog(v, w)
- ((1 —u)(1—v)(1 —w)A; +u(l —v)(1 —w) Ay
+o(l —w) Ay + (1 —u)(1 —v)w A5
+u(l —v)w Ag + vw Ag )|,

O(u,v,w) =

DN | =

que 'on renumérote comme sur la Figure on a alors :

[(1 —’LU) Jl(u’v) + (1 _U) 03(u7w) + (1 _u) 0’5(1),11))
+woa(u,v) + vyg(w) + wos(v,w) )
— (1= u)(1 —0)(1 —w) Ay +u(l —v)(1 —w) Ay (A7)
+o(l —w) Az + (1 —u)(l —v)w Ay
+u(l —v)w As + vw Ag )| .

DN | =

O(u,v,w) =

Ensuite, on exprime les courbes en fonction de leurs expressions. Par exemple, on a :
y1(uw) = (1 —u)(1 —2u)A; + 4u(l —u)A7 + u(2u — 1) A,y
et des expressions similaires pour les autres arétes.

Il est facile de vérifier que 6(u,v,w) passe par les sommets, les arétes et les faces en
instangiant le triplet (u,v,w) voulu. Ainsi, du point de vue géométrique, cette méthode
donne un résultat satisfaisant.

Par contre, on vérifie également que cette définition n’est pas identique & celle de ’élément
fini. Par exemple, si on cherche le polynome facteur de A7, calcul le plus simple & mener,
on ne retrouve pas py. Ceci était prévisible au sens otu, du point de vue élément fini, la
dégénérescence de I’hexaédre conduit & deux jacobiens strictement nuls, ceux des deux
sommets dégénérés. Cette observation rend légitimement suspicieuse toute méthode d’élément
fini basée sur une quelconque dégénérescence.

6.3.2 Interpolation transfinie directe

On regarde ici une autre définition possible. Une face triangulaire est définie par, [2]
(Relation (4.7), Chapitre 4) :

o(u,v) = (1= u—v) {mn(u) +750)} +ufnlu+v) +920)} + 0 {0+ 0) + 7001 - u)}
—{(1—u—v)A; +udy +vA3} .

qui s’écrit également :

o(u,v) = (I —u—v){nu) +73(v) = A1} + u{n(u+0v) +72(v) — A2}
+u{ys(u+v)+72(1—u) - As}.
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Une face quadrilatérale est définie par interpolation transfinie classique :

o(u,v) = (1 =v)n(u) +uya(v) +vys(u) + (1 - u)ya(v)
—{(1—u)(1—v)A +u(l —v)As + wwAs + (1 — u)vAs} .

Le pentaédre s’écrit alors :

[(1 —w)oy(u,v) + (1 —u—v) {o3(u,w) + o5(v,w)} + u {o3(u+ v,w) + o4(v,w)}
+woa(u,v) + v {o5(u+v,w) + o4(1 —u,w)}
—(I—u—v)(1—w) Ay +u(l —w) Ay + v(1 — w)As
+(1 —u—v)w Ay +uw As +ovw Ag)] .

N |

O(u,v,w) =

Dans cette expression, on a :

o1(u,v) = (1 —u—v){1(u) +73(v) = A1} +u{n(u+v) +72(v) — A2}
+v{vs(u+v)+92(l —u) — A3},

o2(u,v) = (1 —u—v){ya(u) +v6(v) — As} +u{ra(u+v) +5(v) — 45}
+v{v6(u+v) +75(1 —u) — Ag} ,

o3(u,w) = (1= w)n(u) +uys(w) + wys(u) + (1 - u)yr(w)
{1 —-u)(1—-w)A; +u(l —w)As + vwAs + (1 — w)wAs} ,

o3(u+v,w) = (1 —w)n(u+v)+ (u+v)y(w) + wya(u+v) + (1 —u—v)y7(w)
—{(l-u—-v)(1-w)A; + (u+v)(1 —w)As + (u + vV)wAs5 + (1 —u — vV)wA,} ,

os(v,w) = (1= w)y2(v) +vye(w) +wys(v) + (1 —v)ys(w)
—{(1-v)1—-w)As+v(l —w)As + vwls + (1 —v)wAs} ,
(

oa(l —u,w) = (L= w)ya(l —u) + (1 —u)yo(w) + wys(1 — u) + uys(w)
—{u(l —w)Ay + (1 —u)(1 -

5(v,w) = (1= w)y3(v) +vy9(w
—{(1—v)(1 - w)A; +v(1 -

os(u+v,w) = (I —w)ys(u+v)+ (u+v
—{1-u—-v)1—-w)A; + (u+v)(1 -

Ensuite, on exprime les courbes en fonction de leurs expressions. Par exemple, on a :

Az + (1 — w)whg + uwAs}

w)

(w) +wys(v) + (1 = v)y7(w)
w)As +vwAg + (1 —v)wAy} .
)
w)

o(w) +wye(u+v) + (1 = u—v)y7(w)
As + (u+v)whAs+ (1 —u—v)wAy} .

y1(u) = (1 —u)(1 —2u)A; + 4u(l — u)A7 + u(2u — 1) A,
et des expressions similaires pour les autres arétes.

1l est facile de vérifier que 6(u,v,w) passe par les sommets, les arétes et les faces en
instangiant le triplet (u,v,w) voulu.

Par contre, on vérifie également que cette définition n’est pas identique a celle de 1’élément
fini. Par exemple, si on cherche le polynéme facteur de A7, calcul le plus simple & mener, on
ne retrouve pas pr.

En conclusion, nous n’avons pas réussi a4 montrer ce que nous supposions a priori.

6.3.3 Par élimination

Dans ce type de définition, on regarde ce que 'on a fait pour le quadrilatére & 9 nceuds
afin de définir le quadrilatére a 8 nceuds, cf. [5]. Dans ce cas, on a calculé le point, noté Ay,
image par la transformation réduite, du couple (0, 0) puis on a construit un élément complet
ayant ce point comme neuviéme nceud ce qui nous a permis de calculer le point de contréle
Cy. On va suivre la méme idée en calculant, pour 1’élément réduit, trois points, notés Asg,
Aq7 et Aig qui nous serviront de nceuds pour I’élément complet et permettront de calculer
les 3 points de contréle Cig, Ci7 et Cis.

Prenant le cas de A5 qui correspond au triplet (%7 0, %), on a :
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1 1
Ag = _Z(Al + Ay + Ay + As) + §(A7+A10 + A1z + A1g)

De la méme facon, on définit :

1 1
Aqyp = —Z(AQ + Az + As + Ag) + 5(148 + Ays + A+ Aug)

et :
1 1
Aig = _Z(Al +As+ Ay + Ag) + 5(149 + Ay + A1z + Ai3)

A partir de ces expressions, on peut chercher les différents polynomes en regroupant les
contributions. Par exemple, pour le coefficient en A7, on trouve le polynoéme, noté g, suivant :

DPie
Q7:p7+77

et, on trouve ainsi :
A(1—d— )31 —2)(1—25) +8(1— & — §)a2(1 — 2),

soit :

41-z-ym)2(1—-2)1—-22+22)=41-2—y)z(1-32),
qui est le résultat cherché. A titre de vérification supplémentaire, on va calculer ¢;. Le coef-
ficient en A; vient de p; directement par A; et de pig avec le poids —i et enfin de p1g avec
le méme poids. Par suite, on regarde la combinaison

oy —py D6 P18
1 1 4 47

et un simple calcul montre que l'on retrouve bien le résultat attendu. Le dernier cas, un
polynome associé & un nceud d’une aréte commune a deux faces quadrilatérales se traite de
maniére identique. On a ici une combinaison de trois termes, par exemple pour valider ¢;3

on regarde la combinaison :

D16 Dis
= +— +—,
q13 = P13 B B

qui conduit au résultat cherché.

Notre conclusion est sans surprise, ’élément réduit se construit a partir de 1’élément
complet en imposant ces positions de points pour les noeuds manquants. Notons que, ces
nceuds étant fixés, on trouve facilement les points de contréle manquants.

6.3.4 Une solution équivalente par identification directe

On va ici traiter le méme probléme mais & I’envers, on note g; les 15 polynémes de I’élément
réduit. Construire ces ¢; revient a répartir les p; (de ’élément complet) convenablement. Il est
facile de voir que nous trouvons seulement trois cas, il s’agit donc de trouver des coefficients,
s’ils existent, tels que :

g7 = p7 + arpis
13 = p13 + @13p16 + F13P1s
@1 = p1 + aa1pie + Bipis
pour prendre un seul exemple de chacun des trois cas (aréte "quad-tri", aréte "quad-quad"
et sommet).

Un simple calcul donne ces coefficients, a7 = a3 = f13 = % et ay =01 = —%. Par suite,
si on impose :
1 1
Ag = 5(147 + Ao+ A1z + Agq) — Z(Al + As+ Ay + A5),
et des relations analogues pour Ai7 et Ayg, on arrive & éliminer les trois derniers noeuds et
on passe du pentaédre complet au pentaédre réduit.

Une fois ces trois nceuds définis, on calcule les points de controle manquants en posant le
systéme de trois équations & trois inconnues correspondant. On retrouve donc exactement le
processus de construction par élimination vu ci-dessus.
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6.4 En pratique

Pour valider un élément pentaédrique de degré 2 & 15 nceuds, on calcule les 3 nceuds
manquants puis les points de contrdle et les 6 jacobiens coins. S’ils sont strictement positifs,
on se raméne au cas de ’élément & 18 nceuds et on calcule alors les 84 coefficients restants
qui doivent étre positifs ou nuls, bon courage encore. Utiliser la formule en Bézier incomplet
et calculer ses dérivées est aussi une solution qui, toutefois, est vraiment techniquement
fastidieuse comme on I’a vu.

7 Vers une définition de la qualité d’un élément
Distorsion du jacobien. On définit @ 7(K) par :

minK j(iﬁﬂ& 2)
maxx J(2,4,2)

Qs(K)=

Ce critére permet de quantifier I’écart entre un élément R2 et 1’élément R1 correspondant
(construits sur ses seuls sommets). En pratique, on ne sait pas calculer efficacement ce critére,
certains auteurs utilisent simplement les jacobiens des noeuds. Cependant, on peut utiliser
les extrema des "points" de controle du jacobien (les N;j;i) et définir Q7 (K) par :

minijk Nijk

Qs(K) =

max;; Nijk

Vers un critére de qualité purement géométrique. On a ici deux difficultés a résoudre
puisque I’élément n’est pas simplicial et, de plus, est courbe.

L’idée est de quantifier la qualité avec plusieurs objectifs, la continuité d’un élément droit
a un élément courbe, la continuité d’un élément pentaédrique a un élément simplicial (cas
d’un maillage mixte) et la faculté de bien caractériser et différencier les éléments entre eux.

La mesure classique pour les simplexes, () = a% ou h est le diamétre, p est le rayon

inscrit et o un coefficient de normalisation ne peut Etre utilisé ici car on ne sait pas déﬁni
p. Par conséquent, on va partir d’une définition (en forme) de la forme rapport des longueurs
(d’arétes ou de diagonales) avec le volume. Nous proposons donc la forme générale suivante :

h Smaa:
Qr=a Vo
avec, en R1 :
— h, dit le diamétre de I’élément, évalué comme la plus grande distance entre deux noeuds,
— Sinaz la plus grande surface des triangles formés par les faces triangulaires et les diffé-
rents découpages des faces quadrilatérales du bord de I’élément,
— Vinin le volume du plus petit tétraédre des six découpages en 3 de 1’élément.
et, avec, en R2 :
— h, dit le diameétre de I’élément, évalué comme la plus grande distance entre deux noeuds,
— Simaz la plus grande surface des triangles formés par les différents découpages des faces
triangulaires et des sous-faces quadrilatérales du bord de 1’élément,
— Vinin le volume du plus petit tétraédre des découpages en 5 des sous-éléments (R1) du
découpage de 1’élément (R2) en considérant les points de Bézier.

8 Conclusion

On a discuté de la validité des éléments pentaédrique de degré 1 et 2. Bien que construits
simplement via un produit tensoriel, ces éléments se révélent assez délicats & analyser méme
au degré 1, seule une formulation via des formes de Bézier permet en pratique de conclure
avec, toutefois, une condition suffisante seulement sauf pour un R1 a faces (quadrilatérales)
planes ou on a une condition nécessaire et suffisante. Pour le R2 complet & 18 nceuds, on a

80n pourrait considérer le maximum du rayon de tout cercle inscrit mais, en pratique, c’est peu réaliste.
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90 coeflicients a calculer et & évaluer. Pour le R2 incomplet, on propose de se ramener au
cas précédent, l'analyse directe de la forme incompléte se révélant fastidieuse. Par ailleurs,
une méthode alternative existe qui consiste a controler tous les déterminants construits sur
tous les vecteurs de chaque direction (avec une finesse pour ’élément incomplet quant a la
définition des vecteurs a priori non naturels comme les fameux U et V introduits lors de la
discussion).
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Annexe

Dans cette annexe, on donne, en pseudo-code, deux algorithmes de calcul des coefficients
de I’élément & 18 nceuds. Dans le premier, on énumeére les différents triplets en ¢, 7, k et [ qui
interviennent pour le calcul du coefficient Ny;g; puis on effectue le calcul proprement dit,
dans le second, on calcule directement de maniére nettement plus fine.

Enumeération puis calculs.

1.1 - Trouver les triplets en I,J,K :
Input : I, J et K
1.1.1 - Trouver les cas en 1i:
indice = 0
Faire pour i_1 = 0,1
indice = indice + 1
tabi_1(indice) = i_1
Fin faire
nbri_1 = indice
indice = 0
Faire pour i_2 = 0,1
indice = indice + 1
tabi_2(indice) = i_2
Fin faire
nbri_2 = indice
indice 0
Faire pour i_3 = 0,2
indice = indice + 1
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tabi_2(indice) = i_3

Fin faire

nbri_3 = indice

1.1.2 - Trouver les cas en j:

indice = 0

Faire pour j_1 = 0,1
indice = indice + 1
tabj_1(indice) = j_1

Fin faire

nbrj_1 = indice

indice = 0

Faire pour j_2 = 0,1
indice = indice + 1
tabj_2(indice) = j_2

Fin faire

nbrj_2 = indice

indice = 0

Faire pour j_3 = 0,2
indice = indice + 1
tabj_3(indice) = j_3

Fin faire

nbrj_3 = indice

1.1.3 - Trouver les cas en k:

indice = 0

Faire pour k_1 = 0,1
indice = indice + 1
tabk_1(indice) = k_1

Fin faire

nbrk_1 = indice

indice = 0

Faire pour k_2 = 0,1
indice = indice + 1
tabk_2(indice) = k_2

Fin faire

nbrk_2 = indice

indice = 0

Faire pour k_3 = 0,2
indice = indice + 1
tabk_3(indice) = k_3

Fin faire

nbrk_3 = indice

1.2 - Trouver les triplets en L :
Input : L
indice = 0
Faire pour 1_1 = 0,2
Faire pour 1_2 = 0,2
Faire pour 1.3 = 0,1
S=11+12+ 1.3
Si 8§ = L alors
indice = indice + 1
tabi(1,indice) =
tabi(2,indice)
tabi(3,indice)

1.1
1.2
1.3
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Fin si
Fin faire
Fin faire
Fin faire
nbrindice_l1 = indice

Ensuite, on construit les coefficient Ny ;i au facteur 8 prés.

Input: nbri_1, nbri_2, nbri_3, nbrj_1, ..., nbrk_3, nbrindice_l et les P_{ijk1}

nbre = 0
N_{IJKL} = O pour I+J+K=4 et L=0,5

Faire pour ii_1=1,nbri_1
i_1 = tabi_1(ii_1)
Faire pour ii_2=1,nbri_2
i_2 = tabi_2(ii_2)
Faire pour ii_3=1,nbri_3
i_3 = tabi_3(ii_3)
I=4i1+i2+ i3

Faire pour jj_1=1,nbrj_1
j_1 = tabj_1(jj_1)
Faire pour jj_2=1,nbrj_2
j_2 = tabj_2(jj_2)
Faire pour jj_3=1,nbrj_3
j_3 = tabj_3(jj_3)
J=3j.1+3j.2+ 3j_3

Faire pour kk_1=1,nbrk_1
k_1 = tabk_1(kk_1)
Faire pour kk_2=1,nbrk_2
k_2 = tabk_2(kk_2)
Faire pour kk_3=1,nbrk_3
k_3 = tabk_3(jj_3)
K=%k1+k2+Kk.3

Faire pour 1=1,nbrindice_1l
tabl(1,1)

= tabl(2,1)

= tabl(3,1)

1.1 +1.2+ 1.3

w N =
|

Ho e

Si (i_l + j_1 + k.1 =1) faire
Si (i_2 + j_2 + k.2 =1 ) faire
Si (i_3 + j_3 + k.3 =2 ) faire

coef = ( C2(i_3 j_2 k_3) C2(1_1) C2(1_.2) )
coef = coef / ( C4(IJK) C5(L) )

DET = | P_{ i 1 +1,j_1,k 1,1 1} P_{ i_1,j_1 +1,k.1 ,1_1}
P{i2+1,j2,k2,1. 2} P.{i 2,j.2 ,k.2 +1,1_2}
P{i3 ,j.3,k3,1.3+ P.{i3,j.3 ,k3 ,1.3 +1} |

N_{IJKL} = N_{IJKL} + coef * DET
nbre = nbre + 1
Fin si
Fin si
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Fin si

Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire

On vérifie que nbre vaut 972.

En conclusion, un programme relativement simple permet les calculs voulus. Notons que
trouver les coefficients pour un degré, d, autre que 2 se fait exactement de la méme fagon en
adaptant ce qui précéde.

Calculs directs.

Input: les P_{ijkl1}

nbre = 0
N_{IJKL} = O pour I+J+K=4 et L=0,5

Faire pour i_1=0,1
Faire pour j_1=0,1-i_1
Faire pour k_1=0,1-i_1-j_1
Faire pour i_2=0,1
Faire pour j_2=0,1-i_2
Faire pour k_2=0,1-i_2-j_2
Faire pour i_3=0,2
Faire pour j_3=0,2-i_3
Faire pour k_3=0,2-i_3-j_3

I =i 1+ 1.2+ i_3
J =j1+ 3.2+ j_3
K =%k.1+k2+k.3

Faire pour 1_.1=0,2
Faire pour 1_2=0,2
Faire pour 1_3=0,1
L=11+12+1.3

(e}
o
®
H
]

( C2(i_3 j_2 k_3) C2(1_.1) C2(1_.2) )
coef / ( C4(IJK) C5(L) )

O
o
o®
=
Il

DET = | P.{ i 1 +1,j_1,k 1,11} P_{ i 1,j_1 +1,k_1 ,1_1}
P.{i2 +1,j.2,k_2,1.2} P_{ i_2,j2 ,k_2 +1,1_2}
P{i3 ,j.3,k3,1.3+ P{i.3,j.3 ,k3 ,1.3 +1} |

N_{IJKL} = N_{IJKL} + coef * DET
nbre = nbre + 1

Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
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Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire
Fin faire

Pour conclure, il est plus facile de calculer tous les coefficients que tel ou tel.
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