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Résumé : Nous nous intéressons ici a une méthode Garlerkin Discontinue en Domaine Temporel (GDDT)
pour la résolution numérique du systeme des équations de Maxwell instationnaires. Cette méthode est for-
mulée sur des maillages hybrides et non-conformes combinant une triangulation non-structurée pour la
discrétisation des objets de formes irrégulieres avec une quadrangulation structurée (composée d’éléments
orthogonaux de grandes tailles) pour le reste du domaine de calcul. Au sein de chaque élément, le champ
électromagnétique est approximé pour une interpolation nodale d’ordre arbitrairement élevé, on utilise un
flux centré pour les intégrales de surfaces et un schéma saute-mouton d’ordre 2 pour I’intégration en temps
des équations semi-discrétisées associées. Le principal but est d’améliorer la flexibilité et 1’efficacité de la
méthode GDDT. Nous formulons les schémas de discrétisation en 3D, nous exposons la preuve détaillée de
I’analyse mathématique de convergence a-priori en 3D. Enfin, la performance et la convergence numérique
sont démontrées pour différents cas tests en 2D.
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A priori convergence analysis of a Non-Conforming Discontinuous
Galerkin Time-Domain method on hybrid meshes for solving the
Maxwell equations

Abstract: We are interested in a multi-element Discontinuous Galerkin Time Domain (DGTD) method for
the numerical resolution of the system of unsteady Maxwell equations. This method is formulated on hybrid
and non-conforming meshes combining an unstructured triangulation for the discretization of the irregularly
shaped objects with a structured (with orthogonal and large size elements) quadrangulation for the rest of the
computational domain. Within each element, the electromagnetic field components are approximated by a high
order nodal polynomial, using a centered flux for the surface integrals and a second order Leap-Frog scheme for
the time integration of the associated semi-discrete equations. The main objective is to enhance the flexibility
and the efficiency of DGTD methods. We formulate the 3D discretization scheme, we expose the complete proof
of the a-priori convergence mathematical analysis in 3D. Finally, the numerical performance and convergence is
demonstrated for test problems in 2D.

Key-words: Discontinuous Galerkin method, unsteady Maxwell equations, a-priori convergence analysis, non-
conforming meshes, hybrid methods, multi-element meshes
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4 C. Durochat & C. Scheid

Introduction

De nos jours, différentes stratégies de modélisation existent pour la simulation numérique de la propagation des
ondes électromagnétiques. Malgré de grandes avancées dans les méthodes numériques, capables de traiter avec
précision et de maniere flexible des géométries complexes par des maillages non-structurés (et éventuellement
non-conformes), la méthode DFDT (Différences Finies en Domaine Temporel) [24, 27] est toujours 1’approche
proéminente pour la modélisation de problemes d’électromagnétisme numérique réalistes en domaine temporel,
grice en particulier a la facilité d’implémentation et aux faibles temps de calcul. Dans la méthode DFDT, le
domaine de calcul entier est discrétisé par un maillage structuré (Cartésien), simplifiant ainsi le processus de
discrétisation mais représentant aussi la principale limitation de cette méthode lorsque des objets a géométrie
complexe entrent en jeu. Les méthodes d’éléments finis nodales classiques sont connues pour générer des modes
parasites faussant les simulations numériques. Les éléments finis d’arétes [[16} [17] ont été développés notamment
pour s’affranchir de ces problemes mais sont pénalisés par la complexité de mise en oeuvre et les cofits des cal-
culs. Les méthodes de volumes finis en maillages non-structurés [20] sont plus flexibles vis-a-vis de la prise en
compte des hétérogénéités du milieu de propagation et de formes géométriques irrégulieres, mais sont néanmoins
de précision limitée. Par ailleurs, ces dix dernieres années ont vu un intéret croissant pour des méthodes appelées
GDDT (Galerkin Discontinue en Domaine Temporel). Grace a 1’utilisation d’espaces éléments finis disconti-
nus, les méthodes GDDT peuvent facilement étre traitées avec des éléments de différents types et formes, de
plus aucune continuité n’est imposée aux interfaces entre les éléments et le degré du polyndme d’interpolation
peut aussi varier localement, permettant ainsi d’offrir une grande flexibilité dans la conception des maillages
(qui peuvent étre irréguliers, non-conformes, etc.). Les méthodes GDDT ont été dévéloppées sur des maillages
quadrangulaires (cas 2D) ou hexaédriques (cas 3D) [2| [15]], aussi bien que sur des maillages triangulaires ou
tétraédriques [6} 7,19 [12]. Ces méthodes ont aujourd’hui atteint une certaine maturité (leur permettant de s’adap-
ter a des contextes de modélisations de plus en plus complexes, comme [4] [13} [18] [23]] entre autres) et ont réussi
a s’intégrer dans plusieurs communautés scientifiques et technologiques. Nous pouvons aussi relever que cette
méthode a été pour la premiere fois choisie pour un logiciel commercial comme alternative en domaine tem-
porel d’un outil bien connu de simulation d’ondes électromagnétiques [22]. Dans tous les travaux mentionnés
précédemment sur les méthodes GDDT, le premier ordre (ou formulation mixte) des équations de Maxwell insta-
tionnaires est considéré. A travers chaque élément le champ électromagnétiques est approximé par un polynéme
d’interpolation nodal d’ordre arbitraire.

Par la suite, plusieurs essais ont été réalisés pour développer et combiner des méthodes en domaine temporel
sur des maillages structurés avec des formulations GDDT sur des maillages non-structurés. Une stratégie de
bas ordre allant dans ce sens est présentée dans [8] sous la forme d’une combinaison de DFDT avec VFDT
(Volumes Finis en Domaine Temporel, qui peut étre vue comme le plus bas ordre de la méthode GDDT). Une
hybridation de DFDT avec GDDT est décrite dans [10] pour des probléemes 2D. Le principal objectif est de
modéliser avec précision les détails géométriques d’objets courbes, tout en maintenant la simplicité et la rapidité
de DFDT pour le reste du domaine de calcul. Ces stratégies reposent sur un schéma couplé simple, une couche
intermédiaire d’éléments quadrangulaires est introduite entre la grille Cartésienne (de la méthode DFDT) et le
maillage triangulaire (de la méthode GDDT). A I'intérieur de cette couche, DFDT est alors considéré comme un
cas particulier (plus précisément d’ordre 0) de GDDT et vice versa. Un flux centré est choisi pour la méthode
GDDT et les deux méthodes utilisent un schéma saute-mouton d’ordre 2 pour la discrétisation en temps. Dans un
esprit similaire, des méthodes hybrides EFDT (Eléments Finis en Domaine Temporel)-DFDT ont été proposées
comme par exemple dans [[11} 25| 26]. Une hybridation d’ordre élevé a récemment été étudiée dans [3]] qui
combine une méthode d’éléments finis spectraux sur un maillage quadrangulaire avec une méthode GDDT sur
un maillage triangulaire. Le couplage des deux méthodes est obtenu en utlisant un flux numérique décentré sur
la frontiere interne (c’est-a-dire entre les maillages triangulaires et quadrangulaires). Dans les deux méthodes,
un schéma Runge-Kutta d’ordre 4 est choisi pour I’intégration en temps. La précision de cette méthode hybride
EFDT-GDDT est clairement démontrée pour des problemes en 2D mais il ne figure pas de comparaison avec des
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maillages complétement triangulaires. Enfin, une autre approche, moins générale, est proposée dans [21]]. Il s’agit
d’un schéma combinant une méthode VFDT avec la technique d’intégration finie ; un seul type de maillage est
utilisé (Cartésien) et cette hybridation vise a améliorer les propriétés de dispersion le long d’une direction.

Nous sommes concernés ici par la possibilité d’avoir un seul schéma de discrétisation, i.e. une méthode Galerkin
Discontinue, pour améliorer I’efficacité de la simulation en utilisant des maillages hybrides et non-conformes.
Ces derniers sont composés d’éléments hexaédriques (quadrangulaires en 2D) orthogonaux pour la discrétisation
des zones régulieres (partie structurée) et d’éléments tétraédriques (triangulaires en 2D) pour la discrétisation
d’objets de formes irrégulieres (partie non-structurée) du domaine de calcul. Ce rapport est organisé de la facon
suivante : la section [1| présente le probleme aux conditions limites et initiales a résoudre ; la section [2| expose la
formulation GDDT-IP,Q; sur des maillages multi-éléments en 3D. Dans la section E] nous présentons la preuve
compléte de I’analyse de convergence théorique de la méthode DGTD-IP,Q; en 3D, aboutissant a un estimateur
d’erreur a-priori prenant en compte la nature hybride du maillage. Enfin, la section 4] est destinée a montrer la
performance numérique de la méthode pour deux scenarios de propagation en 2D.

1 Le probleme de Maxwell continu

Soit Q un ouvert, borné et régulier de R? de frontiere dQ. Le systéme des équations de Maxwell tridimension-
nelles est donné par :

edE—rot(H) = —zoOE,
ey

udH+rot(E) = 0,

ou E(x,1) = (Ex(x,t),Ey(X,t),Ez(x,t))T et H(x,1) = (Hx(x,t),Hy(x,t),HZ(x,t))T désignent respectivement les
champs électrique et magnétique (avec X = (x1,x2,x3)7); € = £(x), 4 = u(x) et 6 = o(x) sont respectivement
les permittivité électrique, perméabilité magnétique et conductivité électrique. Les équations (/1)) ont été redimen-
sionnées et € et u définissent des quantités relatives (zo = 1/ o/ €o est 'impédance du vide). Notre objectif est
de résoudre le systeme ([1)) sur Q de frontiere dQ = dQ? UJQ™, en le completant par les conditions aux limites
suivantes (pour les conditions initiales, se reporter en début de section 3), ol n désigne la normale sortante 2 9Q :

o sur dQ™ : n x E = 0, qui est appelée condition aux limites métallique ;

e sur 0Q% : F(E,H) = F(Einc, Hine) 00 F(X,Y) =nx X —zn x (Y xn), avec z =/ /€ et (Ejye, Hipe) un
champ incident donné. Cette condition est dite absorbante, ou plus précisément condition de Silver-Miiller
qui est une approximation du premier ordre de la condition aux limites absorbante exacte. Le bord dQ¢,
sur lequelle cette condition est appliquée, représente une troncature artificielle du domaine de calcul.

Ce probleme admet alors une unique solution dans un certain espace fonctionnel, précisé dans la section

On réécrit le systeme (|1f) sous une forme condensée, appelée aussi forme pseudo-conservative :

QW) +V-F(W)=], )
ou:
—z00E
elzxz  O3x3 E 0
Q |:03><3 HI3x3]’ <H>eJ 0 ’
0
et:

V-F(W) = 0y, (FL(W)) + 0 (F2(W)) + 05, (F3(W)) € R,

RR n° 7933



6 C. Durochat & C. Scheid

avec
[ 033 N _ _ _ T 6
FI(W) - I _]v1 03)(3 ] W = (07 H3a H27 0, E3, E2) eR )
F(W) = O3 M) _W = (—H3, 0, Hy, E3, 0, —E;)T €R®
| —N2 03><3 | ) ) ) y Yy )
F(W) = 0 Ns oy (Hy, —H,, 0, —E, E;, 0)T € RO
i _N3 03><3 | ) b ) ) b b

et N, N, N3 sont les matrices (anti-symétriques) données par :

0 0 0 00 -1 0 10
M=|0 0 1| , M=[00 0|, N=]|-1200
0 -1 0 10 0 0 00

Enfin, on suppose ¢ = 0.

2 Discrétisation du probleme en espace et en temps

2.1 Discrétisation en espace par une méthode GDDT-P ,Q;
2.1.1 Formulation faible

Le domaine Q est supposé discrétisé par Q) = Uf-vzl ci = U2y, ou les ¢; désignent des cellules qui sont
des tétraedres (€ J},) ou des hexaedres (€ ;) en 3D (des triangles ou des quadrangles en 2D). Dans le cas
2D, le maillage obtenu peut étre conforme, ou non-conforme (cf [6} [7]]) i.e. comportant des noeuds flottants sur
une face commune a deux éléments de différents types. D’autre part en 3D, pour obtenir un maillage hybride
conforme, il faut faire appel a des éléments intermédiaires (car les faces des tétracdres sont des triangles alors que
celles des hexaedres sont des quadrangles), prismes ou pyramides, ce qui complique notablement le processus
de construction du maillage. Dans le cadre d’'une méthode de discrétisation Galerkin Discontinue, il n’est pas
nécessaire d’imposer une telle conformité. Dans la présente étude, nous considérons des maillages hybrides et
non-conformes, tout en nous limitant a un certain type de non-conformité schématisé sur la F1G. [I} Autrement dit,
on se limitera au cas ou, sur une face hybride, I’ensemble des faces triangulaires (issues des tétracdres) coincide
avec la face quadrangulaire de 1’hexagdre voisin.

q2

tl

F1G. 1 — Gauche : Type non-conformité considérée en 3D, entre un hexaedre (q2) et deux tétraedres (t1 et t2) -
Droite : Vue 2D d’une face hybride non-conforme entre 1’hexaedre g2 et les deux tétraedres tl et t2

Inria
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Pour la présentation des schémas de discrétisation, nous allons considérer uniquement des frontieres métalliques
(i.e. Q% = @). On note ¥ = (W1, V2, W3, Y, Ws, W)L € RS une fonction test vectorielle. En appliquant le produit
scalaire (euclidien, noté (. , .)) par { au systeme ([2)) et en intégrant sur ¢;, nous obtenons :

/C_ (Q(hW) , 1_/7>dx+/c. (V-F(W), §)dx=0. 3)

Soit P, [¢;] I’espace des fonctions polynomiales de degré au plus p sur ¢; € .7}, (par exemple, les polyndmes P>
en 2D sont de la forme Qg + QX1 + QX2 + Q3X1 X2 + OuxT + Ot5x3), muni de la base locale ¢; = (@11, @2, -, @ia;) T
avec d; le nombre de degrés de liberté pour le tétragdre c;. Soit Q[c;] I’espace des fonctions polynomiales de degré
au plus k par rapport chaque variable séparément sur ¢; € 2, (par exemple, les polyndémes @, en 2D sont de la
forme 1 + 71x1 + P2x2 + BX1X2 + y4x% + j@x% + }/Gx%xz + %xlx%), muni de la base locale 6, = (U1, %, , ﬂibi)T
avec b; le nombre de degrés de liberté pour I’hexagdre c;. Les degrés de liberté locaux sont notés W;; € RO et
W; € RO définira la restriction de la solution approchée a la cellule ¢; (i.e. W; = Wy |.). Ainsi, nous avons :

* Sic;e g, Wi(x)= ZWiZ(Pil(X): l =

=1 Z il (Pll

d;
d; Z E;¢;(x) <

) s et Pyfei] = Veet (@it ..., @) - (4)

bi
e Si C,‘GQhZ W,’(X)ZZW,‘[’&,‘[(X)Z l;l =
=1 Y Hyv(x)
=1

(

IIj:Ii‘(X% ) ; et Qulei] = Vect (9., i) - (5)

Nous cherchons alors une solution approchée W), dans 1’espace d’approximation global Vh6 , défini par :

Vi = {vh €L*(Q) (©6)

Ve € T, v € Pplei]
Vei € 2y, v, € Qele] |

Maintenant, notons a;; = ¢; Nc¢; la face commune entre ¢; et c; et V; = {jleine £ D } I'ensemble des éléments

voisins de ¢;. On introduit également la notation i;; qui est le vecteur normal unitaire a a;; sortant dirigé de c; vers
cjethn;; = (nllj,nlzj,nl J) € R?. Puisqu’aucune forme de continuité n’est assurée d’un élément a un autre pour le
champ de vecteurs Wy, un traitement particulier doit étre introduit pour I’évaluation des intégrales de bord sur

la face a;;. Dans le contexte des méthodes volumes finis, on parle de flux numérique. Nous utilisons ici un flux
numérique basé sur un schéma centré :

W o Wi‘aij + W/‘a,-_j
hlai; = 2 :

Pour le traitement numérique des conditions aux limites i.e. pour les interfaces a;; localisées sur la discrétisation
de dQ™, nous considérons ¢ ; une cellule fictive et nous établissons :

0
- m.w.— | —Bx3 03x3 . Ej Y —E, 0
Sura;j € Q" : W; = [ Oss  lsns W, ie.: H = : donc : Wh‘a, = 0

~.

RR n° 7933



8 C. Durochat & C. Scheid

Nous distinguerons par la suite deux cas différents :

e Cas (A) : ¢; € 9. ¢; est un tétraedre et les cellules voisines a ¢; sont des tétraédres ou des hexaedres. Une
face de I’élément fini c;, est alors soit une face frontiere métallique de tétraedre (€ ﬁ,,i), soit une face interne
commune a deux tétraédres (€ ﬁd"), soit une face interne commune a un tétraédre et un hexaedre, dite
hybride (€ 7). Autrement dit, pour j € V; onac; € 7,J 2, et donc a;; € | J 7.7, En injectant
W, dans , en utilisant une double intégration par partie ainsi que les différentes particularités de la
méthode Galerkin Discontinue (flux numérique, conditions aux limites, etc.), nous obtenons la formulation
faible spécifique aux cellules tétraédriques suivante :

3

2Q,»/Ci<a,w,-, 1'/'/>dx+/0i ianNkWi» % Z< xkl//7./\fW> dx +

(7
Z / <Mljwj7 w d(7+ Z / Szmwzv lV d6+ Z / Mijwja l_I’/>d(7:07
e’ i aje Ty’ 4 e i
avec
&gl 0
¢ Qi=| 3 U3 ou g et sont des valeurs constantes sur c;,
03x3  Hil3x3
03x3 N
o = | U2 ,
—Ni 0343
0 B —i
Y 3 ij ij
vk k_ | O3x3  Njj ¥ s =3 <1
o k=1 w0
0343 Nim
e Sim= M .
" |: ]Vim 03><3
Remarques :

* Dans chaque terme W; € P, [¢;] (resp. W; € P [c]]) excepté dans la somme sur A ou W € Qilc;].

¢« VX e R3, on aN,jX X x 1;;. De plus, h;; = —hj; et donch] = —NJ,

* Les matrices Ny et N;; sont de taille 3 x 3 et sont anti-symétriques ; les matrices V¥ et M,; sont de taille
6 x 6 et sont symétriques ; et S;;,, est une matrice 6 x 6 anti-symétrique.

e Cas (B) : ¢; € 2. c; est un hexaedre et les cellules voisines sont des hexa¢dres ou des tétraedres. Une face
de I’élément fini ¢;, est alors soit une face frontiere métallique d’hexaedre (€ an), soit une face interne
commune a deux hexaedres (€ in), soit une face interne commune a un hexaeédre et un tétraedre, dite
hybride (€ 7). Autrement dit, pour j € V;onac; € 7,J <y, et donc a;; € U2, J2,,. En injectant
W), dans , en utilisant une double intégration par partie et les différentes particularités de la méthode
Galerkin Discontinue, nous obtenons la formulation faible spécifique aux cellules hexaédriques suivante :

3

20, [ (@W: Wdx+ [ <<i9kaka ‘7’> L (o n W>> e

Z/ Mljwjvl/’d6+ Z / inWi , ¥)do + Z / lT/>d(F=O.

a;
a;;€2) a,,eQ;,, a,jejf’ ij

®)

Remarque : ici, dans chaque terme W; € Qi[c;] (resp. W; € Qi[c;]), excepté dans la somme sur L%”d" ou
Wj S IPp [Cj}.

Enfin, on associe a ces deux formulations faibles des conditions initales, qui seront décrites dans la section

Inria



Convergence d’une méthode GDDT en maillage multi-éléments pour le systéme de Maxwell 9

2.1.2 Equations semi-discrétisées pour les cellules tétraédriques

A partir de maintenant, on suppose d; identique pour tous les tétracdres c¢;. On introduit les notations suivantes :

= [ oglax, @ = [ (0(9,0)" ~ (2,0 97) dx, @y = [ g0ldoer;= [ ¢6ldo,
ci C ajj aij

i

* ¢; est un vecteur colonne de R% et q)iT (resp. ¢JT) est un vecteur ligne de R% (resp. de R% ).

* 67 estun vecteur ligne de R”/.

e ®; est une matrice d; X d; symétrique définie positive et Cka une matrice d; X d; anti-symétrique.
* ®;; est une matrice d; x d; (d; = d;) symétrique positive.

* T;; est une matrice rectangulaire de taille d; x b;. L’ordre des indices (i puis j) est a respecter.

Posons E; et H; qui désignent les vecteurs de R3% des degrés de liberté locaux E; et Hy; (qui sont chacun des
vecteurs de R?) pour [ =1,...,d;, associés au tétraedre ¢; (notation spécifique aux tétracdres). Posons E; et H;
qui désignent les vecteurs de R*”/ des degrés de liberté locaux E jretHj pourl=1,...,b;, associ€s a I’hexaedre
¢; (notation spécifique aux hexaédres) :

E; H; Ej H;
Ei: ,Hi: ; et Ej: ,HJ': . )

Eig, Hig, Ejp; Hjp,
On introduit enfin les 6d; fonctions de base vectorielles @, . . ., (])',-<6dl.) qui sont des vecteurs de R®, composés des
fonctions de base scalaires @j1,..., @, de IP,[c;] (pour d; fonctions de base scalaires, on a 6d; fonctions de base

vectorielles associées) et de la forme :

i1 0 0
0 ®i1 0
o 0 o 0 . 0
(5] = 0 , O = 0 ) » Qis = 0 )
0 0 0
0 0 ®i1
b2 0 0
0 (0] 0
. 0 . 0 . 0
Oi7 = 0 » Oi8 = 0 y e Qil2 = 0 )
0 0 0
0 0 (7]
Qig; 0 0
0 Pid; 0
5 0 5 0 - 0
Died;i—5) = 0 » Pitedi—4) = 0 ) » Qited;) = 0
0 0 0
0 0 Did;
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10 C. Durochat & C. Scheid

Afin d’obtenir les 6d; équations semi-discrétisées, on effectue plusieurs remplacements dans la formulation faible
. Dans les intégrales sur ¢; et sur a;; pour a;; € 3 eta;; € 71, on remplace W; (resp. W ) par son expressmn
(cf .) dans la base ¢; (resp. ¢;) de P,[c;] (resp. ]P plcj]); en revanche pour le terme de somme sur %} on
remplace W ; par son expression (cf .) dans labase 0; de Qkle j] Enfin, on remplace ¥ par @; pour/ = 1,. 6d,~.
Proposons ainsi une expression du systeme de 6d; équations associé a la formulation hybride dans le cas (A)

dE;
2X£ld +ZXX"H+ Y xH+ Y AH+ Y AH =0,
a,]eﬂ a,]EZ,, a,jeif
Vei€ T PO (10)
2)(#,7—22(”13— Y XE+ Y XuEi—- )Y AE; =0,
k=1 aij€ T} 4 €T, aij €
avec
[ (@i)i(eil3x3)  (Pi)ia(€il3x3) -+ (Pi)1g,(&l3x3)
v (®i)21(eilx3)  (Pi)n(€il3x3) -+ (Pi)2q (€il3x3)
£,1 = . . . )
| (Di)a;1 (&il3%3) (‘IJI)d,z(Eszs) o (@), (il3x3)
[ (@)1 (Wilx3)  (Pi)i2(Milzx3) - (Di)1g,(Mil3x3)
¥ (q)i)21(.uil3><3) (®)22 (Hzlsxz) o (Pi)ag; (Mil3x3)
i = : : : ’
| (@) (uzhxs) (<I>t)d,-2(#i13x3) (L) (Mil3x3)
[ (@) 1N (q’zk)lsz (CDZ")M[N/C
O (D} )ZlNk (@ )02Ne -+ (D )2a,Ni
i - : : : ’
X : X . X ’
L (@ )anNe (P )a2Ne - (P;*)aai Nk
i (‘Dij)nlS’l, (CDij)lzlS’ij (‘IDij)ldilS’ij
N (®ij)2iNij  (Dij)noNij - (Pij)2a,Nij
ij = . . . )
L (@ij)anNij  (Pij)a2Nij (Pij)aa;Nij
i (q)ij)IIZYim (cbij)IZI:vim (q)ij)ld,-]yim
¥ (®ij)21Nim  (Pij)22Nim -+ (Pij)24,Nim
im = . . )
| (Di))a i Nim  (@ij)aoNim -+ (Pij)aiaNim
[ (Xij)n N (Yij)lﬂslij o (i), N
4 (Yij)aNij - (Yij)2Nij - (i /)2b Nij
ij = ) )
L (Yij)aaNij (Yij)aaNi -+ (Yij)d,-b,Nij

Xe i et X, ; sont des matrices symétriques définies positives, X; *k est une matrice symétrique, X;; j et Xip, sont des
matrices anti-symétriques. Toutes sont de taille 3d; x 3d; sauf .Al j qui est une matrice rectangulalre (correspondant
aux interfaces hybrides) de taille 3d; x 3b; (H et E étant des vecteurs de R3%/, A; JH et A; ]E sont des vecteurs
de R3% ce qui correspond bien au nombre d’équations du systeme).
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Convergence d’une méthode GDDT en maillage multi-éléments pour le systéme de Maxwell 11

2.1.3 Equations semi-discrétisées pour les cellules hexaédriques

Nous faisons ici la méme hypothese que sur les tétraeédres, on suppose b; identique pour tous les hexaedres c;. On
introduit les notations suivantes :

0= [ o6lax. o = [ (6:(9,6)" - (9,6) 6" )ax. ;= [ 8o,
JCi ¢ .aij

Jei

et on rappelle que :

* 6; est un vecteur colonne de R et OiT (resp. GJT) est un vecteur ligne de R? (resp. de R ); (bjT est un
vecteur ligne de RY.

* O; est une matrice symétrique définie positive, @fk une matrice anti-symétrique et ®;; une matrice symétrique
positive, toutes trois de taille b; X b; (b; = b;).

. TT est une matrice rectangulaire de taille b; X d;. L’ordre des indices (j puis i) est a respecter.

Nous rappelons les notations E; et H; de vecteurs de degrés de liberté locaux spécifiques aux hexaedres ; et E; et
H; pour ceux spécifiques aux tétraddres. On introduit aussi les 6b; fonctions de base vectorielles Sit, .. 19 (67

qui sont des vecteurs de RS, composés des fonctions de base scalaires ¥, ..., U, de Qi [ci] (pour b; fonctions de
base scalaires, on a 6b; fonctions de base vectorielles associées) et de la forme :

B = (%, 0, 0, 0, 0, 0)", ..., T (0, 0, 0,0, 0, %),

Biens) = (Own 0, 0, 0, 0, 0)', ... Bygy = (0, 0, 0, 0, 0, 0 )"

Pour obtenir le systeme de 6b; équations semi-discrétisées, on effectue plusieurs remplacements dans la formu-
lation falble . Dans les intégrales sur c; et sur a;; pour a;; € ,02 eta;; € 2, on remplace W; (resp. W;) par
son express1on (cf .) dans la base 6; (resp. 6;) de Qxlci] (resp. Qk[c j]) en revanche pour le terme de somme

sur j‘f’ on remplace W par son expression (cf (4 ) dans la base ¢; de IP,[c;]. Enfin, on remplace § par By pour

l=1,...,6b;. Proposons ainsi une expression du systeme de 6b; équations associé a la formulation hybride dans
le cas (B) :
dE;
DWei—=+ Z WEH+ Y Wil + Y WiHi+ Y BjH;=
a,/e,Z’ atjegm al/ejf
Vei€ 2y (1)
W, ,— - Z WHE— Y, WiEj+ Y WaE—- Y BjE; =0.
a;j€2}, a;;€2i, @€ A}
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avec
[ (©)11(&il3x3)  (©)12(&iB3x3) (011, (€il3x3)
W (0i)21(&i3x3)  (0)22(€13%3) (©i)ap, (€il3x3)
ei ) . .
| (©i)p1(85x3)  (©))p2(€il3x3) (®i)pp; (€i3x3)
[ (@) 11 (1il3x3) (O 12(Uil3x3) (0i)15; (Hil3x3)
W (0i)21 (Uil3x3)  (Oi)2(Mil3x3) (8i)2p; (Hil3x3)
i . . . ,
| (©0)p1 (Hil3x3)  (©;)p2(Mil3x3) (0i)p;1; (Hil3x3)
I (®zk)11Nk (®zk)12Nk (O ) 1, Ni
- (©;)21Ne  (©;%)22Nk (©;")25, N
i = : : . )
L (O )piNe (07 )p2N (©7%) b Nk
[ (@)ulNi;  (8;)12N (©i)15,Vij
W (©ij)21Nij  (©ij)22Nij (®i))2; Vi
ij = . . . R
L (@if)palNij  (©i)p,2Nij (©i)) b, Vij
[ (®ij)11]:\71m (®ij)12]:\7im (®ij)1b,JS’lm
W (©ij)21Nim  (®4)22Nim (©3)26,Nim
im = . )
L (@ij)h,-llvzm (@jj)bizﬁim (®ij)b,«b,Nim
[ T N, . T A T Voo
(%), % (08) M - (X5, M
T N : T N .. T N ;
B, = (Y/ i ) 21 Nij (Y/ ’) 2 Nij (T/ ’) 2; Nij
A T\ & T <
(), M (), (1), M

We i et Wy ; sont des matrices symétriques définies positives, Wf" est une matrice symétrique, W;; et Wiy,
sont des matrices anti-symétriques. Toutes sont de taille 3b; X 3b; sauf B;; qui est une matrice rectangulaire
(correspondant aux interfaces hybrides) de taille 3b; x 3d;. On peut enfin remarquer que BJTI- = Ajj.

2.2 Discrétisation en temps par un schéma saute-mouton d’ordre 2

Le choix de la discrétisation en temps est une étape clé pour I’efficacité globale d’une méthode numérique, nous
allons utiliser ici des schémas explicites, dont le principal avantage est la facilité de mise en ceuvre. Des systemes
et de la méthode GDDT-IP,Q; qui sont désormais des systeémes d’équations différentielles ordinaires
(EDO) locaux, on en déduit les deux schémas saute-mouton (Leap-Frog) du second ordre, ou le champ électrique
et le champ magnétique sont évalués sur une grille en temps décalée. On note Az > 0 le pas de temps global pour
t € [0,7] (7 le temps final) et #, une discrétisation du temps avec #, = nAt, ot n =0,...,ny etdonc ty =1, :
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Convergence d’une méthode GDDT en maillage multi-éléments pour le systéme de Maxwell 13

e Cas (A):
—n+1 n—%i At =1 4n
H = H 24.?[/\(“,,»] Ay,
(12)
— Y _ L
E;H_l = E?+7[Xg,i] IAZJZ,
avec :
3 n n n I~
o _ —
Ay, = YXE+ ) GE - ) XuE+ ) AE]
k=1 a,'j€<7d’ a,'j€<7,,’1 aiijf,}'
3
ntt X =ntl =ntl it
Ay, = Y X'H; P )Y xGHT- Y AH - ) AGH
k=1 aj€ 7, €Ty, ey
e Cas (B):
el ~n—1 At —1
H; Po= H; 2+?[Wl~hi] Bg.ﬂ
(13)
~ ~ A[ _ Jrl
Bl = B SV BL
avece
3 _ _ .,
B = YW'E'+ Y WiEi- Y Wa.E'+ Y BjE],
k=1 @2y aij €2 ajE Nt
3
+1 ~ptd il ~ntd =t
By> = —YW'H - Y WH - Y W,H - Y B;H .
k=1 a,-je,@g a,-jeﬂin a,_/e,%”d"

1 ~1 ~
La condition initiale du schéma — est en Hi2 (resp. Hiz) et ﬁl) (resp. E?).

3 Etude de convergence théorique

Nous procédons maintenant a 1’analyse mathématique de la méthode GDDT-IP, Q. La stabilité de celle-ci étant
prouvée dans [5] (amenant a une condition suffisante de type CFL), nous nous intéressons a présent a la conver-
gence en & de ce schéma afin de dégager un estimateur d’erreur a-priori [9] (ou encore [19, [14]). Pour étudier
cette convergence, commencons tout d’abord par bien resituer le probleme . On rappelle que (1f) (cf [9]) admet
une unique solution (exacte) W dans I’espace fonctionnel suivant :

W e C'([0,17], (L*(£2))°) (N C°([0, 1], (H (rot,2))°), (14)

pour toute condition initiale W € (H (rot, Q))® satisfaisant les conditions aux limites décrites dans la section m
De plus, on associe ainsi aux formulations faibles (|7)) et (8) (d’inconnue Wy, (¢)) la condition initiale : W;(0) =
P,(Wo) ol P, : (L2(Q))® — VS désigne le projecteur orthogonal sur V,° selon le produit scalaire (L?(2))® (dans
un abus de notation, nous utiliserons également P, quand nécessaire pour la projection orthogonale sur Vh3). Nous
faisons maintenant plusieurs hypotheses et introduisons quelques notations.
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14 C. Durochat & C. Scheid

3.1 Propositions, lemmes, hypotheses et notations

Dans ce qui suit, A, désigne le diametre de la cellule (tétragdre ou hexaedre) ¢;. On considére une famille de
grilles non-structurées (%7,), (hybrides et non-conformes), ol & est le parametre de maillage de chaque grille,
défini par h = ma}; he,. Les maillages %), sont supposés compatibles avec la frontiere du domaine 9dQ, i.e. le

[#1S
volume discrétisé Q) = e, ¢i est égal a Q.
On suppose que ces grilles non-strucutrées ¢, sont uniformément “’shape regular” : il existe une constante 7 > 0
telle que :
th VC,' € Cghv hC,‘/pCi < n, (15)

ol p, est le diametre de la plus grande boule incluse dans 1’élément fini ¢;. On suppose également la suivante
“inverse assumption” : il existe une constante y > 0 (indépendante de &) telle que :

Vh, Ve € Gy, Vj € Vi, hefhe; < V. (16)

Nous faisons de plus I’hypothese que les coefficients électromagnétiques € et [ sont uniformément bornés et
constants par morceaux, on note £ ; les sous-domaines de £ ou € et | sont constants.

On introduit ensuite les espace de Sobolev morcelés PH*1(Q) = {v | Vj,viq; € H**1(Q;)} munis de la norme
1/2 )
IVl prst1(0) = (Zj ||V‘Qj||?+]7gj) ,0u ||.[[s+1,0; désigne la norme H*! standard sur Q;.

Enfin, nous présentons les trois formes bilinéaires suivantes (que nous utiliserons dans toute cette analyse de
convergence) :

m(T,T') = 2/;2<QT,T’>dx

3 3
/<<Zafk/v’<T,T’> Yy (9T /\/"T)
@\ \k=1 k=1

by = [ (v [UT) = (U) VD = (V' 0D+ (U V) ) do+
/ ((U,axV)+(V,iaxU)) do

a(T,T')

avee

!
e T= < 3 > ERCetT = ( 3/ ) € RO (et U, V, U et V/ appartiennent chacun a R3).
. Ui‘aij—l—Uj‘ai_ .
* [Uil;; = (Uj‘a” — Ui\a,—,») xii;j et {Up}ij = f] sont respectivement le saut et le flux de Uy, sur
la face a;;. '
* Z, désigne I’ensemble de toutes les faces internes et .%,, 1’ensemble de toutes les faces métalliques du
maillage.
) (a'ng) Ci = axk (T‘Ct) pour k= 172a3~

* Dans I'intégrale sur .%,,, sur chaque face a;;, U et V sont U|., et V.

Inria



Convergence d’une méthode GDDT en maillage multi-éléments pour le systéme de Maxwell 15

Maintenant, en réalisant la somme de sur chaque ¢; € .7, et de () sur chaque ¢; € 2, on obtient que la
solution discrete W, € Vh6 satisfait :

m(3, W, T') +a(W,, T') + b(W,;,, T)) = 0, VT' € V2. 17)
On montre alors dans la Propositionque la méthode GDDT-IP ,Q; est consistante avec le systeme (1) :

Proposition 1. Soit W la solution exacte de (1)) (et satisfaisant )Jona:

m(GW,T) +a(W,T) +b(W,T') =0, VT' € V. (18)

Démonstration. Dans un premier temps, regardons m(d, W, T') :
m(W,T) 22/ (AW, T

Deuxi@émement, on s’intéresse 4 b(W, T') :
bWt = () [UT) (B IV~ (V') [ED) + (U}, [H)) do +

/ ((E, axV)+(H, axU)) do

m

Z / {H}U , U] l.].> - <{E}ij7 [[V’]]u'> -

aij€Fy" aij
<{V/}ij, [[E]]ij>+<{U/}ij , HH]],']'> ) do +

/ (Ele, , i x Vi) + (H], , 1; x U}) ) do.

;i €Fm

Du fait que les composantes E et H appartiennent a H (rot, Q), leurs traces tangentielles sont continues. Autrement
dit, sur a;; € Z4,ona: E|;, x 1i; = E|; X i;; et H|; x fi;; = H|¢; X ii;; et donc :

* [E]i; = [H];; =0.
« {H};; xi;; =Hxhy; et {E};; x1;; =E x i

Par ailleurs, toujours dans I’intégrale pour a;; € %4, on remarque les égalités suivantes (propriétés du produit
mixte) :

* <{H}ij ) [[U/]]ij> = <{H}ij S T U§—U}>
y <{E}ij , [[V/Hij> = <{E}ij X M), Vg_V;’>
Enfin, dans I’intégrale sur a;; € %, on a:

. <E‘c,- , fl,‘j XV;> = <E‘c,- X fll‘j R V:> = <E Xﬁij s Vi>
. <H‘ci s flij XU:> = <H‘c,- X fl,’j s U:> = <H X fl,’j R U:>
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16 C. Durochat & C. Scheid

Ainsi, nous arrivons a la forme de »(W,T’) suivante :

bW, T') = Z/ (Hx i, U;—U}) —(Exii;; , Vi= V) ) do +
aUEJd
Z/ (Ex iy, Vi) + (Hx i, U})) do.
atj€</m

Pour finir, on traite a(W,T') :
. /3 3
a(W,T) = / Y INW, T dx—/ Y (9T, N*W)dx

- i/ <Z8ij\/"w T’>dx _

k=1

=~

'["12

/kz; <8ka’ , /\/”‘W> dx

i=1

En utilisant la formule d’intégration par partie ci-dessous :

/kz 2T, NkW>dx——/

JCi

< Y d NW, T’> dx + / i (VW) )do
dei j—

on obtient, en posant .7, l’ensemble de toutes les faces internes de la cellule ¢; et .%, 1 ensemble de toutes ses
faces métalliques :

Y (1, 1 (A*W) )do

C,k

dW.T) = ;/<Z(9XAN’<W T’>dXZ/

i (VW) )do

= 2i/q<v-F , T')dx — ZZ/

i=1jeV;”%j k=
3

Y aiN'W T )do
k=1

N
= 2} [(V-FW) T’)dx—ZZ (MW, T')do
i=17/¢i

i=1jev;”4ij

= 2g/q<v-F , T dx — ZZ/

i=1jev;” dij

= Zi/C.<V-F(W)7T’>dx—
Z / (MW, T )do — i ) /a<M,,W T)do,

i= 1al€g i=1a;;eZF},
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et finalement :
N
22/ (V-F(W), T )dx—

U;) — (Bl x 1; , Vi) )do—

/ ((H), xiij , U) — (E|, xii;; , V}) ) do.

aij

T
8
o
&

On réalise & présent la somme sur toutes les faces internes et sur toutes les faces métalliques, a(W,T’) devient

alors : N
a(W,T) = 2Z/<V-F(W),T’>dx—
i=17¢i
Yy / ((Hje, x 1, Uj) — (E|, x 15, Vi)+
a,'j€9d aij
(Hje, iy, U)) = (Bl xRy, V1) ) do
Y| (i U (Bl iy Vi) ) do
a,-je?m aij
N
22/ (V-F(W), T )dx—
i=17¢i
Y [ ((Hxiy U-U))—(Exiy, Vi=V}))do-
a,-_,-eézd aij

)y

a,-jegé‘m aij

(<H><fl,‘j s U;>*<E><lu1ij s V;> )dO'.

On arrive donc 2 la somme des trois formes m(d; W, T'), a(W, T') et b(W, T’) suivante :
N N

m( W, T') +a(W,T')+b(W,T') = 2)° / (Q(OW), TYdx+2) / (V-F(W), T )dx+
i=17¢i i=17¢i

2 ) (E x 1, Vj)do.

a[jeﬂm aij

Or, si on prend T’ la fonction test vectorielle dans (3] et que I’on somme pour chaque ¢; € Q, cela implique que :

N N .
22/ (Q(AW), T’>dx+22/ (V-F(W), T')dx =0,
i=1"¢i i=17¢i

et en appliquant pour finir la condition aux limites sur le bord métallique dQ™, qui nous est donnée par : E x it =0,

on obtient ainsi :
m(W,T) +a(W,T) +b(W,T') =0, VT’ € V? et pour W solution exacte.

RR n° 7933



18 C. Durochat & C. Scheid

Dans la suite, nous nous servirons du lemme de stabilité suivant :

Lemme 1. Pour tout T' € V{, ona :
a(T', 1)+ b(T',T') = 0. (19)
Démonstration. On constate pour a(T’,T) que :

3 - 3
a(T,T) = /Q<Z8fkj\/kT’,T’>dx—/gz<8xfj€T’,./\/kT’>dx
k=1 k=1

3 3
- /Z<a,ﬁ;NkT’,T’>dx—/ Y (91T, NAT)dx
Q=1 Q=1

3
k h gt ! - h gt kg
/QZ (WE(2LT)  T)ax /kal@ka,NTﬂx

h ! kT/ > h (5
_ /Q @, (&) T>dx/91;l<8ka,/\/T>dx

3
[ X (0T AT /Z (1T, N*T')dx
Qk:

De méme pour b(T',T') :

pr ) = (V) VD (UYL VD (VL VD (U VD)) do +

/m(<U’,ﬁ><V’>+<V’,ﬁ><U'>) do

= [ (U ax V) (U 5x V') do 0.

m

On a donc :
a(T, T) +b(T,T') =0, VT' € V{.

Remarque : on peut montrer de fagon similaire que a et b sont anti-symétriques.

Ceci implique, en remplagant dans , T par W), € Vh6 la solution approchée :
m(atWh,Wh) =0.

1 d
On définit I’énergie semi-discréte par : €, (1) = Em(Wh, W,,). Elle est constante car 7 &, (1) =m(h Wy, W;) =0.
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Nous terminons cette sous-section en rappelant deux résultats déja connus dans les méthodes d’éléments finis, ou
|-|1.c; désigne la semi-norme standard H" sur ¢; et ||. |, 5., la norme standard L? sur dc;

Lemme 2. (cf [II]]) Soit T, € T}, (resp. q; € 2),) et u € H*T\(7)) (resp. u € H* ' (q;)) pour s > 0. Soit T1 un
opérateur linéaire de H"\(%;) (resp. H*1(q;)) dans P[] (resp. Qi[qi]) tel que T1(u) = u, pour tout u € P ,[7;]
(resp. Qklqi]). Alors, ona :

() —ul, < CRE"P ]|y g r=0,1, (20)
IT1() — g g, < € RSP 2 lu]| gy, @1
et respectivement J
‘H(”)_”‘nqi < Chgin{&k}-H_r||”||S+17qz'v r=0,1, (22)
in{s.k 2
() —ullg 5, < C g2 Ul g1, 23)

out C est une constante strictement positive dépendant uniquement de p (resp. k), s et du paramétre de régularité
du maillage 1.

Lemme 3. (cf [Il]) Pour tout v € P[] (resp. v € Qxlqi]) ona :

A4 —1/2
Wlggs < € h " Vlloz 24)
Hle,ri < éh;,-IHVHO,TH (25)
et respectivement S
A —1/2
Wloog < € hg' Mo (26)
Wlhg < ChylVlog: (27)

ou C est une constante strictement positive dépendant uniquement de p (resp. k), s et du parametre de régularité
du maillage 1.

3.2 Convergence du probleme semi-discret

Théoreme 1. Soit (6},), une famille de maillages non-structurés (hybrides et non-conformes) satisfaisant ((15))
et . Soit € et |1 uniformément bornés et constants par morceaux. Vj, est donné par @

Soit W la solution exacte de (1)) vérifiant et appartenant de plus a C°([0,t7], (PH*T1(Q))®) pour s > 0, soit
W, eC! ([O,tf],Vh(’) la solution semi-discrete satisfaisant - (et W et Wy, satisfont les conditions initiales

. . . . . in{s in{s,k
énoncées en début de ceite section). Soit &, = max {hrrnm{j’p},h;nm{s }} avec hy = max (hy,) et hy = max (hy,),
€T qi€ 2

alors il existe une contante C > 0 (utilisée de facon générique dans toute cette étude) indépendante de h telle
que :

,2?(?% (IP.(W (@) =Wa()llo.e) < Contr [Wlleoo.s,).pms+1 (@) - (28)
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Démonstration. Notons w(t) = W(t) — W, (t) = < (t) ’( )) ) = ( fl((tt)) ) I’erreur au temps 7 € [0,77] et

w(t)),P,(w(2)), ainsi :

=~
)
=

€ la valeur minimale de € et p. Notons également €p, (1) =

€)= [ (OP(w(0), Pi(wi) ) dx = ¢ [ (Riwio)), Pu(w(0)) dx,
et:
[ (o) miwin ) ax = £ [ ((Bie), Pie))+(Rb(0), () ) dx .
= C(1Pe®) 3o+ IPh()) 0 )-
Donc :
€)= S (1P 3o+ 12:0()IR ) (30)

En tenant compte des conditions initiales discrétes on a €p, (0) = 0, et pour ¢ € [0,#/] :

&) = [ Geen(©ds = 5 [ Zn(Pw(@)AWE) ds = [ m(Oshi(w()) Piw(c) ds.
du fait que P, (w(t)) € V¥ on a aussi a(P,(w(t)), P,(w(t))) + b(Py(w(t)),P,(w(t))) = 0, et donc :
€p, (1) = /Of(m(agPh(W(G))»Ph(W(Q)))+a(Ph(W(€))7Ph(W(€)))+b(Ph(W(€)),Ph(W(€))) )ds. (3D
D’autre part, si on soustrait a en prenant T/ = P,(w(¢)), la bilinéarité de m, a et b nous donne :
m (AW (1) — Wi (1), Pu(w(t))) +a(W(t) = Wi(t), Py(W(t))) + b (W(t) — Wi (), Py(w())) =0.  (32)
On remarque dans (31)) que (P, linéaire et W), € V) : P,(w(t)) = Po(W(t) — Wy (£)) = P,(W(t)) — W, (t), ot :
en) = [ (m@:BW(E) - 9Wi(6). Biw(S) +

33)
a(P(W(5)) = Wi(g), Pu(W(g))) +b(Pi(W(g)) — Wi(5), Pu(w(s))) ) dg

En intégrant alors sur [0,7] et en soustrayant a (33), on obtient (en utilisant la bilinéarité de m, a et b) :
t
€nl) = [ (mOPW(S))~9W(g).Pw(s))) +

a(Py(W(g)) —W(5), P(w(5))) +b(Pi(W(5)) — W(5), Pi(w(g))) ) dg

Donc (cf ) :

a(Pr(W(6)) —W(g), Pa(w(¢))) +

b(P(W(5)) —W(5),Pu(w(c))) ) dg
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De plus, P, étant linéaire, indépendant du temps et défini de facon unique, on trouve :

m(9gPi(W(5)) = I WI(S) Bi(w(¢))) = m(Pi(dW(S)) = W(g), Pu(w(5)))

2 [ (0[P ()~ 9 W(g)] . Pu(W(S)) )dx

2 [ (PUOW(S) ~:W(S) , O"PL(W(s)) )dx.

Or, P, est le projecteur orthogonal de (L?(€))® dans le sous-espace vectoriel V9, du fait que d;W(g) € (L*(Q))®,
que P, (9 W(g)) € VS soit son projeté orthogonal et que QTP,(w(g)) € VS (€ et u constants sur chaque ¢;), on a
par définition (théoreme de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel) :

m(dePr(W(S)) — I W(5), Pa(w(g))) =0,

C(IPe)l5o+1PmE)IFa) < /Ot (a(P(W(g)) —W(g), Pu(w(c))) +
(34)

b(Pi(W(g)) —W(c),Pu(w(5))) ) ds.

Nous nous intéressons a présent aux deux termes restant dans cette intégrale sur [0,7]. A partir de maintenant,
nous omettons la variable temporelle afin d’alléger la notation et nous notons 7; les tétragdres et g; les hexaedres.
Commengons par a(P,(W(¢)) —W(¢), Pi(w(g))) :

3
| <<): N [Po(W) = W] , Ph<w>> -
SR\ \k=1

3
Y (95 Pu(w) , N [By(W) — W] >> dx

a(By(W) =W, By(w))

k=1
= / <<i8)ﬂ’k/\/'k[Ph(W)—W] ,Ph(W)>_
Q k=1
i <Ph(W) -W, (Nk)Takah(w) >>dx
k=1 S———
evp
= /<i8}f/\/’<[ph(w)_w] »Ph(w)>dx
a\io "
Ne 3
- / <23ka" [Py(W) — W] ,Ph(w)>dX+
i=177% \k=1
Nq
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Ensuite, I’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

a(Ph(W) —W,Ph(W))

On pose u(x,t) = P,(W(x,t))

3
Z 8)%/\/'1‘ u
k=1

0,7

IA

IN

| a(Ph(W> —W,Ph(W)) ‘

Nz 3

Z Zaxk-/\/k [Ph(w) _W} HPh(W)”O,ri—’—

i=1 |[k=1 0% (35)
Ny 3

Y IY N (W) =W [1P(W) o,

i=1 ||k=1 0.4;

—~W(x,t) € RS d’ou:

3x3 us — 8X2 Ug
8xl ue — 8x3 Uuq
Ox, Us — Oy, Us
Ox, U3 — Oy U2
8x3 uy — &xl us3
8xl uy; — 8)(2%1

0,‘[,','

Hax3”5H0,‘c,- + ”axz”GHO,Ti + Haxlu(’”()ﬂ'; ™ ||ax3u4||0-,fi+

195214llg 5, + 11005 o, + 192143 lg 5, + (| ey 2, +

H8X3u1 HO,T,' + ||axl us3 HOJ,‘ + HaXIMZHO’r’» + ||a)‘2u1 ||0,‘L’,‘ ’

or, pour chaque u; ([ = 1,...,6),ona: Hz?xkulno . < [Vullg ., pour k =1,2,3. De plus, la définition de la semi-
norme H'(7;) étant |u| 7, = [Vl ,» on obtient en utlisant I'inégalité (avec r=1) du Lemme:

3 6
Y o N ul| <2 |l
k=1 =1

O,Tl‘

6
= 2Y [(BW) — W), |1

=1

6 min{s,p}

S,

< 2) g "Wl o

j=1
= 2Cl’l%ﬂn{s,p} (||Ex||s+1,1,' + HEyHH»l,‘L',' + ||EZ||s+1’Ti +

(ZR A S 122

< 20n" ) (3B 3, )
< O (Bl g )
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On applique maintenant I’inégalité : |m +n| < v/2m? + 2n2,

s+1.7; € [[H[54 , (tous deux posi-

tifs) :
3 X min{s,p}
Y AN BW) =W < enm T (g H )
k=1 0.7
{s.p} z
mms
< ot (2B, 2 M )
1
<

in{s, 2 2 2
Chy™ 0 (IR o+ IHI2., )

1
Egalement, on remarque que (cf (2 > aue [0l = (IEI3 1AW )| Ans enadopant
raisonnement similaire sur g; (on ufilise notamment I'inégalité (22)) du Lemme' l’megahte 35]) devient :

D)=

Nz . 1
) 2
a(B(W)=W.B(w) < Yo (R, B2 ) (PGB + 1B R )

i=1

+

J—
D=

Nq
in{s.k 2
Y IR (IBI2, g, + 12 ,)” (1P IR, + 1AM, )

i=1

Enfin, I’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Bl—=

1

N¢ 1
2 2 2 2
Y (I 1+ I ) (IR @I + 1AM, ) < ( (|E||s+”,+||H||S+”,)>

i=1

1

)3

i=1

Nz 2
(Z} 1P(€) 13z, + | Pu(h )II%,T,.)> ;

la notation - désigne quand nécessaire (et dans cette démonstration) la multiplication (classique). En appliquant
cette méme inégalité a la somme sur les hexaedres et ayant utilisé /i, hy et &, (se reporter au Théoréme 1| pour
leurs définitions), on obtient ainsi :

1

a(Pu(W) = W.B(wW)) < CHE™P (BN s+ 1Bt ) (1PM(€) IR 7, + IR (W) )% +

k 2 2 : :
€™ (Il s )+ 10, ) (1@ 2, + 1B )G 2,)

Bl—

1
< & (IEI R+ Ml B1g))* (1RG0 + 1P M) I3 0)
(36)
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Maintenant, on regarde le terme b(B,(W(g)) — W(s), P,(w(¢)) dans :

b(Py(W) —W,Py(w)) < | b(Py(W)—W,Py(w)) |
= tlijgyd < /11, <{Ph( ) H}U 7 [[Ph ]]l]>d6‘

[RSGICR NG ]L,>d6‘

[, (s e En,,>dc\ .
K >

/ ([P(B) ~E]|,, ., iy x Pu(h)],,) do‘+

| (i) —m), 5 P do" ) .

1

{Pu(e)}ij , [Pn(H) —H]; doD

oy

aijGVQ.m

Dans la somme sur les faces internes (i.e. a;; € %), a;; peut étre une face hybride, dans ce cas on considere
(arbitrairement) le tétracdre 7; et I’hexaedre g;. On se sert a nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que

des inégalités et du lemme (2)), et et du lemme (3)) :

[P,(H) —H] |, + [P,(H) —H] |,
2

|(Pate),, — Pule)]s ) x|

/a <{Ph(H)_H}ij 7 ﬂPh(e)]]ij>do-‘ <

ij

0,a;;

0,{,11‘]‘

< ( H|, a,-,-+H[Ph(H)_H] o O-ﬂi.f).
(th ‘Tl H bue)l,, O-ﬂij)

< (Ch’;"“{”’}“ IR )
(Ch 2||Py(e)lo. —s—Chqf [Py (e )||0,qj>

< C-max {hmm{w}+2 hmm{SkHz}'max{hfi%’hqfé}.

(1081 1B, ) - (1R o+ P @), ) -
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1 1

; ik - 2 . p
Cherchons alors & majorer max hmm{s Pha hmm{s Jta } -max {hrl. *he” } Les puissances de /i, et hy; étant

différentes, nous avons quatres possibilités :

i 1 i 1 1 1
min{s,p}+> , min{s,k}+5 1 1
max{hﬁ (o) 3 min{s ) 2},max{hri2’hqu}

max {hmm{s’p}ur2 hmm{s Uas: } -max {h;lé7hq_j%} = hgim{s k}+2h 2 _ hg;in{s,k}

min{s,p}+4, —4 min{s, min{s,
Byt = gt <t < g

IA

h;nin{s,k} < éh,

IN

En utilisant , avec ¢; = T; et ¢; = q; (et le parametre de régularit€ y) ,ona:

max {hmm{s PH3 hmln{s ki } . max {h;; ,h;j% } hx;’nn{s p}+§hq_f < mln{s pi+i N hrl 1

< \[yhfrr_un{s,p}
< Jyhmnin)
< VY
¢ En utilisant , avecci=gjetc;j="T,o0na:
max {h“,““{”’}*z sk } - max {h ? g } AV B A IV 7
k
< \ﬁ,hg;n{s, }
< ﬂhgnn{s,k}
< VG

Dans les quatres cas de figure on obtient donc :

1o
max { mm{v’pHZ hmln{Sk}+2}~max {hr,-zvhcnz} <C§&.

Ainsi, si a;; est une face interne hybride (on note 77 1’ensemble de toutes les faces hybrides du maillage) :

IN

C& (181, + L1, ) (1P o g+ I122(@)])

[ (i -my,, . 7o), o]

ajj

1
2

IN

2 2 2
C& (I 1+ IR, ) (IR (@1 2+ 1P, )

Si a;; est une face interne commune a deux tétraédres (on consideére les tétraédres 7; et 7;, et on note J; I’ensemble
de toutes les faces communes a deux tétraedres du maillage) :

3 1 1
in{s, 2 2 2 2
/ <{Ph<H>—H},-j,uPh<e>ﬂij>do\ < OO (IR + I ) (1@ + 2 @)1 1))
Juy
: : :
< C& (I + I o) (IR 13 o + 2@ )
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Si a;; est une face interne commune a deux hexaedres (on considere les hexaedres ¢; et ¢, et on note 2, 1’en-
semble de toutes les faces communes a deux hexaedres du maillage) :

1 1
min{s,k 2 2
/ <{Ph<H>—H}ij,uPh<e>ﬂ,»,->do\ < ol (I + IR, ) (1P IR + 1P R,

ajj

1

1
2 2 2 2
< C& (I + B2, )" (1@ + IR )I3,,) "

(cf ), et des inégalités si-

<{Ph(E) —-E};j, [[Ph(h)]]ij>do"

A

On obtient les mémes inégalités pour le terme

| (8@ ) —H],) do

ajj
./(;"

t

milaires (mais faisant intervenir les normes de E et de P, (h)) pour les termes

/ <{Ph(h)}ij, [[Ph(E)—E]]ij>dG .

a,'j

et

Par ailleurs, toujours dans 1) regardons la somme sur les faces métalliques (i.e. a;; € %), si a;; est la face
d’un tétragdre (on note 7, I’ensemble de toutes les faces métalliques du maillage issues de tétraedres) :

/a <[Ph(H) —H]|, , it ¥ Ph(e)‘ri> do

ij

IN

|17y ) H

e

),

0 ll, O,a,-j

N

™ My IR o, < CEIH L1 g [Pa()l -

/ <[Ph(E) —E] I > 1;; X Ph(h)‘fi> do
lll'j
a;j € 2y, (avec 2, I'ensemble de toutes les faces métalliques du maillage issues d’hexaedres).

On a la méme inégalité pour le terme , et des inégalités similaires si

Ce qui nous amene la majoration suivante :

1

b(PUW) =W, Py(w)) < c@( )3 ((||H||§+1,T,.+H|?+1,T,)2(|Ph<e>|%,f,.+|Ph<>|ofj)

a,'jG%

7

+
2 2 % 1
2
(1B, + TR ) (IR + PAOIR.)” ) +

L (g +me,

al‘jGa@d

1
2

1
2
(1P @), + 1P, )" +
1

2
1P, + PR, ) ) +

1
2 2 2
(12,1, + NEIZ, )
2 2
(2 m,)

a,-je%‘d
1
2

1

2

(IR0 + 1AOIR,) +
2 2 1

(1B 1+ 11 )” (1R +AwIR,,) ) +

Y (I 2@l g+ B o 1P 5 ) +

a[je'7m

Y (11 1P g, +IElL 1, 12 1) o) )

aijE,OZm
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1
2

1
(Zl nlz) : , Vmy,n; € RV (ingalité de Cauchy-Schwarz discrete),
on arrive a la majoration de b(P,(W) — W, P,(w)) :

Enfin, en utilisant I'inégalité : ¥, myn; < ():, ml2>

b(P,(W) — W, Py(w))

IN

€&, (I 121 .+ I 1 123 (W) o

€& (Il 3yes1 )+ I y) ™ (IP4() B + 17U )

1
2

IA

Nous pouvons ainsi revenir 2 (34), en exploitant les majorations de a(P,(W) — W, P,(w)) et b(P,(W) — W, B, (w))

et en introduisant la notation suivante : [|[W/| pysi1(q) = (||EH120H3+| Sha ||H||f,HH1(Q)> * onaalors :

[QACONPE AL PP /OtCih IW () lps+1 () (1Pa(e()) I 0+ ||Ph(h(€))||%,g)%dg. (38)

Maintenant, on rappelle que : ||WHCO([0’tf]’PHs+l(Q)) = s[lép] (HW(t)HPHm(Q)) = tg[lgl;(] (HW(t)HPHHI(Q)). On
t€(0,tf ’f

note A(t) = || Py(e(1))1§ o + |1 Pu(h(t)) 115 o = 1Pu (E(1)) —E4 (1) [[§ o + | P (FL(1)) — Hy (1) |5 g et on déduit de (38) :

! 1 iy 1
AW < C& [ W) o1y A ds < CEi [ IW(E) s @A) ds, W1 € (0.1

Donc :

A
tg[l(g;;] (A(?))

IN

f 1
ce, /0 IW(S) | o1 () AlS)? dg

IN
Bl—

) de.

lf
€& [ IWleaqo 1o ma (AG)

1

2

Du fait que max (A(tﬁ) =

A
max max (A(r))

, on a la majoration suivante :
1€[0,t7]

1

2
ng] (1P (B(1)) ~ E(0) B+ 124 () — Hhmnag)] < CE7 [Wleo( ) it (@)
SLf

1

et du fait que [|P,(W (1)) ~ Wi(t) o = (I1PL(E()) ~ Bn(t) [} o + 124 (H(1)) ~ (1) 3. ) on obtient enfin :

max ([|P,(W(2)) = Wi(1)lloo) < CEntr [IWlleoqo,,1,pas+ (0) -
tef0,ty]
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Corollaire 1. Sous les hypothéses du Théoréme I} il existe une constante générique C > 0 indépendante de h
telle que ’erreur w = W — W, satisfait I’ estimation a-priori suivante :

IWlleoqos 1.2 < Contr IWlleoo,1.prs+1 (@) - (39)

Démonstration. L’inégalité de Minkowski donne :

[Wloo=IW-=Willoa = [[W—=PB(W)+P(W)-W,loa
< W =P,(W)llo,o+ [|Pa(W) — Wyloq-

Or, en se servant une nouvelle fois des inégalités — (pour r = 0) du Lemme 2] et pour / et h, proches
deO,ona:

Nz Ny
IW-PWa = LIW=PW)5s+ Y IW=P(W)I,
i= i=1

=z

T

IN

2
I CEab I S M Cral e L

I
-

Nz Ny . 2
1 K+l
< Y (on W ) Y (Cr W)
i=1 i=1
Ne k 2
< X (W) +2 (cny™ e Wil
i=1
< (c&) <2||W||sm,+z|W|s+lq,>
< (CE)P W s (g -

On obtient ainsi: [|[W—P,(W)llo.o < C&[[W|lpysi1(q) < Ctr&y [W||pyst1(q)s ce qui nous ameéne la conclusion :

IWlleoos .2y < ContrlIWlleoo.,.pms+1 () -

En conclusion, on obtient une erreur pour le schéma semi-discret d’ordre O(&,).

3.3 Convergence du probleme totalement discret

Le schéma complétement discrétisé (12)) — (13)) peut étre vu comme la discrétisation en temps d’un systéme
d’équations différentielles ordinaires.

La formulation globale donne :

m(W,(1),T') = — [a(W, (1), T') + (W, (1), T)], VT € V.

Cette derniere équation peut €tre évaluée aux temps #, et 1 et on déduit que :
2
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(i )) - b8 ) (5 ) 7).

Le schéma totalement discret quant a lui peut se réécrire sous la forme suivante :

E;*! : Ej , E, : Ej :
m<< HZ+% ),T =m HZ,% ST | — At |a HT% I | +b HT% ,T

1
. . .1 . . . s =+
Dans un premier temps, on étudie I’erreur de consistance du schéma. Pour cela, on définit EZH etH, * par:

() )= ) ) o () )ow) oo () ) o) o

1

(41)

~ L 3
et (EZJrl —Ej(ths1) ||%’Q + ||HZJr P -H(t,, ! ) ||%Q) caractérise alors ’erreur de consistance, que I’on cherche

. . E;(th1 . .
a majorer en fonction de Az. Dans 1} en soustrayant m (( Hh((tH l) , T’ ) et en utilisant (40)), on obtient :
l’l"rj

(it )Y (i iy ) ) e (et ) v)

Ainsi, en faisant usage de deux développements de Taylor-Lagrange et en supposant W € C3([0,¢/], (L*(Q))®),
on trouve :

1

2
Hit,.lRa) < CA°IWles o axian 3)

’\n+%

@m“mmﬂmpﬂmh

Maintenant, nous nous intéressons a I’erreur globale du schéma. Autrement dit, on cherche a évaluer :

1

1 2
max E(t,) —E}||3 o+ |H(t —H, %3
nE{O,...,nf} (” ( n) hHO#Q H ( n—%) h ||0,Q

On commence alors par étudier :

1
2 n=72
[En (1) = Egllg.0+ Ha(r,_1) —H, *llog

E,(t
On additionne m H”<”“) T ) a2),ona:
h(tn+%)
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(R )7) - (R ) ) (R )

fn+l (44)
E;, (tn+1) - Eh ’
m sl T
H;, (tn+% ) - Hh
_1 n—1t .
En posant ¢} = E;(,) — E} et [)Z > =H, (t,,,lj) - H;l % et en soustrayant a , on peut écrire :
en-‘rl ¢ ¢’ e
h )8 by b,

On définit ensuite 1’énergie :
n u n n n2 n—3 n+j
N = Z‘ﬂ,, avec M} = H%Ho,c,-"‘/ b 2, h; 2 )dxou ¢ =ey, et b= by,
i=1 Ci

De facon similaire a ce qui a été fait pour I’étude de stabilité dans [S]] (et dans le méme esprit que [14]), on peut
montrer que sous une condition CFL du méme type on a :

1

n—1% 2
<|e?||<2),g+||f)i 2|%,Q> SCAt2||WHc3([o,zf],L2(Q))- (45)

Ainsi, I’erreur due au schéma en temps saute-mouton d’ordre 2 est en O(A¢?) et nous pouvons donc conclure par
I'inégalité triangulaire et le Corollaire[T]que nous obtenons une erreur pour le schéma totalement discret d’ordre :

O(A?) +O(&).

4 Etude numérique 2D

Nous exhibons dans cette section, les résultats des expériences numériques en deux dimensions d’espace. Nous
considérons le cas des ondes transverses magnétiques TM, pour lesquelles :

H(x1,x2,1) = (Hy(x1,x2,1), Hy(x1,%2,1), O)T et E(xy,x,t)= (O,O,Ez(xl,xg,t))T.

Autrement dit, on résout les équations de Maxwell 2D en mode TM, qui s’écrivent :

€9E, — oy Hy+0,H, = 0,
UOH, + 0y, E; 0,
10, Hy — 0y, E. = 0.
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4.1 Mode (1, 1) dans une cavité métallique carrée

Nous étudions dans un premier temps le cas test de I’évolution d’un mode dans une cavité métallique carrée et
unitaire. L’énergie de la solution est ici conservée et ce probleme test présente également I’intérét d’avoir une
solution exacte (i.e. on peut calculer une erreur), donnée par :

Hy(x1,x2,1) = —(7/)sin(7mx;)cos(mx,)sin(wr),
Hy(x1,x2,1) = (7/®)cos(mx;)sin(mx;)sin(or),
E.(x1,x2,t) = sin(mx;)sin(7x;)cos(@t),

oll ® = 27 f désigne la pulsation (f la fréquence). Le temps de simulation est 2 x 107 s.

4.1.1 Test de performance

Premiérement, nous faisons les simulations sur deux maillages (FIG. [2) : un maillage triangulaire et un maillage
hybride non-conforme. Ce dernier est obtenu en prenant un maillage hybride et conforme, et en raffinant trois
fois (raffinement non-conforme) la partie triangulaire. Nous testons plusieurs ordres d’interpolation pour les deux
maillages, et nous résumons les résultats dans le tableau TAB. [I]

En faisant des comparaisons, on observe que 1’hybridation GDDT-IP{ Q4 est plus précise et environ 4 fois plus
efficace que I’interpolation GDDT-P;. Par ailleurs, GDDT-IP, Q3 est ici environ 70 fois plus précise que GDDT-
P, avec un plus petit temps de calcul. L’hybridation GDDT-P3Q4 (resp. GDDT-P4Q4) est aussi plus précise et
plus rapide comparée a GDDT-IP; (resp. GDDT-IP3).

1 AV V4 AVi¥) 1 T T T T
08 08} VAV ANAN AN ANAVAViVAVAVAVAVAYAY
0.6 § 06 F
0.4 E 04}
0.2 é 02}
0 IANAN A7) 20X 0 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1

FI1G. 2 — Gauche : maillage non-structuré totalement triangulaire - Droite : maillage hybride triangulaire / qua-
drangulaire (non-structuré / structuré) et non-conforme (les interfaces hybrides correspondent aux interfaces non-
conformes).
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TAB. 1 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et norme L? de 1’erreur au temps final pour les deux
maillages et pour chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps de calcul | #ddl | Erreur L? finale
GDDT-P; 45 s 11334 2.33x 1072
. : GDDT-P, 206 s 22668 | 1.68x 1074
LB GDDT-P; 530's 37780 | 7.09x 10~
GDDT-P4 1511s 56670 2.94x 1073
GDDT-P; Q4 11s 3488 4.03x 1073
Hybride GDDT-P,Q3 38s 5888 3.39x 1074
GDDT-P3Q4 122 s 9760 9.96 x 1073
GDDT-P4Q4 318 s 14240 5.07 x 1073

Ainsi, nous obtenons d’intéressants compromis entre temps de calcul et précision, pour ces quatres hybridations.

4.1.2 Test de convergence numérique

Nous allons alors étudier la convergence numérique en & de ces dernieres. Nous faisons les tests sur quatres
maillages hybrides et non-conformes basés respectivement sur 7 x 7, 13 x 13, 19 x 19 et 25 x 25 (F1G. ) points,
obtenus en prenant des maillages hybrides et conformes et en raffinant deux fois (raffinement non-conforme) la
partie triangulaire. Pour chaque résolution, et pour chaque hybridation, on mesure la norme L?> de I’erreur au
temps final en fonction de la racine carrée du nombre total de degrés de liberté, et nous calculons les pentes (en
échelle dite loglog) correspondantes (FIG.[3). On observe que I’ordre de convergence (les pentes sur le graphique)
pour GDDT-P,Q3, GDDT-IP3Q4 et GDDT-IP4Q4 est environ égal a 2.6, ce qui est mieux que prévu, car le schéma
saute-mouton qu’on utilise limite I’ordre de convergence a 2. Pour le cas GDDT-P;Qyq, la pente est de 1.74, ce
qui est également au-dessus de nos attentes car I’interpolation GDDT-IP; sur la partie triangulaire limite 1’ordre
de convergence a 1. En conclusion, la convergence numérique en / est obtenue.

-1

10 ¢
F -=DGTD-P1Q4; slope = 1.74
DGTD-P2Q3; slope = 2.60
A ~+*DGTD-P3Q4; slope = 2.62
g 10 3 -6-DGTD-P4Q4; slope = 2.56 |
g 10°F E
5 3
@ [ |
2 10 A
© 3 1
E
g L
o 107 9
- i
—6
10 : R : R
10 10° 10°

(# dof) 12

FIG. 3 — Erreur L? au temps final en fonction dans la racine carrée du nombre total de degrés de liberté.
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FI1G. 4 — Maillages hybrides et non-conformes basés sur : En-haut a gauche : 7 x 7 points - En-haut a droite :
13 x 13 points - En-bas a gauche : 19 x 19 points - En-bas a droite : 25 x 25 points.

Par ailleurs, précisons que pour chaque hybridation GDDT-P,Qy, le pas de temps global que nous prenons est le
minimum entre les pas de temps limites des méthodes GDDT-IP,, (utilisée sur maillages totalement triangulaires)
et GDDT-Qy (utilisée sur maillages totalement quadrangulaires), ce qui nous donne une nouvelle validation de la
condition suffisante de stabilit€ explicitée et démontrée dans [3]].
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4.2 Diffraction d’une onde plane par un cercle métallique

Le second probleme test considéré est la diffraction d’une onde plane par un cercle métallique. Le domaine de
calcul est délimité par un carré sur lequel on impose la condition absorbante de Silver-Miiller. Ici, le champ
incident est donné par :

—k
E_inc(x1,x2,1) = cos(ot —kx1); Hyjinc(x1,x2,1) = 0; Hyjnc(x1,x2,1) = > cos(or — kxy),

ol le vecteur d’onde k =’ (k,0) avec k = @/c (c la vitesse de la lumiére dans le vide et @ = 27 f, f la fréquence).
Deux maillages sont utilisés (Figure [5)) : un maillage triangulaire avec 3276 éléments et un maillage hybride
non-conforme composé de 2656 triangles et de 192 quadrangles. Nous exhibons les résultats pour une fréquence
f =200 MHz et un temps de simulation de 5 x 1078 s.

Nous faisons une simulation avec 1’ordre d’interpolation GDDT-P3 sur le maillage triangulaire, le nombre total
de degrés de liberté est 32760 et le temps de calcul est de 20.3 s. Sur le maillage hybride, nous testons les
hybridations GDDT-P;Q3, GDDT-P| Q4 et GDDT-P,Q3 ; les nombres de degrés de liberté correspondants sont
11040, 12495 et 19008 pour des temps de calcul de 1.4 s, 2.6 s et 6.5 s, respectivement. Nous montrons de plus
sur la FIG. [6] I’évolution en temps de la composante E, en deux points du domaine de calcul, et nous voyons
clairement que pour chaque cas, les courbes sont confondues. Enfin, une transformée de Fourier discrete étant
calculée durant la derniere période de la simulation, nous présentons les lignes de contour (FIG. [/) de celle-ci
pour les composantes H, et H,. Nous remarquons que les lignes de contour pour les quatres cas GDDT-IP; Q3,
GDDT-P;Q4, GDDT-P,Q3 et GDDT-IP3 ont sensiblement le méme aspect. Ainsi pour chaque hybridation, nous
avons un gain en temps de calcul important (par rapport a GDDT-IP3) en gardant des valeurs de la solution proches
de celles générées avec GDDT-IP3.

15 15

0.5 05

0.5 05

-15 -15

2 VAVAN 2
2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

FIG. 5 — Gauche : maillage triangulaire - Droite : maillage hybride et non-conforme.
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FIG. 6 — Evolution en temps de la composante E; aux points : Haut : (—1.6,1.6) - Bas : (0.5,—0.5).
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FI1G. 7 — Lignes de contour de la transformée de Fourier discrete des composantes H, et Hy pour les cas, respec-
tivement de haut en bas : GDDT-PQ3, GDDT-P;Q4, GDDT-P,Q3 et GDDT-P5.
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5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons présenté les résultats d’une investigation sur une méthode GDDT-P ,Q; en maillage
multi-éléments pour résoudre les équations de Maxwell en domaine temporel. Nous sommes principalement
concernés ici par I’analyse de convergence a-priori de ce schéma pour le cas 3D, en prenant compte de 1’aspect hy-
bride et non-conforme des maillages étudiés. Les problemes tests 2D confirment cette convergence numériquement,
et donnent des résultats prometteurs pour plusieurs hybridations.

Les prochains travaux viseront a apporter une évaluation détaillée de la méthode pour des problemes plus réalistes,
en 2D d’abord, et nous étendrons la méthode a de nombreux problémes numériques en 3D. En outre, 1’efficacité
de calcul peut encore étre améliorée tout en minimisant les erreurs de dispersion, grace notamment a une stratégie
de pas de temps local et a I’utilisation de fonctions de base orthogonales pour I’interpolation Qy, sur les hexaeédres.
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