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✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✶✻
✺✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✺✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✻ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✶✻

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✹

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦ts ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❢r♦♠ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ♣✐❝❦✲❛♥❞✲♣❧❛❝❡ t♦ ♣r❡❝✐s❡ s✉r❣❡r② ❬✶✹❪✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t♦❧❡r❛♥❝❡s ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦r ❛ss❡♠❜❧②✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❛❝✲
t✉❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ s✉❝❤ ❛s
✐ts ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐❢ ♥♦t ❧♦st✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜②♣❛ss❡❞ ❜② ✐♠✲
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t
✭❢r❛♠❡ ❛♥❞ ♣❧❛t❢♦r♠✮ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦r ♣❛rts✱ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤r♦✉❣❤
r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✳ ❆♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡①t st❡♣✳

❚❤❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦t ✐s t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ✷✹❪ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦s❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ t❤❡♦❞♦❧✐t❡ ❬✷✸❪ ♦r ❛ ❝❛♠❡r❛ ❬✶✼❪✳ ❚❤✐s r❡❞✉♥❞❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❡①tr❛ s❡♥s♦rs s✉❝❤ ❛s ✐♥❝❧✐♥♦♠❡t❡rs ❬✸❪ ♦r
❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬✽❪✳ ■♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ s❡♥s♦r✭s✮✳ ▼❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❬✶✻✱ ✶✾❪ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧②
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❬✶✻✱ ✶✾❪✱ ❛ ❧❡♥❣t❤
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❣♠❡♥t t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❜✐❧❡ ♦❢ ❛ ●♦✉❣❤ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✳ ❈❛❜❧❡✲
❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss ♦❢ ♠♦✈✐♥❣
♣❛rts ✭❢♦r ❝❛❜❧❡s ♦❢ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♠❛ss✮✱ ❡❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t❛❜❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✢②✐♥❣ ❝❛♠❡r❛
s②st❡♠ ❬✶❪✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❤❡❛✈② ❧♦❛❞s tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❢♦r ♦r✐❡♥t✲
✐♥❣ ❤❡❛✈② ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❝♦♥t♦✉r ❝r❛❢t✐♥❣ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s ❛
❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ♠❛ss ❛♥❞ ❡❧❛s✲
t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❛❜❧❡s ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉❖❋ ❬✶✺❪✳ ■♥ s✉❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥t❧②
❛❝t✉❛t❡❞ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts✱ ❛ ❤✐❣❤ st✐✛♥❡ss ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② ❡✐❣❤t ❝❛❜❧❡s ❢♦r s✐① ❉❖❋✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r✉♥
♦♥ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ❡✳❣✳ ❬✶✺✱ ✶✷❪✱ ❜✉t ❢❡✇ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✐r ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥✳ ❆ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ t♦✉❝❤✐♥❣ ♦r ✇✐t❤ ❥♦✐♥t s❡♥s♦rs
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✽✱ ✼❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✵❪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r r♦❜♦t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s
✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠✲
♣✉t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♦ ❛s t♦ ♠❛t❝❤ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❖❉❘✮ ❬✹❪ ❛♥❞ χ2 ✉s❡❞ ❜② P❛t❡❧ ✐♥
❬✶✻❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧✐❦❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❞❛♣t❡❞ ❜② ❲❛♠♣❧❡r
✐♥ ❬✷✶❪✱ ♦r ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛♥❡② ❛♥❞ ❛❧ ✐♥ ❬✶✵❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦ts ❛r❡
st✉❞✐❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ✏✐♥✈❡rs❡✑ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ t❡st t❤r♦✉❣❤
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
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❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✺

❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞
r❡❞✉♥❞❛♥t ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷ ❈❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t

❚❤✐s st✉❞② ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t ❝❛❧❧❡❞ ❈♦●✐❘♦ ✭❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ●✐❛♥t ❘♦❜♦t✮ ✇❤✐❝❤
♥♦t❛❜❧② ❛✐♠s ❛t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡ r♦❜♦t ❤❛✈✐♥❣ n = 6 ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❛♥❞ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧
❝❛❜❧❡ r♦❜♦t ✐s st✉❞✐❡❞✳ ■t ✉s❡s m = 8 ❝❛❜❧❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✻ ❉❖❋ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❢✉❧❧②
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❜❧❡s✳

✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t

❚❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦r ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ✭♠♦❜✐❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ΩC✮ ✐s ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ✭✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ΩO✮ ❜② m = 8 ❝❛❜❧❡s ✭m > n t♦ ❜❡
❢✉❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❬✶✺❪✮✳ ❚❤❡ ith ❝❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ♣♦✐♥t Ai ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ✭❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ ai ✐♥ ΩO✮ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t Bi ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡ bi ✐♥ ΩC✮✳
❚❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ P ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❘ ♦❢ ΩC

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ΩO✮ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❛❜❧❡✳

✷✳✶✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

||P + Rbi − ai||
2 − L2

i = 0, i = [1...m] ✭✶✮

✇❤❡r❡ Li ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ AiBi✳

✷✳✶✳✷ ❙t❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❚❤❡ st❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✻✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✿

W · τ = F ✭✷✮
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❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✻

✇❤❡r❡ τ = [τ1, ..., τm] ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝❛❜❧❡ t❡♥s✐♦♥s✱ ❋ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢
✇r❡♥❝❤❡s ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ W =
−J−T ✱ J−1 ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❬✶✹❪✳

✷✳✶✳✸ ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s

❚❤❡ ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ❋❑ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ ❡q✳✶ s♦ ❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s Li✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
m = n✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✶✹❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❛❝t s♦❧✉✲
t✐♦♥s✳ ❋♦r ♦✉r ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✇❤❡r❡ m > n✱ ❛♥ ❡①❛❝t ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s
❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❤❛s♥✬t
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ♦❢ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✇✐t❤ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ m−n ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t
♦❢ ❥♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ r♦❜♦t✳

■♥ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ ❋❑ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡rr♦rs✳ ❆♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❋❑ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈♦♠♣❧❡①✳ ❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❋❑ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥
s❝❤❡♠❡ ✭FKNR✮ ✇✐t❤ m = n ❜✉t ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✇r♦♥❣✲❡st✐♠❛t❡❞ ❞❛t❛
✐s ♥♦t ❝❡rt❛✐♥✳ ■❢ m > n✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❋❑ ✭♥❛♠❡❞ FKLS✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥❞❡① ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❝❤❡♠❡
❝♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✇r♦♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✷✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❏❛❝♦❜✐❛♥

❉✉r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♠❛r❦❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
❥❛❝♦❜✐❛♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❬✶✹❪✳ ❆❣❛✐♥st
❛❧❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❥❛❝♦❜✐❛♥ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✿ X = [x, y, z, αv]✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r δ = αv ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ✈ t❤❡ ❛①✐s ✈❡❝t♦r ❛♥❞ α t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❲❡ ❦♥♦✇
t❤❛t

Ω = α̇v + sinαv̇ + (1− cosα)v × v̇ ✭✸✮

❲❡ ✉s✉❛❧❧② ♠❛❦❡ ❛ ♦♥❡ ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ α s♠❛❧❧ ✿

Ω ≈ α̇v + αv̇ = δ̇ ✭✹✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦♦ str♦♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦s✲

✐♥✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✿ cosα ≈ 1− α2

2
❛♥❞ sinα ≈ α

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Ω ❝♦♠❡s ✿

Ω2 = α̇v + αv̇ + (1− (1− α2

2
))v × v̇

■❢ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✿

Ω2 = δ̇ + α2

2
v × v̇ = δ̇ + 1

2
· αv × αv̇

❲❡ ❤❛✈❡ δ̇ = α̇v + αv̇ ❛♥❞ s♦ αv̇ = δ̇ − α̇v❀
Ω2 = δ̇ + 1

2
· αv × (δ̇ − α̇v) = δ̇ + α

2
· v × δ̇ ❞✉❡ t♦ v × v = 0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r ✸ ♦r ♠♦r❡ ♥❡❡❞s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✼

❏❛❝♦❜✐❛♥ ❋✐♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❋✐rst ♦r❞❡r ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✷ ✽ ✺

Pr❡❝✐s✐♦♥ ✶✵❡✲✼ ✶✵❡✲✺ ✶✵❡✲✻
❚✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ✼♠s ✺♠s ✹♠s

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡s✉❧ts ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ s♦♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t ❦✐♥❡♠❛t✐❝s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❥❛❝♦❜✐❛♥ Jinv = [ni, ni × BiC]
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

λ̇i = [ni, ni ×BiC] · Ẋ + [ni, ni×BiC] · (0,
α

2
v × δ̇)

= [ni, ni ×BiC] · Ẋ + [ni, (ni×BiC)×
α

2
v] · (0, δ̇)

= [ni, ni ×BiC + (ni ×BiC)×
α

2
v] · Ẋ

❆♥❞ s♦✱ Jinv ❝♦♠❡s

Jinv = [ni, ni ×BiC + (ni ×BiC)×
α

2
v] ✭✺✮

❖r ✐❢ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P❧✉❝❦❡r ❧✐♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ✇❡
❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ ✿

Jinv2 = Jinv · (I + M) ✭✻✮

✇❤❡r❡ ▼ ✐s t❤❡ ♣r❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ♦❢ α
2
v✳

❘❡s✉❧ts ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❡r♠ α
2
· v × (ni × BiC) ❤❛s ❛tt❛✐♥❡❞

s♦♠❡t✐♠❡s ✵✳✶ r❛❞✐❛♥✱ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❛✐♥ ✻ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ✶✵✵ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❑✳

❘❡s✉❧ts ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❢♦r✇❛r❞ ❦✐♥❡♠❛t✲
✐❝s s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳✹✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❧❢✲
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡
✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤✐s ♥❡✇ ❥❛❝♦❜✐❛♥ ✐s s♦ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧❧✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ❣✐✈❡s
❜❡tt❡r ❛♥❞ ❢❛st❡r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣❛✐♥s ❧♦t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞
✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❞✐❞♥✬t ❛❧❧♦✇ ✐t✳

✷✳✷ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ ❛❝t✉❛t✐♦♥

❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✹❪✱ t❤❡ ❝❛❜❧❡ r♦❜♦t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥❞✲❡✛❡❝t♦r ♠♦t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❛❝t✉❛t♦rs✳ ❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t❤✐s r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② m
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s Li = L(ρi, τi) ✇✐t❤ ρi t❤❡ ❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ❝❛❜❧❡ i ✉♥✇♦✉♥❞ ❜② ❛ ❞r✉♠✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝
♠♦❞❡❧ ❡qs✭✷✮ ❛♥❞ ✭✶✮ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ m ✐♥ ❡q✳✶ ❛♥❞ ✻ ✐♥ ❡q✭✷✮✳ ■❢ ❛ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ✻ ♣♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭P ❛♥❞ R✮ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✽

♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ F t❤❡ s❡t ♦❢ m ✈❛r✐❛❜❧❡s τi ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆
s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ♣❛rt✐❛❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ t❡♥s✐♦♥s τi✳

■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐✲
❜❧❡✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ 6 ♣♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ m = 8 ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✭✶✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✐♠♣❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
ξ = [a1..m, b1..m,∆l1..m] ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s ρ1..m✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t
r❡❧❛t✐♦♥ Li = ρi + ∆li✱ ✇❤❡r❡ ∆li ✐s t❤❡ ♦✛s❡t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ith ❝❛❜❧❡ ✭i = 1..m✮✳
❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ♥♦✇ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❛❢t❡r ♣♦s❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✮ t❤❛t ❧✐♥❦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ρi ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ξ✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ ❝❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ■r✈✐♥❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦r ❛ ❇♦✉❝❤❛r❞ t❡st ❬✶✸✱ ✼❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ❣✐❛♥t ❝r❛♥❡
♣r♦t♦t②♣❡ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r♦❜♦t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❢ ♠♦❞❡❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t❤r♦✉❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❝❡ss ❬✷✶❪✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧
♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ s❡♥s♦r
❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮✳

❚❤❡ r♦❜♦ts st✉❞✐❡❞✱ m > n✱ ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐❢ ✇❡
♠❛❦❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥♦♥ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♠❛ss✲❧❡ss ❝❛❜❧❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

✸✳✶ ●❡♥❡r✐❝ ✈✐❡✇

❇❛s❡❞ ♦♥ ❬✷✶❪✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ NC ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❧✐♥❦s t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts Mk ✭k = 1..NC✮✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ξ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✭❣❡✲
♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s Υ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♦✉r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Υ = [Υ̂, Υ̌1..NC

] s❤♦✉❧❞ ❜❡

❼ ❈♦♥st❛♥t Υ̂✿ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❀

❼ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Υ̌k=1..NC
✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐♥❦✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s M ❛♥❞ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥s V = [ξ,Υ] ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

fk(Mk, V ) ≃ 0, k = [1...NC ] ✭✼✮

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✼✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ♠♦st ♦❢
t❤❡♠ ❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ FT .F
✇✐t❤ F = [f1, . . . , fNc

]T ✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲
▼❛rq✉❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✾

✸✳✶✳✶ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s

❚❤❡ ❲▲❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ FT ΣF F ✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ΣF ✐s ❜✉✐❧t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦♥ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ΣM ✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ΣF ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ΣF = JT

MΣMJM

✇✐t❤ JM = ∂F
∂M

✳

✸✳✶✳✷ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❉✐st❛♥❝❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❖❉❘ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✹❪ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ FT ΣF F + M̃T ΣMM̃ ✳ ❲❡ ♣✉t M̃ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t M ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ M ✳

✸✳✶✳✸ ❳✷

χ2 ♣❡r♠✐ts ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s ❬✶✻❪✳ ❚❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♥♦✇ FT ΣF F + M̃T ΣMM̃ + Ṽ T ΣV Ṽ ✳ ❲❡ ♣✉t Ṽ ❛s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t V ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ V ✳

✸✳✶✳✹ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s s♦❧✈✐♥❣ ♦✉t❧✐♥❡s

❈❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠s s♦❧✈✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r✬s ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳ P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✿

JV ·∆V = ∆F ✭✽✮

✇✐t❤ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ JV = ∂f
∂V

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r✲❝♦♥str❛✐♥❡❞
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

NC × dimfk > dimξ + dimΥ̂ + NC × dimΥ̌k ✭✾✮

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✭✽✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❙❱❉ ✭s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥✮ ♦❢ JV ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s♦❧✈❛❜❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s t♦
❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❬✷❪✿

rank(JV ) = dim(V )

= dimξ + dimΥ̂ + NC × dimΥ̌k

✸✳✷ ❈❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ❝❛s❡

❋♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡ r♦❜♦t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✭✶✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝❛❜❧❡ ❡❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ ♠❛ss ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✿

fk,i(Mk, V ) = ||Pk + Rkbi − ai||
2 − (ρk,i + ∆li)

2

= 0

❢♦r k = 1...NC ❛♥❞ i = 1...m✳
◆♦✇ ❧❡t✬s ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t

❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✵

✸✳✷✳✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ s❡♥s♦rs✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ♣♦s❡ ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❧✐❦❡ ❛ ❝❛♠❡r❛ ♦r ❛ ❧❛s❡r tr❛❝❦❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s②st❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s fk,i(Mk, V ) ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛✿

❼ Mk = [ρi,k, Pk, Rk]

❼ ξ = [ai, bi,∆li]

❼ V = [Υ, ξ] = [∅, ξ] = ξ

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s♦❧✈❡ t❤✐s s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♥❞ ❛♥ ❖❉❘ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✷✳✷ ❙❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s

■❢ ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ r♦❜♦t ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ s❡♥s♦rs ♦♥❧②✳

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s②st❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s st✐❧❧ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s fk,i(Mk, V )
❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛✿

❼ Mk = [ρi,k]

❼ ξ = [ai, bi,∆li]

❼ V = [Υ, ξ] = [Pk, Rk, ξ]

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ JV ♦❢ ❡q ✽ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢
❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❛s ✐♥ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛s❡✮ Jξ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s
❏❛❝♦❜✐❛♥ JΥ✳

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ Υ̌k = [Pk, Rk] ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✾❪
✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r V = [Υ̌k, ξ]✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Υ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ❢♦r
Υ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ξ✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❋❑ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝

✇❤✐❧❡ ∆F > ǫ ❞♦
[P,R]j+1 ← FK(ξ̃j , [P̃ , R̃]j , M)

ξj+1 ← IS(ξ̃j , [P̃ , R̃]j+1, M)
❡♥❞ ✇❤✐❧❡

■♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✳✷✱ ■❙ ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛
♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡ s❝❤❡♠❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✭✽✮✳

❚❤❡ ❋♦r✇❛r❞ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ✭❋❑✮ st❡♣ ✉s❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
ξ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t [P,R] ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥
♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s
✐t✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❡t❤♦❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❈♦♠♣❧❡t❡ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥

✇❤✐❧❡ ∆F > ǫ ❞♦
Vj+1 ← IS(Ṽj , M)

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❈♦♠♣❧❡t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s❡s ♦♥❧② ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ♣♦s❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤✐s s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st
sq✉❛r❡s ❛♥❞ ❛ χ2 ♠❡t❤♦❞✳

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡

❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❛s ❜✉✐❧t ❜② ❚❊❈◆❆▲■❆ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ▲■❘▼▼ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❧❛r❣❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝❛❜❧❡ r♦❜♦t t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ❈♦●✐❘♦ ♣r♦❥❡❝t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ P❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡

❘❡❡❧❆①✽ ✐s ❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❝❛❜❧❡ ❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✳ ❊✐❣❤t ❝❛❜❧❡s✱ ✇♦✉♥❞ r♦✉♥❞
✇✐♥❝❤❡s✱ ❛r❡ ❡❛❝❤ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❤t ❝♦r♥❡rs ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ s❤❛♣❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢
❛❜♦✉t ✹✵ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✇✐♥❝❤❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ✷ ❜②
✷ ♦♥ ❢♦✉r ♣♦sts ✉♣ t♦ t❤r❡❡ ♠❡t❡rs ❛rr❛♥❣❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦✉r ❝♦r♥❡rs ♦❢ ❛ t❤r❡❡ ❜②
❢♦✉r ♠❡t❡rs r❡❝t❛♥❣❧❡✳

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ❝❛❜❧❡s

❚❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ♦❢ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲str❛♥❞ ✶①✶✾ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r
♦❢ ✶✳✷ ♠♠✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧❧❡②s ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞r✉♠ t♦ t❤❡ ❡②❡❧❡t✳ ❚❤❡ ❞r✉♠

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✷

✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦t♦r st❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ♣r✐s♠❛t✐❝ ❥♦✐♥t ✭❧✐♥❡❛r ❜❡❛r✐♥❣ ❛♥❞ r♦❞s✮✱
❛♥❞ ❛ ❜❛❧❧ s❝r❡✇✴♥✉t s②st❡♠ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ❞r✉♠ ✭t❤❛t ✇❛② t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s
✇✐♥❞s ✉♣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞r✉♠✮✳ ❚❤❡ ❡②❡❧❡t ✐s st❛t✐❝ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❛❜❧❡ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ♣r❡✲♦r✐❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡②❡❧❡t ❛①✐s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
✇♦r❦s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t ❞r✐✈❡s ❘❚▼❇✵✶✹✵✲✵✼✵ ❢r♦♠ ❊t❡❧ ▼♦t✐♦♥
❚❡❝❤✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡♥❝♦❞❡rs ✇✐t❤ ✺✵✵✵ ❧✐♥❡s✳ ❚♦ ♠❡❛✲
s✉r❡ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ ♣✉❧❧❡② ♦♥ ❡❛❝❤ r♦❜♦t ❛①✐s ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❢♦r❝❡ s❡♥s♦rs ❙▼✺✹✷✹ ❢r♦♠ ❙❡♥s❡❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ①P❈ ❚❛r❣❡t ❢r♦♠ ▼❛t❤✇♦r❦s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✇✐r✐♥❣✱ t❤❡ ❞r✐✈❡s ❛r❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♠♦t♦rs✱
❢♦r❝❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✜❡❧❞✲❜✉s✳

✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦♦❧s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ t♦♦❧s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❡❧❆①✽ ♣r♦t♦t②♣❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡q✭✶✮ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ st❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ❡q✭✷✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str❡t❝❤✐♥❣ ✭❜❡❧♦✇
♦♥❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✮ ❛♥❞ ❜② ■r✈✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❬✼✱ ✶✸❪✳

✹✳✷✳✷ ❚♦♦❧s

❲❡ ✉s❡ ❛ t♦♦❧❜♦① ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❙▲ ✭●◆❯ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ▲✐❜r❛r②✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❢♦r r♦❜♦t✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭▲❙✱
❖❉❘✱ χ2✮ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t✳

❋♦r t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞
❛ ✜❧t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❢♦r❝❡❞ t♦ ③❡r♦ ✉♥❞❡r ✸✪✮ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✲
✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ◗❘ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳

✹✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧❛s❡r tr❛❝❦❡r s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ♣♦rt❛❜❧❡
✸❉ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛r♠✳

✹✳✸✳✶ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡

❡②❡❧❡t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r tr❛❝❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ♣♦✐♥ts
♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ♣♦rt❛❜❧❡ ✸❉ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛r♠✳

❚❤❡ ♣♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❡♣ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ st❛rt✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠
✐♥ ✹✹ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s❡s ❛♥❞ t♦♦❦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤r❡❡ t②♣❡s✿

❼ Pr♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ s❡♥s♦rs ❣❛✈❡ ❝❛❜❧❡s ❧❡♥❣t❤s ❀

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✸

❼ ❚❤❡ r♦❜♦t ❢♦r❝❡ s❡♥s♦rs ❣❛✈❡ ✉s t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ✭✇❡ ❞♦♥✬t ✉s❡
t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✮ ❀

❼ P♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ❣❛✈❡ ✉s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳

❈♦♠♠❡♥t✿ ✇❡ t♦♦❦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ❬✶✵❪✱ ❜✉t
t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ♥♦♥✲♠❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❞✐❞♥✬t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ai✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦✉❧❞ ♠♦✈❡ ❛❜♦✉t ✸✵ ❝♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❝❡♥t❡r ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✺ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❡❡✱ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹✳✸✳✷ ◗✉❛❧✐t②

❆ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐❢ ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
st❡♣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥
♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡
❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡✭♠❛①✐♠✐③❡❞ ♦♥ ♣✉r♣♦s❡✮✿ σposes = 5mm✱
σlength = 5mm✱ σA = 20mm✱ σB = 10mm✱ σ∆l = 100mm✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

❋r♦♠ t❤❡ ✹✹ ♠❡❛s✉r❡s ❞♦♥❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ✸✵ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✶✵
❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✹ ♦✉t❧✐❡rs ✇❡r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✮✳

■♥ ♦✉r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st✉❞② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ✐t ♦♥ ❛ ❣✐❛♥t r♦❜♦t✱
✇❡ ♠❛❞❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❡❧❧✲❡st✐♠❛t❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✭❜② ❧❛s❡r ❛♥❞ ❈▼▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞✳

❊❛❝❤ r❡s✉❧t ✇❛s ❥✉❞❣❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❡rr♦rs ♦♥
❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✳

✹✳✹✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t②

■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ [ai, bi,∆li]i=1..8 ❜✉t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ai ❛♥❞ t❤❡ bi✳ ❚❤✐s ❝❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦t♦t②♣❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ai ❛♥❞ bi ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ Rḃi − ai ✐♥ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t✬s ♥♦t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❡❛s② t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❞♦♥✬t ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❧✐❦❡ ∆li ❛♥❞
ai✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ r❡st❛rt✐♥❣ ♦❢ ♠♦t♦rs✱ ❡t❝✳ ■♥ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐t✬s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢
t❤❡ r♦❜♦t ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✷❪ ✿
a1x = a1y = a1z = a2y = a2z = a3z = 0✳

✹✳✹✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡q✳✼ ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✮ ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✳

❆❢t❡r ✸ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦rr❡❝t ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✇✐t❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ❡rr♦r ❛t ✸♠♠
❢♦r ❲▲❙ ❛♥❞ ✶♠♠ ❢♦r ❖❉❘✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✶✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❡ s♦❧✈❡r st♦♣s ❛t
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭∆F < 10−8✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❤✉❣❡ ❡♥♦✉❣❤
t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✹

❲▲❙ ❖❉❘
■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✸✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮

■♥✐t✐❛❧ ❡rr♦r ♠❡❛♥✭st❞✮ ♠❡❛♥✭st❞✮
✷✵♠♠ ✭✷✵♠♠✮ ✷✵♠♠ ✭✷✵♠♠✮

❋✐♥❛❧ ❡rr♦r ♠❡❛♥✭st❞✮ ♠❡❛♥✭st❞✮
✸♠♠ ✭✻♠♠✮ ✶♠♠ ✭✹♠♠✮

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✶✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮
❊rr♦r ♦♥ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧

✹✵♠♠ ✻♠♠ ✹✵♠♠ ✾♠♠
❊rr♦r ♦♥ ♣♦s✐✲
t✐♦♥✐♥❣

✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧

✸✼✪ ✾✪ ✸✼✪ ✶✵✪
❊rr♦r ♦♥ ♦r✐❡♥t✲
✐♥❣

✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧

✹✵✳✷✪ ✷✺✪ ✹✵✳✷✪ ✷✶✪

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

✹✳✹✳✸ ❙❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡q✳✼ ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✮ ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❛❜❧❡ ✷✳

❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs Υk = [P,R]k ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ FKLS ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢
t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦♦ r♦✉❣❤✱ FKLS ❞♦❡s♥✬t ✜♥❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ st❛rt❡❞✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦rr❡❝t ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✇✐t❤ ❛
♠❡❞✐✉♠ ❡rr♦r ❛t ✵✳✺♠♠ ❢♦r ❲▲❙ ❛♥❞ ✷♠♠ ❢♦r χ2✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✶✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s
t❤❡ s♦❧✈❡r st♦♣s ❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭∆F < 10−8✮✳

✹✳✹✳✹ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

❋✐rst✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦♥
t❤❡ ✶✵ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s✮
❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❛❜❧❡ ✶ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷ ❢♦r
s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❛❝❝✉r❛❝② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ∆Pmeas✱ ❛♥❞ ♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ∆Rmeas ✭✐♥
❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦✈✐♥❣ ∆Pλ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ∆Rλ

✇✐t❤ ❛ ❋❑ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤❡r❡ λ ♠❡❛♥s t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❋❑ ✭✐✳❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♣♦st ❲▲❙ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ♣♦st ❖❉❘✱ ♣♦st ❲▲❙ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱
♦r ♣♦st χ2 ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s
❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 100 ∗ (∆Pλ−∆Pmeas

∆Pmeas
)✳

❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❢♦r ♦♥❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ✜❣✳ ✹ ❢♦r t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ✜❣✳ ✺ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❡♥t✐♥❣✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♦♥ P ❛♥❞ R ❣✐✈❡♥
✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❛❜❧❡ ✶ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✷ ❢♦r s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ χ2

♠❡t❤♦❞✮✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✺

❲▲❙ χ2

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✸✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮
■♥✐t✐❛❧ ❡rr♦r ♠❡❛♥✭st❞✮ ♠❡❛♥✭st❞✮

✷✵♠♠ ✭✸✵♠♠✮ ✷✵♠♠ ✭✸✵♠♠✮
❋✐♥❛❧ ❡rr♦r ♠❡❛♥✭st❞✮ ♠❡❛♥✭st❞✮

✵✳✺♠♠ ✭✵✳✺♠♠✮ ✷♠♠ ✭✹♠♠✮
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭✶✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮

❊rr♦r ♦♥ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧

✹✵♠♠ ✶♠♠ ✹✵♠♠ ✵✳✼♠♠
❊rr♦r ♦♥ ♣♦s✐✲
t✐♦♥✐♥❣

✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧

✸✼✪ ✶✳✷✪ ✸✼✪ ✵✳✸✪
❊rr♦r ♦♥ ♦r✐❡♥t✲
✐♥❣

✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛❧

✹✵✳✷✪ ✶✷✪ ✹✵✳✷✪ ✶✳✾✪

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊rr♦r ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ✪ ✭❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❢t❡r ✹ ❞✐✛❡r❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✮

❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺ ❞❡❣r❡❡s✳

✹✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆ r❡str✐❝t❡❞ ✇♦r❦s♣❛❝❡✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦✈❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❧❡ss t❤❛♥ ✺ ❞❡❣r❡❡s✮ s❡❡♠ t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❚❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡ r♦❜♦t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤✐s r❡♠❛r❦✳

❚❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❧❡❞ ✉s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ai ❛♥❞ t❤❡ ∆li✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜❡✐♥❣ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ❣❡t✱ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♥❛t✉r❛❧❧② ❜②♣❛ss❡❞✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦✇❡r✲❢✉❧❧ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❛♥❞ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♥❞ ❖❉❘ ✐s ♥♦t
s✐♠♣❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝❧♦s❡✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ ❧❛s❡r tr❛❝❦❡r ❤❛✈❡ ❧♦✇ ❡rr♦rs✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❜❡✲
❝❛✉s❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② r❡❧✐❡s ♦♥ ✐t ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r✲

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✻

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊rr♦r ♦♥ ♦r✐❡♥t✐♥❣ ✪ ✭❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❢t❡r ✹ ❞✐✛❡r❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✮

❣❡♥❝❡✱ t❤❡ χ2 ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ❣❡♦♠❡tr② ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❣✐✈❡ ❛❧s♦ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ r❡❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t❤✉s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ r❡s✉❧ts✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❝❤❡❛♣✱ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ ❜❛❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

✺✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡✬✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❝❛♣❛❝✐t② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t✳ ◆♦✇ t❤♦s❡ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ t❡st
❛ s✐♠♣❧❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ tr② t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤
❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ♦♥ t❤❡✐r ✉s❡✳ ❚♦
❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♦✉r r♦❜♦t ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐❢ ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦r s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❡✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ r♦❜✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✺✳✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❚❤❡ r♦❜♦t ✉♥❞❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦●✐❘♦ ♣r♦❥❡❝t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡✲
♦♠❡tr② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛❜❧❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❤❡❛✈② ❧♦❛❞s❀ ❢♦r t❤❛t✱ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s
✐♥ ♣r♦❣r❡ss ✇✐t❤ ♠❛ss ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✉s❡ ❝❛♠❡r❛
❢♦r ✸❉ ♣♦s❡ s❡♥s✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✈✐s✐♦♥ r❡s✉❧t✳

✻ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♣❛rt ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝②
✭❆◆❘✮ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ✷✵✵✾✲❙❊●■✲✵✶✽ ✭❈♦●✐❘♦ ❆◆❘ ♣r♦❥❡❝t✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
♣❛rt ❜② t❤❡ ❘é❣✐♦♥ ▲❛♥❣✉❡❞♦❝✲❘♦✉ss✐❧❧♦♥ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ✶✶✺✷✶✼✳
❚❤❛♥❦s t♦ ●✐❧❧❡s ❚r♦♠❜❡tt♦♥✐ ❢♦r ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
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❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✼

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙❦②❝❛♠✱ ✷✵✵✼✳

❬✷❪ ❙❡❜❛st✐❛♥ ❇❡s♥❛r❞ ❛♥❞ ❲✐s❛♠❛ ❑❤❛❧✐❧✳ ■❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧
r♦❜♦ts ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞
❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡s ✷✽✺✾✕✹✼✷✾✱ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ♠❛② ✷✵✵✶✳

❬✸❪ ❙➹➞❜❛st✐❡♥ ❇❡s♥❛r❞ ❛♥❞ ❲✐s❛♠❛ ❑❤❛❧✐❧✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦ts
✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❝❧✐♥♦♠❡t❡rs✳ ■♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡s
✶✼✺✽✕✶✼✻✸✱ ✶✾✾✾✳

❬✹❪ P❛✉❧ ❚✳ ❇♦❣❣s✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❍✳ ❇②r❞✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❇✳ ❙❝❤♥❛❜❡❧✳ ❆ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣✲
❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧
♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✽✭✻✮✿✶✵✺✷✕✶✵✼✽✱ ✶✾✽✼✳

❬✺❪ P✳❍✳ ❇♦r❣str♦♠✱ ❇✳▲✳ ❏♦r❞❛♥✱ ❇✳❏✳ ❇♦r❣str♦♠✱ ▼✳❏✳ ❙t❡❛❧❡②✱ ●✳❙✳
❙✉❦❤❛t♠❡✱ ▼✳❆✳ ❇❛t❛❧✐♥✱ ❛♥❞ ❲✳❏✳ ❑❛✐s❡r✳ ◆✐♠s✲♣❧✿ ❆ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥
r♦❜♦t ✇✐t❤ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❘♦❜♦t✐❝s✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱
✷✺✭✺✮✿✶✵✵✺ ✕✶✵✶✺✱ ♦❝t✳ ✷✵✵✾✳

❬✻❪ P❛✉❧ ❇♦ss❝❤❡r ❛♥❞ ❛❧✳ ❈❛❜❧❡✲s✉s♣❡♥❞❡❞ r♦❜♦t✐❝ ❝♦♥t♦✉r ❝r❛❢t✐♥❣ s②st❡♠✳
❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✶✼✭✶✮✿✹✺ ✕ ✺✺✱ ✷✵✵✼✳

❬✼❪ ❙❛♠✉❡❧ ❇♦✉❝❤❛r❞✳ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡s r♦❜♦ts ♣❛r❛❧❧❡❧❡s ❡♥tr❛✐♥❡s ♣❛r ❞❡s ❝❛❜❧❡s✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t❡ ▲❛✈❛❧✱ ◗✉❡❜❡❝✱ ✷✵✵✽✳

❬✽❪ ❉✳ ❉❛♥❡②✳ ❙❡❧❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦✉❣❤ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ❧❡❣ ♠♦❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳
■♥ ✐♥ Pr♦❝✳ ✶✵t❤ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ❚❤❡♦r② ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❖✉❧✉✱
❋✐♥❧❛♥❞✱ ♣❛❣❡s ✶✵✹ ✕ ✶✵✾✱ ✶✾✾✾✳

❬✾❪ ❉❛✈✐❞ ❉❛♥❡②✳ ❊t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❣❡♦♠❡tr✐q✉❡ ❞❡s r♦❜♦ts ♣❛r❛❧❧❡❧❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
◆✐❝❡ ✲ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✵❪ ❉❛✈✐❞ ❉❛♥❡②✱ ◆✐❝♦❧❛s ❆♥❞r❡✛✱ ●✐❧❧❡s ❈❤❛❜❡rt✱ ❛♥❞ ❨✈❡s P❛♣❡❣❛②✳ ■♥t❡r✲
✈❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦ts ✿ ❱✐s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ❚❤❡♦r②✱ ✹✶✿✾✷✾✕✾✹✹✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✶❪ P✐❡rr♦t ❋r❛♥❝♦✐s✳ P❛r❛❧❧❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ■♥ ✶st ■♥t✳
❈♦❧❧♦q✉✐✉♠✱ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥tr❡ ✺✻✷✱ ♣❛❣❡s ✷✻✶✕✷✼✼✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✷❪ ▼✳ ●♦✉tt❡❢❛r❞❡✱ ❏✳✲P✳ ▼❡r❧❡t✱ ❛♥❞ ❉✳ ❉❛♥❡②✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇r❡♥❝❤✲
❝❧♦s✉r❡ ✇♦r❦s♣❛❝❡ ♦❢ ✻✲❞♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ ❏❛❞r❛♥
▲❡♥♥❛r❝✐❝ ❛♥❞ ❇✳ ❘♦t❤✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❘♦❜♦t ❑✐♥❡♠❛t✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✸✶✺✕
✸✷✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✸❪ ❍✳ ▼✳ ■r✈✐♥❡ ❛♥❞ ❚✳ ❑✳ ❈❛✉❣❤❡②✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❡❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢
❛ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❝❛❜❧❡✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✳ ❙❡r✐❡s ❆✱
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✹✶✭✶✻✷✻✮✿♣♣✳ ✷✾✾✕✸✶✺✱ ✶✾✼✹✳

❬✶✹❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ▼❡r❧❡t✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❘♦❜♦ts✱ ✷♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✻✳

❬✶✺❪ ❆ ▼✐♥❣ ❛♥❞ ❚ ❍✐❣✉❝❤✐✳ ❙t✉❞② ❖♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❡❣r❡❡✲❖❢✲
❋r❡❡❞♦♠ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❯s✐♥❣ ❲✐r❡s ✳✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❖❢ ❆ P❧❛♥❛r ❈♦♠♣❧❡t❡❧② ❘❡str❛✐♥❡❞ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐s♠✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❖❢ ❚❤❡ ❏❛♣❛♥ ❙♦❝✐❡t② ❋♦r Pr❡❝✐s✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✷✽✭✸✮✿✷✸✺✕✷✹✷✱ ❙❡♣ ✶✾✾✹✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛❜❧❡✲❞r✐✈❡♥ r♦❜♦t ✶✽

❬✶✻❪ ❆♠✐t ❏✳ P❛t❡❧ ❛♥❞ ❑♦r♥❡❧ ❋✳ ❊❤♠❛♥♥✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡①❛♣♦❞ ♠❛❝❤✐♥❡
t♦♦❧ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t ❧❡❣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ❚♦♦❧s ❛♥❞
▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ✹✵✭✹✮✿✹✽✾✕✺✶✷✱ ♠❛r ✷✵✵✵✳

❬✶✼❪ P✳ ❘❡♥❛✉❞✱ ◆✳ ❆♥❞r❡✛✱ P✳ ▼❛rt✐♥❡t✱ ❛♥❞ ●✳ ●♦❣✉✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ❆ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❧❡❣s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❘♦❜♦t✐❝s✱
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✷✶✭✹✮✿✺✷✾ ✕ ✺✸✽✱ ❛✉❣✳ ✷✵✵✺✳

❬✶✽❪ ❙✳ ❚❛❞♦❦♦r♦✱ ❘✳ ❱❡r❤♦❡✈❡♥✱ ▼✳ ❍✐❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❚✳ ❚❛❦❛♠♦r✐✳ ❆ ♣♦rt❛❜❧❡ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r ❢♦r s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡s❝✉❡ ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✉r❜❛♥ ❡❛rt❤q✉❛❦❡s ❛♥❞
❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥ts✳ ■♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✶✾✾✾✳ ■❘❖❙ ✬✾✾✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳
✶✾✾✾ ■❊❊❊✴❘❙❏ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡s ✶✷✷✷ ✕✶✷✷✼
✈♦❧✳✷✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✾❪ ❨✉❦✐♦ ❚❛❦❡❞❛✱ ●❛♥❣ ❙❤❡♥✱ ❛♥❞ ❍✐r♦❛❦✐ ❋✉♥❛❜❛s❤✐✳ ❆ ❉❇❇✲❇❛s❡❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ■♥✲P❛r❛❧❧❡❧ ❛❝t✉❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦✉r✐❡r s❡✲
r✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥✱ ✶✷✻✭✺✮✿✽✺✻✕✽✻✺✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✵❪ ▼✳ ❙❛❡❡❞ ❱❛r③✐r✐ ❛♥❞ ▲❡✐❧❛ ◆♦t❛s❤✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐r❡✲❛❝t✉❛t❡❞
♣❛r❛❧❧❡❧ r♦❜♦t✳ ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ❚❤❡♦r②✱ ✹✷✭✽✮✿✾✻✵ ✕ ✾✼✻✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✶❪ ❈✳ ❲❛♠♣❧❡r ❛♥❞ ❚✳ ❆r❛✐✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜♦ts ❤❛✈✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❧♦s❡❞
❧♦♦♣s ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ Pr♦❝✳ ■❋❚♦▼▼✲❥❝ ■♥t✳
❙②♠♣✳ ❚❤❡♦r② ▼❛❝❤✳ ▼❡❝❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✺✸ ✕ ✶✺✽✱ ✶✾✾✷✳

❬✷✷❪ ❈❤❛r❧❡s ❲✳ ❲❛♠♣❧❡r✱ ❏♦❤♥ ▼✳ ❍♦❧❧❡r❜❛❝❤✱ ❛♥❞ ❚❛ts✉♦ ❆r❛✐✳ ❆♥ ✐♠♣❧✐❝✐t
❧♦♦♣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈❧♦s❡❞✲❈❤❛✐♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ✶✶✭✺✮✿✼✶✵✕
✼✷✹✱ ♦❝t ✶✾✾✺✳

❬✷✸❪ ❍❛♥q✐ ❩❤✉❛♥❣✱ ❖✳ ▼❛s♦r②✱ ❛♥❞ ❏✐❛❤✉❛ ❨❛♥✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
st❡✇❛rt ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s✐♥❣ ♣♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ t❤❡♦❞♦✲
❧✐t❡✳ ■♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❘♦❜♦ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✾✺✳ ✬❍✉♠❛♥ ❘♦❜♦t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❘♦❜♦ts✬✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✶✾✾✺ ■❊❊❊✴❘❙❏ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡s ✸✷✾ ✕✸✸✹ ✈♦❧✳✷✱ ❛✉❣ ✶✾✾✺✳

❬✷✹❪ ❍❛♥q✐ ❩❤✉❛♥❣✱ ❏✐❛❤✉❛ ❨❛♥✱ ❛♥❞ ❖r❡♥ ▼❛s♦r②✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ st❡✇❛rt ♣❧❛t✲
❢♦r♠s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜♦t✐❝ ❙②st❡♠s✱ ✶✺✭✼✮✿✸✾✺✕✹✵✺✱ ✶✾✾✽✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✼✾



RESEARCH CENTRE

SOPHIA ANTIPOLIS – MÉDITERRANÉE

2004 route des Lucioles - BP 93

06902 Sophia Antipolis Cedex

Publisher
Inria
Domaine de Voluceau - Rocquencourt
BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex
inria.fr

ISSN 0249-6399


	Introduction
	Cable-driven robot
	Model of the robot
	Kinematic relationship
	Static equilibrium
	Forward Kinematics
	Discussion on inverse kinematic Jacobian

	Redundancy in actuation

	Calibration
	Generic view
	Weighted Least Squares
	Orthogonal Distance Regression
	X2
	Non linear Least Squares solving outlines

	Cable-driven robot case
	Calibration with external measures
	Self-calibration without external measures


	Experiments
	Description of the prototype
	The cables

	Model and tools
	Model
	Tools

	Measurement
	Acquisition process
	Quality

	Results
	Parameter identifiability
	Calibration with external measures
	Self-calibration without external measures
	Validation

	Discussion

	Conclusions and future works
	Conclusions
	Future works

	Acknowledgments

