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♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❘◆❆✲s❡q✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦ù
❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❣é♥♦♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛s ♣❛r ❛s✲
s❡♠❜❧❛❣❡ ✉♥ t❡❧ ❣é♥♦♠❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉❡
❝❤❛q✉❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❉❡✲
❇r✉✐❥♥ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❘◆❆✲s❡q✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①✲
❛❝t ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✬é♣✐ss❛❣❡s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞ét❡❝t❡ ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉①
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✼✶ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❤✉♠❛✐♥❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s
❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✸✽✽✹ é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ❞♦♥t ✺✼✪ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ré❢ér❡♥❝és ❞❛♥s
❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬é♣✐ss❛❣❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛r❣❡♠❡♥t été s♦✉s ❡st✐♠é ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
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❣❡♥♦♠❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥② ♥❡✇ ❛r❡❛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❣❡♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ s♣❧✐❝✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❘◆❆✲s❡q ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣
❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❘◆❆ s❛♠♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❡q✉❡♥❝✲
✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❉◆❆ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❤♦rt s❡q✉❡♥❝✐♥❣ r❡❛❞s t❤❡♥
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❘◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆
❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ♦♥ t❤✐s ❛ss❡♠❜❧② t❛s❦ ❬✹❪✱ ✇❤❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦r ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ❜✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦❛❧ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥❞
q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❛❧❧ ❘◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡♠❛✐♥s ❤❛r❞ t♦
r❡❛❝❤✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② t❤❛t r❡❛❞s ❛r❡ s❤♦rt✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❝r✐♣ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ ✭❆❙ ❢♦r s❤♦rt✮✱ r❡❛❞s st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡①♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❡①♦♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✲
r❡❝t tr❛♥s❝r✐♣t ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❛♥❞ ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❛r❣✉❛❜❧❡✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ▼❛rt✐♥ ❛♥❞ ❲❛♥❣✬s r❡✈✐❡✇ ❬✹❪✱ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞
❛♥❞ ❞❡ ♥♦✈♦ ❛ss❡♠❜❧❡rs ❡❛❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛ss❡♠✲
❜❧❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐❡s
❝✉rr❡♥t❧② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❉❡ ♥♦✈♦ ❛ss❡♠❜❧❡rs
✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t❤❡♠ t♦ ♠✐ss ✉♥❢r❡q✉❡♥t
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤❧② s✐♠✐❧❛r tr❛♥s❝r✐♣ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞
✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ ❤❡r❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛✐♠
❛t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ❣♦❛❧ ♦❢ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❢✉❧❧✲❧❡♥❣t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rts ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ r❡❣✐♦♥s✮ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❛❞ t♦ t❤❡
❝♦rr❡❝t tr❛♥s❝r✐♣t✳

❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡r t❛s❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣♦❧②♠♦r✲
♣❤✐s♠s ✐♥ ❘◆❆✲s❡q ❞❛t❛✳ ❚❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
✐✮ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ❢♦r ❛ s❛♠❡
❣❡♥❡✱ ✐✐✮ ❙◆Ps ✭s✐♥❣❧❡ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✮ t❤❛t ♠❛② ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧
tr❛♥s❝r✐♣ts ❢♦r ❛ s❛♠❡ ❣❡♥❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛✛❡❝t tr❛♥s❝r✐❜❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮
❈◆❱s ✭❝♦♣② ♥✉♠❜❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❛♥❞❡♠
r❡♣❡❛ts✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞♦✉❜❧❡✿ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡s❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❣r❛♣❤ ✭❉❇● ❢♦r s❤♦rt✮ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ s❡t
♦❢ ❘◆❆✲s❡q r❡❛❞s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛ ❉❇●✳

❊①tr❛❝t✐♥❣ ❆❙ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❛ s♣❧✐❝✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❬✶✸❪ ❜✉t ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❧✐❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❣r❛♣❤s ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡
❢♦r♠❡r✱ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣❡♥♦♠✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞
❣❡♥♦♠❡✮ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❉❆●✱ ✇❤❡r❡❛s ❉❇●s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✱ t❤❛t
❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t✳

❲❤❡♥ ♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣
t❤❡ ❢✉❧❧✲❧❡♥❣t❤ ❘◆❆♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ♥♦t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡✳
▼♦st ❘◆❆✲s❡q ❛ss❡♠❜❧❡rs ❬✶✱ ✶✷✱ ✶✺❪ ❞♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❉❇●✱ ❜✉t✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧❡r ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❝♦♥t✐❣s✱ ❤❡✉r✐st✐❝s
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t✐♣ ♦r ❜✉❜❜❧❡ r❡♠♦✈❛❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♥❡❛r✐s❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❤❡✉r✐st✐❝s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥ ❢❛❝t
❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐❢ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ st✉❞② ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✺✷



❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✹

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙◆Ps ✇✐t❤♦✉t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❡♥♦♠❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❬✽✱ ✶✵❪✱ ♥♦t tr❛♥s❝r✐♣t♦♠❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣✳ ❚♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥♦♠❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮
❧✐♥❦✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❉❇● ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❘◆❆✲s❡q r❡❛❞s t♦ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❦✐s❙♣❧✐❝❡✱ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❉❇●
str✉❝t✉r❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆❙ ❡✈❡♥ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ t♦
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❚r✐♥✐t② ❬✶❪✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♠♦st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞❡ ♥♦✈♦
tr❛♥s❝r✐♣t♦♠❡ ❛ss❡♠❜❧❡r✳

✷ ❉❡✲❇r✉✐❥♥ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧s

✷✳✶ ❉❡✲❇r✉✐❥♥ ❣r❛♣❤

❉❇●s ✇❡r❡ ✜rst ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❡♥♦♠❡ ❛ss❡♠❜❧② ✐♥ ✷✵✵✶ ❜② P❡✈③♥❡r
❡t ❛❧✳ ❬✾❪✳ ■♥ ✷✵✵✼✱ ▼❡❞✈❡❞❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✺❪ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧
❉◆❆ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ str❛♥❞❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ❉❇● ✐s ❛ ❜✐❞✐r❡❝t❡❞
♠✉❧t✐❣r❛♣❤✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ N st♦r✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ w ❛♥❞ ✐ts r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t w✳
❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ w✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② F (N)✱ ✐s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ N ✱ ✇❤✐❧❡ w✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② R(N)✱ ✐s t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ N ✳ ❆♥ ❛r❝ ❡①✐sts ❢r♦♠
♥♦❞❡ N1 t♦ ♥♦❞❡ N2 ✐❢ t❤❡ s✉✣① ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k − 1 ♦❢ F (N1) ♦r R(N1) ♦✈❡r❧❛♣s
♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ F (N2) ♦r R(N2)✳ ❊❛❝❤ ❛r❝ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✐♥❣
✐♥ {F,R}2✳

❚❤❡ ✜rst ❧❡tt❡r ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ❧❛❜❡❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♦❢ F (N1) ♦r R(N1) ♦✈❡r❧❛♣s
F (N2) ♦r R(N2)✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❤♦✐❝❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡tt❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ❉❇●✿ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
❛♥ ❛r❝ ❢r♦♠ N1 t♦ N2 t❤❡♥✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛r❝ ❢r♦♠ N2 t♦ N1 ✭❡✳❣✳ ✐❢
t❤❡ ✜rst ❛r❝ ❤❛s ❧❛❜❡❧ FF t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❧❛❜❡❧ RR✮✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❉❇●s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❱❛❧✐❞ ♣❛t❤✮✳ ❚❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡
r✐❣❤t♠♦st ❧❛❜❡❧ ✭F ♦r R✮ ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st
❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡✳

❆ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✱ ✐ts tr❛✈❡rs❛❧
✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❛t ✐s✱ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
XY ❛♥❞ Y Z ✇✐t❤ X, Y, Z ∈ {R,F}✳

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳❛0✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛t❤
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❡♥❝✐r❝❧❡❞ ♥♦❞❡✱ ❣♦✐♥❣ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛t❤ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲
♠♦st ❡♥❝✐r❝❧❡❞ ♥♦❞❡ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❡①❝❡♣t t❤♦s❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡❞ ❛rr♦✇s ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳

❆ ❉❇● ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ s✐♠♣❧❡
♥♦❞❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♥♦❞❡ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥♦❞❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛t ♠♦st t✇♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ❚✇♦
s✐♠♣❧❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✮✳ ❆ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② i > 1 ✉♥❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♥♦❞❡s ✐s
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ st♦r✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k + (i − 1) ❛s ❡❛❝❤ ♥♦❞❡
❛❞❞s ♦♥❡ ♥❡✇ ❝❤❛r❛❝t❡r t♦ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞
❉❇● s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳❛0✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❝❉❇●
❛ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❉❇●✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ P❛rt ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✭❛0✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✭❛✱❜✱❝✮ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❣r❛♣❤s
✭k = 5✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇♦r❞ ✭✉♣♣❡r t❡①t ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✮ ❛♥❞ ✐ts r❡✈❡rs❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✭❧♦✇❡r t❡①t ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✮✳ ■♥ t❤❡ ✉♥❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ✇♦r❞
✐s ❛ k✲♠❡r✳ ❊♥❝✐r❝❧❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❞ ♣❛t❤s ✭♣♦✐♥t❡❞
♦✉t ❜② r❡❞ ❛rr♦✇s✮✳ ✭❛0✱❛✮ ▼♦✉t❤ ❞✉❡ t♦ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭r❡❞ ❧❡tt❡r✮✳ ❙t❛rt✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ str❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ✭s✇✐t❝❤✐♥❣✮ ♥♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s CATCTACGCAG ✭✉♣♣❡r ♣❛t❤✮ ❛♥❞ CATCTCCGCAG ✭❧♦✇❡r
♣❛t❤✮✳✭❜✮▼♦✉t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❦✐♣♣❡❞ ❡①♦♥ GCTCG✳ ❚❤✐s ♠♦✉t❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s CATCTACGCA ❛♥❞ CATCTGCTCGACGCA✳ ✭❝✮▼♦✉t❤ ❞✉❡
t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ✭❈◆❱✮ ♦❢ ❛♥ ✐♥❡①❛❝t r❡♣❡❛t✳ ❚❤✐s ♠♦✉t❤
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s CATCTTAGGA ❛♥❞ CATCTCATCATAGGA✱
✇❤❡r❡ CATCTCATCA ✐s ❛♥ ✐♥❡①❛❝t t❛♥❞❡♠ r❡♣❡❛t✳

✷✳✷ ▼♦✉t❤ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❝❉❇●

P♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s ✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rts✮ ✐♥ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t♦♠❡ ♦r ❛ ❣❡♥♦♠❡✱ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐s❛❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❝❉❇●✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛♠♦✉t❤✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rts ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rts
✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❤s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❢♦r♠❛❧❧②
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✉t❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭◆♦❞❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣❛t❤✮✳ ❆ ♥♦❞❡ ✐s s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣❛t❤ ✐❢ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ✐♥✈❛❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭▼♦✉t❤✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❉❇●✱ ❛ ♠♦✉t❤ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝②❝❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛t
❧❡❛st t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ♥♦❞❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡①❛❝t❧② t✇♦ ♥♦❞❡s SNleft ❛♥❞ SNright ❛r❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t✇♦ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ t✇♦
♣❛t❤s ❛s t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ♠♦✉t❤✳ ■❢ t❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦✉t❤✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ♣r❡s❡♥ts ❢♦✉r ♠♦✉t❤s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✱ t❤❡✐r s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡
❡♥❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥② ♣r♦❝❡ss ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s asb ❛♥❞ as′b ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱
✇✐t❤ a, b, s, s′ ∈ Σ∗✱ |a| ≥ k, |b| ≥ k ❛♥❞ s 6= s′✱ ❝r❡❛t❡s ❛ ♠♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❉❇●✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ k✲♠❡rs ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ a ✭r❡s♣✳ b✮ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♥♦❞❡ SNleft

✭r❡s♣✳ SNright✮✳ ❙✐♥❝❡ |a| ≥ k ❛♥❞ s 6= s′✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❛✐r ♦❢ k✲♠❡rs✱
♦♥❡ ✐♥ as ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ as′✱ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ k − 1 ♣r❡✜① ❛♥❞ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❧❛st
❧❡tt❡r✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ SNleft ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ♠♦✉t❤
❞✐✈❡r❣❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r sb✱ s′b ❛♥❞ SNright✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛t❤s ♠❡r❣❡ ❛❣❛✐♥✳
❆❧❧ k✲♠❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s ✭r❡s♣✳ s′✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s as ❛♥❞ sb ✭r❡s♣✳ as′
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❛♥❞ s′b✮ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ♠♦✉t❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆❙ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❈◆❱s✱
s ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ k✲♠❡rs ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ab✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ✐t ❝❛♣t✉r❡s ❙◆Ps✱ ❈◆❱s ❛♥❞ ❆❙ ❡✈❡♥ts✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❙ ❡✈❡♥ts✳

✷✳✸ ▼♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts

❆ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ♠❛② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝❡❢♦r♠s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝❡❢♦r♠s ❞✐✛❡r ❧♦❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♠❛② ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❡①♦♥s ✭❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣✮✱ ❡①♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞♦♥♦r ♦r ❛❝❝❡♣t♦r
s✐t❡s✮ ♦r ✐♥tr♦♥s ✭✐♥tr♦♥ r❡t❡♥t✐♦♥✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❆ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts✳ ■t ✐s ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐s❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt✳ ■♥ t❤❡ ❝❉❇●✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
s✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♣❛t❤✳
❚❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛t ♠♦st k − 1 k✲♠❡rs✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
❛t ♠♦st 2k − 2 ✐♥ t❤❡ ❝❉❇●✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝♦♠♠♦♥ s✐t❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳❜✳

❊①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞♦♥♦r ♦r ❛❝❝❡♣t♦r s✐t❡

■♥tr♦♥ r❡t❡♥t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♠♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ❉❇●✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
❡✈❡♥ts ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ❉❇● ♦r ❝❉❇●✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ❜② k✲♠❡rs ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ab ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛t❤✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② k−1 ♥♦❞❡s ✐♥
t❤❡ ❉❇●✱ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2k− 2 ✐♥ t❤❡ ❝❉❇● ✭❋✐❣ ✶✳❜✮

❚❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ♠♦✉t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❆❙ ❡✈❡♥t ❤❛s ❧❡♥❣t❤ ❡①❛❝t❧②
2k − 2 ✐✛ t❤❡ ❧❛st ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ✭♥t ❢♦r s❤♦rt✮ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠
t❤❡ ❧❛st ♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡ SNleft✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣❛rt ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♥t ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡ SNright✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛t❤s ❥♦✐♥ ❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳ ■♥
❤✉♠❛♥✱ ✾✾✪ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ❡✈❡♥ts ②✐❡❧❞ ❛ ♠♦✉t❤ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt❡r
♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ 2k − 8 ❛♥❞ 2k − 2✳

✷✳✹ ▼♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❙◆Ps ❛♥❞ ❈◆❱s

P♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❛t t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ tr❛♥✲
s❝r✐♣t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❛✛❡❝ts tr❛♥s❝r✐❜❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❚✇♦ ♠❛❥♦r ❦✐♥❞s ♦❢
♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✿ ❙◆Ps ❛♥❞ ❈◆❱s✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ t❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦✉t❤s ✐♥ t❤❡ ❝❉❇●✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦✉t❤s ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡
t❤❡♠ ❢r♦♠ ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❙ ❡✈❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❙◆Ps
❡①❤✐❜✐t ♣❛t❤s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2k − 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 2k − 2✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡
♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ♠♦✉t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❆❙ ❡✈❡♥t✳

❈◆❱s ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦✉t❤s ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❛s ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❧❡❛r ♣❛tt❡r♥ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♣❛t❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥❡①❛❝t r❡♣❡❛t✳ ▼♦r❡

❘❘ ♥➦ ✼✽✺✷



❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✼

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✶✳❝✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ✇✐t❤
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♣❛t❤✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❣❡♥♦♠✐❝ ✐♥s❡rt✐♦♥s ♦r ❞❡❧❡t✐♦♥s ✭✐♥❞❡❧s ❢♦r s❤♦rt✮ ♠❛② ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡
♠♦✉t❤s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤s ❛s ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ✐s ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r ✭❧❡ss
t❤❛♥ ✸ ♥t ❢♦r ✽✺✪ ♦❢ ✐♥❞❡❧s ✐♥ ❤✉♠❛♥ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ r❡❣✐♦♥s ❬✶✻❪ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♠♦r❡
t❤❛♥ ✸ ♥t ❢♦r ✾✾✪ ♦❢ ❆❙ ❡✈❡♥ts✮✳ ■♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤
❧❡♥❣t❤s ✐s ❜❡❧♦✇ ✸✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♠♦✉t❤ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❞❡❝✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✉t❤s ✇❡ r❡♣♦rt ❛s ❆❙ ❡✈❡♥ts ✇✐❧❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❞❡❧s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❙ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❞♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛s ❛ ❝♦❧❧❛t❡r❛❧ r❡s✉❧t t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦✉t❤s✿ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♣✉t❛t✐✈❡ ❙◆Ps ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣✉t❛t✐✈❡ ❈◆❱s✳ ❚❤❡ ♣♦st✲tr❡❛t♠❡♥t ♦❢
t❤❡s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs ✐s ❜❡②♦♥❞
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✸ ❚❤❡ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❉❇● ❛❧❧ t❤❡ ♠♦✉t❤ ♣❛tt❡r♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❆❙ ❡✈❡♥ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦✉t❤s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ♠♦st 2k − 2✳
❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝②❝❧❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝r✐t❡r✐❛✿ ✐✮ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡s
❡①❛❝t❧② t✇♦ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤✐s ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡s ♠✉st ❜❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 2k − 2✳
❋✉rt❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❉❇● ❛♥❞
✈❡r✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡♠ s❛t✐s❢② ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ✈✐❛❜❧❡ ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❛s❡s✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦✉t❤s ❢♦r r❡❛❧✲s✐③❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣❛rt
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ♣r❡✈✐♦✉s t♦ ❝②❝❧❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss❡❞
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ❙t❡♣ ✹✱ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐① ♠❛✐♥ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳
❚❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❙t❡♣ ✷✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱
✐t ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝②❝❧❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳

❙t❡♣ ✶✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❉❇● ♦❢ t❤❡ r❡❛❞s ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❘◆❆✲s❡q
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ k✲♠❡r ✐♥
❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ♥♦❞❡s
✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶ ♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳

❙t❡♣ ✷✳ ❇✐❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❇❈❈ ❢♦r s❤♦rt✮ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ✐t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡♠♦✈❛❧
♦❢ ❛♥② ✈❡rt❡①✳ ❆ ❇❈❈ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜✲
❣r❛♣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❇❈❈s ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤
❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ✐s ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❇❈❈✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝②❝❧❡ ❢♦r♠s ❛
s✐♥❣❧❡t♦♥ ❇❈❈✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✺✷



❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✽

❆♣♣❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❝❉❇● ❚❛r❥❛♥✬s ❧♦✇♣♦✐♥t
♠❡t❤♦❞ ❬✶✼❪ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱
❙t❡♣ ✷ ❞❡t❡❝ts ❛❧❧ ❇❈❈s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞s ❛❧❧ s✐♥❣❧❡t♦♥ ♦♥❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ♠♦✉t❤✳ ❲✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❡♠✲
♦r② ❢♦♦t♣r✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛
♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ❝❉❇● ♦❢ ❛ ✺▼ ❞❛t❛s❡t ❤❛❞ ✶✳✼▼ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❇❈❈ ♦♥❧② ✷✾✻✶ ♥♦❞❡s✳

❙t❡♣ ✸✳ ❋♦✉r✲♥♦❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❙✐♥❣❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ✭❙◆Ps✱ s❡✲
q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs✮ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❜✐❣✲
❣❡r ♦♥❡s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦✉t❤s✳
❚❤✐s st❡♣ ♦❢ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❞❡t❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss❡s ❛❧❧ ♠♦✉t❤s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❥✉st
❢♦✉r ♥♦❞❡s✿ t✇♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t✇♦ ♥♦♥✲❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ❡❛❝❤
st♦r✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❡q✉❡♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ❥✉st ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳❛ s❤♦✇s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❢♦✉r✲♥♦❞❡s ♠♦✉t❤✳ ❋♦✉r✲♥♦❞❡s ♠♦✉t❤s ❛r❡ ♦✉t♣✉t ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧
❙◆Ps ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ t❤r❡❡✲♥♦❞❡s ♣❛t❤✳ ❚❤❡ t✇♦ ♥♦♥✲❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡✱ st♦r✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✇✐❧❞❝❛r❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✳

❙t❡♣ ✹✳ ▼♦✉t❤s ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❉❇● ✉s✐♥❣
❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✾❪ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♣r✉♥✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ✐s st♦♣♣❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡
s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ ♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡r
♣❛t❤ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 2k − 2✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ ❚✐❡r♥❛♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝②❝❧❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❬✶✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥
❚❛r❥❛♥✬s ❬✶✽❪ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❧❛② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ✐t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡
❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❡ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❝r✐✲
t❡r✐❛ ❛r❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✶▼ r❡❛❞s ❞❛t❛s❡t✿ ✐✮
❚✐❡r♥❛♥ ✐✐✮ ❚❛r❥❛♥ ✐✐✐✮ ❚✐❡r♥❛♥ ✇✐t❤ ♣r✉♥✐♥❣s ✭♦✉r ♠❡t❤♦❞✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧②
s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❚❛r❥❛♥ ✭✷✷ ♠✐♥✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❚✐❡r♥❛♥ ✭✸✷ ♠✐♥✮✱ ❜♦t❤ ❛r❡
❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣s ❛r❡ ✉s❡❞ ✭✹ s✮✳

❙t❡♣ ✺✳ ❘❡s✉❧ts ✜❧tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦✉t❤
❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡
❧♦♥❣❡r ♣❛t❤✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❈◆❱ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✳ ❆❢t❡r
t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❛ ♠♦✉t❤ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ❛♥ ❆❙ ❡✈❡♥t✱ ❛ ❈◆❱✱ ♦r ❛ s♠❛❧❧
✐♥❞❡❧ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✸ ♥t✮✳

❙t❡♣ ✻✳ ❊✈❡♥ts s♦rt✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦✉t❤s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛t❡❣♦r② ❛r❡ r❛♥❦❡❞
❛♥❞ s♦rt❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤✐s r❛♥❦✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♣❛t❤s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❛♥❦✳ ❋♦r♠❛❧❧② t❤❡ r❛♥❦ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

∑
i=1,2

max(covi(longer),covi(shorter))
min(covi(longer),covi(shorter)) ✱

✇❤❡r❡ covi(longer) ✭r❡s♣✳ covi(shorter)✮ ✐s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t i ♦❢ t❤❡
❧♦♥❣❡r ✭r❡s♣✳ s❤♦rt❡r✮ ♣❛t❤✳

✹ ❘❡s✉❧ts

✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ ❣❡♥❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❆❙ ❡✈❡♥ts

❘❘ ♥➦ ✼✽✺✷



❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✾

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❋♦r ♦✉r s❡♥s✐t✐✈✲
✐t② t❡sts✱ ✇❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘◆❆✲s❡q s✐♥❣❧❡ ❡♥❞ r❡❛❞s ✭✼✺❜♣✮ ✇✐t❤ s❡q✉❡♥❝✐♥❣
❡rr♦rs✳ ❲❡ ✜rst t❡st❡❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣ts ✇✐t❤ ❛ ✷✵✵ ♥t s❦✐♣♣❡❞ ❡①♦♥✳ ❙✐♠✉✲
❧❛t❡❞ r❡❛❞s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▼❡t❛❙✐♠ ❬✶✶❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r
s✐♠✉❧❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆s ✐♥ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❛✉t❤♦r✐s❡s t♦ ✉s❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ❆❙ ❡✈❡♥t ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❜② r❡❛❞s ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st k✲✶ ♥t✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ♠♦✉t❤ ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❉❇● ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡✲
t❡❝t ✐t✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡
tr❛♥s❝r✐♣ts ❤❛✈❡ ❛ ✷❳ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s❝r✐♣t ❤❛s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❦✐s❙♣❧✐❝❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❆❙ ❡✈❡♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦✱ ✇❡
❝r❡❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡s ✭❢r♦♠ ✹❳ t♦ ✷✵❳✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✻✵
t♦ ✸✵✵ ❘❡❛❞s P❡r ❑✐❧♦❜❛s❡ ♦r ❘P❑ ❢♦r s❤♦rt✮✱ ✇✐t❤ ✸ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✈❡r❛❣❡✱
❛♥❞ t❡st❡❞ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✭k = 13, . . . 41✮✳ ❋♦r ❝♦✈❡r❛❣❡s ❜❡❧♦✇
✽❳ ✭✶✷✵ ❘P❑✮✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡✈❡♥t ✐♥ s♦♠❡ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
✸ t❡st❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡✈❡♥t ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s
❛♥❞ t❤✉s ❧♦❝❛❧❧② ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❦✐♣♣❡❞ ❡①♦♥✱ ❡✳❣✳ s♦♠❡ ♥t ✇❡r❡
♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥② r❡❛❞ ♦r t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❞s ✇❛s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k✲✶✳
❆❜♦✈❡ ✽❳ ✭✶✷✵ ❘P❑✮✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐♥
❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳

❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❡st✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ kmax ❢♦r k ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡✈❡♥t ✇❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ kmin ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❛❧s♦
r❡♣♦rt❡❞ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ k ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ab✱ as′b✱
✇✐t❤ |a| ≥ k, |b| ≥ k ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ❜② ❝❤❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♠♦✉t❤ ✐♥ t❤❡ ❉❇●✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❢♦✉♥❞
♦♥❧② ♦♥❡ ❡✈❡♥t✿ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ kmin ❛♥❞ kmax ❛r❡ ❝❧❡❛r❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡✳ ❆t ✽❳ ✭✶✷✵ ❘P❑✮✱ t❤❡ ✷✵✵ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s
❡①♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ kmin = 17 ❛♥❞ kmax = 29✳ ❆t ✷✵❳ ✭✸✵✵ ❘P❑✮✱ ✐t
✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r kmin = 17 ❛♥❞ kmax = 39✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✐♠✐❧❛r t❡sts ♦♥ ♦t❤❡r
❞❛t❛s❡ts✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❦✐♣♣❡❞ ❡①♦♥✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ s❦✐♣♣❡❞
❡①♦♥ ✐s s❤♦rt❡r ✭❧♦♥❣❡r✮✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛ ❧♦✇❡r ✭❤✐❣❤❡r✮ ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦ r❡❝♦✈❡r
✐t✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❛ss❡♠❜❧❡rs✱ ✇❡ r❛♥ ❚r✐♥✐t② ❬✶❪ ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❚r✐♥✐t② ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❆❙ ❡✈❡♥t ✐♥ ❛❧❧
✸ s❛♠♣❧❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s ❛❜♦✈❡ ✶✽❳ ✭✷✼✵ ❘P❑✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧②
s❤♦✇s t❤❛t ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❚r✐♥✐t② ✉s❡s ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❛ k✲♠❡r ✐♥ t❤❡ ❉❇●
✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ✷✵ t✐♠❡s ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t t❤❛♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ k✲♠❡r ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡
s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❇●✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❚r✐♥✐t② ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ k ✭k = 25✮✱ ✇❤✐❧❡ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ k✳ ❚❤✉s✱ ❚r✐♥✐t②
♠✐ss❡❞ s♦♠❡ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡♠ ✇✐t❤ k < 25✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ✐ts s♣❡❡❞❀ ❢♦r ❛❧❧ ♦✉r t♦② ❞❛t❛ s❡ts
❦✐s❙♣❧✐❝❡ r❛♥ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❚r✐♥✐t② ✭❡✳❣✳ ✵✳✻ s ✈s✳ ✶✵✳✺ s ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡s✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❦✐s❙♣❧✐❝❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❈✉✤✐♥❦s ❬✷✵❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣ts ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻▼ ❘◆❆✲s❡q

❘❘ ♥➦ ✼✽✺✷



❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✶✵

r❡❛❞s ❢r♦♠ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥
❘❡❛❞s ♣❡r ❑✐❧♦❜❛s❡ ♣❡r ▼✐❧❧✐♦♥ ♠❛♣♣❡❞ r❡❛❞s ✭❘P❑▼✮ ❬✻❪✳ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣
❡✛♦rt ✐s ♦❢ ✶▼ r❡❛❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❘P❑ ❛♥❞ ❘P❑▼ ♠❡❛s✉r❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ■❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡✛♦rt ✐s ✻▼ r❡❛❞s✱ t❤❡♥ ✐t ♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ tr❛♥s❝r✐♣ts ✇✐t❤
❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✶✷✵✴✻❂✷✵ ❘P❑▼✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✽✼✪ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣ts
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❈✉✤✐♥❦s ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✳

❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ k✲♠❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✭♠❦❈ ❢♦r
s❤♦rt✮ ♦❢ ✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ♠❦❈❂✷ ✭✐✳❡✳ k✲♠❡rs ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❤♦✇❡✈❡r
❛ ❧♦ss ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❜✉t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✳
❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ✸ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✶✷❳ ✭✶✽✵ ❘P❑✮
✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❚r✐♥✐t② ❢♦r ♠❦❈❂✶✱ ❜✉t ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳

❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❘◆❆✲s❡q ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs ❛♥❞ ✇✐t❤
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ ✐❞❡❛❧✐s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧s♦✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❚r✐♥✐t②✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡tt❡r ✇❤❡♥
t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠✱ ❛s ✐♥ r❡❛❧ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s r❡s✉❧t s❡❡♠s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❦✐♣♣❡❞ ❡①♦♥✱
✇❤❡r❡❛s ✇❤♦❧❡✲tr❛♥s❝r✐♣t ❛ss❡♠❜❧❡rs ❧✐❦❡ ❚r✐♥✐t② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❧♦✇ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ s❦✐♣♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡①♦♥s✳

✹✳✷ ❘❡❛❧ ❞❛t❛

❲❡ ❢✉rt❤❡r t❡st❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❘◆❆✲s❡q ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡
❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡
❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss
✐❢ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✳

❲❡ r❛♥ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✇✐t❤ k = 25 ❛♥❞ ♠❦❈❂✷ ♦♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ ✸✷▼ r❡❛❞s ❢r♦♠ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ✸✾▼ r❡❛❞s ❢r♦♠ ❧✐✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ■❧❧✉♠✐♥❛
❇♦❞② ▼❛♣ ✷✳✵ Pr♦❥❡❝t ✭❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❘❡❛❞ ❆r❝❤✐✈❡✱ ❛❝❝❡ss✐♦♥
♥✉♠❜❡r ❊❘P✵✵✵✺✹✻✮✳ ❚❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ st❡♣ ✇❛s t❤❡ ❉❇●
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r✳ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✺✾✷✸ ❜✐❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠♦✉t❤✱ ✻✻✹ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st❡❞
♦❢ ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❈◆❱s ❛♥❞ ✶✶✻✵ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ♠♦✉t❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❤♦rt
✐♥❞❡❧s ✭❧❡ss t❤❛♥ ✸ ♥t✮✳ ◆♦t✐❝❡❛❜❧②✱ t❤❡ ❇❈❈s ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦st ❝②❝❧❡s ❛♥❞
✇❡r❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✇❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❈◆❱s✳ ❆s t❤❡s❡ ♠♦✉t❤s ❛r❡ ♥♦t ♦❢
✐♥t❡r❡st ❢♦r ❦✐s❙♣❧✐❝❡✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♠♣t❡❞ ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ t♦ st♦♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❈❈ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②✲
❝❧❡s ❜❡✐♥❣ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ r❡❛❝❤❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❣❛✐♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❡ ❤♦✇❡✈❡r ❛❞✈✐s❡ ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐❢ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❆❙ ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❈◆❱s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛❞❞r❡ss ❤❡r❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✹✵✾✾ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❇❈❈s✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ♦❢ ❡❛❝❤
♠♦✉t❤ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ✉s✐♥❣ ❇❧❛t ❬✷❪✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦✉t❤ ✐s ❛ r❡❛❧ ❆❙
❡✈❡♥t✳ ■❢ t❤❡② ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖✉t ♦❢ t❤❡ ✹✵✾✾ ❇❈❈s✱ ✸✽✽✹ ✭✾✺✪✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞
t♦ r❡❛❧ ❆❙ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆ ✜rst
✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢
t❤❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❤✐♠❡r✐❝ tr❛♥s❝r✐♣ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡
❧♦♥❣❡r ♣❛t❤ ❜♦t❤ ♠❛♣ ✐♥ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡✱ ❜✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❧♦❝❦
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✐s ❡✐t❤❡r ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦✱ ♦r ♦♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ str❛♥❞✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ❛r❡
❝❤✐♠❡r✐❝ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥♦♠✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦r ❛ tr❛♥s✲
s♣❧✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✽✽✹ r❡❛❧ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r tr✐❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐❢ t❤❡② ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❛♥♥♦t❛t❡❞ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧❧ ❛♥♥♦t❛t❡❞
❆❙ ❡✈❡♥ts ✉s✐♥❣ ❆❙t❛❧❛✈✐st❛ ❬✶✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ❯❈❙❈ ❑♥♦✇♥ ●❡♥❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❬✸❪✳
❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠♦✉t❤✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❜❧♦❝❦s
♠❛t❝❤❡❞ t❤❡ s♣❧✐❝❡ s✐t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❆❙ ❡✈❡♥ts✳ ■❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✇❛s ♣♦s✐t✐✈❡✱
t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❆❙ ❡✈❡♥t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✇❛s ❦♥♦✇♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐t ✇❛s ♥♦✈❡❧✳ ❖✉t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✽✽✹ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ✶✻✺✽ ❛r❡
❦♥♦✇♥ ✇❤✐❧❡ ✷✷✷✻ ❛r❡ ♥♦✈❡❧✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ❝✉rr❡♥t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❧❛r❣❡❧②
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts ♣❡r ♠✉❧t✐✲❡①♦♥ ❣❡♥❡s ❛s ✇❛s
❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❬✷✶❪✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✽✾✵ ❇❈❈s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❆❙ ❡✈❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♠♣❧❡① s♣❧✐❝✐♥❣
❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ tr❛♥s❝r✐♣ts✳ ❙✉❝❤ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❛♠♠❡t❤ ❡t ❛❧✳❬✶✸❪✳ ❚❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡♠ ❛s ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡✈❡♥ts✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❆❙ ❡✈❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❇❈❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❆❙ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡①♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ♣r❡s❡♥t✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣r❡s❡♥t✱ ♦r s❦✐♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
✭❜❧✉❡ tr❛❝❦✮ r❡♣♦rt ♦♥❧② t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t✳

❲❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❆❙ ❡✈❡♥t ♠❛♣s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ✭✹✽✾ ❝❛s❡s✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❛r❛❧♦❣♦✉s
❣❡♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✏❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②✑ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② s♣❧✐❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ tr❛♥s❝r✐♣ts✱
❜✉t ✇❡ ❞♦ ❞❡t❡❝t ❛♥ ❆❙ ❡✈❡♥t✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❦✐s❙♣❧✐❝❡✱ t♦ ❞❡t❡❝t ❆❙ ❡✈❡♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦st❧② ❛♥❞ ✉s❡s ❤❡✉r✐st✐❝s
t❤❛t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❡✇✳

❘❡s✉❧ts ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❞❡✲♥♦✈♦ ❝❛❧❧✐♥❣
♦❢ ❆❙ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t❤❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞
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♦♥ ❛ ❢✉❧❧ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ r❡❛❞s✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❛t ✾✺✪ ♦❢ t❤❡
❆❙ ❡✈❡♥ts ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛r❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❛t ✹✸✪ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❆❙ ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✺✼✪ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛r❡ ♥♦✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✉❧t✐✲❡①♦♥ ❣❡♥❡s ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐❝✐♥❣ ✐s ❝✉rr❡♥t❧②
❧❛r❣❡❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳

❦✐s❙♣❧✐❝❡ ✐s ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴❛❧❝♦✈♥❛✳❣❡♥♦✉❡st✳♦r❣✴❦✐ss♣❧✐❝❡✴
❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❆❙ ❡✈❡♥ts ✐♥
♠❛♥② s♣❡❝✐❡s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
r♦♦♠ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❦✐s❙♣❧✐❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
✇❛②s✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❙◆Ps ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝✐♥❣
❡rr♦rs✱ ❛♥❞ ❢♦r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❆❙ ❡✈❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦✉t❤s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt② t♦♦❧ ❬✼❪✳ ❚❤✐s
✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ♦✉t♣✉t t❤❡✐r ❝♦♥t❡①t ♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥t✐❣ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦✳

▲❛st✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇❈❈s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❈◆❱s s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t ♠♦r❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡❛❧
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