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❆❜str❛❝t

❲❡ st✉❞② ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣✉③③❧❡s ❝❛❧❧❡❞
❋❧♦♦❞✲■t✱ ▼❛❞ ❱✐r✉s ♦r ❍♦♥❡②❇❡❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❬✶✱ ✷✱ ✹❪ ❛♥❞ ✇❤♦s❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❬✺✱ ✼✱ ✶✷✱ ✽❪✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
♦♥ r❡❣✉❧❛r ❜♦❛r❞s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ✐s
✈❛❧✉❛❜❧❡✿ ✇❡ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ ❋❧♦♦❞✲■t ♦♥
❝②❝❧❡s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♣♦s❡t ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✷✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ✈❛r✐❛♥t ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ r❛❞✐✉s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣✉③③❧❡✱ ❝♦❧♦r❡❞ ❣r❛♣❤✱ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❣❛♠❡s ✭❋❧♦♦❞✲■t ❬✶❪✱▼❛❞ ❱✐r✉s ❬✷❪✱ ❍♦♥❡②✲
❇❡❡ ❬✹❪✮ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ st✉❞② ❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ✏✢♦♦❞✐♥❣ ❣❛♠❡s✑ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜♦❛r❞s ✇❤♦s❡ t✐❧❡s
❛r❡ r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❣♦♥s ✭sq✉❛r❡s ❢♦r ❋❧♦♦❞✲■t✱ ❤❡①❛❣♦♥s ❢♦r▼❛❞ ❱✐r✉s ❛♥❞❍♦♥❡②✲❇❡❡✮✳

❚❤❡ ❣❛♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋❧♦♦❞✲■t ✐s ♣❧❛②❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ♦♥ ❛ k✲❝♦❧♦r❡❞ ❜♦❛r❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r t✐❧❡ s ✭❝❛❧❧❡❞ ✢♦♦❞✐♥❣ t✐❧❡✮ ✐s ✜①❡❞✳ ❆ ❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢
❝♦♥♥❡❝t❡❞ t✐❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s t♦ ✏✢♦♦❞✑ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞
❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ♠♦✈❡✱ t❤❡ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ❝♦❧♦r c✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ❝♦❧♦r c ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♠❡r❣❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥t c✲❝♦❧♦r❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦✈❡s✱ ❛❧❧ t✐❧❡s ❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✱ t❤❡ ❜♦❛r❞
✐s ✏✢♦♦❞❡❞✑ ✭✐✳❡✳ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✮✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ✐s ❤❡r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs✳
❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❬✸❪ ✐s ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋❧♦♦❞✲■t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛②❡r ♠❛② ❛❧s♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
✢♦♦❞✐♥❣ t✐❧❡ ❛t ❡❛❝❤ ♠♦✈❡✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ✐s t❤✉s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s (ci, ti)
s✉❝❤ t❤❛t ci ✐s t❤❡ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ti t❤❡ t✐❧❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t ♠♦✈❡ ♥✉♠❜❡r i✳ ■♥ ❜♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s✱
❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ✢♦♦❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❚❤♦s❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❣❛♠❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✳
■♥ ❛ k✲❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E, κ) ✇✐t❤ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ κ : V → {1, . . . , k}✱ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ V ✭r❡s♣✳ ❡❞❣❡s ♦❢ E✮ ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s t✐❧❡s ✭r❡s♣✳ ❡❞❣❡s ♦❢ t✐❧❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✳
❚❤✉s✱ ❛ c✲❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ♦❢ G ✭1 ≤ c ≤ k✮ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s

∗▲■P✱ ❊◆❙ ▲②♦♥✱ ✶✺ ♣❛r✈✐s ❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s✱ ✻✾✸✹✷ ▲②♦♥ ❈❡❞❡① ✵✼✱ ❋r❛♥❝❡✳
❊♠❛✐❧ ❛❞❞r❡ss✿ ❡r✐❝✳t❤✐❡rr②❅❡♥s✲❧②♦♥✳❢r ✭❊✳ ❚❤✐❡rr②✮

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✱ ✷✵✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋❧♦♦❞✲■t ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ❜♦❛r❞✿ ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❣r❡❡♥✱②❡❧❧♦✇✱❣r❡❡♥✱♣✐♥❦✳

t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r c✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦✈❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛ ♥❡✇
❝♦❧♦r ❢♦r ✐ts ❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❋❧♦♦❞✲■t ✭r❡s♣✳ ❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t✮✱ ❞❡♥♦t❡❞
FI ✭r❡s♣✳ FFI✮ t❛❦❡s ❛ k✲❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡st
✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ k✲❋❧♦♦❞✲■t
✭r❡s♣✳ k✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ k − FI ✭r❡s♣✳ k − FFI✮✳

❇♦❛r❞ ✢♦♦❞✐♥❣ ❣❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ ✢♦♦❞✐♥❣ ❣❛♠❡s ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t t✐❧❡s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

sq✉❛r❡ ❜♦❛r❞ → sq✉❛r❡ ❣r✐❞ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❜♦❛r❞ → ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❣r✐❞❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❜♦❛r❞ → tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❜♦❛r❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✭✐♥ ❜♦❧❞✮ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ t✐❧❡✳

❘❡❝❡♥t❧② s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
t❤♦s❡ ♣✉③③❧❡s✳ ❚❤❡② ✜rst ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ n×n sq✉❛r❡ ❜♦❛r❞s ❬✸❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ q✉✐❝❦❧② t❛❝❦❧❡❞ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r ◆P✲❤❛r❞✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❡st
✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❬✸✱ ✺✱ ✶✷❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜♦✉♥❞s ♦♥ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ❬✸✱ ✺❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥❡✇ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤♦s❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❣❛♠❡s ♦♥ ❣r❛♣❤s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✶❪ ✭✐♥ ❜♦❧❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ❤❛r❞ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ k✲FI ❛♥❞ k✲FFI ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❡❡s ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡② ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts✳ ❆❧❧ t❤♦s❡ ❤❛r❞ ✐♥✲
st❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❝♦❧♦rs ❛♥❞ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡✳ ■t ✐s t❤❡♥ s❤♦✇♥
t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦rs ♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t❤❛♥❦s t♦ s❤♦rt❡st ♦r ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ s❡tt❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✷✲FFI t❤❛t ✇❛s ❧❡❢t ♦♣❡♥ ✐♥ ❬✸❪
❢♦r sq✉❛r❡ ❜♦❛r❞s ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❛❧♠♦st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥
❬✺✱ ✶✶✱ ✶✷❪✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳

✷✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts

❋♦r ❛♥② k✲❝♦❧♦r❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E, κ) ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G̃ = (Ṽ , Ẽ, κ̃)
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ c✲❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭c ∈ {1, . . . , k}✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ♦♥❡ c✲❝♦❧♦r❡❞

✷



❈❧❛ss❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s FI k✲FI FFI k✲FFI
❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥3 ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥3

✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮
P ✐❢ k=2 ✭tr✐✈✐❛❧✮ P ✐❢ k=2 ❬✶✶✱ ✶✷❪

h × n sq✉❛r❡ ❣r✐❞s ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ h=n ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ h≥n

✐❢ h≥3 ❬✺❪ ❛♥❞ k≥3 ❬✸❪ ✐❢ h≥3 ❬✺❪ ❛♥❞ k≥3 ❬✸❪
P ✐❢ h=2 ❬✺❪ ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ h≥3 ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ h≥3

❛♥❞ k≥4 ❬✶✷❪ ✐❢ h=2 ❬✶✸❪ ❛♥❞ k≥4 ❬✶✷❪
P ✐❢ h=n ❛♥❞ k=2 ❬✺❪
P ✐❢ h=2 ❬✶✸❪

♣❛t❤s ✭1 × n ❣r✐❞s✮ P ❬✼✱ ✶✶❪ P ❬✽✱ ✶✷❪
❝②❝❧❡s P ❬✶✶❪ P ❬✽❪
tr❡❡s ◆P✲❤❛r❞ ◆P✲❤❛r❞

✐❢ k≥3 ❬✼✱ ✶✶❪ ✐❢ k≥3 ❬✽✱ ✶✶❪
❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s P ❬✼❪

s♣❧✐t ❣r❛♣❤s ◆P✲❤❛r❞ ❬✼❪ P ❬✼❪
tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞s ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥6 ❬✶✹❪ ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥3 ❬✶✶❪

◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥3 ❬✶✶❪
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❣r✐❞s ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥3 ❬✶✶❪ ◆P✲❤❛r❞ ✐❢ k≥3 ❬✶✶❪

❚❛❜❧❡ ✶✿ P ✈s ◆P✲❤❛r❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❧♦♦❞✲■t ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s

✈❡rt❡① ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s u, v ∈ Ṽ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❛❞❥❛❝❡♥t ❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ G✳ ❇② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
G✱ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ ❛♥② ❡❞❣❡ ✐♥ G̃ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✱ ✐✳❡✳ t❤✐s ❝♦❧♦r✐♥❣ κ̃ ❞❡✜♥❡s ❛
♣r♦♣❡r k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ G̃✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G̃ ✐s ❛ ♠✐♥♦r ♦❢ G s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❞❣❡✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ G ✐♥ O(|E|) t✐♠❡✿ ❛♥②
❣r❛♣❤ tr❛✈❡rs❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② ✜rst ❡①♣❧♦r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤
❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦❧♦r ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❬✶✶❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ S ♦❢ ♠♦✈❡s ♦❜✈✐♦✉s❧②
✢♦♦❞s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤ G ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ S ❛❧s♦ ✢♦♦❞s ❡♥t✐r❡❧② ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ■♥
t❡r♠s ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s✱ ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞
❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❆ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❛♥❞ ✷ ❝♦❧♦rs ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ✷ ❝♦❧♦rs✱ ❡❛❝❤ ♠♦✈❡ ✐s ❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦♦❞❡❞ ✈❡rt❡①
✇❤♦s❡ ♥❡✇ ❝♦❧♦r ✐s ❢♦r❝❡❞ ✭s✐♥❝❡ ❛❧❧ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ ✷✲FFI ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s✳
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❋✐rst ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❛r❞♥❡ss ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡♠ t♦ s♦♠❡ r❡❝❡♥t❧② ♣✉❜✲
❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ❜② r❡✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❣❡t ♥❡✇ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧
✇✐❧❧♦✇ tr❡❡s t❤❡ tr❡❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛t❤s ❥♦✐♥❡❞ ❜② ❛ ✈❡rt❡① ❛❞❥❛❝❡♥t t♦
♦♥❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ k ≥ 3✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ k✲FI ❛♥❞ k✲FFI ❛r❡ ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ SCS ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✇♦r❞s ♦♥ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ✭◆P✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❬❙❘✽❪ ✐♥ ❬✾❪✮✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✜①❡❞ ❛❧♣❤❛❜❡t
Σ = {a1, a2, . . . , ak} ✇✐t❤ k ≥ 3✱ ❛♥❞ r❡str✐❝ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ SCS t♦ s❡ts ♦❢ ✇♦r❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✇♦r❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❡tt❡r a1 ♥♦r ❛♥② ✇♦r❞ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❧❡tt❡rs✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ MSCS ✭▼♦❞✐❢✐❡❞ ❙❈❙✮✳ ■♥ ❬✻❪✱ ❉❛rt❡ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ k ≥ 3✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t k✲FIℓ ✭✇✐t❤ ℓ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ k✲FI✮ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ▲❡t W = {w1, . . . wm} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✇♦r❞s ♦✈❡r t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t
Σ = {a1, . . . , ak}✳ ❙✉♣♣♦s❡ W ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ MSCS✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦ ✇♦r❞ wi st❛rts ✇✐t❤
❧❡tt❡r a1 ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♠❛② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ k✲❝♦❧♦r❡❞ r❡❞✉❝❡❞ tr❡❡ T ✉s✐♥❣ Σ ❛s
s❡t ♦❢ ❝♦❧♦rs✳ T ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ r♦♦t ✈❡rt❡① r ♦❢ ❝♦❧♦r a1 ❛♥❞ m ❧✐♥❡❛r ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❊❛❝❤
❜r❛♥❝❤ Bi ✐s ❛ ♣❛t❤ ♦❢ |wi| ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ✇♦r❞ wi✳ ■ts ✜rst ✈❡rt❡① ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ ✈❡rt❡① r✳ ❚❤❡ pt❤ ❱❡rt❡① ♦❢ ❜r❛♥❝❤ Bi ❤❛s ❝♦❧♦r aj ✐❢ t❤❡ pt❤ ❧❡tt❡r ♦❢ ✇♦r❞ wi ✐s
aj ✳ ❇② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♠❛❞❡✱ t❤❡ ❝♦❧♦rs ❣✐✈❡♥ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❞♦ ✐♥❞❡❡❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦♣❡r
k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦♦t ✈❡rt❡① r ♦❢ T ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ st❛rt ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❋❧♦♦❞✲✐t ❣❛♠❡✳
❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❛ ✇♦r❞ w = aσ1

aσ2
. . . aσℓ

✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ W ✱
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ aσ1

, aσ2
, . . . , aσℓ

✐s ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs ♦❢ T ✳
◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❤❡r❡

✐s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡r ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs t❤❛t ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ❧❡tt❡rs ♦❢ ❛❧❧ ✇♦r❞s wi

❜✉t ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡s❡
✇♦r❞s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ tr❡❡ T ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇♦r❞s ✐♥ W ❤❛✈❡ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ n ❧❡tt❡rs✳ ▲❡t T ♥♦✇
❜❡ t❤❡ tr❡❡ t❤❛t st✐❧❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ r♦♦t ✈❡rt❡① r ❛s ❛❜♦✈❡ ❜✉t ❤❛s n + 1 ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤
❜r❛♥❝❤ Bi✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛♥② ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡ w = aσ1

aσ2
. . . aσℓ

♦❢ W

②✐❡❧❞s ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s (aσ1
, r), (aσ2

, r) . . . (aσℓ
, r) t❤❛t ✢♦♦❞s T ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠

✈❡rt❡① r ♦♥❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ♠✉st ✢♦♦❞ ❢r♦♠ ✈❡rt❡① r ❛♥❞ t❤✉s ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
W ✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ℓ✳ ❚❤❡♥✱
❛❧❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛♥② ❜r❛♥❝❤ Bi ♠✉st ❜❡ ✢♦♦❞❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s
✢♦♦❞❡❞ ❡♥t✐r❡❧② t❤r♦✉❣❤ ✈❡rt❡① r✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛❧❧ ❛r❡✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦♥❡ ♠♦✈❡ ♦❢ S ❝❤♦♦s❡s ❛s
✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡① t❤❡ pt❤ ✈❡rt❡① ♥✉♠❜❡r ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♣② ♦❢ ❜r❛♥❝❤ Bi✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦♥❡
♦❢ t❤❡ n + 1 ❝♦♣✐❡s ♦❢ Bi t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦✈❡ ♦❢ S t❤❛t ❝❤♦♦s❡s t❤❡ pt❤ ✈❡rt❡① ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤✐s
❜r❛♥❝❤ ❛s ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡①✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ n+1 ♠♦✈❡s ✢♦♦❞s ❛t ♠♦st t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ✭✈❡rt✐❝❡s
p−1 ❛♥❞ p+1 ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✮✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ Bi ❤❛✈❡ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ n ✈❡rt✐❝❡s✱ n+1
✐s str✐❝t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦✈❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✢♦♦❞ ❛❧❧ n+1 ❝♦♣✐❡s ♦❢ Bi ❝❤♦♦s✐♥❣
r ❛s ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡①✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ S ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱
❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♠♦✈❡s ✇❤♦s❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐s r✳ �

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥② ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦❧♦r❡❞ ❣r❛♣❤s ✇❤♦s❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❝♦♥t❛✐♥ t❤♦s❡ tr❡❡s
✹



✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s✱ s❤♦✉❧❞ ✇✐♥ ❜❛❝❦ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡①t ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❣r❛♣❤s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P (.) ❛♥❞ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡ T ✇✐t❤ n ✈❡rt✐❝❡s ❛ ❣r❛♣❤ G ∈ G
✇✐t❤ O(P (n)) ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ T ❜② ❡❞❣❡✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞
k ≥ 3✱ k✲FI ❛♥❞ k✲FFI ❛r❡ ◆P✲❤❛r❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r t❤❡
❝❧❛ss G✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ sq✉❛r❡ ❣r✐❞s ✭r❡s♣✳ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞s✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❣r✐❞s✮ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞
❣❛♠❡ ✇✐t❤ sq✉❛r❡ t✐❧❡s ✭r❡s♣✳ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ t✐❧❡s✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r t✐❧❡s✮ s❛t✐s✜❡s t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ■t ♣✐❝t✉r❡s t❤❡ s❤❛♣❡s
❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡ts t❤❛t ♦♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✐♥t♦ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ❣✐✈❡
t❤❡ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s
✭t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥✮✱ ❤❡r❡ ❣r❡② ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ③♦♥❡s ❥✉st
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❝♦♥tr❛❝t✳

■t ②✐❡❧❞s ❛♥ ✉♥✐✜❡❞ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜♦❛r❞ ❣❛♠❡s ❋❧♦♦❞✲■t ❛♥❞ ▼❛❞ ❱✐r✉s

❛r❡ ◆P✲❤❛r❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ✸ ❝♦❧♦rs✳ ❚❤✐s ✇❛s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ❧✐❦❡❧②✱ ❢♦r▼❛❞ ❱✐r✉s✳
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❛ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❣r✐❞sq✉❛r❡ ❣r✐❞ ✭❋❧♦♦❞✲■t ❬✶❪✮ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ ✭▼❛❞ ❱✐r✉s ❬✷❪✮

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❲✐❧❧♦✇ tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❣r✐❞s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t k✲FI ❛♥❞ k✲FFI ❛r❡ ◆P✲❤❛r❞ ❢♦r k ≥ 3 ♦♥ tr❡❡s ♦❢
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✸✳ ■♥❞❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡ T ✇✐t❤ m ❜r❛♥❝❤❡s✳ ■ts r♦♦t ✈❡rt❡①
♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ✇✐t❤ m ❧❡❛✈❡s ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ m ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ T ✮ ❛♥❞
✇✐t❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦ ♠♦r❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ T ✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ tr❡❡ t❤❛t
❤❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✸ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✐♥t♦ T ✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♠✐①❡s s♦♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❋✐rst✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❙❈❙ ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss ♣r♦♦❢s ❛❜♦✉t sq✉❛r❡ ❣r✐❞s ❬✸✱ ✶✹❪
❛♥❞ tr❡❡s ❬✼❪✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss ♦❢ k✲FI ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ✇✐❧❧♦✇s tr❡❡s ✐♥ ❬✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♥❡✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❈❙ t♦ ▼❙❈❙ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❚✉r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t
❛ ♠❛♥②✲t♦✲♦♥❡ ✭❑❛r♣✮ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡✐r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❛ ❑❛r♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥t❡❣❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ▼❙❈❙ r❡q✉✐r❡s
s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✵s ✐♥ ❛ s❤♦rt❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡✐r
✐♥✐t✐❛❧ ❙❈❙ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸❪ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢♦r k✲FI
♦♥ sq✉❛r❡ ❣r✐❞s ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✇❤❡r❡❛s
♦✉r r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❡①❛❝t❧② ✜t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡s✱ t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥②

✺



t✇✐♥ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❣❛❞❥❡t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t✇♦ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡✿ ✉♣ t♦
q✉♦t✐❡♥t✐♥❣ ❜② t❤❡ t✇✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❜❡❝♦♠❡ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❛❞❥❡t ✐♥ ❬✸❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ▼❙❈❙ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❙❈❙ ❛s st❛rt✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ k✲FFI ♦♥ t❤♦s❡
tr❡❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✸❪ ❜✉t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t n + 1 ❝♦♣✐❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
2|Σ|n + 1 ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❬✸❪✳

◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❛t ♠♦st ✷ ✭♣❛t❤s ♦r
❝②❝❧❡s✮ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦rs ✐s ❛t ♠♦st ✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ s❤♦rt❡st ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ FI ♦♥ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ♦r❞❡r n ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t✐♠❡ O(n2) ♦r O(N log N)
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛ k✲❝♦❧♦r❡❞ ❝②❝❧❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝②❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ O(n)✳ ❚❤✉s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ κ ♦✈❡r ❛ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤
V = {0, 1, . . . , n − 1} ❛♥❞ E = {i(i + 1) | 0 ≤ i < n} ∪ {(n − 1)0}✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇✳❧✳♦✳❣✳ t❤❛t
✈❡rt❡① ✵ ✐s t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡①✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ O(n2) ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿





F (i, j) = ♠✐♥ ♥❜ ♦❢ ♠♦✈❡s t♦ ✢♦♦❞ {j, j + 1, . . . , n − 1, 0, 1, . . . , i} ∀ 1 ≤ i < j ≤ n−1,

F (i, 0) = ♠✐♥ ♥❜ ♦❢ ♠♦✈❡s t♦ ✢♦♦❞ {0, 1, . . . , i} ∀ 0 ≤ i ≤ n−1,

F (0, j) = ♠✐♥ ♥❜ ♦❢ ♠♦✈❡s t♦ ✢♦♦❞ {j, j + 1, . . . , n − 1, 0} ∀ 0 ≤ j ≤ n−1.

❚❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥❡①t s✐♠♣❧❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ (n − 1) + 1 = 0✮✿





F (0, 0) = 0

F (i, 0) = F (i − 1, 0) + 1 ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n − 1,

F (0, j) = F (0, j + 1) + 1 ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j ≤ n − 1,

F (i, j) = min{F (i − 1, j) + 1, F (i, j + 1) + 1} ✐❢ 1 ≤ i < j ≤ n − 1 ❛♥❞ κ(i) 6= κ(j),

F (i, j) = F (i − 1, j + 1) + 1 ✐❢ 1 ≤ i < j ≤ n − 1 ❛♥❞ κ(i) = κ(j).

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡♥ min0≤i≤n−1 F (i, i + 1)✳ ■ts ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s O(n2) t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s❤♦rt❡st ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤
♥♦ ❡①tr❛ ❝♦st ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✳

❚♦ ❣❡t t❤❡ O(N log N) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❧❡t ✉s s❛② t❤❛t ❛ ❝♦✉♣❧❡ (i, j) ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ 1 ≤
i < j ≤ n − 1 ❛♥❞ κ(i) = κ(j)✳ ❆ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡ (i, j) ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❧♦❝❦❡❞ ✐♥t♦
❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡ ✐❢ (i′, j′) ✐❢ i < i′ ❛♥❞ j′ < j✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t
✇❡ ❞❡♥♦t❡ (i, j) ≺ (i′, j′)✳ ▲❡t ℓ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❧♦❝❦❡❞ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡s (i1, j1) ≺ (i2, j2) ≺ · · · ≺ (iℓ, jℓ)✳
❚❤❡♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ n − 1 − ℓ ♠♦✈❡s ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ O(N2 log N)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐♥
❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✈❡rt❡① ✵✳ ❆ ♠♦✈❡ ✢♦♦❞s ❛t ♠♦st t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s s✐♥❝❡ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤
❛ ♣r♦♣❡r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡s ✢♦♦❞✐♥❣ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥t❡r❧♦❝❦❡❞ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝❤❛✐♥ ❢♦r ♦✉r ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
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✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❡q✉❛❧ t♦ n − 1 ♠✐♥✉s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ ✭❡❛❝❤
♠♦✈❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ s❛✈❡s ♦♥❡ ♠♦✈❡ t♦ ✢♦♦❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t V \{0}✮✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ✢♦♦❞✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st n−1− ℓ ♠♦✈❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❤❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r ≺✱ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✭✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮✳
❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ s✉♣❡r✲s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤
✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✢♦♦❞❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦✈❡✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ℓ ♦♥❡ ❣❡ts ❛ s❤♦rt❡st ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n − 1 − ℓ✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ N ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ O(N) ❜② ❛ O(n) ❜✉❝❦❡t
s♦rt ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❝♦❧♦rs✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ≺ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ t❤✉s
♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ O(N log N) t✐♠❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤❡♥st❡❞✲❧✐❦❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❑♥✉t❤ ❬✶✵❪ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✮✳ �

❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧② ❢♦r ♣❛t❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐s ✐♥
❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❛ ♣❛t❤✱ ♥✉♠❜❡r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s
❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ s❛② t❤❛t t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ✐s s✱ t❤❡ s❛♠❡
❦✐♥❞ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇♦r❦s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✜♥❡ ✈❛❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡s ❛s
❝♦✉♣❧❡s (i, j) ✇❤❡r❡ i < s < j✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ ❜② (i, j) ≺ (i′, j′) ✐❢ i′ < i ❛♥❞
j < j′✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ FI ♦♥ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ♦r❞❡r n ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t✐♠❡ O(n2) ♦r O(N log N) ✇❤❡r❡
N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛t❤s ❛r❡ ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❝♦✲❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ❣r❛♣❤s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳ ■ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❜✉t
✐t s❡❡♠s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ O(n2) ❢♦r ♣❛t❤s✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s ❜✉t ✇✐t❤ ✷ ❝♦❧♦rs ♦♥❧②✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇♦r❦ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ✷ ❝♦❧♦rs✱ ❡❛❝❤ ♠♦✈❡ ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① s

❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ {s}∪N(s) ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rt❡① ✭st✐❧❧

❞❡♥♦t❡❞ s✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❜② G = (V,E)
s

−→ G′ = (V ′, E′)
✇❤❡r❡ V ′ = V \ N(s) ❛♥❞ E′ = (E \ {su ∈ E|u ∈ N(s)}) ∪ {sv|∃u ∈ N(x), uv ∈ E}✳ ■♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛♣❤ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ❛ ❢❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V,E)✳
▲❡t dG(u, v) ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ v ✐♥ G✳ ❱❡rt✐❝❡s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ d ❢r♦♠ u

❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Nd
G(u) = {v ∈ V | dG(u, v) = d}✳ ❚❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ u ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

εG(u) = max{dG(u, v) | v ∈ V } ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ t❤❛♥❦s t♦ ❇❋❙
❢r♦♠ u✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ G ✐s R(G) = min{εG(u) | u ∈ V } ❛♥❞ ✐ts ❝❡♥t❡r ✐s C(G) = {u ∈
V | εG(u) = R(G)}✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s r❡s✉❧t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t ✷✲FI ✐s ✐♥ P✿

▲❡♠♠❛ ✶ ✭❢♦❧❦❧♦r❡✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛t ✈❡rt❡① s r❡q✉✐r❡❞ t♦
r❡❞✉❝❡ ❛ ❣r❛♣❤ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② εG(s)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s♦❧✈✐♥❣
2 − FI ❝♦♠❡s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦♦❞✐♥❣ ✈❡rt❡① s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❞✉❝❡❞
❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r 2 − FFI ✐s ❛❧✇❛②s ❛t ♠♦st t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳

✼



Pr♦♦❢✳ ▲❡t G = (V,E) ❛♥❞ G′ = (V ′, E′) s✉❝❤ t❤❛t G
s

−→ G′✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦
t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ d ≥ 1✱ Nd

G′(s) = Nd+1

G (s)✱ ❛♥❞ t❤✉s εG′(s) = εG(s) − 1✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♥♦t❡
t❤❛t G ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ εG(s) = 0✳ �

◆♦✇✱ t♦ t❛❝❦❧❡ ✷✲FFI✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛ ❧♦t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✭▲❡♠♠❛ ✷ ❛♥❞ ✸✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤
✭▲❡♠♠❛ ✹✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t G = (V,E) ❛♥❞ G′ = (V ′, E′) s✉❝❤ t❤❛t G
s

−→ G′✳ ❚❤❡♥✱ ∀u, v ∈
V ′, 0 ≤ dG(u, v) − dG′(u, v) ≤ 2✳

Pr♦♦❢✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ d′ = dG′(u, v) < d = dG(u, v)✱ t❤❡♥✱ ✐♥ G′✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤
Puv = [u0 = u, u1, . . . , uk−1, s = uk, uk+1, . . . , ud′ = v] ❢r♦♠ u t♦ v ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ s ♦❢
❧❡♥❣t❤ d′ ✭✐❢ Puv ❞✐❞♥✬t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❡①✐st ✐♥ G ❛♥❞ t❤❡♥ d ≤ |Puv| = d′✮✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥ G✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛t❤s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤s d′ + 2 ❛♥❞
d′ + 1 ❡①✐sts✿

P1 = [u, u1, . . . , uk−1, w, s = uk, w′, uk+1, . . . , v]

♦r P2 = [u, u1, . . . , uk−1, w, w′, uk+1, . . . , v]

✇❤❡r❡ w ∈ N(s) ∩ N(uk−1) ❛♥❞ w′ ∈ N(s) ∩ N(uk+1),

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❣❡t d ≤ max{|P1|, |P2|} = d′ + 2✳ �

▲❡♠♠❛ ✸✳ ▲❡t G = (V,E) ✇✐t❤ r❛❞✐✉s R(G) = R✳ ❚❤❡♥ ∀w ∈ C(G), ∀u ∈ NR(w), ∃v ∈
NR(w) ∪ NR−1(w) s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ d ≤ R ❢r♦♠ w t♦ v ✐♥t❡rs❡❝ts ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
♣❛t❤ ✭♦❢ ❧❡♥❣t❤ R✮ ❢r♦♠ w t♦ u✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❉❡✜♥❡ Pwu = [w = u0, . . . , uR = u] ❛s ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❢r♦♠ w t♦ u✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤♦❧❞s✿ dG(u1, u) = R − 1
❛♥❞ ∀v ∈ V, dG(u1, v) ≤ 1 + dG(w, v)✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ v 6= u ✐♥ NR(w) ∪ NR−1(w)✱ t❤❡♥
ε(u1) = R−1 < R ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❧❡t v ∈ NR(w)∪NR−1(w)✱ v 6= u ❛♥❞
❧❡t Pwv = [w = v0, . . . , vd = v], ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ d ≤ R ❢r♦♠ w t♦ v✳ ■❢ Pwv ✐♥t❡rs❡❝ts
Pwu✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts i ❛♥❞ j s✉❝❤ t❤❛t ui = vj ❛♥❞ [u1, u2, . . . , ui = vj , . . . , vd = v] ✐s
❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♥♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ d − 1 ≤ R − 1 ✭i ≤ j ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤
❢r♦♠ w t♦ u s❤♦rt❡r t❤❛♥ Pwu✮ ❢r♦♠ u1 t♦ v✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ dG(u1, v) ≤ R−1✳ ❚❤✉s✱
❛❣❛✐♥✱ ✐❢ ❢♦r❛❧❧ ✈❡rt❡① v ✐♥ NR(w)∪NR−1(w)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ d ≤ R ❢r♦♠ w t♦ v

✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❢r♦♠ w t♦ u✱ t❤❡♥ ε(u1) = R− 1 < R✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
�

▲❡♠♠❛ ✹✳ ▲❡t G = (V,E) ❛♥❞ G′ = (V ′, E′) s✉❝❤ t❤❛t G
s

−→ G′✳ ❚❤❡♥✱ R(G) − 1 ≤
R(G′) ≤ R(G)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ s ∈ C(G)✱ t❤❡♥ R(G′) = R(G) − 1 ❛♥❞ s ∈ C(G′)✳

Pr♦♦❢✳ ❚r✐✈✐❛❧❧②✱ R(G′) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ R(G) = R✳ ▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t
❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ R−1✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s✿ R(G′) ≤ R−2✳ ▲❡t w ∈ C(G′)✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
∀v ∈ V, dG′(w, v) ≤ R−2✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s t❤❛t ∀v ∈ V, dG(w, v)−dG′(w, v) ≤
2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ∀v ∈ V, dG(w, v) ≤ R✱ ✐✳❡✳✱ w ∈ C(G)✳ ◆♦✇✱ ❧❡t u ∈ NR(w) ❛♥❞ v ❜❡

✽



d ∈ {R − 1, R}
R − 1

R

d − 1 ≤ R − 1

w vu u1ui

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸

❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✿ dG(w, u) = R✱ dG(w, v) ∈ {R − 1, R} ❛♥❞ ♥♦ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ d ≤ R ❢r♦♠
w t♦ v ✐♥t❡rs❡❝ts ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❢r♦♠ w t♦ u✳

❖♥ t❤❡ ✜rst ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ dG(w, u) = R✱ R(G′) ≤ R−2 ❛♥❞ dG(w, u)−dG′(w, u) ≥ 2✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ dG(w, u) − dG′(w, u) = 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ G✱ ❛♥② ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ Pwu ❢r♦♠
w t♦ u ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s✱ dG(w, v)−dG′(w, v) ≥ 1
❜✉t ♥♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ Pwv ✭♦❢ ❧❡♥❣t❤ dG(w, v) ∈ {R − 1, R}✮ ❢r♦♠ w t♦ v ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤
s ✭♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡rs❡❝t Pwu✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ dG′(w, u) < dG(w, u)✱ Pwv ♠✉st ❜❡
s❤♦rt❡♥❡❞ ✐♥ G′✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t dG(w, v) − dG′(w, v) = 1✱ dG(w, v) = R − 1
❛♥❞ Pwv ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❡①❛❝t❧② 2 ♥❡✐❣❤❜♦rs s1 ❛♥❞ s2 ♦❢ s✿ Pwv = [w = v0, . . . , s1 =
vi, s2 = vi+1, . . . , vd = v]✳ ❇✉t t❤❡♥✱ [w = v0, . . . , s1 = vi, s, s2 = vi+1, . . . , vR−1 = v] ✐s ❛
♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ (R− 1) + 1 = R ❢r♦♠ w t♦ v t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts Pwu✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ εG′(s) = εG(s) − 1 ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✶✳ �

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ❛♥❞ ✹✱ ✇❡ ❣❡t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❜② R(G) ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ❧❡ss✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ✈❡rt❡① ✐♥ C(G) t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ R(G) ♠♦✈❡s ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹ ❡♥s✉r❡s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞♦♥❡ ✐♥ ❧❡ss✳ �

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛s ❛♣♣❧② t♦ ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜✐♣❛rt✐t❡ ✭❛s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✷✲FFI✮✳ ◆♦✇ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ✷✲
FFI✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦❧♦r❡❞ ❣r❛♣❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r
t✐♠❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢♦♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ s❡tt❧❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✉③③❧❡ ✭♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❢t ♦♣❡♥ ✐♥ ❬✸❪ ❢♦r n × n sq✉❛r❡ ❜♦❛r❞s✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ 2✲FFI ✐s ✐♥ P ✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t✐♠❡ O(nm)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✭❛♥❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤✐s ❣r❛♣❤✮✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♦❢s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✺❪ ❛♥❞ ❬✶✷❪✳
■♥ ❬✺❪✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s st❛t❡❞ ❢♦r n × n sq✉❛r❡ ❜♦❛r❞s✱ ❜✉t ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❧♦♦❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❛r❣✉♠❡♥ts ❛♣♣❧② ❢♦r ❛♥② ❣r❛♣❤✳

✾



✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤♦✉❣❤ ❜♦❛r❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s
❛r❡ ♣❧❛♥❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞ ✢♦♦❞✐♥❣ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡✳ ■t ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✷✲FFI ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜② ♣✉tt✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞
t❤❡ ❝♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤✳

◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✇✐s❤ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ n × n ❝♦❧♦r❡❞ sq✉❛r❡
❜♦❛r❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❢❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢
t❤❡✐r r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❄

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢❡✇ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
✉♥✈❡✐❧ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦r ◆P✲❤❛r❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✇❤✐❝❤ ❣r❛♣❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♥s✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❄

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❋❧♦♦❞✲✐t ✭✢❛s❤ ❣❛♠❡✮✱ ❤tt♣✿✴✴❢❧♦♦❞✐t✳❛♣♣s♣♦t✳❝♦♠✴✱ ✷✵✶✶✳
❬✷❪ ▼❛❞ ✈✐r✉s ✭✢❛s❤ ❣❛♠❡✮✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜✉❜❜❧❡❜♦①✳❝♦♠✴♣❧❛②✴♣✉③③❧❡✴✺✸✾✳❤t♠✱ ✷✵✶✶✳
❬✸❪ ❉✳ ❆rt❤✉r✱ ❘✳ ❈❧✐✛♦r❞✱ ▼✳ ❏❛❧s❡♥✐✉s✱ ❆✳ ▼♦♥t❛♥❛r♦✱ ❇✳ ❙❛❝❤✱ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✢♦♦❞ ✜❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡s✱

✐♥✿ ❋❯◆✬✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✵✾✾ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✸✵✼✕✸✶✽✳
❬✹❪ ❆✳ ❇♦r♥✱ ❋❧❛s❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❣❛♠❡ ✧❜✐❡♥❡✧ ✭❤♦♥❡②✲❜❡❡✮✱

❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✉rs✉❧✐♥❡♥✳❛s♥✲❣r❛③✳❛❝✳❛t✴❇✉❣s✴❤t♠✴❣❛♠❡s✴❜✐❡♥❡✳❤t♠✱ ✷✵✵✾✳
❬✺❪ ❘✳ ❈❧✐✛♦r❞✱ ▼✳ ❏❛❧s❡♥✐✉s✱ ❆✳ ▼♦♥t❛♥❛r♦✱ ❇✳ ❙❛❝❤✱ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✢♦♦❞ ✜❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡s✱

❛r❳✐✈✿✶✵✵✶✳✹✹✷✵✈✷ ❬❝s✳❉❙❪✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✵✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s✳
❬✻❪ ❆✳ ❉❛rt❡✱ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧♦♦♣ ❢✉s✐♦♥✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✷✻ ✭✷✵✵✵✮ ✶✶✼✺✕✶✶✾✸✳
❬✼❪ ❘✳ ❋❧❡✐s❝❤❡r✱ ●✳❏✳ ❲♦❡❣✐♥❣❡r✱ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❤♦♥❡②✲❜❡❡ ❣❛♠❡✱ ✐♥✿ ❋❯◆✬✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡

✻✵✾✾ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✶✼✽✕✶✽✾✳
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