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Résumé : L’objectif du travail présenté ici est ’analyse et la mise en place numérique
d’une méthode d’échantillonnage linéaire (linear sampling method), permettant de résoudre le
probleme de diffraction inverse suivant : a partir de mesures dans le domaine temporel d’ondes
diffractées causales, retrouver la forme et la position de 'obstacle diffractant. Nous avons pour
objectif d’étendre le travail effectué dans [3] au cas ou 'on soumet le bord de I'obstacle & une
condition de type Robin-Fourier. Le cadre de travail est également étendu au cas ou les ondes
incidentes ont un spectre significatif borné. Sur le plan numérique, nous proposons une méthode
permettant de reconstruire avec la méme précision des obstacles avec des conditions mixtes, de
type Dirichlet, Neumann ou Robin-Fourier.
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A linear sampling method in the time domain : the case of
Robin-Fourier obstacles

Abstract: We present the analysis and the implementation of a linear sampling method to solve
the following inverse scattering problem: from time domain measurements of scattered waves,
find the shape and the position of the scatterer. Our first aim is to extend the analysis for
Dirichlet obstacles described in [3] to the case of Robin-Fourier scatterers. Second, we extend
the analysis of that reference to incident waves with limited bandwidth. Finally we introduce a
method for the reconstruction of obstacles with mixed boundary conditions.

Key-words: direct and inverse scattering problem, linear sampling method, time domain
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1 Introduction

Ce rapport présente ’étude et le développement numérique d’une méthode d’échantillonnage
linéaire (linear sampling method), permettant de résoudre un probleme de diffraction inverse.
Le cadre est le suivant (voir figure 1) : sur une surface I'; C R? sont disposés des points sources.
Les ondes incidentes émises depuis I'; viennent éclairer un obstacle diffractant Q_. Le champ
diffracté par €2_ est alors enregistré sur une surface de réception I',.

Le probleme inverse que nous cherchons a résoudre est alors : & partir de la connaissance du
champ diffracté mesuré sur I'),, pour plusieurs ondes incidentes émises depuis I';, retrouver la
forme et la position de Q_ (reconstruire 2_).

m, — T,
:s i

FIGURE 1 — Géometrie du probleme de diffraction : I’obstacle {2_ est éclairé par des ondes émises
depuis I';. Le champ diffracté par 2_ est enregistré par des récepteurs disposés sur I';,. {geom_pb}

Il existe de nombreuses méthodes pour traiter ce type de probleme dans le domaine
fréquentiel. Entre autres, nous citons la linear sampling method et la méthode de factorisa-
tion [10, 5]. Dans [3] est développée une linear sampling method dans le domaine temporel,
présentant un algorithme de résolution du probleme dans le cas ot 'obstacle 2_ est soumis a
une condition de Dirichlet et au cas ol les ondes incidentes contiennent uniformément toutes les
fréquences.

Nous avons étendu ce travail au cas ot {2_ est soumis & une condition de type Robin-Fourier
de la forme

Oyu — a(x)Opu = 0,

dans un cadre plus général que celui présenté dans [3], qui nous permet de modéliser de maniére
plus réaliste les ondes incidentes.
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Si les méthodes d’échantillonnage linéaire s’averent étre performantes dans le domaine
fréquentiel, dans les applications, les données sont généralement obtenues dans le domaine tem-
porel, ce qui nécessite d’effectuer une transformation de Fourier et de travailler a une fréquence
ad-hoc (celle-ci dépendant notamment du dimensionnement du probléme, inconnu a priori). Un
des avantages de la méthode développée dans [3] vient du fait qu’elle ne nécessite pas d’effec-
tuer de transformée de Fourier, et agit directement sur les données dans le domaine temporel.
Ceci permet de passer outre la question de la fréquence centrale du probleme, et permet de
plus de travailler avec un plus petit nombre d’émetteurs et récépteurs qu’avec les méthodes
déchantillonage linéaire dans le domaine fréquentiel.

Ce type d’algorithme présente de nombreuses applications. Nous pouvons par exemple citer
I'imagerie sismique (détection de puits de pétrole, de nappes phréatiques) : on peut imaginer
un ensemble d’émetteurs/récepteurs disposés a la surface du sol, avec I'; = I}, par exemple,
chaque émetteur faisant vibrer le sous-sol a tour de réle, pendant que les récepteurs enregistrent
le signal renvoyé par le sol. L’objectif est alors de cartographier le sous-sol.

Présentons maintenant la position du probleme. Nous étudions ’onde diffractée par un obs-
tacle soumis & une condition de type Robin. Nous nous donnons un ouvert . C R3, définissant
le domaine extérieur d’un ouvert borné Q_ = R3\ Q, de frontiere I' = 9Q; = 9Q_, ainsi
qu'une fonction o € L>°(T"). Nous supposons que ) est connexe (c¢’est-a-dire que 1'obstacle 2_
est “plein”), et que son bord I' est lipschitzien. En notant ¢ la masse de Dirac en 0, il est connu
(voir par exemple [17]) que

6(t — |f)
k(t,z) = Il
est une solution fondamentale de I’équation des ondes dans R3. Ainsi, pour (7,y) € RT x T},
k(- —7,-—y) est solution du probleme

Ouf(t,x) — Af(t,x) = 6(t — 7)6(x —vy), (t,z) € R x R3.

Nous notons alors u!(-;7,y) le champ total associé & une source ponctuelle k(- —7, - —y), définie
comme la solution du probleme

Opul(t, ) — Aul(t,z) = §(t — 7)0(z — ), (t,x) € R x Qy,
ul(t,r) =0, t <0,z € Qy,
oul(t,z) — a(x)owut(t, 2)=0, (t,r) € R x T,

ol v est le vecteur sortant unitaire normal a I' et 9, := v- V est I'opérateur de dérivée normale.
Le champ diffracté u(-; 7,y) par I'obstacle 2_ est la différence entre le champ total et le champ
incident. Ainsi u(-;7,y) = u'(-;7,y) — k(- —7,- —y) est solution du probleme

Opu(t,x) — Au(t,x) = ERx Qy,

0, (t,2)
u(t,z) =0, t <0,z € Oy,
Ou(t,x) — a(x)owu(t, z)=— (0y — a(xz)0) k(t — T,z —y), (t,z) e R x T
La linéarité de ’équation des ondes associée au principe de superposition montre qu’une super-

position de points sources engendre une superposition des champs diffractés. Nous introduisons,
formellement pour le moment, le potentiel retardé de simple couche sur I';

(Lr,v) (t,x) :== /R/F k(t — 71,2 —y)Y(r,y)dydr , (t,z) € R x (R3 \ I‘i) , (1)

INRIA
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ou v est une densité définie sur R x I';, nulle pour ¢ < 0. Le champ diffracté associé au champ

incident L, est alors
wltsa) = [ [ utt.irg)oir.p)dydr
R JT;

Nous étudions le potentiel de simple couche et d’autres opérateurs du méme type dans la section
2.2.

La difficulté, dans ce contexte, est 'aspect “idéal” de ce type de champ incident, correspon-
dant a une superposition de points sources, difficile a obtenir en pratique. En effet, dans les
applications, les signaux temporels s’apparentent plutot a des fonctions C'° a support compact
qu’a des impulsions de Dirac, de la forme (1). Une situation plus réaliste est donc celle d’une
source ponctuelle émettant un signal lisse : nous régularisons 1’onde incidente, en effectuant une
convolution en temps par une fonction y réguliere.

Soit donc x € C°(R™) une fonction C* & support compact non identiquement nulle. Nous
éclairons ’objet diffractant avec une onde incidente de la forme

(L)lgiw)(t’x) = /]R/F kX(t — 7,2 — y)(7, y)dydr, (2) {screg}
ou kX est la convolution en temps de la solution fondamentale de I’équation des ondes k par la
fonction y
x(t — |z
Alx|

EX(t,x) = /Rk:(t —7,2)x(T)dT =

Il convient de bien noter I’analogie de la définition (2) avec (1), la différence étant que le noyau
de convolution kX est plus régulier que k. La fonction kX vérifie

OukX(t,z) — AKX(t,x) = x(t)é(z), (t,z) € R x R,

En raison du caractere C*° de y, la transformée de Fourier ¥ de y vérifie

- 1
X(w) w—:)oo o <wp) ) vp € N,

ce qui fournit le caractere “localisé” en fréquence recherché.
Par ailleurs, la structure de convolution sous-jacente nous permet d’écrire, au moins formel-
lement

L%ﬂ/} = X* (er‘l/})'

De plus, notons que kX est une fonction causale : kX(t,x) = 0 si t < 0. Ainsi, le champ diffracté
u par 'obstacle 2_ sous I’éclairage de L%Z_go est solution du probleme

Opu(t,x) — Au(t,x) =0, (t,z) € R x Qy,
u(t,z) =0, t <0,z € Oy, (3) {pplus}
Ou(t, ) — a(x)owu(t, z)=g(t,x), (t,z) e R x T,

ol nous avons noté g(t,x) := — (9, — a(x)dy) (L’fﬁ/})(iﬁ, x).

RR n°® 7835
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Remarque 1. En utilisant des estimations d’énergie a priori, on peut montrer que sous des
conditions adéquates sur g, par exemple g € CYR*, H -1/ 2(I)), il existe une unique solu-
tion forte v € C?(RT,L?*(Q.)) N CY(R*,H'(Q,)) au probleme (3). Dans le méme ordre
d’idée, on peut montrer que si g € HL(RT, H='/2(T")), alors (3) admet une unique solution
u € L2(RY, HY Q)N HL R, L2(Q4)), comme le montrent le lemme 3 et la proposition 14, les
espaces de Sobolev & poids exponentiels HS étant définis dans la section 2.1. Nous renvoyons 2
[7, 9] pour plus de détails.

Nous notons u(-;y) le champ diffracté associé a une source ponctuelle située en y € T'; émettant
un signal lisse, c’est-a-dire la solution de (3) pour une donnée g correspondant & un champ
incident (¢,z) — kX(t,z — y).

Nous cherchons alors a résoudre le probleme inverse suivant : connaissant les quantités
u(t,z;y), Vt € RT, Vo € Ty, Yy € Ty,

reconstruire ’obstacle Q_. Nous notons (Pyy) ce probléme inverse.

Revenons & notre discussion sur le probleme de diffraction (3). Nous supposons que la
fonction d’impédance « vérifie

a(x) >0, pour presque tout x € I’

Nous cherchons alors la solution du probleme (3) sous la forme d’un potentiel retardé de simple
couche sur I', c’est-a-dire que nous cherchons la solution u sous la forme

tse) = (Lr) (1) = [ E = g,
pour t > 0 et € Q4. Un tel champ u satisfait toujours I’équation des ondes homogenes sur
R x Q4 (voir la section 2.2). Ainsi u est solution de (3) si, et seulement si u vérifie la condition
de Robin
oyu — adiu = g.

Comme nous le verrons dans la suite, ceci conduit a ’équation intégrale (14) en ¢. L’analyse de
cette équation intégrale explicite la dépendance linéaire entre la densité ¢ et la donnée g sur le
bord T'. Le champ diffracté v dépendant linéairement de ¢, et la donnée au bord g dépendant
linéairement de la densité 1, nous serons alors en mesure d’étudier la dépendance linéaire entre
la trace sur I'y, du champ diffracté ur,, et la densité ¢ associée au champ incident :

U\Fm = Nw

L’opérateur N est communément appelé opérateur de champ proche ou “near field opera-
tor” dans la littérature anglophone. L’analyse de N est fondamentale dans notre méthode de
résolution du probleme inverse. Notons que, par une nouvelle application du principe de super-
position, nous avons

Nilta) = [ [ utt=raitrgardy,

ou, a nouveau, u(-;y) est le champ diffracté associe a une source ponctuelle située en y € I,
émettant le signal temporel x.

INRIA
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Comme nous 'avons déja signalé, il existe des méthodes performantes pour résoudre le
probleme (Pi,y) dans le domaine fréquentiel, a fréquence fixée. Ainsi, le probleme inverse dans
le domaine temporel est sur-déterminé, puisque, moralement, nous disposons de données pour
toutes les fréquences. Ceci dit, dans certaines applications, les données du probléeme inverse
(Popérateur de champ proche) sont effectivement obtenues directement dans le domaine tempo-
rel, et il est intéressant de montrer comment travailler directement avec celles-ci, sans phase de
pré-traitement (transformation de Fourier par exemple).

1’idée générale des méthodes d’échantillonnage linéaire est de construire une image du milieu
de propagation des ondes : & un point z € R?, nous souhaitons associer une quantité f(z) € RT,
telle que, par exemple

f(z)>0siz€Q_,
{ f(z)=0si2¢Q_.

Comme nous le verrons dans la section 3, la construction d’une telle quantité f(z) est possible
en utilisant certaines propriétés de N. L’idée est la suivante : pour z € R?, nous considérons
londe ¢, = kX(-,- —z) émise par un point source situé en z émettant le signal temporel x. Nous
construisons une solution approchée g, de I'équation Ng = ¢, telle que les lignes de niveau de
z + 1/||gz|| permettent de visualiser I’obstacle.

Nous montrons également qu’il est possible de construire une quantité f(z) comme ci-dessus
permettant de reconstruire des obstacles avec des conditions mixtes, parmi les conditions de
Dirichlet v = 0, Neumann 0,u = 0 et Robin/Fourier (9, — ad;)u = 0, et ce avec une précision
comparable.

Ce rapport est organisé de la fagon suivante :

— Dans la section 2, nous introduisons le cadre fonctionnel et les opérateurs retardés de
simple et double couche, sur lesquels est basée notre analyse. Nous étudions en détail les
problemes de diffraction tels que (3), et nous donnons les propriétés du probleme direct.

— Dans la section 3, nous introduisons 'opérateur de champ proche N et nous explicitons
notre méthode de reconstruction de 1’obstacle.

— Enfin, dans la section 4, nous donnons des exemples numériques de notre méthode. Nous
présentons également la faculté de notre algorithme a reconstruire des obstacles avec condi-
tions mixtes.

RR n°® 7835
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8 Haddar, Lechleiter, Marmorat

2 Le probleme direct

Dans un premier temps, nous introduisons le cadre théorique (les espaces de Sobolev a poids,
la transformée de Laplace et les potentiels de simple/double couche) qui nous permettra dans
un deuxieme temps d’étudier le probleme de diffraction (3).

2.1 Le cadre fonctionnel

Nous introduisons le cadre fonctionnel nous permettant d’utiliser la transformée de Laplace,
qui constitue un outil pertinent pour notre étude. Dans cette section, nous résumons rapide-
ment la présentation compleéte faite dans [17, Section 39] de la notion de transformée de Laplace
d’une fonction f : R — X ou X est un espace de Hilbert. Soit donc X un espace de Hilbert,
nous notons D’(X) I'ensemble des distributions sur R & valeurs dans X. Nous notons également
S’(X) I’ ensemble des distributions tempérées, S’(X) étant 1’espace naturel pour définir la trans-
formée de Fourier d’une distribution [15]. Finalement, nous pouvons introduire les ensembles de
distributions “Laplace-transformables”

L'(X)={feD(X)/3o=0(f) eRtel que e 7' fecS(X)}

Pour A € R, nous notons Cy = {z € C/Im z > A}. Pour f € L'(X), la transformée de Laplace
de f est définie par

f(w) = / e“tft)dt € X, we Cop)-

—00
Nous noterons indifféremment par fou L(f) la transformée de Laplace de f.

Définition 2. Pour p € R,o € R, nous introduisons l’espace de Sobolev a poids

co+io

myw,x)={re o, |

—o0o+1i0

P2 Fle) e < oo}

muni de la norme
oco+io . 1/2
e = ([ wifelas) %
—oo+1io

Quand p est entier, nous pouvons définir de maniere équivalente ces espaces par
HP(R, X) := {f e L'(X), et fO (1) € L(R, X), pour 0 <[ < p} ,

munis de la norme
» 1/2
(Z Hegtf(l)(t)H%Z(R,X)) : (5)
=0

Les normes définies par (4) et (5) sont alors équivalentes.
L’outil clé est le lemme suivant (voir [3]), qui permet d’exprimer dans le domaine temporel
un résultat de régularité obtenu dans le domaine de Laplace.

Lemme 3 ([3]). Soient X,Y deux espaces de Hilbert. Notons L(X,Y) I’ensemble des opérateurs
linéaires bornés X — Y. Soit A: C,, — L(X,Y) une fonction analytique. Posons

1 1000 R
a(t) : / e " A(w)dw, Yo > o9 >0

271— g—00

INRIA



Une méthode d’échantillonnage linéaire dans le domaine temporel : le cas des obstacles de type Robin-Fourier9

la transformation de Laplace inverse de A et soit
o0
A:g— / a(t)g(- —t)dt
—00

Uopérateur de convolution associé, défini pour g € C®(R,X). Sl existe r € R et C > 0 tels
que ||A(w)|lzx,yy < Clwl|”, pour tout w € Cyy, alors A admet une extension linéaire continue

de HgH(R, X) dans H5(R,Y), pour tout p € R et pour tout o > oy.
Nous disposons également du résultat d’injection suivant :

Lemme 4. Sip; < ps et 0 € R, alors
HP (R, X) — HP' (R, X)

avec injection dense.

2.2 Les potentiels de simple et double couche

Nous introduisons ici les potentiels retardés de simple et double couche, qui permettent
d’étudier précisément les problemes de diffraction. En effet, I’étude de problémes avec donnée
au bord tels que (3) peut se ramener a I’étude d’une équation intégrale. Pour ce faire, nous
représentons 'inconnue u du probleme aux limites comme le potentiel de simple couche sur I"
d’une densité . Intuitivement, ceci correspond simplement & considérer u comme ’onde générée
par une superposition continue de points sources disposés sur I', pondérés par la densité . Le
probleme est alors de savoir quelle densité ¢ sur le bord fournit la solution u qui vérifie la
condition au bord.

Les potentiels de simple et double couche interviennent naturellement quand il s’agit de
représenter une solution de I’équation des ondes homogenes, a partir de la solution fondamentale

6(t — |[)
k(t,z) = Il
et de la formule de Green.

En effet, notons u une solution de I’équation des ondes homogenes dans R3 \ ', égale & u™
sur Rx Q) et &4 u~ sur R x Q_, u™ et u~ étant deux solutions de ’équation des ondes dans
R x Q4 et R x Q_ respectivement. Alors u admet la représentation intégrale suivante [16]

1 et — |z —yl,y) 1 /¢(t—|ﬂf—y\7y)
u(t,z) = y F8Vy< P day—|—4ﬂ g P doy (6)

pour (t,r) € R x R3\ T, ot
o=u"—u", p=0ut —9u sur RxT,

vy étant le vecteur unitaire sortant normal a I" passant par y, et d,, désigne 'opérateur de dérivée
normale sur I.

Réciproquement, chaque terme du membre de droite de (6) définit une solution de 1’équation
des ondes homogenes dans R x (R3 \ F). Pour une fonction ¢ : Rt x I' — R régulicre (par
exemple dans C°(R™ x I')), nous définissons, le potentiel retardé de simple couche sur I' par

(Lr) (ta) = [ H =0, @

RR n°® 7835
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10 Haddar, Lechleiter, Marmorat

et le potentiel retardé de double couche sur I' par

Dre) (t0)= | 2, (W i y"”) o, ®)

|z -y

pour (t,xz) € R x (R3 \ I‘). Quand cela ne porte pas a confusion, nous omettons les indices
désignant les surfaces caractérisant les potentiels retardés de simple/double couche.

Nous introduisons également les opérateurs frontieres associés aux potentiels retardés de
simple et double couche. Ces opérateurs nous permettront d’étudier le comportement des
intégrales (7) et (8) quand d(z,I') — 0. Nous introduisons les opérateurs S et K de la maniere
suivante

st = [ Hr= s, )

ot = [0, (D0 (10)

4|z — y

et

pour (t,z) E R X T, et pour p € CX(R x T).
Les opérateurs introduits ci-dessus sont des opérateurs de convolution en temps. Ceci peut-

étre observé en utilisant la transformée de Laplace. En effet, si ¢ € C2°(R x I'), nous avons pour

we€Cyy), zeR*\Tet zeT

1 [ el R

Lo(w,z) = P(w,y)doy =: Lup(w, ),

r |z =yl
- 1 R .
Dp(w, 1) = — /F 0, | (=8 | doy = D),

— 1 iwlz—y| o
Sp(w, z) = /sO(w,y)day =: S,p(w, 2),

rlz—y

. 1 5 etwlz—y| p ~
Kolw,z) = — —(w, oy = K,p(w, 2).
P9 = g [ O | TrPln) | doy = Ro(e,2)
Ceci définit, pour ¢ réguliere, les opérateurs E, ﬁ, S , K , ol nous omettons I'indice w afin d’alléger
les notations. Nous renvoyons a [6, 7] pour plus de détails. Nous donnons maintenant un résultat
de régularité pour les opérateurs définis ci-dessus, en utilisant la densité de C*°(I") dans H*(T').

Proposition 5 ([11]). Pour w € Cy, les extensions suivantes des opérateurs L, D, S et K sont
bornées

)

12(p
HY2(T
~1/2(p

Hl/Q(F

— H'(R’\T),
— H'(R’\T),
— H'2(I),
— HY2(I).

>®>

Nous avons alors les relations suivantes sur la frontiere I"

INRIA

{dbcche}



Une méthode d’échantillonnage linéaire dans le domaine temporel : le cas des obstacles de type Robin-Fourierll

Proposition 6 ([11]). Pour w € Cq et ¢ € H'/2(I),
(Lu€)™ = (LOT = 5uC,
front_freq} Oy (L) = (%I‘F}{w) G (11)
Ou(LuC) = (=31 + K ) ¢,
ou ()~ et (-)T désignent les traces sur T selon Q_ et Q4 respectivement.

Nous cherchons maintenant a donner des résultats de régularité pour les potentiels dans le
domaine temporel. Pour ce faire, a partir de la proposition 5 qui donne la régularité en espace,
nous aurons également besoin du lemme 3. Par ailleurs, nous aurons besoin du lemme suivant :

{relevementderi
Lemme 7. Il existe une constante C > 0 dépendant seulement de Q21 et de og telle que siw € C
vérifie Im w > o > 0, alors pour tout u € H*(Q) vérifiant Au+w?u = 0 dans Q4 , nous avons
10vull gr-1/20y < Clol (llull g1y + llwull2@y)) -
Démonstration. Nous pouvons montrer [11, Lemme 4.3] qu’il existe C' > 0 dépendant unique-
ment de Q0 telle que pour tout u € H'(24) et tel que Au € L?(Q, ), nous avons
|Ovull 1720y < C (lull ey + 1Aull2,y) -
Ici, u vérifie de plus I’équation de Helmholtz, ainsi il vient
10vull gr-1/2ry < C (llull 1y + AU 2(q,))
2
< C ([lull gy + 0 llull 2 @y))
< Clo| (llull gy + llwull2y))
en utilisant le fait que Im w > gy > 0, et ou la constante C' dépend uniquement de la géométrie
et de oy. ]
{relderivbis}
Remarque 8. Le résultat précédent s’adapte a 'identique si 'on remplace {24 par 2_ partout.
Il vient alors
{reg_temp}

Proposition 9. Sip € R et 0 > 0, les opérateurs
L: HAR, H™YX(T)) —» HE\(R, H'(RY)),
S: HY(R, HV/(T")) - HY (R, H'/*(I),
K : HY(R,H™'*(T)) — HZ (R, HV/A(T),
sont bornés.

Démonstration. Concernant les opérateurs L et S nous renvoyons & [3, Thm 4]. Pour K, on
utilise le lemme 3 : soit ¢ € HY(R, H~/2(I")). En utilisant les relations (11), nous avons

Ko= ( W(Lo)™ + 8,(Le)T) sur T.

En utilisant alors le lemme 7 et la remarque 8, nous avons

1Bl -v2ey < Cleol® (128l + 12l ) < ClP -y,

ce qui nous permet de conclure. ]
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12 Haddar, Lechleiter, Marmorat

Nous avons alors les relations suivantes sur la frontiere I', dans le domaine temporel

Proposition 10 ([6, 11]). Sip € R, o > 0 et p € HE™(R, H-V/2(I)), alors nous avons

(L)~ =(Lo)* = S¢ dans HET*(R, HY2(T)),
(L)~ = (31 + K) ¢ dans HY(R, H-Y/2(T")), (12)
Oy(Lp)t=(-3%1+ K) ¢ dans HY(R, H-V/2(T)),

ou ()~ et (-)T désignent les traces sur T selon Q_ et Q4 respectivement.

Notons que les relations (12) sont simplement I’équivalent temporel des relations (11). Re-
marquons également que les relations (12), de méme que la représentation (6) montrent que
les potentiels de simple couche sont continus au travers de la frontiere I', contrairement a leurs
dérivées normales. Nous pouvons a présent étudier en détail le probleme de diffraction (3).

2.3 Solution du probleme de diffraction

Nous étudions le probleme consistant a trouver u vérifiant

(P Opu(t,x) — Au(t,z) =0, t e R,z € Oy,
du(t,x) — a(x)owu(t,z) = g(t,z), te R,z €T,

ou v est le vecteur normal unitaire extérieur a I et g = —(8,,—01@)[@%@& telle que g(t,z) = 0 pour
t < 0 (quitte & modifier 'origine des temps, en utilisant le fait que x est & support compact),
est une fonction donnée sur la frontiere. Nous supposons que 'obstacle {2_ est lipschitzien.

Nous recherchons la solution du probléeme (P7) sous la forme d’un potentiel retardé de simple
couche sur I' (voir par exemple [12, 7]), c’est-a-dire sous la forme

u(t, ) = (Log) () = /F ‘P(t4;‘|§:;"|’y)dgy (13)

pour t >0 et x € (24, ou L est I'opérateur de simple couche.

L’équation (13) permet d’étendre = +— u(t,z) sur 2_. En utilisant les relations de saut sur
la frontiere (12), et le fait qu'une fonction u de la forme (13) est solution de I’équation des ondes
homogene pour tout ¢, nous obtenons que, formellement, u définie par (13) est solution de (P*)
si et seulement si ¢ satisfait I’équation intégrale suivante

<—;I+K> p—aSop=g.

Plus précisément, dans cette section, nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 11. Soient p € R, g € HE™ (R, H-Y/2(T")). Alors ¢ € HE(R, H~Y/2(T')) vérifie
1
My = <—21+K>4p—a5’6t<p:g (14)
si et seulement si u:= Ly vérifie (PT). Dans ce cas, u € HEP (R, HY(Q)).

INRIA
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Une méthode d’échantillonnage linéaire dans le domaine temporel : le cas des obstacles de type Robin-Fourierl3

Remarque 12. 11 convient de noter que, dans le lemme 11, si ¢ — g(¢,-) s’annule pour ¢t < T,
alors il en va de méme pour ¢ solution de (14) et u = L.

L’analyse de I’équation (14) est difficile. En effet, 'opérateur M ne rentre pas dans le cadre
des opérateurs Riesz-Fredholm, particulierement adapté pour les équations intégrales. Pour
remédier a cela, nous passons dans le domaine de Laplace pour nous ramener a une équation
d’Helmholtz, que nous étudions & 1’aide des équivalents fréquentiels des opérateurs de simple et
double couche, introduits dans la section 2.2.

Remarque 13. 1l est bien sur possible de chercher la solution de (P1) sous la forme d’un potentiel
de double couche, ou comme une combinaison linéaire d’un potentiel de simple et double couche,
en vertu de la représentation (6). Ces différents choix conduisent a des équations intégrales
différentes de (14). Les différentes approches sont détaillées dans [7]. Nous avons choisi I’'approche
la plus simple, qui consiste & chercher u sous la forme d’un potentiel de simple couche.

Il est clair que w est solution de (PT) si et seulement si (formellement) pour tout w € C,,
u(w, - ) est solution du probleme de Helmholtz

(PH) @(w,x) —iwa(x)

Dans ce contexte, de par leur structure de convolution, les relations (7) et (14) deviennent dans
le domaine de Laplace respectivement

e~ iwlz—yl
iw.0) = [ ), = (L) (0. (15)

pour z € 4 et Im (w) > 0y, et
1 N~ W
(—21 + K, — zwosz> p=g. (16)

Notre objectif est d’étudier les équations (15) et (16) et d’obtenir des estimations sur leurs
solutions, avec des constantes explicites en w, pour pouvoir revenir dans le domaine temporel et
résoudre les équations (7) et (14).

Tout d’abord, montrons que le probleme (P) est bien posé. Dans la suite de cette section, nous
fixons w € C,,.

Proposition 14. Si §(w,-) € H~Y2(T), alors le probléme (PF) admet une unique solution
u(w,-), satisfaisant de plus les estimations

[@(w, Iy < Clwlllglw, Il m-1/2

et
@, Mz < CIF@, -1y,

ou C est une constante dépendant uniquement de oy et de Q.
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14 Haddar, Lechleiter, Marmorat

Démonstration. Notons ¢ = Im w > 0 et écrivons la formulation variationnelle associée au
probleme (PJ). @ est solution de (P) si et seulement si pour tout v € H(Qy)

/ (Vi Vv — w?tp] — iw/ UV = (g,0) g-1/2 g1/2(r)- (17)
Q. r

En multipliant cette derniere relation par iw et en passant a la partie réelle nous obtenons que
u est solution de (P) si et seulement si Vv € H'(Q)

Re (iwVi- Vo — iw|w|?00) + |w|? / aRe (uv) = Re (iw(g, v)).
Q. r

En prenant v = u, la relation précédente devient
0/ Va2 + @] + |w]2/04]17\2 — Re (i0(3, 0)). (18)
Q4 r
Ainsi, si 'on note A(u,v) la forme sesquilinéaire a gauche de (17), nous avons la relation de
coercivité suivante (rappelons que nous supposons a > 0 sur I')
Re (iwA(u,u)) > amin(l,aQ)H@H%{l(QJr).

Le théoreme de Lax-Milgram nous permet alors de conclure qu’il existe une unique solution
u(w,-) € HY(24) de (17). La relation (18) nous permet alors de conclure que

o /Q IVl + wil?| < Clllglz-1 il @
.

Comme Im w =0 > gy > 0, on en déduit ’estimation annoncée. ]

Nous constatons donc que si §(w, - ) € H~'/?(T), un terme en |w| intervient dans le contréle de
la norme de la solution @ par la donnée g. Lorsque nous reviendrons dans le domaine temporel, ce
phénomene se traduira par une perte de régularité en temps entre g et u d’apres le lemme 3. Nous
montrons dans ce qui suit que la situation s’améliore si I’on impose un peu plus de régularité en
espace sur g, et si la fonction d’impédance « est minorée par une constante strictement positive.

Proposition 15. Si g(w,-) € L*(T) et si a(z) > ag > 0 pour presque tout x € T, alors le
probléeme (P admet une unique solution U(w,-), satisfaisant de plus l’estimation

—~12 o~ g\ ~ 1 .
o [ [Ivaf+wap] + i [ (o= ) @R < oo lal,
Q4 r 7))

En particulier, les estimations suivantes sont vérifiées

[(w, a0y < Cllglw, 2

et
lwu(w, )2y < Cllg(w, )2y,

ou C est une constante dépendant uniquement de oq, de ag et de Q.
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Une méthode d’échantillonnage linéaire dans le domaine temporel : le cas des obstacles de type Robin-Fourierl5

Démonstration. Nous repartons alors de la relation (18), en considérant cette fois le produit de
dualité (g,v) dans L*(T") x L?(T"). Nous obtenons

{fornvar2) o [ [V + o] + lol? [ ofal? < ol e (19)
+

Rappelons 'inégalité de Young dite “avec €” : pour tout a,b > 0 et € > (0, nous avons

2
ab < 4@ + eb?.
4e

Soit maintenant € > 0 tel que oy > 1/(4¢). En appliquant 'inégalité de Young avec € au membre
de droite de (19), nous obtenons

1

~2 ~ —~ ~ ~

o [ [Ivaf+waP] + i [ alaf < el + gl Plalkq
Q. r €

Finalement, comme a(z) > ag > 1/(4¢), nous en déduisons 'estimation annoncée en prenant

e =1/(2ap). O

Nous notons u € H'(£2,) la solution de (P), et nous revenons & I'’étude des équations
intégrales (15) et (16).

Proposition 16. L’opérateur M,, := —%I—I—I?w —iwaS,, : H-Y2(T') — H~Y2(T) est inversible.

Démonstration. L’injectivité de M, provient du caractére bien posé du probleme (P) : si
e H Y 2(T) est tel que M, = 0, alors v = Ewgp est solution du probleme P avec une donnée
au bord g = 0, ce qui implique que v = 0 dans H'(Q,) d’apres la proposition 14. Les relations
de saut (11) permettent alors de conclure que ¢ = 0.

En ce qui concerne la surjectivité, soit g € H~'/2(T). Soit v € H'(Q) la solution du
probléme (PF) de donnée Robin g (en utilisant & nouveau la proposition 14). Il est connu que
Popérateur S, : H-Y/2(I') — HY?(T') est inversible (voir par exemple [1, equation (2.7)] ou
[11]). Posons alors ¢ = (§w)_1(v|p) € H~Y2(T). Nous avons alors v = Ly dans H*(Q) et

v
ov

sur I, ce qui montre, en utilisant les relations de saut (12) que

—wav =g

1 . .
(—21 + K, — iwaSw) p=gq
dans H=/2(T).
Par ailleurs, par continuité de S ! et en utilisant les estimations de la proposition 14, il vient
lollg-12ry < Clivliaay) < Clgllag-12qmy
ou C > 0 ne dépend que de la géométrie et de w, fixé ici. O

Remarque 17. Dans le cas ou I est de classe C?7 avec v > 0, on peut montrer (voir par exemple
[5, Thm 3.6]) que S, et K,, sont bornés de L*(T) dans HY(T). On peut alors montrer que
§w,f{w : Hfl/Q(F) — H*1/2(I‘) sont compacts, ce qui implique que M, est un opérateur de
Fredholm. L’injectivité de M, suffit alors (par propriété des opérateurs de Fredholm) & établir
son inversibilité.
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16 Haddar, Lechleiter, Marmorat

Dans tous les cas, notons R,, : H~1/2(I') — H~/?(T)
1 . =N —1
R, = <—2.7 + K, — z'wosz> =M;! (20)
et P(w, ) = R,g(w,-). Nous pouvons a présent énoncer les résultats de régularité suivant.

La continuité de 'opérateur de simple couche sur la frontiere I' montre qu’en étendant la
définition (15) de w sur 2_, v = u|q_ est I'unique solution du probleme de Helmholtz intérieur
consistant & trouver v € H'(Q_) tel que

(P

w

) (A + w?)v =0 dans Q_,
v=1u® sur I,
o1, encore une fois, u¢ € HY?(T') est la trace de u € H'(Q).

Proposition 18. Nous avons les estimations suivantes

ol gy < ClolP Il ey
et
loll 20y < ClwlllEl oy

ou C' > 0 est une constante dépendant uniquement de oy et de £)_.

Démonstration. L’opérateur de trace “canonique” trp : H'(Q_) — HY?T) a pour noyau
HOI(Q_), on peut donc construire un opérateur de relevement linéaire, continu et bijectif
r: HY2(T) — H3(Q-)* tel que

tr(r(f)) = f, Vf € H/*(I)

Hy(Q) ={ue H'(Q) /

(u, ) o) ::/Q Vu-Vé +up =0, Vo € Hy(Q_)}.

Comme @ € H'(Q4), la trace de @ sur I' appartient & H'/2(T"). Ainsi il existe un releévement
w=r (ﬁ|p) € HY(Q-)* de ur dans Q_ tel que

lwll g1y < Cllall gy, (21)

ou C ne dépend que de Q_. En notant z = v — w, il est clair que v est solution de (P]) si et
seulement si z est solution de
{ (A+w?)z = —(A +w?)w dans Q_,

z= 0 sur I (22)

En utilisant la méme technique que précédemment et en utilisant le fait que w € HOI(Q_)l7 nous

obtenons que z € Hg(Q_) est solution du probleme (22) si et seulement si

/ Re (inz-W—iw|w221/)):/Q Re (i@ — iw|wP)wd), Vo € HAQ).  (23)

{Romega}
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Pour les mémes raisons que précédemment, le probleme (23) admet une unique solution z €
H}(9-), ce qui garantit donc l'existence d'une unique solution v € H(f2_) au probleme (P,).
En prenant alors ¢ = z dans ’égalité précédente, nous obtenons

o /Q (V3 + s < /Q (ol + ool

< (o] + [w)llwlz2@ ) 2l 20

Soient maintenant ¢ tel que 0 < € < 0g et A tel que 0 < A < 0g — . En appliquant & nouveau
I'inégalité de Young avec A et € respectivement aux deux termes de I'inégalité ci-dessus, il vient

U/Q [V + wzl] < (|l + [wP) [wll 2@y 2l 20

1
< |wlllwllL2@y 12l L2@y + ZE|W’4’\W||%2(Q,) + 5\W|2”2H%2(Q,)

< <4€|w| + 4)\) HwHLQ(Q_) + (5+)‘)|w| ||Z||L2(Q_)'

Ainsi, nous obtenons

1 1
o [ 19t [ st < (el + ) el

En remarquant que € et A dépendent uniquement de o, et en utilisant que Im w = o > oy > 0,
nous en déduisons que nous avons une estimation du type

Izl < Clw?llwllmo ),

ou C ne dépend que de og et de _. L’inégalité (21) fournit finalement

Il < ClwP Il ey,

ce qui donne 'estimation annoncée. O
{rem1}
Remarque 19. — En utilisant [1, Lemme 1], il est en fait possible (en choisissant un autre

relevement de Uy dans H 1(Q_)) d’économiser une demi-puissance de w dans les esti-
mations de la proposition 18. C’est-a-dire que les estimations suivantes, plus fines, sont
vérifiées )

Il < Clol? ll gy
et

1ol 22y < Clwl 2@l sz ry,

ou C > 0 est une constante dépendant uniquement de o et de €2_. Ceci permet donc de
gagner une demi-puissance en w dans les estimations ci-dessous. Cependant, pour ne pas
trop compliquer les choses, nous nous contentons d’utiliser les estimations établies dans la
proposition 18.

— La preuve ci-dessus s’adapte parfaitement si I’on considere le probleme de Dirichlet
extérieur

(A + w?)v =0 dans Q,
{ v=1u° sur I,

a la place du probleme de Dirichlet intérieur (P

) et les estimations de la proposition
demeurent, en remplagant bien sur Q2_ par €.
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Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer un résultat de régularité sur @, solution de

(16).
Proposition 20.
~ 8ig(w,-) € H Y2(T') alors nous avons ’estimation

~

[e(w, - )HH*l/Q(F) < Clwl![g(w, - )HH*l/Q(F)v

ou C' ne dépend que de og et de 4.
- Sig(w,-) € LAT) et si a(x) > ag > 0 pour presque tout v € T' alors nous avons [’estima-
tion
18, Mavry < Clool5(, ) o),

ou C' ne dépend que de oo, de ag et de ).

Démonstration. En vertu de (11), nous avons @ = d,v — 9, u¢ dans H~/2(T'). Ainsi en utilisant
le lemme 7 il vient

18(w, M g-172ry < Clowl (1ol ey + Nlwoll 2y + @l a0y + lwillz2l)) -
En combinant les estimations des propositions 14, 15, 18, le résultat s’en suit. O

Nous notons R I'opérateur de convolution associé aux opérateurs fréquentiels R,, définis par
(20), la notion d’opérateur de convolution étant définie dans le lemme 3. Formellement, R est
I'inverse de 'opérateur M défini par (14) :

1 -1
R= (—2I+K—a8tS) )

ou 0,5 est 'opérateur défini par dp = SOyp.

Proposition 21. L'opérateur R admet wune extension continue et inversible de

HEYY R, H-Y2(T)) dans HE(R, H-Y/2(T)) et de HY™(R, L3(T)) dans HE(R, H~Y/2(T)).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 3 a 'opérateur R, en utilisant les estimations de
la proposition 20. O

2.4 Conclusion

Grace au travail réalisé dans cette section, nous sommes maintenant en mesure de résoudre
les problemes de diffraction tels que (PT). Nous avons montré comment, & partir d’une donnée g
sur le bord I" de 'obstacle, construire une densité ¢ = Rg (solution de I’équation intégrale (14)),
qui appliquée a l'opérateur de simple couche sur I', fournit le champ diffracté v = Lreo = Lt Rg.

Précisément, nous avons montré qu’étant donnée g € HZ(R, H~/2(T")) (la trace Robin sur I
d’un champ incident émis depuis I';), le champ diffracté par 'obstacle u solution de (PT) vérifie
u € Hgil(R,H 1(Q)). De plus, celui-ci dépend continument de g. En terme d’opérateur, nous
avons montré que 'opérateur

LeR: HY(R,H/*(T)) » HZ (R, H'/*(,0))

est borné.

INRIA
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3 Le probleme inverse

{pb_inv}

Rappelons le probleme inverse (P, ) que nous souhaitons résoudre : connaissant les quantités

u(t,z;y), vt € RY, Vo € Ty, Yy € Ty,
reconstruire 1'obstacle €)_.

Dans cette section, nous étudions ce probleéme inverse a proprement parler. Ainsi, nous
donnons dans la premiere section deux résultats techniques qui nous seront utiles dans les sections
suivantes. Dans un deuxieme temps, nous étudions les propriétés du champ incident, vu comme
un opérateur de la surface d’émission I'; jusqu’a l'obstacle Q2_. Ceci nous permettra d’étudier
les propriétés de I'opérateur de champ proche N. Enfin, dans la troisieme section, nous donnons
un résultat clé pour la reconstruction de 'obstacle 2_ & partir de la connaissance des mesures
des champs diffractés.

Nous supposons que les surfaces d’émission et de réception I'; et T',,, sont de classe C!, et
sont chacune inclues dans des surfaces fermées.

3.1 Résultats préliminaires

Dans cette partie, nous présentons deux résultats généraux dont nous aurons besoin dans la
suite. On trouve une présentation générale ainsi qu’'une démonstration du résultat suivant dans
[8, Thm 17.2.6] ainsi que dans [4, Section 5.1].

{PCU}

Théoréme 22 (Principe de prolongement unique).
1) Soit Q un domaine de R™ et u € H*(Q) une solution de I’équation de Helmholtz

Au + =0
dans Q. S’il existe un ouvert non vide U C § tel que wy = 0 alors u =0 dans €.
2) Soit Q un domaine de R™, v C 9Q de classe C' et de mesure non nulle, et u € H?() une
solution de l’équation de Helmholtz

Au+ w?u=0
dans Q. Siuw =0 sur~y et si O,u =0 sur~y, alors u =0 dans ().

Ce résultat peut-étre vu comme une généralisation du principe de prolongement bien connu
pour les fonctions analytiques ou harmoniques. Le principe de prolongement unique prend
différentes formes. Notamment, le résultat 1) implique 2).

Par ailleurs, nous rappelons que pour w € C, la fonction

o etwlr—yl
D(xy) o ————
w ( ) y) 47T|x _ y| 9
pour  # y, est une solution fondamentale de 1’équation de Helmholtz Au + w?u = 0 dans Q.
Alors nous avons le résultat suivant
{phi_exp}

Proposition 23 ([10]). Soit z € T' et (zn)nen une suite d’éléments de Q1 telle que z, — z.
Alors nous avons

1o (- z0) 102y | =2 00
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3.2 Analyse des champs incidents

Nous étudions la relation entre le champ incident émis depuis la surface d’émission I'; et la
donnée frontiere g sur l'obstacle, caractérisant I’onde diffractée étudiée dans la section 2.3. Nous
considérons des champ incidents émis depuis I'; sous la forme d’un potentiel de simple couche
régularisé en temps LI)SZ,, défini par

@ )ta) = [ [ (= ra =it gy,

pour ¢ € H(R, H/*(T;)), (t,z) € R x (R3\ I'). Par ailleurs, 'opérateur de trace Robin T est
défini par

Tu = (Oyu — adyu)r,

ol u est une solution de I’équation des ondes dans R3 \ I'. Nous considérons L%_ comme un
T

opérateur a valeurs dans HZ(R, H!(Q)). Nous énoncons une série de résultats sur ces deux

opérateurs.

Proposition 24. Si p,s > 0, alors Lf est injectif et borné de Hy(R, H-Y(I;)) dans
H:(R, HY(Q)). De plus, trr Ly, est a image dense dans H3(R, HY2(I)).

Démonstration. Rappelons que L%iqﬁ = x* (Lr,v), V¢ € HY(R, H~Y2(Ty)). Ainsi, si L’ﬁiw =0,
alors en prenant la transformée de Laplace, nous obtenons )A(Eq\b = 0 sur C,, dans H'(Q2). Or
X € C°(R™), donc Y est bien définie et est holomorphe sur Cy (voir par exemple [13, Chapter
19]). Par ailleurs, X est non identiquement nulle (puisqu’il en est de méme pour x) et d’apres le
principe des zéros isolés, ’ensemble des zéros de ¥ est discret. Ainsi L/pz\w = 0 presque partout
sur C,. L’identité de Plancherel permet alors de conclure que Lr;v» = 0 et comme Lp, est
injectif (voir [3, Theorem 4], ou les relations de saut (12)), on en déduit que ¢ = 0, ce qui
prouve l'injectivité.

Le caractere borné de Lt : HY(R, H-Y/%(I';)) — H3(R, H'(€2)) provient de la proposition
9 et du caractere C*° du noyau de convolution x. En effet, ¥ est a décroissance rapide et
Papplication du lemme 3 montre le caractere borné de Lf : HE(R, H=Y2(Ty)) — HE(R, H'(Q))
pour tout s, p.

Pour prouver que 'image de trpL%‘i est dense dans HZ (R, H'(T")), nous prouvons que I’adjoint
de L’FCZ_ est injectif de H—(R, H~Y2(I')) dans H_P(R, H'/?(T;)). En désignant par A* ’adjoint
d’un opérateur A, nous avons

(5) = o) ()

(Le.)* o(to, z0) — / / k(t — to, 2 — 20)v(t, 2)d(t, 2)
RJT
pour (tp,xo) € R x I';.
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En effet, nous avons par exemple si f,g € L?(R),
Locs0atvie= | [ xie=nreargtoa
= [ 1) [ xtt=rigteyarar
— [ 10 <9
R

Le résultat s’en suit alors, selon le méme raisonnement que pour montrer l'injectivité de

LX. 0

(3

Pour s € R et 0 > 0, notons
X ={uec HR,H (Qy))/ Oppu — Au = 0 dans Q, }. (24) {xs}
Nous avons alors le résultat de densité suivant :
{denseL}
Lemme 25. Si ¢ € X2, alors il existe une suite (Y )nen d’éléments de HE(R, H='/2(Ty)) telle

que

L¥ bn — ¢ dans H3 (R, H'(Q)).

Démonstration. Nous savons que ¢ € X; admet une trace (;r € H;(R, H'Y2(T")). En vertu de la
densité de 'image de trp Ly : HY (R, HY/2(I;)) — H3(R, HY/2(I)), il existe une suite (¢n)nen
d’éléments de HE(R, H-Y/2(T;)) telle que

(L) . = i dans H3 (R HY/2(D).

En vertu de la remarque 19, nous avons alors

LY by — ¢ dans H3 (R, H' ().

Dénotons maintenant par 7' I'opérateur défini sur X; par
Tu = (Oyu — a(x)du) -
Nous avons le résultat suivant, de continuité de 7" sur I'espace X défini par (24)
{regularT}
Proposition 26. Pour s € R et 0 > 0, l'opérateur
T:X;— Hy *(R,H'2(I))
est borné quand X2 est muni de la norme canonique sur HS(R, H'(Q)).

Démonstration. 11 suffit, a nouveau, de passer dans le domaine de Laplace et d’appliquer les
lemmes 7 et 3. En effet, pour v € X, nous avons pour w € C,

1T w(w, I g-172(0) = 1008 = i@l -1/
< 0vtll gr-12(py + Clwlllvul] L2 (ry

< 0vull g-1/2(ry + Clwllleell oo oyl 2 ry.-

RR n°® 7835



{Lrange}

22 Haddar, Lechleiter, Marmorat

En utilisant le lemme 7, il vient alors

|1 Tu(w, ) g-1/2ry < Clwlllall g ) + Cloolllall Lo yllull gz
< ClwlP|[a(w, )l i)
11 suffit d’appliquer le lemme 3 pour conclure. ]
Proposition 27. Sip,s > 0, alors TLIXZ_ est injectif et ¢ image dense de HY(R, H=Y2(I;)) dans
H3(R,H*(I)).
Démonstration. Prouvons tout d’abord l'injectivité. Supposons que

TL{ =0 dans Hi(R, H/*(I)),

pour ¢ € HY(R, H~Y/%(T;)). Pour w € C,, notons v = @(w, ) € H!

loc

(R3). Alors v satisfait
'équation de Helmholtz homogene Av 4 w?v = 0 dans ©_, avec une condition d’impédance
homogene : 8,v — iwa(z)v = 0 sur I' = 92_. On montre alors que v = 0 dans H'(2_), car la
forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle est coercive (voir par exemple la preuve
de la proposition 14). Le principe de prolongement unique (voir le théoréme 22) montre alors
que v est en réalité nulle sur R3\I';. La condition de saut de la dérivée normale du simple couche
sur la frontiere (voir (12)) montre alors que ¥ = 0 dans HE(R, H~Y2(I;)).

Prouvons maintenant que 'image de TLifi est dense. Soit ¢ € H3(R, H ~1/2(T)). D’apres le
lemme 4, il existe une suite (¢,)nen d’éléments de HET2 (R, H=Y/2(I")) telle que

Cn — ¢ dans H(R, H™Y/2(I)).
D’aprés la proposition 14, il existe u, € H5t4(R, H'(Q2,)) tel que

Opty, — Au,=0, dans R x Q4
Oty — a(x)Oyup=C,, sur R x T,

Maintenant, d’apres la proposition 25, il existe une suite (¥, m)men de HH(R, HY/2(T;)) telle
que LE ¢ m = Un dans H: (R, H'(Q,)). Finalement, la continuité de T établie dans la
° m—00

proposition 26 nous permet d’établir que
TLﬁ.wn,m N Tu, = (¢, dans H71/2(F)).

Le fait que
Cn — ¢ dans H2 (R, H~Y%(I))

nous permet de conclure. ]

3.3 Reconstruction de I’obstacle

Notre méthode de résolution du probleme inverse initial (P,y) est basé sur la connaissance
de l'opérateur de champ proche N. Dans cette section nous montrons que

N : HS(R, H/*(T;)) —» H’(R, HY*(T,,))
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se factorisant sous la forme N = trmepRTLifi est borné, injectif et a image dense, et ce pour
tout s,p > 0.

Nous cherchons a développer une méthode de Linear Sampling sur 'opérateur N. La méthode
que nous développons repose sur le résultat suivant, central dans les méthodes type Linear
Sampling, qui nous permet de caractériser 'image de N, a I'aide d’un point d’échantillonnage
z € R3. Considérons v € C°(R) une fonction C* & support compact. Pour z € R? et 7 € R,

définissons
Yt —7— |z —2])

G2 (t,x) = =kX(t—T,2—2) (25) {phi}

4|z — z|
ou
b7t x) :=v-VEX(t — T,z — 2) (26) {phigrad}

pour t € Ret x € R?\ {z}.

Nous rappelons rapidement le principe de la régularisation de Tikhonov. Soient X et Y deux
espaces de Banach, un opérateur linéaire A : X — Y, g € Y et ¢ > 0. Nous définissons la
e-régularisée de Tikhonov de I’équation

Af=yg
comme l'unique solution f. € X de
(el + A*A) f = A%g.

Nous avons alors le résultat de convergence suivant, qui pour (z,7) € R? x R garantit 1'exis-
tence d’une pseudo-solution g, r a I’équation test Ng = ¢, . Nous pouvons alors caractériser le
comportement de z — g. , au voisinage de la frontiere de I'obstacle §)_, ce qui, comme nous le

verrons, fournit un critere pratique pour reconstruire ’obstacle €2_.
{thPI}
Théoréme 28.

1. Pour z€Q_, 7 €R et e> 0, il existe g, ,. € L2(R, H-Y2(T;)) tel que

‘L%(R,HUQ(FW)) =0, lim HgZ,T,G”L%(R,H*W(Fi)) = 00,

lim |V —
5—)0” gz ¢Z’T z—00_

et W | TLE, 6z el s (,1r-1/2(r)) < 00

2. Soit z € R3\ Q_ et 7 € R. Pour tout g, ,. € L2(R, H~'/2(T;)) tel que

lgl'(l) ||Ngz,7',5 - ¢Z,T||L3(R,H1/2(Fm)) =0,

nous avons
. X =
T LT Gzl my =172y = o0

La densité g, . peut étre choisie comme la e-régularisée de Tikhonov de ’équation Ng =

Pzyr-

Démonstration. Rappelons que 'opérateur N se factorise sous la forme N = trmepRTL%‘i, ou
le potentiel de simple couche régularisé en temps Lﬁ est défini par

@ )ta) = [ [ (= rz iy
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pour 1) € H5(R, H'/2(T;)), (t,z) € R x (R3\ I), Popérateur de trace Robin T est défini par
Tu = (Oyu — adu) p
et enfin R est 'opérateur )
R = (—;I—FK — a@tS)_ .

1. Notons que
[(LFRT) (¢Z,T‘RXQ+)] IRXT'me = ¢Z7T’RXFm (27)

car ¢, , est 'unique solution causale de I’équation des ondes ayant T'(¢, -
Robin sur R x I'.
D’apreés la proposition 27, nous pouvons approximer T'¢, , € HX(R, H -1/ 2(T)) par

rxT) comme donnée

||TL>F<1 gz,‘r,e - T¢z,7

|y -1/2(r)) S €

avec g.r. € L2(R,H 'Y?(T;)). Maintenant, la continuité de LrR : HL(R,H Y*(T)) —
L2(R, H'/2(T',,,)) (gréce & la proposition 14 et au lemme 3) montre que

INGzre — @ﬁHLg(R,HI/?(Fm)) < C’HTLﬁgsz - T¢z,THH;(R,H—1/2(F)) < Ce
pour un certain C' > 0, ce qui montre que
lg% ||Ngz;r,e - qbszHLg(R,Hl/Q(Fm)) =0.

Montrons maintenant que
zl—i>%lD 192,7,¢ll = o0

Raisonnons par I’absurde et supposons que (z,)nen € ()N soit telle que z, — z € 9Q_, et
qu’il existe M > 0 tel que

Vn € N, HLﬁgznmE

mHERH Q) < M. (28)

Alors, nous avons

”Tgbzn 5T

|-z < NTLE Gzme = Tl m-12ry) + I TLY, 9zl m-1/2(r))

c’est-a-dire
1T ¢zl 1 1720y < Cle+ M) (29)

en exploitant la continuité de T', prouvée dans la proposition 26. Dans le méme temps, nous
avons

HTQSZMTH%T},(R,H—UZ(F)) = ||au¢zn,7 - aatgz)zn,TH%I;(R’H—l/z(p))

10400 5 o ‘ —
_/ [w H8V¢zn,T_Zawﬁbzn,THHfl/%F)dw
io—

iotoo 5
2/ 162,,7 ‘Hl(QJr)dw’
(2

ag—0o0
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Une méthode d’échantillonnage linéaire dans le domaine temporel : le cas des obstacles de type Robin-Fourier25

en vertu de (27) et de la proposition 14. Or ¢, . est la convolution en temps de x(- —7) et de
k(-,-—z,), donc

10400

1T ¢z 7l 2y -1/2(r)) 2 / e TR @)@ (- =20) | 11102y A,

10 —00

ol () = e™I*| /47|2| est une solution fondamentale de 'opérateur de Helmholtz A 4 w?. Or,
d’apres la proposition 23, nous avons

1w (- =2n) [l 102y ) = 00

quand z, — z.
Or x est a support compact, donc ¥ s’annule sur un ensemble au plus discret de points. Le
lemme de Fatou montre maintenant que

10+00 )
linrr_1>i£f 1Tz 1721y = /Z‘U_Oo le™" T X(w)| linrr_1>ioréf [P (- —20) | 1 (2 ydw = 00,
ce qui contredit (29). Ainsi
LT, Gzn rell 3 o 0ny) =2 00

La continuité de Ly : LZ(R,H V(1)) — H3(R, H'(Q2_)) implique que

19z 7ell L2 R E-12(0,)) =2 00

n—oo
2. Considérons la e-régularisée de Tikohnov g, .. € L2(R, H~Y/%(T;)) de I’équation
Ng = ¢z,r
c’est-a-dire I'unique solution de I’équation
(eI + N*N)g=N"¢, -.

A partir de résultats classiques sur la régularisation de Tikhonov (voir par exemple [5]), nous
savons que ¢, r . minimise la fonctionnelle

Jz,e(g) = ”Ng - ¢Z,T||ig(R’H1/2(Fm)) + E”g|’%g(R7H—1/2(Fi))-
Ainsi, Vg € L2(R, H'/%(T';)), nous avons

HNgz,T,e - ¢z,7

’ig([&Hl/Q(Fm)) < Jz,e(gz,r,e)
< Jael9) = [Ng — ¢z

2 2
’Lg(R,Hl/Q(Fm)) + GHgHLg(R,H—l/Q(Fi)) .

La densité de I'image de N implique que le premier terme du membre de droite peut-étre rendu
aussi petit que souhaité. Ainsi

lg% HNgz,T,e - ¢Z,T||L(2,(R,H1/2(I‘m)) = 0. (30) {cv_fort}
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Il nous reste a montrer que
: X _
U [[TLE, gz r.ell prp vy rr-172(ry) = 00
Pour ce faire, nous montrons d’abord que

1LY, 9z el 2 (1 () 2 OO
ce qui nous permettra de conclure en utilisant la continuité de Lf : L2(R,H V(1)) —
H2(R, H'(Q2_)). Soit (€,)nen une suite de nombres réels strictement positifs tendant vers 0,
et supposons qu’il existe M > 0 tel que

ILE. 92 7enll 2 (R, 1 (202 )) < M.

Alors & une extraction pres, v, = Liﬁi Gz 7, converge faiblement dans HZ(R, H(2_)) vers un
certain v € H2(R, H*(Q2_)). Posons

w= LrRTv € LA(R, H*(Q)).

Comme v, — v dans H2(R, H'(Q_)), nous avons Ng, ,., — w dans L2(R, H'/?(T,,)). Ainsi,
w = ¢, , dans L2(R, H'/?(T,;,)), en vertu de (30). Ainsi, les transformées de Laplace coincident :
w = QEZ,T dans HY 2(Ty), pour tout w > ¢. En utilisant maintenant le fait que le probleme de
Dirichlet extérieur pour ’équation d’Helmholtz admet une unique solution (voir proposition 14)
et le principe de prolongement unique (voir le théoreme 22), nous en déduisons que w = 5277
dans H*(Q) \ {z}. Cependant, QEZ,T posséde une singularité d’ordre 1 en z tandis que @ est H'
au voisinage de z, ce qui constitue une contradiction.

Ainsi, nous avons

1LY, 9z renll 2@ 1000y =2 00

Nous en déduisons alors que

ITLE, 9z m.en | (R -1/2(0)) =2 00

par coercivité de T', prouvée dans la proposition 14. O

Notre méthode de reconstruction consiste ainsi & calculer, pour z € R3, gzre €
L2(R, H-Y2(I})) tel que
NGz — ¢Z7THL§(R,H1/2(Fm)) <e

et a tracer z > g(2) = 1/|(g:7.cll g1, g-1/2(r))- En vertu du théoréme 28 et par un argument
de continuité, quand e est suffisament petit, nous aurons, moralement, g(z) trés petit quand
z ¢ Q_, et g(z) “significatif” quand z € Q_. Ainsi, nous disposerons d’une image de ’obstacle
Q_.

Par ailleurs, le théoreme 28 assure que g. . peut-étre calculé comme étant la régularisée de
Tikhonov de

Ng = ¢z,7

quand z ¢ €_, mais ne nous indique rien quand au calcul effectif de g, . quand z € Q_.
Cependant, de maniere empirique, nous prolongeons ce calcul quand z € 2_.

INRIA



Une méthode d’échantillonnage linéaire dans le domaine temporel : le cas des obstacles de type Robin-Fourier27

4 Application numérique

{resnum}
Dans cette section, nous décrivons la mise en place d’un algorithme permettant de résoudre

le probleme inverse. Pour simplifier, nous travaillons dans R2, avec un schéma aux différences
finies pour le probleme direct. Ainsi, toutes les simulations que nous présenterons traiteront des
obstacles polygonaux, ayant leurs cotés paralleles aux axes (Ox,Oy). Dans un premier temps,
nous décrivons I'implémentation numérique de notre algorithme d’inversion. Nous présentons
ensuite quelques résultats numériques. L’algorithme de résolution du probleme direct, qui fournit
les données du probleme inverse (une approximation discrete de l'opérateur de champ proche
N)., est présenté en annexe.

4.1 Le probleme inverse : mise en place de l’algorithme, reconstruction de
I’obstacle.

Discussion sur le choix du second membre En pratique, lorsque ’on cherche & recons-
truire des obstacles de type Dirichlet, I'application du théoreme 28 fournit des résultats sa-
tisfaisants. Cependant, lorsque nous cherchons a reconstruire des obstacles de type Robin, si le
résultat de convergence donné par le théoreme 28 est toujours valide, les résultats numériques ne
sont pas satisfaisant. Une fagcon d’améliorer la reconstruction consiste a calculer la e-régularisée
de Tikhonov g, , . de

ngz,T,ll =V v¢z,77 (31) {gnu}

ol ¢, , est défini par (25) selon

¢z,r(t,$) — ’Y(t_T — |.%' — Z|)

dr|z — 2|
Nous appliquons le théoreme 28 pour les fonctions g, , . En considérant alors

G2) = max gzl (32) {gd}
veSd—1

et en tragant z — 1/G%(z), nous obtenons une seconde image du domaine de calcul. La question
se pose alors du calcul effectif de ce max. Par linéarité, nous avons

G¥(2) = max|v.(g2 . g2.)|

ol g7 ¢ = gz,(1,0), €t 9Ze= 9=,(0,1),c sont les deux solutions de (31) associées aux polarisations v
orientées selon les axes du repere. Or, en notant v = (v1,15)7, nous avons

2
VI =1 Pllg2 P + o2 Pllg ll + 2010292 . 92,

= (Az,eV7 V)

T Y
v (9% 92

T |2 T Y
A — ”gz,eH (92,579276) ) 33 Gram
o= (i s (33) - {Gran)

est la matrice de Gram du couple (g2, g7). Ainsi

G4z) = VA(2)

ol A(z) est la plus grande valeur propre de A, . (qui est une matrice symétrique positive).
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Mise en place de P’algorithme La résolution numérique du probleme direct nous fournit la
donnée

Nous construisons alors une approximation discrete Ny de I'opérateur de champ proche N
Nd . RNZ'XNT — RNmXNT

de la fagon suivante

(Ndcp) (]7”) = Z ZU(Tj,tn,m;ei)QD(Z.,n) (34)

0<m<n 1
Nous utilisons 'algorithme suivant :

1. Calculer les M plus grandes valeurs singulieres de Ny (0;)1<i<m, ainsi que les vecteurs sin-
guliers correspondant (¢;)1<i<nm, (fi)1<i<m (chacune des deux familles formant un systeme
orthogonal), ce qui signifie que nous avons une représentation des opérateurs Ng et N}
sous la forme

M
Na(g) =Y _oi (g, f:) ¢i,
=1

M
Nji(g) = _oi(g, %) fi-
i=1

2. Normaliser en norme L? les fonctions tests .7+ et V. -. Fixer un décalage en temps
7 et évaluer les e-régularisées de Tikhonov g. -, g7 . et g% des équations Nyg = ¢, -,
Nag = (1,0)1- V¢, ; et Nyg = (0,1)T- V¢, . respectivement, selon

M
O , O
9z = E Z((pZﬂ— fl)fz

o
— €+ o;

pour z parcourant une grille réguliere maillant le domaine de calcul. Le calcul de g7 . et
g seffectue selon la méme formule, en ajustant le second membre.

3. Assembler la matrice de Gram A, . de g7 et g% selon (33) et calculer sa plus grande
valeur propre A(z). Calculer G4(2) = max,cgi-1 ||gzvell = \V/A(2) et G(2) = ||ga.||. Tracer
2z = max([|Glloe/G(2), |Gl 00/ G (2)).

Il est possible de fixer la valeur de € & I’aide du principe de Morozov [14, 18]. Cependant, cette
opération est couteuse en temps de calcul, et doit étre réalisée pour chaque point z. En pratique,
le fait de calculer la décomposition en valeurs singulieres de Ny a 'ordre M revient a réaliser
une troncature du spectre de Ny, et nous pouvons alors prendre ¢ = 0. Nous gagnons alors en
temps de calcul, la contre partie étant que nous ne disposons pas de controle sur la norme de
9z,7-

Nous discutons la pertinence de I'indice z — max(||G|loo/G(2), |G00/G%(2)) apres avoir
exposé les résultats numériques. La normalisation par |G|/« est nécessaire pour pouvoir com-
parer les deux quantités G(z) et G%(z). Une telle discussion est par ailleurs effectuée dans [2].
En particulier, dans cette article, les auteurs s’intéressent a la valeur vy de v qui réalise le
maximum dans (32). L’observation semble indiquer que quand z est proche de la frontiere T,
tout en étant a I'extérieur de €2_, vyax devient proche de la normale locale a I'.
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4.2 Résultats numériques

Dans les exemples numériques qui suivent, nous choisissons

d
x(t) == sin(4t)e1-6(t=3)°
comme impulsion temporelle pour les ondes incidentes, ce qui correspond & signal de fréquence
4 et a une longueur d’onde de 27 /4 ~ 1.6.
{fig_chi}

Hity

FIGURE 2 — L’impulsion ¢ +— x/(¢) utilisée dans les simulations.

Nous cherchons & mettre en évidence la capacité de l'algorithme & détecter des obstacles
avec des conditions de bords mixtes. Dans les exemples présentés ci-dessous, les étoiles bleues
représentent les émetteurs/récepteurs, le domaine délimité par les pointillés noirs est la région
d’échantillonnage, c’est-a-dire la région ou nous cherchons a reconstruire I'obstacle 2_. Les
traits noirs délimitent les composantes connexes de ’obstacle. Nous précisons qu’afin de tester
la robustesse de ’algorithme, nous rajoutons un bruit de 'ordre de 1% aux données.

Dans 'exemple représenté dans la figure 3, I'obstacle €)_ est constitué de 3 composantes
connexes, chacune d’entre elles étant soumises & une condition au bord de nature différente
(Dirichlet, Neumann et Robin). Nous utilisons 2000 valeurs singulieres pour la reconstruction.
Nous rappelons que la figure 3 est obtenue en prenant le max des deux figures 4(a) et 4(b).
Comme nous le constatons, l'indice z — 1/G(z) nous permet de repérer précisément les obstacles
de type Dirichlet, tandis que Iindice z — 1/G%(2) nous permet de repérer les obstacles de type
Neumann.

Dans l’exemple représenté figure 5, nous testons un obstacle avec condition mixte Neu-
mann/Dirichlet. Nous utilisons 1000 valeurs singulieres pour la reconstruction. Nous observons
le méme phénomene que pour la simulation précédente : I'indice z — 1/G(z) nous permet de
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lsovaleurs de max{1/G{z),1 .I’Gd(z))

* * #* * #* #* * *
na
2EF# *
0a
* #*
2t 407
* #* H06
151
* * —0.5
r 0.4
* *
03
O5F# *
0z
* * #* * #* #* * *
0 .
] 0.5 1 15 2 25 3

FI1GURE 3 — En haut a droite, 'obstacle est de type Dirichlet, en bas a droite, 'obstacle est de
type Robin avec une impédance constante a = 0.5 et en bas a gauche 1'obstacle est de type

Neumann. La reconstruction est effectuée avec 2000 valeurs singulieres. {3obstacles}
. lsovaleurs de 1/5(z) laorvaleurs de 1/G%z3
* * * * * * * * ! ! * * * * # # # *
05
0.9
251+ * 25F% *
07
0.5
* * * *
2r 0.7 2 06
* * 06 * * s
15F 15F
+ + 0.5 * +
04
1| 0.4 1
* * * #*
0.3
0.3
05F+ * 05F# *
0.2 0.2
* * * * * * * * * * * * * * * *
1] 0.1 i}
o 05 1 15 2 25 3 o as 1 15 2 25 3
(a) (b)

FIGURE 4 — 4(a) : les isovaleurs de z — 1/G(z), 4(b) : les isovaleurs de z ++ 1/G%(z).

repérer précisément les obstacles de type Dirichlet (le rectangle en haut & droite), tandis que
Iindice 2z + 1/G%(z) nous permet de repérer les obstacles de type Neumann (le L en bas &
gauche).

Comme nous le constatons, la qualité de la reconstruction est satisfaisante, dans le cas d’obs-
tacles avec des conditions mixtes. Notons cependant que notre algorithme d’inversion est couteux
en temps de calcul. D’une part, dans les cas ol I'obstacle est composé de plusieurs composantes
connexes, le signal obtenu en entrée du probleme inverse contient “beaucoup” d’information,
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lsovaleurs de max{1/G{z),1 .I’Gd(z))

* * * * * * * *
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* #* 06
15F
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r 0.4
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0.3
05F# *
oz
* * * * * * * *
0 .
i} 05 1 15 2 25 3

FIGURE 5 — L’obstacle a deux composantes connexes : le L est soumis a une condition de type
Neumann et le rectangle a une condition de type Dirichlet. {L_neum}
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FIGURE 6 — 6(a) : les isovaleurs de z + 1/G(z), 6(b) : les isovaleurs de z — 1/G%(2).

et il nous faut calculer un grand nombre de valeurs singuliéres pour obtenir une reconstruc-
tion satisfaisante de ’obstacle. D’autre part, lors du calcul des valeurs singuliéres de I'opérateur
Ny, il nous faut évaluer un grand nombre de fois le produit matrice-vecteur Nyp, selon (34).
Cette opération est, a priori, Nt fois plus longue dans notre cas (en temporel) que dans le cas
fréquentiel. Une fagon d’améliorer la situation consiste a évaluer la convolution dans (34) a l'aide
d’une transformée de Fourier rapide.

Dans 'exemple de la figure 7, nous mettons en évidence le fait que si la distance entre les
différentes composantes connexes de ’obstacle est trop petite, la reconstruction est quelque peu
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altérée.

Isovaleurs de max1/G(z )1 IGd(z))

* * #* * #* #* #* #*
[R:]
25 % *
0a
* *
atb 07
* * 06
15F
* * —40.5
r 0.4
* *
03
05 # *
oz
* * * * * * * *
0 .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

FIGURE 7 — L’obstacle a deux composantes connexes, de type Robin-Fourier : le rectangle en
haut a droite possede une impédance o = 0.15, le rectangle central une impédance oo = 0.2. La
reconstruction est effectuée avec 2000 valeurs singulieres.

Par ailleurs, si I'on constate que pour certaines valeurs de 7 (dans nos exemples, 7 < 2 et 7 > 8),
les reconstructions sont de mauvaise qualité, pour 2 < 7 < 8, la qualité des reconstructions ne
semblent pas varier (nous avons 7 = 3.5 dans les simulations ci-dessus).

Nous terminons cette section en donnant des exemples dans le cas d’une ouverture limitée,
c’est-a-dire dans le cas ou nous ne disposons d’informations que sur une partie du bord du do-
maine de calcul. Dans ce cas, il apparait que les méthodes d’échantillonnage linéaire dans le
domaine fréquentiel rencontrent des difficultés a reconstruire ’obstacle. Comme nous la consta-
tons sur l'exemple de la figure 8, nous parvenons a des résultats corrects, dans le cas ou les
émetteurs/récepteurs sont disposés sur une partie du bord du domaine de calcul seulement
(nous rappelons que les étoiles bleues représentent la position des émetteurs/récepteurs). Bien
sur, la qualité de reconstruction de ’obstacle est meilleure sur la partie orientée vers le bord
éclairant (direction sud-ouest ici). On constate aussi sur les figures 9(a) et 9(a) que si l'indice
1/G(z) permet de détecter la position de 'obstacle avec précision (il y a tres peu de bruit sur
I'image 9(a)), I'indice 1/G%(z) permet de trouver avec précision la forme de I'obstacle.

Nous réalisons la méme exprérience avec un obstacle de type Neumann cette fois. Ici, seul
Iindice 1/G%(z) est pertinent, et I'indice 1/G(z) donne de mauvais résultats. Ceci est dii & la
pietre qualité des données (éclairage partiel).
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Isovaleurs de max(1/G(23, 1 /G Y2y

25 %

05F#

FIGURE 8 — L’obstacle a deux composantes connexes, de type Dirichlet. La reconstruction est
{artitot} effectuée avec 500 valeurs singulieres.
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FIGURE 9 — 9(a) : les isovaleurs de z + 1/G(z), 9(b) : les isovaleurs de z — 1/G%(2).

5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons exposé une méthode d’échantillonnage linéaire pour les
problemes de diffraction dans le domaine temporel. Nous avons montré que nous sommes en
mesure de reconstruire des obstacles de type Dirichlet, Neumann et Robin, ainsi que des obs-
tacles avec conditions mixtes. En ce sens, nous avons généralisé le travail effectué dans [3]. Par
ailleurs, nous avons également étendu ce travail au cas ou les signaux temporels associés aux
ondes incidentes sont a bande limitée.

Une des suites possibles de ce travail serait d’étendre cette méthode d’échantillonnage linéaire
dans le domaine temporel aux problemes de diffraction pour les ondes électromagnétiques, c’est-
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Isorvealeurs de 10G(z) Isoeealeurs ce M‘Gd(z)
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F1GURE 10 — L’obstacle a deux composantes connexes, de type Neumann. La reconstruction est
effectuée avec 1000 valeurs singulieres. 10(a) : les isovaleurs de z — 1/G(z), 10(b) : les isovaleurs
de z — 1/G4(2).

a-dire au cas des équations de Maxwell. Il pourrait également étre intéressant de porter le travail
numérique au cas de la 3D.

Pour ce qui est de la méthode elle-méme, nous avons pu voir que l'indice z — 1/G(z) nous
permet de reconstruire les obstacles de type Dirichlet, tandis que z — 1/ Gd(z) est pertinent
pour les obstacles de type Neumann, et pour les obstacles de type Dirichlet dans le cas d’un
éclairage partiel du domaine de reconstruction. Si, dans les exemples numériques, nous parve-
nons a reconstruire des obstacles de type Robin-Fourier, nous ne parvenons pas a ’expliquer
formellement. Rappelons que, pour retrouver les obstacles de type Neumann, nous introduisons
I’indice

G(2) = max | (g2, g2
vest
avec l'idée que, au voisinage de 'obstacle I, la valeur de v qui réalise le maximum est fortement
liée a la normale a I'. Ce phénomeéne est mis en évidence dans [2]. Pour reconstruire des obstacles
avec condition de Robin-Fourier, nous avons essayé plusieurs indices basés sur la méme idée, par
exemple

H(z) = max|[v.(gz,7, 9%.e: 92,6 |
ves?

(aprés normalisation des 3 fonctions g, g% et g¥) mais sans résultat concluant.

Finalement, l'indice z — G(z) semble devoir étre étudié avec méfiance : il n’ajoute rien a la
qualité de reconstruction lorsque nous cherchons a reconstruire des obstacles de type Neumann,
et 8'il semble “muet” lorsque I’éclairage est total (voir 'exemple de la figure 4(a)), il montre des
signes d’instabilités lorsque I’éclairage est partiel (voir figure 10(a)).
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Annexes : Résolution du probleme direct, acquisition des
données.

Nous considérons le probleme (P1) pour le champ diffracté u par 'obstacle

Opu(t,z) — Au(t,x) =0, (t,x) € R x Q4
(PT) u(t,r) =0, t <0,z € Qy
Ou(t,x) — a(x)owu(t, z)=g(t,z), (t,x) e R xT

Nous cherchons a obtenir une approximation de 'opérateur de champ proche N. Ceci revient a
obtenir une approximation de u solution de (P*) sur RT x I',,, pour toute onde incidente. En
réalité, pour calculer le champ diffracté u, nous résolvons le probleme pour le champ total u!

Opul (t, ) — Aut(
(Ptot) tE

t,x) = f(t—7)0(z —vy), (t,x) e R x Q4
u(t,x
dyut(t,z) — alx)Owu

(t, ) ,(, )ERXF

afin d’obtenir une approximation de u! sur RT x I',,, pour tout y € I';, f étant la source
temporelle. Il suffit alors de poser u = u’ — u’, o1 u est le champ incident (solution de (P%?") si
l'on 6te Pobstacle Q_), pour obtenir 'approximation de u désirée.

Pour la discrétisation du probléme en temps, nous fixons un temps maximum 7" > 0 pour les
simulations, ainsi qu'un entier Ny. Nous nous donnons une discrétisation uniforme (t,)1<n<n;
de [0,T1], avec Ay = T/Np comme pas de temps. En espace, nous travaillons sur un rectangle
Q= 1[0,a] x [0,b], discrétisé par une grille uniforme Qy = {(z4,y;), 1 <7 < N, 1 < j < Ny,
de pas h = (Az, Ay), avec Az := a/N,, Ay := b/N,. Par soucis de simplicité, nous supposons
que I' est maillé par €2, c’est-a-dire que €2; contient une subdivision de I'.

Nous discrétisons la surface d’émission des ondes I'; par un ensemble fini de points {e;, 1 <
i < N;} C T et la surface de mesure T, par {r,,, 1 <m < N,,,} C T';;, (e et r pour source et
récepteur). Pour résoudre le probléme (P'!) numériquement, nous utilisons un schéma de type
saute-mouton. Nous introduisons la vitesse et la pression

V= 8tut, w = Vul = (w1,w2)T

Nous allons calculer une approximation de v sur €25, et nous allons utiliser deux nouvelles grilles
sur lesquelles nous allons calculer respectivement w; et ws. Plus précisément, nous allons calculer
wyp sur

et wy sur
0 = {(xi,y; +Ay/2), 1 <i < Npy 1<j < Ny}
(voir figure 11). Comme nous le verrons dans la suite, ceci apporte de la précision au schéma,

tout en gardant une certaine simplicité dans 1’écriture.

-Le schéma de propagation Oublions temporairement le terme source dans (P*"). Nous
avons Oyu' — Aul = 0, ce que nous pouvons réécrire

v —divw =0 (35) {pressvit}
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FIGURE 11 — Représentation des maillages en espace sur lesquels sont discrétisés v et w. 2y, en
noir, Q}l en rouge et Q,QZ en bleu. {maill}

Nous avons par ailleurs une condition de compatibilité entre v et w (commutation des dérivées
en temps et en espace) dyw = Vdyu ce que nous pouvons réécrire

Ow = Vv (36) {compderiv}

En notant
/UZj:v(tnv (ﬂfi, y]))

W7 H > = (b + At/2, (2 + Az /2,55))

n+1/2
@O 12 s (b + AL/2, (w1, y; + Ay/2))

nous discrétisons les équations (35) et (36) selon le schéma

+1 (1), n+1/2 (1), nt1/2 (), nt1/2 _(2) n+1/2
(schemav} Uiy~ Vi _ Yy Wi1/2, n Wij+1/2 Wij—1/2 (37)
At Ax Ay
1) n+1/2 1) . n—1/2
( )wz’+1/2,j — )wi+1/2,j _ Vi1 T Yy
{schemaw1} At = Ax (38)
(2)qy"F1/2 _(2) oy 1/2 o — T
{schemaw2} T R W“Ay ) (39)
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Ce schéma est explicite, centré en temps et en espace (c’est 'intérét de calculer v, w; et wq sur
3 grilles différentes), stable sous la condition CFL

NP

V2
et précis a ’ordre 2.

En ce qui concerne la source, il est équivalent de la traiter comme un second membre dans
I’équation (37) ou de la superposer ponctuellement. Ainsi si nous traitons la k-éme source,
1 <k < Ny, il nous faut rajouter la condition (d'un point de vue algorithmique)

Vi = Ui+ f(tn—7) (40)

i?j =

si er, = (24,y;) (si I'’émetteur a pour coordonnées (x;,y;)).
Enfin, il nous faut traiter la condition sur le bord de I.

-La condition d’impédance La condition d,u'(t,z) — a(z)oul(t,x) = 0, (t,z) € R x T
s’écrit

v.w—av=0sur (41)

Etant donné que les cotés de I' sont paralleles aux axes du repere, le terme v - w vaut soit wy,
soit wy. Nous discrétisons I’équation (41) aux pas de temps ¢, +A;/2. En conservant le caractere
centré de notre schéma, nous obtenons

o™+ Un—i—l

wn+1/2 N

V- sur I'

Il nous faut maintenant discrétiser cette équation en espace. En centrant notre discrétisation sur
()3, nous obtenons

n+1/2 n+1/2 4
/2 T Wigoye o Vig Uy
2 Y2
ou wz;;l/Q = ((1)102:;17]/-2,(2) wlnjia/z) En utilisant (37), il vient
1) n+1/2 1) . n+1/2 2) n+1/2 2) n+1/2
y. (wn+l/2 4 ) — 20 4 ( )wi+1/2,j = )wi71/2,j . ( )wi,j+1/2 ! )wi,j71/2
i 1/2 T Yig,—1/2 A By Az Ay

(42)
Cette équation se traite simplement dans le cas ou le noeud (z;,y;) n’est pas un coin de T’
(c’est & dire, dans le cas ol (z;,y;) appartient & un seul c6té de I'). En effet, dans ce cas, selon
l’orientation de v, I’équation précédente permet de mettre a jour w du coté intérieur a I'. Par
exemple, si nous traitons un coté de I' tel que v = (1,0)7 le long de ce coté, (42) devient

n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
" B i+1/2,5 - i1/25 (2)wi,j+1/2 - Wi j-1/2
J Ax Ay

1) n+1/2 1) n+1/2
( )wi+1/2,j +! )wi—l/Q,j =i | 205 +

Comme v = (1,0)T, le noeud intérieur & T' est le noeud (z; — Az/2,y;), cest a dire qu'il faut
c 12 N , . , . . 4. . n+1/2

considérer la derniere équation comme une équation linéaire en I'inconnue (1)wi_1 /2 I soluble de

maniére unique. Ce raisonnement permet d’imposer (42) sur “I'intérieur” des cotés de T'.
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Il nous faut maintenant traiter les coins, c’est-a-dire le cas ot (x;,y;) appartient a deux cotés
de I' (voir figure 12). La différence avec le cas précédent, quand le nocud traité se situe sur un
seul coté de I', provient du fait qu’il nous faut a présent mettre a jour simultanément deux
quantités : dans 'exemple de la figure 12, les deux quantités (1)w?++11/22,j et (2)w:j+_11/?2 doivent

étre actualisées.

[ [
I I
I I
‘ o : +1/2
\ 2),,n+1/2 \ (2) 1
i ( > 3 7+1/2 ‘ ’L+1«,J“F1/2
———————————— e R i s LT LTS
I
|
Vyy = QO, 1)
(1),,nt1/2 n
| Wig1)2,5 Vit
(2) 4y F1/2
ij+1/2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, °
(1) n+1/2
i+1/2,5—1

FIGURE 12 — Le cas d’un coin : une partie y; Uy de I' en trait noir épais, l'orientation étant
donnée par v, et vy, : I'extérieur de I' est au nord-ouest.

Dénotons par 71 et y2 les bords de I' correspondant a v, < 0 et v, > 0 respectivement.
En développant (42) le long de 7, et de 7, respectivement nous obtenons le systeme linéaire de
dimension 2 suivant

n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2

_ (l)wn+l/2 +(1) wn+1/2 —a; ;207 + M Wit1/2,5 (1)w1 V24 4 (Q)Mi,j+1/2_(2)wi,j—1/2
i+1/2,5 i—1/2,5 ) %I 1,J Az Ay

n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2

(g)wn+1/2 +(2) wn+1/2 = . 2/1)71 4 M 1+1/2] - i—1/2,5 + @w z j+1/ 2—(2)1121] 1/2
1,j+1/2 i,j—1/2 T %] 1,J Az Ay

(43)
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ye (1),,n+1/2 (2), n+1/2 \T
en I'inconnue ( Wit /25 wm.il/Q)

;g ;g 1 n+1/2
“1-2F Ay ( )wi+1/2,j _ B
a o lrar J\@ul, )

Y 1,j—1/2

A

. Réécrivons ce systéme sous forme matricielle

olu le second membre B se déduit facilement du systeme précédent. Nous avons

1 1

ce qui montre que le systéme (43) admet une solution unique pour toute impédance o > 0, la
solution admettant une expression analytique puisqu’il s’agit simplement d’inverser une matrice
d’ordre 2. Ce raisonnement s’adapte a tout type de coin (un coin étant déterminé par ’orientation
des deux cotés de T le constituant, c’est-a-dire par les deux vecteurs sortants 7, et v2) de maniére
générique. Nous ne présentons pas les calculs dans le cas général, I’exemple développé ci-dessus
étant représentatif de la marche a suivre et les notations relativement lourdes (dans le cas ou
I'on s’abstrait de 'orientation du coin).

Finalement, notons que le cas ou I' est soumis & une condition de Neumann se déduit facile-
ment du cas Robin-Fourier puisqu’il suffit d’appliquer la méme démarche avec a = 0, le systeme
(43) devenant alors découplé, c’est-a-dire que la matrice A est diagonale.

Remarque 29. Nous n’avons pas présenté ’analyse du cas ou I' est soumis a une condition de
Dirichlet, celle-ci étant effectuée dans [3]. Précisons cependant que celle-ci se traite facilement
d’un point de vue numérique puisqu’il suffit d’imposer v{fj = 0 sur I'. Ainsi nous sommes en
mesure de traiter des conditions mixtes, c’est-a-dire le cas ou I' = I'p UT'yy U I'g est soumis a
une condition de Dirichlet sur I'p, de Neumann sur I'y et de Robin-Fourier sur I'g, ou chaque

frontiere délimite un ouvert borné.
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