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❆❜str❛❝t✿ ❲❡ st✉❞② t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❡♣❧✐✲
❝❛t❡❞ s②st❡♠✿ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭●P❘✮ ❛♥❞ s♥❛♣s❤♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✭❙■✮✳ ❲❡
♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❚♦ s✐❞❡ st❡♣ t❤✐s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥
✭◆▼❙■✮✳ ◆▼❙■ r❡t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❙■✿ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❛❧✇❛②s ❝♦♠♠✐t✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ♥❡✈❡r ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t✳
❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ●P❘ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ◆▼❙■✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❢❛st❡r ❛♥❞✴♦r ❝♦♥t❛❝ts ❢❡✇❡r r❡♣❧✐❝❛s t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠s✳

❑❡②✲✇♦r❞s✿ ♦♥❝✉rr❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧✱ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ r❡♣❧✐❝❛t❡❞
❞❛t❛❜❛s❡s✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

∗ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❆◆❘ ♣r♦❥❡❝ts Pr♦s❡
❛♥❞ ❈♦♥❝♦r❞❛♥t✳
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❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥

❘és✉♠é ✿ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ét✉❞✐❡ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ré♣❛rt✐s tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧s✿ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❛✉✲
t❤❡♥t✐q✉❡ ✭●P❘✮✱ ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✭❙■✮✳ ●P❘
s♣é❝✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❚✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ré♣❧✐q✉❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❛❝❝é❞é❡s ♣❛r ❚ ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙■ ❞é✜♥✐t q✉❡ t♦✉t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
❞♦✐t ❧✐r❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t q✉❡ ❞❡✉① tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t é❝r✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés
s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡
♥♦♠♠é ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✭◆▼❙■✮✳ ◆▼❙■ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❙■
❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ●P❘✳ P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ♣r♦♣♦s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♣r♦✲
t♦❝♦❧❡ ❛✉t❤❡♥t✐q✉❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ◆▼❙■✳ ❆✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ré♣❛rt✐s
tr❛♥s❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡♥ ❧❛t❡♥❝❡ ❡t✴♦✉ ❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré♣❧✐q✉é❡s✱ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥✱ ♣r♦t♦❝♦❧❡s
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦❞❡r♥ ❞❛t❛ st♦r❡s r❡♣❧✐❝❛t❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✳ ❋✉❧❧
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡ ✇❡❧❧ ❛s ❡✈❡r② r❡♣❧✐❝❛ ♠✉st r❡♣❧❛② ❡✈❡r② ✉♣❞❛t❡✳
P❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ s❝❛❧❡ ❜❡tt❡r✳

▼❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤♦✇❡✈❡r✱ st✐❧❧ r❡❧② ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❝♦♥s❡♥s✉s ❢♦r ❜♦t❤ r❡❛❞ ✭t❛❦✐♥❣ s♥❛♣s❤♦ts✮ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇❡❧❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
✉♥❞❡r ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✶❪✱ ♦♥❧② r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛❦❡ st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ●❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭●P❘✮ ❧❡✈❡r❛❣❡s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦❢ ✇♦r❦❧♦❛❞s✳

❆♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r t❤❛t ❧✐♠✐ts s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✳
❙♦♠❡ ■♥t❡r♥❡t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❛❝r✐✜❝❡ str♦♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❝✐r✲
❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❈❆P ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❬✷❪ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✮ t♦
❡♥s✉r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s str♦♥❣ ♦❜❥❡❝t s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❙♥❛♣s❤♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥
✭❙■✮ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❞❡r ❙■ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❡✛♦rts✱ ❙■ s②st❡♠s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❤✐st♦r✐❡s✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ ❙■✳ ❖✉r ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❙■✿

❼ ◆♦ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❛❜♦rts✱
❼ ❊✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s♥❛♣✲
s❤♦t t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱

❼ ❚✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♥❡✈❡r ❝♦♠♠✐t
❜♦t❤✱ ❛♥❞

❼ ❙♥❛♣s❤♦ts t❛❦❡♥ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠ t❤❛t s✉♣♣♦rts ●P❘✱
❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✐t❤❡r t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s♥❛♣s❤♦ts✱ ♥♦r str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t
s♥❛♣s❤♦ts✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥
❝❛❧❧❡❞ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✭◆▼❙■✮✳ ◆▼❙■ ♣r♦✈✐❞❡s ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❙■✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡✱ t❤❡② ❛❧✇❛②s
♦❜s❡r✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦ts✱ ❛♥❞ t✇♦ ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ♥❡✈❡r ❜♦t❤

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✹ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❝♦♠♠✐t✳ ❙♥❛♣s❤♦ts t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r ◆▼❙■ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✱
♥♦r t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞✳

❖✉r ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ●P❘ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉♥❞❡r ◆▼❙■✱ ❝❛❧❧❡❞ ❏❡ss②✳ ❏❡ss②
♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs t♦
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛rt✐❛❧ s♥❛♣s❤♦ts✳ ❚♦ ❝♦♠♠✐t ❛♥ ✉♣❞❛t❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❏❡ss② ✉s❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦✲
t♦❝♦❧s✱ ❏❡ss② ❝♦♠♠✐ts tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢❛st❡r ❛♥❞✴♦r ❝♦♥t❛❝ts ❢❡✇❡r r❡♣❧✐❝❛s✳

❖✉t❧✐♥❡✿ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t ❙■
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ s❤♦✇s t❤❛t ♥♦ ●P❘ s②st❡♠ s✉♣♣♦rts ❙■✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞❡s❝r✐❜❡s ❏❡ss②✱
♦✉r ◆▼❙■ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❲❡ s✉r✈❡② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✱ t❤❡♥ ❝❧♦s❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✽✳

✷ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❤✐st♦r✐❡s✱
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❡ ❙■ s❛❢❡t②
❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳

❖❜❥❡❝ts ✫ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ▲❡t Objects ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ T ❜❡ ❛ s❡t
♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t x✱ ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r i✱ xi

❞❡♥♦t❡s ✈❡rs✐♦♥ i ♦❢ x✳ ❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti∈T ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❞ ❛♥❞
✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛
❝♦♠♠✐t ✭ci✮ ♦r ❛♥ ❛❜♦rt ✭ai✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❤✐st♦r② ✭❞❡✜♥❡❞ s❤♦rt❧②✮✱ wi(xi)
❞❡♥♦t❡s t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✇r✐t❡s ✈❡rs✐♦♥ i ♦❢ ♦❜❥❡❝t x✱ ❛♥❞ ri(xj) ♠❡❛♥s
t❤❛t Ti r❡❛❞s ✈❡rs✐♦♥ j ♦❢ ♦❜❥❡❝t x✳ ■♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✐s r❡❛❞
♦r ✇r✐t❡ ❛t ♠♦st ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ✇r✐t❡ ✐s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛ r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♦❜❥❡❝t✳✶

❲❡ ♥♦t❡ WS (Ti) t❤❡ ✇r✐t❡ s❡t ♦❢ T ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇r✐tt❡♥ ❜②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ RS (Ti) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❛❞ s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✳ ❚✇♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥✢✐❝t ✇❤❡♥ t❤❡② ❛❝❝❡ss t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t x ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠
❡①❡❝✉t❡s ❛ ✇r✐t❡ t♦ x✳ ❚✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t ✇❤❡♥ t❤❡② ❜♦t❤ ✇r✐t❡
t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳

❍✐st♦r✐❡s ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② h ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤
t❤❛t ✭✶✮ ❢♦r ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ oi ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ h✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥

✶■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡❛❞s t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ✇✐❧❧ r❡❛❞ ❛
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✲❝❛❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ✇r✐t❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ✇r✐t❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ st❛t❡✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✺

h✱ ✭✷✮ ❢♦r ❡✈❡r② t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s oi ❛♥❞ o′i ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ h✱ ✐❢ oi ♣r❡❝❡❞❡s o′i ✐♥
Ti✱ t❤❡♥ oi <h o′i✱ ✭✸✮ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞ ri(xj) ✐♥ h✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
wj(xj) s✉❝❤ t❤❛t wj(xj) <h ri(xj)✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛♥② t✇♦ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡
s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② <h✳ ❆ ❤✐st♦r② ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r②✳
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐s ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❤✐st♦r② h ✐❢ Ti ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✐t✱ ♥♦r ❛❜♦rt ✐♥ h✳
❲❡ ♥♦t❡ ≪h t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦r❞❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② h ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s
♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ ✐✳❡✳✱≪h= {(xi, xj) : ∃x, wi(xi) <h wj(xj)}✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡r♥st❡✐♥
❡t ❛❧✳ ❬✸❪✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t ❛ ❤✐st♦r② ❛s ❛ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✇✐t❤ ❤✐st♦r② h1

❜❡❧♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞ y✱
✇❤✐❧❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② T2✮ ✉♣❞❛t❡s x ✭r❡s♣✳ y✮✳

h1 =ra(x0) r1(x0).w1(x1).c1

ra(y0).ca r2(y0).w1(y2).c2

❲❤❡♥ ♦r❞❡r <h ✐s t♦t❛❧✱ ♦r ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛r♠ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✇r✐t❡ ❛♥
❤✐st♦r② ❛s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s❀ ❡✳❣✳✱ h′

1 = r1(x0).r2(y0).w2(y2).c1.c2✳

❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ❙♥❛♣s❤♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ✭❙■✮ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡r❡♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪✱ t❤❡♥ ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❊❧♥✐❦❡t②
❡t ❛❧✳ ❬✺❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙■ ❛♥❞ ●❙■✳ ❖✉r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❞②❛ ❬✻❪ ❛♥❞ ❊❧♥✐❦❡t② ❡t ❛❧✳
❬✺❪✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ ❙■✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ S ♦✈❡r ❤✐st♦r✐❡s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ S t❛❦❡s
❛s ✐♥♣✉t ❛ ❤✐st♦r② h✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤✐st♦r② hs ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♥❛♣s❤♦t
♣♦✐♥t t♦ h ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ h✳ ●✐✈❡♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t
♣♦✐♥t ♦❢ Ti ✐♥ hs✱ ❞❡♥♦t❡❞ si✱ ♣r❡❝❡❞❡s ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐♥
hs✳ ❆ ❤✐st♦r② h ✐s ✐♥ ❙■ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ S s✉❝❤ t❤❛t
hs = S(h) ❛♥❞ hs s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❛❢❡t② r✉❧❡s✿

❼ ❉✶ ✭❘❡❛❞ ❘✉❧❡s✮
∀ri(xj 6=i) ∈ hs :
D1.1. cj ∈ hs

D1.2. cj <hs
si

D1.3. ∀wk 6=j(xk), ck ∈ hs : ck <hs
cj ∨ si <hs

ck

❼ ❉✷ ✭❲r✐t❡ ❘✉❧❡✮
∀ci, cj ∈ hs :
WS (Ti) ∩WS (Tj) 6= {} ⇒ (ci <hs

sj ∨ cj <hs
si)

❙②st❡♠ ❆ ❞❛t❛❜❛s❡ D ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t✉♣❧❡s (x, v, i) ✇❤❡r❡ x ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t
✭❞❛t❛ ✐t❡♠✮✱ v ❛ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ i ∈ T ❛ ✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣
❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠ ♦❢ n ♣r♦❝❡ss❡s Π = {p1, . . . , pn}✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞s ❛
❝♦♣② ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ D ❛s ✐ts ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t x ❤❛s

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✻ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

✈❡rs✐♦♥ x0✳ ❋♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t x✱ Replicas(x ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♦r
r❡♣❧✐❝❛s✮ t❤❛t ❤♦❧❞ ❛ ❝♦♣② ♦❢ x✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ♦❜❥❡❝ts
❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❋♦r s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti6=0 ✱ ✇❡ ♥♦t❡ Replicas(Ti) t❤❡ s❡t ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Ti✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♦❢ Ti✱ ❞❡♥♦t❡❞
coord(Ti) ∈ Replicas(Ti)✱ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ Ti ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ s♦♠❡ ❝❧✐❡♥t
✭♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞ s❡t ♦r t❤❡
✇r✐t❡ s❡t ♦❢ Ti✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✭❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ✐s ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋✐s❝❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✼❪✳ ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❜✉✛❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆♥
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss st❛rts ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❜✉✛❡r ✐s ❡♠♣t②✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣s ♠❛❞❡ ❜②
♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❉✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛② ❢❛✐❧ ❜② ❝r❛s❤✐♥❣✳
❆ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝r❛s❤ ✐s s❛✐❞ ❝♦rr❡❝t ❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❢❛✉❧t②✳ ❋♦r ❡✈❡r②
♦❜❥❡❝t r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦rr❡❝t✳

❲❡ ♥♦t❡ F t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ❬✽❪ ❢r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥s t♦ ❤✐st♦r✐❡s✱ ✐✳❡✳✱
✐❢ ρ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡♥ F(ρ) ✐s t❤❡ ❤✐st♦r② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ρ✳ ❆
❤✐st♦r② h ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ s✉❝❤ t❤❛t h = F(ρ)✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❣✐✈❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❡♣s U ❛♥❞ V ✱ ✐❢ U ♣r❡❝❡❞❡s V ✐♥ s♦♠❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② U ♣r❡❝❡❞❡s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
<h✮ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② V ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② F(ρ)✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✿

❼ ❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❯♣❞❛t❡s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ ✐❢ coord(Ti)
✐s ❝♦rr❡❝t t❤❡♥ Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti

❞♦❡s ♥♦t ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❝♦♠♠✐ts✳

❼ ❲❛✐t✲❢r❡❡ ◗✉❡r✐❡s✳ ■❢ coord(Ti) ✐s ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ Ti ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ t❤❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✐ts✳

❙■ r❡❛❞ r✉❧❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s t❤❡ s♥❛♣s❤♦t t♦ ❜❡ r❡❛❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✱
❛s st❛t❡❞ ❜② ❆❞②❛ ❬✻❪✱ t❤❛t ✏tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✬s st❛rt ♣♦✐♥t ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❝❤♦s❡♥
❛❢t❡r t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♠♠✐t ✇❤❡♥ Ti st❛rt❡❞✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♦♠❡
✭❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✮ ❡❛r❧✐❡r ♣♦✐♥t✑ ✳ ❚♦ ♣r❡❝❧✉❞❡ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❛❧✇❛②s s❡❡
♦✉t❞❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ♣r♦♣❡rt②
❤♦❧❞s✿

❼ ◆♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❙■✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r② h s✉❝❤ t❤❛t ❛ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ Ti ✐s ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ h✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Ti ✐s ❛ r❡❛❞ ♦♥

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✼

s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x✳ ◆♦t❡ xj t❤❡ ❧❛t❡st ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ x ✐♥ h✳ ▲❡t ρ
❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ F(ρ) = h✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ Ti ✐♥ h✱ ❛♥❞ ❤✐st♦r② h′ = h.ri(xj) ✐s ✐♥ ❙■✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ′ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ρ s✉❝❤ t❤❛t F(ρ′) = h′✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s❝❛❧❛❜❧❡ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♣❧✐✲
❝❛t❡❞ s②st❡♠s t❤❛t s✉♣♣♦rt ❙■✳ ●❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✶❪ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡
❣♦❛❧ t❤❛t t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s❝❛❧❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦❞❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✿

❼ ●❡♥✉✐♥❡ P❛rt✐❛❧ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❣❡♥✉✐♥❡ ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤♦❧❞
♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Ti ♠❛❦❡ st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ti✳

✸ ❉❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❙■

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦✉r ❞✐s❥♦✐♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❛tt❛✐♥ ❙■✳ ❖✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ s♦❧❡❧② r❡❧✐❡s ♦♥ r❡❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳✱ r❡❛❞✱ ✇r✐t❡✱ ❝♦♠♠✐t✱ ❛♥❞ ❛❜♦rt✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡♠♣❧♦② ❛❜str❛❝t s♥❛♣s❤♦t
♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ✉s ♣r❡❝✐s❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❙■✱ ❛♥❞
❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✱ ❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐t❤
❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❙■✿ ✭✶✮ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❛❜♦rts✱ ✭✷✮ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡s ❛ str✐❝t❧②
❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s♥❛♣s❤♦t t❤❛t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱
✭✸✮ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✱
❛♥❞ ✭✹✮ s♥❛♣s❤♦ts t❛❦❡♥ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
♦r❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❡✈❛❧✉❛t❡s
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✸✳✶ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ ❆❜♦rts

❲❤❡♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❛❜♦rts✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ✇✐♣❡ ♦✉t ✐ts ❡✛❡❝ts✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Ti✱ ✐✳❡✳✱ Tj ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
Ti✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❛❧s♦ ❛❜♦rt Tj✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❛❜♦rts ❬✾❪✳ ❚♦
❛✈♦✐❞ t❤✐s ❝♦st❧② ❡✛❡❝t✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ st❛t❡s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❆✈♦✐❞✐♥❣ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❛❜♦rts✮✳ ❍✐st♦r② h ❛✈♦✐❞s ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❛❜♦rts✱
✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞ ri(xj 6=i) ✐♥ h✱ cj ♣r❡❝❡❞❡s ri(xj) ✐♥ h✳ ❲❡ ✇r✐t❡ h ∈ ❆❈❆
✇❤❡♥ h s❛t✐s✜❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✽ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

✸✳✷ ❙tr✐❝t❧② ❈♦♥s✐st❡♥t ❙♥❛♣s❤♦ts

❯♥❞❡r ❙■ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs
❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ Ti ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❡rs✐♦♥ xj ♦❢ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x✱ ✭❙❈❖◆❙❛✮ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t x ∈ RS (Ti) ✐♥t❡rs❡❝t✱ ❛♥❞ ✭❙❈❖◆❙❜✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
✇r✐t❡ ♦✈❡r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ RS (Ti) ♣r✐♦r t♦ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛
❤✐st♦r② ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❙❈❖◆❙❛ ❛♥❞ ❙❈❖◆❙❜ ❤♦❧❞✳
■♥ h = r1(x0).w1(x1).c1.r3(x1).r2(y0).w2(y2).c2.r3(y2).c3✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 ❞♦❡s
♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ❜❡❝❛✉s❡ r3(x1) <h c2✳ ❚❤✉s✱ y2

❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ T3 t❛❦❡s ✐ts s♥❛♣s❤♦t✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
❙❈❖◆❙❛✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐st♦r② h = r1(x0).w1(x1).c1.r1(y0).w2(y2).
c2.r3(x0).r3(y2).c3✳ ❙✐♥❝❡ c1 <h c2✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❛ s♥❛♣s❤♦t ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ T2 ❛♥❞ ♥♦t T1✳ ❙❈❖◆❙❜
❝❛♣t✉r❡s t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❙tr✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥♣❛s❤♦t✮✳ ❙♥❛♣s❤♦ts ✐♥ ❤✐st♦r② h ❛r❡ str✐❝t❧②
❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ h ∈ ❙❈❖◆❙✱ ✇❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti✱ Tj✱
Tk 6=j ❛♥❞ Tl 6=k✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✿

∀ri(xj), ri(yl) ∈ h, ri(xj) 6<h cl (❙❈❖◆❙❛)
∀ri(xj), ri(yl), wk(xk) ∈ h, ck <h cl ⇒ xk ≪h xj (❙❈❖◆❙❜)

✸✳✸ ❙♥❛♣s❤♦t ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

❙❈❖◆❙ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❤♦✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❜❡❤❛✈❡ ✉♥❞❡r ❙■✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❤✐st♦r② h2 ❜❡❧♦✇ ✐s ✐♥ ❙❈❖◆❙✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❙■ ✭tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ Ta ✈✐♦❧❛t❡s r✉❧❡ ❉✶✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Ta ❛♥❞
Tb ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts✱ ✐✳❡✳✱ Ta r❡❛❞s {x0, y1}✱ ✇❤✐❧❡ Tb r❡❛❞s
{x1, y0}✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts✳

h2 :
ra(x0) r1(x0).w1(x1).c1 rb(x1).cb

rb(y0) r2(y0).w1(y2).c2 ra(y2).ca

❘✉❧❡ ❉✶ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❛❧❧♦✇s ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙■ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t s♥❛♣s❤♦ts t❛❦❡♥ ❜② ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦r❞❡r ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐st♦r②✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❜❡❧♦✇
t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ s♥❛♣s❤♦ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❙♥❛♣s❤♦t ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡✮✳ ❲❤❡♥ ✐♥ ❛ ❤✐st♦r② h✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti

r❡❛❞s ❛ ✈❡rs✐♦♥ xk ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj r❡❛❞s ❛ ✈❡rs✐♦♥ xl✱ ❛♥❞ xk ≪h xl ❤♦❧❞s✱
✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s♥❛♣s❤♦t r❡❛❞ ❜② Ti ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ s♥❛♣s❤♦t r❡❛❞ ❜② Tj✱ ✇r✐tt❡♥
Ti → Tj✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✾

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❙♥❛♣s❤♦t ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮✳ ●✐✈❡♥ s♦♠❡ ❤✐st♦r② h✱ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
→∗ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② h ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦ts ✐♥ h ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳✷ ❲❡
✇r✐t❡ h ∈ ▼❖◆ ✇❤❡♥ h s❛t✐s✜❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

✸✳✹ ❲r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t ❋r❡❡

❚❤❡ ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♦✉r ❞❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❙■ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇r✐t❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✉♥❞❡r s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✭❙❊❘✮ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
✉♣❞❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♦r❞❡r❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r②✱ ✉♥❞❡r ❙■✱ t❤❡②
❝❛♥♥♦t ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② r✉❧❡ ❉✷✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡✈❡r② ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✇r✐t❡s x ♠✉st r❡❛❞ ✐t ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✈❡r② ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇r✐t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❉❡♣❡♥❞❡♥❝②✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐st♦r② h✱ ❛♥❞ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti

❛♥❞ Tj ✐♥ h✳ ❲❡ ♥♦t❡ Ti ⊲ Tj ✇❤❡♥ ri(xj) ✐s ✐♥ h✳ ❇② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Ti ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✇❤❡♥ Ti ⊲

∗ Tj ❤♦❧❞s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❲r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡✮✳ ❆ ❤✐st♦r② h ✐s ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡ ✐❢ t✇♦ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✇r✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❲❈❋ t❤❡
❤✐st♦r✐❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

✸✳✺ ❚❤❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛ ❤✐st♦r② h ✐s ✐♥ ❙■ ♦♥❧② ✐❢ ✭✶✮ h ❛✈♦✐❞s ❝❛s❝❛❞✐♥❣
❛❜♦rts✱ ✭✷✮ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ h ♦❜s❡r✈❡s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✱ ✭✸✮
r❡❧❛t✐♦♥ →∗ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ✭✹✮ h ✐s ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡
t✇♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛t❛✱ t❤❡♥ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤✐s r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐st♦r② h ∈ ❙■✱ ❛♥❞ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s xi ❛♥❞ xj ♦❢ s♦♠❡
♦❜❥❡❝t x✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ xi ≪h xj ❤♦❧❞s ♦♥❧② ✐❢ Tj ⊲

∗ Ti ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❍✐st♦r② h ✐s ✐♥ ❙■ ❛♥❞ xi ≪h xj ❤♦❧❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✜rst r❡❛❞s s♦♠❡ ✈❡rs✐♦♥ xk✱ t❤❡♥ ✇r✐t❡s ✈❡rs✐♦♥ xj✳ ❋✐rst✱
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇r✐t❡ ♦✈❡r x ❜❡t✇❡❡♥ wi(xi) ❛♥❞ rj(xk)✳ ❙✐♥❝❡ h ✐s
✐♥ ❙■✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❜② r✉❧❡s ❉✶ ❛♥❞ ❉✷ t❤❛t Tj r❡❛❞s ✈❡rs✐♦♥ xi✱ ✐✳❡✳✱ k = i✳
❍❡♥❝❡✱ Tj ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Ti✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣✳

✷❋♦r s♦♠❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R✱ ✇❡ ♥♦t❡ R∗ ✐ts tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✶✵ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t h ❜❡ ❛ ❤✐st♦r② ✐♥ ❙■✳ ❋♦r ❡✈❡r② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj✱
❛♥❞ ❡✈❡r② r❡❧❛t✐♦♥ S s✉❝❤ t❤❛t S(h) s❛t✐s✜❡s ❉✶ ❛♥❞ ❉✷✱ ✐❢ Ti → Tj ❤♦❧❞s✱
t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿ si <hs

sj✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj s✉❝❤ t❤❛t Ti → Tj ❤♦❧❞s✳ ❇②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s xk ❛♥❞ xl ♦❢
s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ h✱ Ti r❡❛❞s ✈❡rs✐♦♥ xk✱ Tj r❡❛❞s ✈❡rs✐♦♥ xl✱ ❛♥❞
xk ≪h xl ❤♦❧❞s✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ S t❤❛t s❛t✐s✜❡s r✉❧❡s ❉✶ ❛♥❞ ❉✷ ❢♦r
h✱ ❛♥❞ ♥♦t❡ hs = S(h)✳

❙✐♥❝❡ hs s❛t✐s✜❡s ❉✷✱ ❛♥❞ xk ≪h xl ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✭❋✶✮ ck <hs
sl✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❉✶✸ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tl✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭❈✶✮ cl <hs
ck✱

♦r ✭❈✷✮ si <hs
cl ✐s tr✉❡✳ ❈❛s❡ ❈✶ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉rs✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ❢❛❝t ❋✶✳

❋r♦♠ ♣r♦♣❡rt② ❉✶✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✭❋✷✮ cl <hs
sj ❤♦❧❞s✳ ❋❛❝ts ❋✷ ❛♥❞ ❈✷

✐♠♣❧② t❤❛t si <hs
sj ❤♦❧❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❙■ ⊆ ❆❈❆ ∩ ❙❈❖◆❙ ∩❲❈❋ ∩▼❖◆

Pr♦♦❢✳ ❈❤♦♦s❡ h ✐♥ ❙■✳ ◆♦t❡ S ❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❤✐st♦r② hs = S(h) s❛t✐s✜❡s
r✉❧❡s ❉✶ ❛♥❞ ❉✷✳
− h ∈ ❆❈❆ : ❋♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ r✉❧❡s ❉✶✶ ❛♥❞ ❉✶✷✳
− h ∈ ❲❈❋ : ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj ✇r✐t✐♥❣ ❜♦t❤

s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x✳ ❆ss✉♠❡ xi ≪h xj✳ ▲❡♠♠❛ ✶ t❡❧❧s ✉s t❤❛t Tj ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Ti✳
■❢ ♥♦✇ xj ≪h xi✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Ti ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ Tj✳

− h ∈ ❙❈❖◆❙❛✿ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ ❢♦✉r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti✱ Tj✱ Tk 6=j

❛♥❞ Tl s✉❝❤ t❤❛t✿ ri(xj), ri(yl) ∈ h ∧ ri(xj) <h cl✳ ■♥ hs✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t
♣♦✐♥t si ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Ti ✐♥ hs✳
❍❡♥❝❡✱ si ♣r❡❝❡❞❡s ri(xj) ✐♥ hs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t si <hs

cl ∧ ri(yl) ∈ hs

❤♦❧❞s✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ r✉❧❡ ❉✶✷✳
− h ∈ ❙❈❖◆❙❜✿ ❆ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦✉r

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti✱ Tj✱ Tk 6=j ❛♥❞ Tl s✉❝❤ t❤❛t ri(xj), ri(yl), wk(xk) ∈ h∧ ck <h

cl∧xj ≪h xk ❤♦❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❛♥❞ Tk ❜♦t❤ ✇r✐t❡ x✱ ❜② r✉❧❡ ❉✷✱
sk <hs

cj ∨ ck <hs
sj ❤♦❧❞s✳ ■♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t xj ≪h xk

❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t cj ♣r❡❝❡❞❡s ck ✐♥ hs✳ ❚❤✉s✱s cj <h ck <h cl ❤♦❧❞s✳
❇❡❝❛✉s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti r❡❛❞s ✈❡rs✐♦♥ yl✱ s♥❛♣s❤♦t ♣♦✐♥t si ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞
❛❢t❡r cl✳ ❇✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S✱ si ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ ❡✈❡r②
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Ti✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

− h ∈ MON : ❘❡❧❛t✐♦♥ →∗ ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ →∗ ✐s
♥♦t ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1, . . . , Tn s✉❝❤ t❤❛t
T1 → . . . → Tn≥1 → T1 ❤♦❧❞s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷ t♦ h ∈ ❙■ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
r❡❧❛t✐♦♥ s1 <hs

s1 ❤♦❧❞s✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✶✶

❆t t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡s s❡✈❡r❛❧
✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❙■✳

✹ ❚❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙■

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦ ●P❘ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ▼❖◆✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ●P❘ ❛♥❞ ❙■ ❛r❡ t✇♦ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ✇✐t❤♦✉t s②♥❝❤r♦♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❙❈❖◆❙❜ ✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❛❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❛t
♥♦ ●P❘ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❙❈❖◆❙❛✳

✹✳✶ ❖♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣✲

s❤♦ts

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ●P❘ s②st❡♠ Π s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞
s❛❢❡t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❲❡ ✜rst st❛t❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②
♣r♦♣❡rt② ♦✈❡r ❤✐st♦r✐❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜② Π✱ t❤❡♥ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ▲❡t h = F(ρ) ❜❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r② s✉❝❤ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti

✐s ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ h✳ ◆♦t❡ X t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Ti ✐♥ h✳ ❖♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
Replicas(X ) ♠❛❦❡ st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ti ✐♥ ρ✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss p /∈ Replicas(X )
♠❛❦❡s st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ti ✐♥ ρ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ρ′ ♦❢ ρ s✉❝❤ t❤❛t Ti

t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❡①❡❝✉t✐♥❣ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ρ′✱ ❛♥❞ coord(Ti) ✐s ❝♦rr❡❝t
✐♥ ρ′✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❡ss r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Ti t❡r✲
♠✐♥❛t❡s ✐♥ ρ′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❝❡ss p /∈ Replicas(X ) ♠❛❦❡s st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ti

✐♥ ρ′✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ◆♦ ●P❘ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ▼❖◆✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✭✶✮ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts x✱y✱z ❛♥❞ u✱ ✭✷✮ ❢♦✉r
r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ta✱ Tb✱ Tc ❛♥❞ Td ❛❝❝❡ss✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② {x, y}✱ {y, z}✱
{z, u} ❛♥❞ {u, x}✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❢♦✉r ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1✱ T2✱ T3 ❛♥❞ T4 ❛❝❝❡ss✐♥❣
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② x✱ y✱ z ❛♥❞ u✳

❍✐st♦r② rb(y0) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ Π ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❙■✳ ❚❤❡♥✱
s✐♥❝❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✱ ❤✐st♦r② rb(y0).r2(y0).w2(y2).c2 ✐s ❛❞♠✐ss✐✲
❜❧❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❛tΠ s❛t✐s✜❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❙■✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t rb(y0).r2(y0)
.w2(y2).c2.ra(y2).ra(x0) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta ✐s ✇❛✐t✲❢r❡❡✱ t❤❡♥
❤✐st♦r② h = rb(y0).r2(y0).w2(y2).c2.ra(y2).ra(x0).ca ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ ❛

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✶✷ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

s②♠♠❡tr✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t h′ = rd(u0).r4(u0).w4(u4).c4.rc(u4).
rc(z0).cc ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

❇❡❝❛✉s❡ Π s❛t✐s✜❡s ●P❘✱ ▲❡♠♠❛ ✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥Replicas(x )
∪ Replicas(y) ♠❛❦❡ st❡♣s ✐♥ ρ ✭✇✐t❤ F(ρ) = h✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
Replicas(u) ∪ Replicas(z ) ♠❛❦❡ st❡♣s ✐♥ ρ′ ✭✇✐t❤ F(ρ′) = h′✮✳ ❚❤✉s✱ ρ.ρ′ ❛♥❞
ρ.ρ′ ❛r❡ ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t h.h′ = h′.h✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡❛❢t❡r
ρ0 t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ.ρ′✳

❇❡❝❛✉s❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✱ ❤✐st♦r② h.h′.w3(z3).c3 ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ ✭✶✮ Tb ✐s ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ h.h′.w3(z3).c3✱ ✭✷✮ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
t♦ Tb ♥❡✐t❤❡r ❛❝❝❡ss❡s z✱ ♥♦r y ✐♥ h.h′.w3(z3).c3✱ ❛♥❞ ✭✸✮ Π s❛t✐s✜❡s ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧ ❙■✱ ❤✐st♦r② h1 = h.h′.r3(z0).w3(z3).c3.rb(z3).cb ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ U1

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣s s❛t✐s❢②✐♥❣ F(ρ0.U1) = h1✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✲
✐♥❣✱ ❤✐st♦r② h2 = h′.h.r1(x0).w1(x1).c1.rd(x1).cd ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ◆♦t❡ U2 t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣s s✉❝❤ t❤❛t F(ρ0.U2) = h2 ❤♦❧❞s✳

❇❡❝❛✉s❡ Π ✐s ●P❘✱ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ Q1 = Replicas(y) ∪ Replicas(z ) ❡①✲
❡❝✉t❡ st❡♣s ✐♥ U1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ U2✱ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ Q2 = Replicas(x ) ∪
Replicas(u) ♠❛❦❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ Π ♠❛❦❡s ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t Q1 ❛♥❞ Q2 ❛r❡
❞✐s❥♦✐♥t✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ.U1.U2 ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Π✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
h′.h.r1(x0).w1(x1).c1.rd(x1).cd.r3(z0).w3(z3).c3.rb(z3).cb ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ ✈✐♦❧❛t❡s ▼❖◆✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧t ✇❡ ❣❛✈❡
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❙■ ❛♥❞ ●P❘ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❙■ ❛♥❞ ●P❘ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳

✹✳✷ ❖♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣✲

s❤♦ts

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛
❝❤♦✐❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙❈❖◆❙❜ ❛♥❞ ●P❘✳ ❖✉r ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t
❢♦❧❧♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta

t❤❛t ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ta✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
r❡❛❞ ❜② Ta✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✭✜♥✐t❡✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✱ ❝❛❧❧❡❞
✢✐♣♣❛❜❧❡ ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta ❞♦❡s
♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✭▲❡♠♠❛ ✹✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ ♥♦ s②♥❝❤r♦♥②

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✶✸

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✢✐♣♣❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❞ ❡t❡r♥❛♠✱ ❝♦♥✲
tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❋❧✐♣♣❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞ y✱
❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta ♦✈❡r ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✉♣❞❛t❡s Tj∈J1,mK

❛❝❝❡ss✐♥❣ x ✐❢ j ✐s ♦❞❞✱ ❛♥❞ y ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ = U1s2U2s2 . . . smUm

✇❤❡r❡✱

❼ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta r❡❛❞s ✐♥ ❤✐st♦r② h = F(ρ) ❛t ❧❡❛st ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ≪h✮
✈❡rs✐♦♥ x1 ♦❢ x✱

❼ sj∈J1,mK ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣ t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ta ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pj✱

❼ Uj∈J1,mK ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❜② s♦♠❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s Qj✱
❛♥❞

❼ ❢♦r ❛♥② j ✐♥ J1, mJ✱ Qj ∩Qj+1 = {} ❤♦❧❞s✱

✐s ❝❛❧❧❡❞ ✢✐♣♣❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ■♥ ❛ ✢✐♣♣❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ s❛t✐s❢②✐♥❣ F(ρ) ∈ ❙❈❖◆❙❜✱ q✉❡r② Ta

❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡

Pr♦♦❢✳ ▲❡t h ❜❡ t❤❡ ❤✐st♦r② F(ρ)✳ ■♥ ❤✐st♦r② h tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ♣r❡❝❡❞❡s tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ Tj+1✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ h = w1(x1).c1. ∗ .w2(y2).c2. ∗ . . .
✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡✐t❤❡r ♥♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦r t♦ s♦♠❡ r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② Ta ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦❜❥❡❝t x✱ ♦r y✳

❇❡❝❛✉s❡ ρ ✐s ✢✐♣♣❛❜❧❡✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta r❡❛❞s ❛t ❧❡❛st ✈❡rs✐♦♥ x1 ♦❢ ♦❜❥❡❝t
x ✐♥ h✳ ❋♦r s♦♠❡ ♦❞❞ ♥❛t✉r❛❧ j ≥ 1✱ ♥♦t❡ xj t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t x r❡❛❞
❜② Ta✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r s♦♠❡ ❡✈❡♥ ♥❛t✉r❛❧ l✱ ❧❡t yl ❜❡ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ y r❡❛❞
❜② Ta✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t k < l ❤♦❧❞s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ h =
. . . wj(xj) . . . wl(yl) . . . ✳

◆♦t❡ k t❤❡ ✈❛❧✉❡ l + 1✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❡♣ sk ♠❛❞❡ ❜② pk r✐❣❤t ❛❢t❡r
Ul t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ta✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✐♣♣❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t✿ ✭❋✷✮ pk ∈ Ql ⇒ pk /∈ Qk✱ ❛♥❞ ✭❋✶✮ Ql ∩ Qk = {}✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿
✭❈❛s❡ pk ∈ Ql✳✮ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❢❛❝t ❋✶✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠

ρ′′ = . . . Uj . . . skUlUk . . . ✳ ❚❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢❛❝t ❋✷✱ ρ ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡
❢r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ′ = . . . Uj . . . skUkUl . . . ✳

✭❈❛s❡ pk ∈ Qk✳✮ ❇② ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ρ ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤✲
❛❜❧❡ ❢r♦♠ ρ′ = . . . Uj . . . UkUlsk . . . ✳

✭❈❛s❡ pk /∈ Ql ∪Qk✳ ✮ ❚❤✐s ❝❛s❡ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛❜♦✈❡✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✶✹ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

◆♦t❡ h′ t❤❡ ❤✐st♦r② F(ρ′)✳ ■♥ ❤✐st♦r② ρ′✱ ❜♦t❤ wk(xk) <h′ wl(yl) ❛♥❞ xj ≪h′ xk

❤♦❧❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ri(xj)✱ ri(yl) ❛♥❞ wk(xk) ❛❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ h′✳ ❚❤✉s✱
❤✐st♦r② h′ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❙❈❖◆❙❜✱ ♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✐t
✐♥ h′✳ ❙✐♥❝❡ ρ′ ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ρ✱ ❤✐st♦r② h′ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t Ta ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✐t ✐♥ h′✳ ✭❚❤❡ ❝❛s❡ k > l ❢♦❧❧♦✇s ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧
r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ l > k ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳✮

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ◆♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ●P❘ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❙❈❖◆❙❜✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta✱ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞ y
r❡❛❞ ❜② Ta✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Replicas(x ) ❛♥❞ Replicas(y) ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳

❲❡ r❡❛s♦♥ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

❈♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t P ❜❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ❋■❋❖ ❧✐st✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥
✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ✳ ❙t❛rt ❡①❡❝✉t✐♥❣ Ta ❜② coord(Ta)✳ ❘❡♣❡❛t ❢♦r
❛❧❧ i ≥ 1✳ ❆❞❞ t♦ P ✭✐♥ s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r✮ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦
❡①❡❝✉t❡ ❛ st❡♣ ❢♦r Ta✳ P♦♣ ❢r♦♠ P t❤❡ ♥❡①t ♣r♦❝❡ss p t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ st❡♣ ❢♦r
Ta✳ ❊①t❡♥❞ ρ ✇✐t❤ st❡♣ si✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ p✳ ▲❡t Ti ❜❡ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ x✱ ✐❢
i ✐s ❡✈❡♥✱ ❛♥❞ y ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❙t❛rt t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✱ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
❣❡♥✉✐♥❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ρ′ = ρ ◦ Ui ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ Ti ❝♦♠♠✐ts ❛♥❞
s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ Ui✱ ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ Replicas(x )✱ ✐❢ i ✐s ♦❞❞✱ ♦r ✐♥ Replicas(y)
♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❡①❡❝✉t❡ st❡♣s✳ ❆ss✐❣♥ t♦ ρ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ′✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ ✐s ✢✐♣♣❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss ✐♥ P ❡✈❡♥✲
t✉❛❧❧② ♠❛❦❡ ❛ st❡♣ ✐♥ ρ✱ ρ ✐s ❢❛✐r✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥❝❤r♦♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ■♥ ρ✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ta ♥❡✈❡r ❝♦♠♠✐ts✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝✲
t✐♦♥✳

❖✉r ❧❛st ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ●P❘ ❛♥❞ ❙❈❖◆❙❛ ❛r❡ t✇♦
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ◆♦ ●P❘ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❙❈❖◆❙❛✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞ y s✉❝❤ t❤❛t Replicas(x ) ❛♥❞
Replicas(y) ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ▲❡t T1 ❜❡ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ x✱ T2

❜❡ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦✈❡r y✱ ❛♥❞ Ta ❜❡ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❜✲
❥❡❝ts✳

❙✐♥❝❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ❤✐st♦r② r1(x0).w1(x1).c1 ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ s②st❡♠ Π s❛t✐s✜❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❙■✱ ❤❡♥❝❡ ❤✐st♦r② r1(x0).w1(x1).c1.ra(x1) ✐s
❛❧s♦ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ s✉♣♣♦rts ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s✱
❤✐st♦r② h1 = r1(x0).w1(x1).c1.ra(x1).r2(y0).w2(y2) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ ρ1 ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t F(ρ1) = h1✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✶✺

■♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ1✱ ♥♦t❡ U1✱ U2 ❛♥❞ Ua t❤❡ st❡♣s ♠❛❞❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
T1✱ T2 ❛♥❞ Ta✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ρ1 ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ = U1.Ua.U2✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✱
♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ Replicas(x ) ♠❛❦❡ st❡♣s t♦ ❡①❡❝✉t❡ Ta ✐♥ ρ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
ρ1 ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ρ2 = U1.U2.Ua✳ ◆♦t❡ h2 t❤❡ ❤✐st♦r② F(ρ2) =
r1(x0).w1(x1).c1.r2(y0).w2(y2).c2.ra(x1)✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Π s❛t✐s✜❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r✉♥ ρ3 ❡①t❡♥❞✐♥❣ ρ2 s✉❝❤ t❤❛t F(ρ3) =
h2.ra(y2).c2✳ ◆♦t❡ Va t❤❡ st❡♣s ♠❛❞❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ra(y2).c2✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ρ3 ❡q✉❛❧s
U1.U2.Ua.Va✳ ❚❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ρ4 = U1.Ua.U2.Va✳
❍❡♥❝❡✱ ❤✐st♦r② h4 = r1(x0).w1(x1).c1.ra(x1).r2(y0).w2(y2).ra(y2).c2 ✐s ❛❞♠✐s✲
s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❤✐st♦r② ✐s ♥♦t ✐♥ ❙❈❖◆❙❛✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠s ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❙■ ✐♥ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣
❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥str✉❝t ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts ✉♥❞❡r ●P❘✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦ ●P❘
s②st❡♠ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ s②♥✲
❝❤r♦♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇r✐t❡s ♦❝❝✉rs✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❤✐♥❞❡r t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙■✳

✺ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡✲
r✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✭◆▼❙■✮✳ ◆▼❙■ r❡t❛✐♥s t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❙■✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❧✇❛②s
♦❜s❡r✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦ts✱ ❛♥❞ t❤❛t t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✉♣❞❛t❡s
♥❡✈❡r ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t✳ ❙♥❛♣s❤♦ts t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r ◆▼❙■ ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✱
♥♦r ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳ ◆▼❙■ r❡❧❛① t❤❡s❡ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦
❝♦♠♠✐t ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳

✺✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♠✐ss❡s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡♣❡♥❞s✱ ♦❜s❡r✈❡s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ❬✶✶❪✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡
t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❧♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❈♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✮✳ ❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐♥ ❛ ❤✐st♦r② h ♦❜s❡r✈❡s
❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ✇❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t x✱ ✐❢ Ti r❡❛❞s ✈❡rs✐♦♥ xj✱ ❛♥❞
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✇r✐t❡s ✈❡rs✐♦♥ xk ✱ ✐❢ Ti ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Tk ✱ t❤❡♥ ✈❡rs✐♦♥ xk ❢♦❧❧♦✇s
✈❡rs✐♦♥ xj ✐♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦r❞❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② h✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✇r✐t❡ h ∈ ❈❖◆❙ ✇❤❡♥
❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ h ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✶✻ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❈♦♥s✐st❡♥❝② ●✲✶ ●✲❙✐♥❣❧❡ ●✲❙■❛ ●✲❙■❜
❈♦♥s✐st❡♥t ❱✐❡✇ ✭P▲✲✷✰✮ ❳ ❳ ✲ ✲

❋♦r✇❛r❞ ❈♦♥s✐st❡♥t ❱✐❡✇ ✭P▲✲❋❈❱✮ ❳ ❳ ✲ ❳
◆▼❙■ ❳ ❳ ❳ ✲
❙■ ❳ ❳ ❳ ❳

❚❛❜❧❡ ✶✿ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✐s❛❧❧♦✇❡❞ ✭❳✮

❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ❙■✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ♦❜s❡r✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣✲
s❤♦ts ✭❙■ ⊆ ❙❈❖◆❙ ⊆ ❈❖◆❙✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱
t❤❡s❡ s♥❛♣s❤♦ts ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✭❙■ ⊆ ▼❖◆✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ▼❖◆✱ ♥♦r
❙❈❖◆❙ s❝❛❧❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts✳ ◆▼❙■ ❛❧❧♦✇s tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❜✉t ♥♦♥✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❤✐st♦r② h ✐s ✐♥ ◆▼❙■ ✐✛
h ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆❈❆ ∩ ❈❖◆❙ ∩❲❈❋

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❤✐st♦r② h2 ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ◆▼❙■✳ ◆▼❙■ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛t♦♠✐❝ s♥❛♣s❤♦t ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✶✷❪ t❤❛t ♣❡r♠✐ts
♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ◆▼❙■
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐t ❢♦r❜✐❞s t✇♦
❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s t♦ ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t✳

✺✳✷ ◆▼❙■ ❆♥♦♠❛❧✐❡s

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ◆▼❙■✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛❝r♦ss t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✲❜❛s❡❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❆❞②❛ ❬✻❪✱ ✐✳❡✳✱ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ●✲✶✱ ●✲❙■❛✱ ●✲❙■❜✱ ❛♥❞ ●✲❙✐♥❣❧❡✳ ❊❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✭●✲✶✮ ❉✐rt② r❡❛❞s ❛♥❞ ❞✐rt② ✇r✐t❡s ❛r❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞✳
✭●✲❙■❛✮ ❈♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ❡✛❡❝ts ♦r ♠♦❞✐❢② t❤❡

s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts✳
✭●✲❙■❜✮ ❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥

t❤❛t ❝♦♠♠✐t ❜❡❢♦r❡ ✐t✳
✭●✲❙✐♥❣❧❡✮ ❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝✲

t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥✳

❙■ ♣r❡❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✻❪✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ t♦ ✸ ❜❡❧♦✇
❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❞✐s❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ❆❈❆✱ ❲❈❋
❛♥❞ ❈❖◆❙✱ ❤❡♥❝❡ ❜② ◆▼❙■✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✶✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❍✐st♦r② h ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ●✲s✐♥❣❧❡ ✐❢ h ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ❈❖◆❙ ∩❲❈❋

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ ❛ ❤✐st♦r② h s✉❝❤ t❤❛t h ∈ ❈❖◆❙ ∩❲❈❋
❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ●✲s✐♥❣❧❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛♥t✐✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❡❞❣❡ ✐♥ ❉❙●✭❤✮✳

❈❛s❡ ❛✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✇ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ti ❛♥❞ Tj ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s
♥♦t ❛ ✇r ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ Ti ‖ Tj ∧ ws(Ti) ∩ ws(Tj) 6= ∅ ⇒ h /∈
❲❈❋✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❈❛s❡ ❜✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥② ✇✇ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝②❝❧❡
❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇r ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♦♥❡ r✇ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ Ti t♦ Tj✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛
♣❛t❤ ✇✐t❤ ♦♥❧② ✇r ❡❞❣❡s ❢r♦♠ Tj t♦ Ti✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ti ⊲

∗ Tj✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r✇ ❡❞❣❡
❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t ∃xk : ri(xk) ∈ h ∧ wj(xj) ∈ h : xj ≫ xk✳ ❚❤✉s✱ h /∈ ❈❖◆❙✳ ❆
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❍✐st♦r② h ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ●✲✶ ✐❢ h ✐s ✐♥ ❆❈❆∩
❲❈❋

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦♥ ♦❢ ●✲✶ ❝❛s❡s
✭●✲✶❛✱ ●✲✶❜✱ ●✲✶❝✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐❢ h ∈ ❆❈❆ ∩❲❈❋✳
●✲✶❛ ✭❆❜♦rt❡❞ ❘❡❛❞s✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ h ❜❡❝❛✉s❡ h ∈ ❆❈❆ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❡✈❡r② r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❤✐st♦r② h r❡❛❞s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡✳
●✲✶❜ ✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❘❡❛❞s✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❛
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ♦♥❝❡✳
❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t h ∈ ❆❈❆ ∩❲❈❋ ❛♥❞ ●✲✶❝ ✭❈✐r❝✉❧❛r ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❋❧♦✇✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❝②❝❧❡ ✐♥ ❉❙●✭❤✮
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ✇✇ ❛♥❞ ✇r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡s✳
❈❛s❡ ❛✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✇ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ti ❛♥❞ Tj ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t
❛ ✇r ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ Ti ‖ Tj ∧ws(Ti)∩ws(Tj) 6= ∅⇒ h /∈❲❈❋✳
❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❈❛s❡ ❜✮ ❆❧❧ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✇r✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ■t ✐s
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
h ∈ ❆❈❆✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ■❢ ❤✐st♦r② h ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆❈❆∩❲❈❋✱ t❤❡♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ●✲❙■❛
❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r✳

Pr♦♦❢✳ ❆♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❤✐st♦r② S(h) ❡①❤✐❜✐ts ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ●✲❙■❛ ✐❢ SSG(S(h))
❝♦♥t❛✐♥s ❛ r✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦r ✇✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡ ❢r♦♠ Ti t♦ Tj ✇✐t❤♦✉t t❤❡r❡
❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ ❛ st❛rt✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡ ❢r♦♠ Ti t♦ Tj ❬✶✸❪✳

❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❤✐st♦r② h s✉❝❤ t❤❛t h ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❆❈❆ ∩❲❈❋✳ ❈❛s❡ ❛✮
❛ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ✇✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ti

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✶✽ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❛♥❞ Tj ✇✐t❤♦✉t st❛rt ♦r ✇r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡ ❢r♦♠ Tj t♦ Ti✳ ❚❤✉s✱ Ti ‖
Tj ∧ ws(Ti) ∩ ws(Tj) 6= ∅ ⇒ h /∈ ❲❈❋✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t h ∈ ❲❈❋✳ ❈❛s❡ ❜✮ ❛ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ✇r✲
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ti ❛♥❞ Tj ✇✐t❤♦✉t st❛rt ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡❞❣❡ ❢r♦♠
Tj t♦ Ti✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♣♦✐♥t ♦❢ Ti ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❝♦♠♠✐t ♣♦✐♥t
♦❢ Tj✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ri(xj) <h cj✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
h ∈ ❆❈❆✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ◆▼❙■ t♦ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ❬✻❪✳

✺✳✸ ▼✐t✐❣❛t✐♥❣ ❆♥♦♠❛❧✐❡s

❲❤✐❧❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦st t♦ ❜♦♦st
s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s s♣❡❝✐✜❝ s♦❧✉t✐♦♥s
t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

✺✳✸✳✶ ❊♥s✉r✐♥❣ ❈❛✉s❛❧✐t②

◆♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ♦❝❝✉rs ❛t s♦♠❡ ❝❧✐❡♥t✱✐✳❡✳✱
✇❤❡♥ s♦♠❡ ❝❧✐❡♥t ♦❜s❡r✈❡s ❛ ✈❡rs✐♦♥ xi ♦❢ ♦❜❥❡❝t x✱ t❤❡♥ ❛ ✈❡rs✐♦♥ xj ✇✐t❤
xj ≪ xi✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠❡❞✐❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❼ ■❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐s st❛t❡❧❡ss✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s s❡♥❞s ✐ts tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛
❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts r❡❛❞ ❜② s♦♠❡ ❝❧✐❡♥t✳ ❯♣♦♥
❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ❢♦r t❤❡ ❝❧✐❡♥t✱ ✐❢ Coordinator(T ) r❡❝❡✐✈❡s
❛ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❧❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✐ts ❧✐st✱ ✐t ❡①❡❝✉t❡s t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥✳

❼ ■❢ ❛ ❝❧✐❡♥t ✐s st❛t❡❢✉❧✱ ✐t ❝❛♥ s❡♥❞ ✐ts tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛✲
t♦rs ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❧✐st ♦❢ ♠♦st r❡❝❡♥t
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝t r❡❛❞ ❜② ✐ts❡❧❢ ❜❡❢♦r❡✳ ❯♣♦♥ s❡♥❞✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ s❡♥❞s r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❛s ✇❡❧❧✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❛r❡ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡✳

✺✳✸✳✷ ●r♦✉♣✐♥❣ ❘❡❧❛t❡❞ ❉❛t❛

❲❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ s♥❛♣s❤♦t ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱
♦❜s❡r✈✐♥❣ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐s t♦❧❡r❛❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❡✐t❤❡r ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ♦r ❡①♣❧✐❝✐t✮ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳
❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤✐st♦r② h2 ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞
y st♦r❡ ✐♥✈❡♥t♦r✐❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❛rt♠❡♥ts✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡♣❛rt♠❡♥ts ❛r❡

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✶✾

✉♥r❡❧❛t❡❞✱ ❤❛✈✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ta ❛♥❞ Tb t❤❛t t❛❦❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ s♥❛♣s❤♦ts
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛r♠ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts s✉❝❤
t❤❛t r❡❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥② ❜❛❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳

✻ Pr♦t♦❝♦❧

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❏❡ss②✱ ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❡♥✲
s✉r❡s ◆▼❙■✳ ❏❡ss② ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❛
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❧❛tt❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ◆▼❙■ ❤✐st♦r②✳ ■♥ ❏❡ss②✱
❡❛❝❤ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t x ❡①❡❝✉t❡s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❛t s♦♠❡ r❡♣❧✐❝❛
♦❢ x✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✱ ❏❡ss②
♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❞❛t❛ t②♣❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❏❡ss②✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳

✻✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ❏❡ss② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ ❢♦✉r st❛t❡s ❛t s♦♠❡
♣r♦❝❡ss✿ Executing ✱ Submitted ✱ Committed ♦r Aborted ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ Executing ✿ ❊❛❝❤ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ oi(x) ✐♥ Ti ✐s ♦♣t✐♠✐st✐❝❛❧❧②
❡①❡❝✉t❡❞ ❛t coord(Ti)✳ ✭❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ s❤♦rt❧② ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ x ✐s
♥♦t r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳✮ ■❢ oi(x) ✐s ❛ ✇r✐t❡✱ coord(Ti) st♦r❡s t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❙t♦r✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s s❡r✈❡s t✇♦ ♣✉r♣♦s❡s✿
✭✶✮ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s s❡❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② oi(x)✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ✐❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❝♦♠♠✐ts✱ r❡♠♦t❡ r❡♣❧✐❝❛s ❛♣♣❧② t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤♦✉t
r❡✲❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■❢ oi(x) ✐s ❛ r❡❛❞✱ coord(Ti) r❡t✉r♥s t❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ✈❛❧✉❡✳

❼ Submitted ✿ ❖♥❝❡ ❛❧❧ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ Ti ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✱
t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ coord(Ti) s✉❜♠✐ts t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t❡s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ t❡st ♦♥ Ti

t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ◆▼❙■✳ ❚❤✐s t❡st ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❡r♠✐♥❛t❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛❜♦rts✳

❼ Committed✴Aborted ✿ ❲❤❡♥ Ti ❡♥t❡rs t❤❡ Committed st❛t❡ ❛t r ∈
Replicas(Ti)✱ ✐ts ✉♣❞❛t❡s ✭✐❢ ❛♥②✮ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳
■❢ Ti ❛❜♦rts✱ Ti ❡♥t❡rs t❤❡ Aborted st❛t❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ r❡s♣♦♥s❡
✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✷✵ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

✻✳✷ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs

❲❤❡♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐s ❣❧♦❜❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts Ti ❛❝❝❡ss❡s ✐s ♥♦t
r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛t coord(Ti)✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t Ti ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t
s♥❛♣s❤♦t✳ ❚♦ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ❏❡ss② ❛ss✐❣♥s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s♦♠❡
✈❡rs✐♦♥ xi r❡✢❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥s r❡❛❞ ❜② Ti✱ ♦r r❡❛❞ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❝❛✉s❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ Ti✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ✇r✐t❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Ti✳ ■♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❱❡❝t♦r✮✳ ❆ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ DV

t❤❛t ♠❛♣s ❡✈❡r② r❡❛❞ ✭♦r ✇r✐t❡✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥ o(x) ✐♥ ❛ ❤✐st♦r② h t♦ ❛ ✈❡❝t♦r
DV (o(x)) ∈ N

|Objects| s✉❝❤ t❤❛t✿

DV (ri(x0)) = 0|Objects|

DV (ri(xj)) = DV (wj(xj))
DV (wi(xi)) = Max yj∈RS(Ti)DV (ri(yj)) + Σz∈WS(Ti)1z

✇❤❡r❡ 1z ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❡q✉❛❧s 1 ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t z✱ ❛♥❞ 0 ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐st♦r② h3

❜❡❧♦✇✳ ■♥ t❤✐s ❤✐st♦r②✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ✉♣❞❛t❡ ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞ y r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 r❡❛❞s x✱ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡s y✳

h3 :

r1(x0).w1(x1).c1

r2(y0).w2(y2).c2

r3(x1).r3(y2).w3(y3).c3

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ x1 ❡q✉❛❧s 〈1, 0〉✱ ❛♥❞ ♦❢ y1 ❡q✉❛❧s 〈0, 1〉✳ ❙✐♥❝❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 r❡❛❞s x t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡s y✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r
♦❢ y3 ❡q✉❛❧s 〈1, 0〉+ 〈0, 1〉+ 〈0, 1〉✳

❯s✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✱ ❏❡ss② ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ❢♦r
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s xl ❛♥❞ yj r❡❛❞ ❜② Ti

s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡✿ DV (ri(xl))[x] ≥ DV (ri(yj))[x] ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✮✳
❚♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ t❤❛t ✐❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥

Ti ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛♥② ♦❜❥❡❝t ✇r✐t✲
t❡♥ ❜② Ti ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛♥② ♦❜❥❡❝t ✇r✐tt❡♥ ❜② Tj✳
❋✉rt❤❡r✱ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ DV (wj(yj))[x] > DV (wi(xi))[x]
❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj ✐♥ h✱ t❤❡♥✿

Ti ⊲
∗ Tj ⇔ ∀x, y ∈ Objects, ∀w(x), w(y) ∈ Ti×Tj,DV (wi(xi)) > DV (wj(yj))

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✷✶

Pr♦♦❢✳ ✭⇒✮✿ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t ✿ Ti ⊲ Tj ⇒ ∀x, y ∈ Objects, ∀w(x), w(y) ∈
Ti × Tj,DV (wi(xi)) > DV (wj(yj))✳

Ti ⊲ Tj ⇒ ∃ri(zj) ∈ Ti ∧ ∃wj(zj) ∈ Tj✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ DV (ri(zj)) < DV (wi(xi))✱ ❛♥❞ DV (ri(zj)) =
DV (wj(zj)) = DV (wj(yj))✳ ❚❤✉s✱ DV (wj(yj)) < DV (wi(xi))✳ ❇② ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t DV (wi(xi)) > DV (wj(yj)) ❤♦❧❞s ❢♦r
❡✈❡r② ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ Ti ❛♥❞ Tj ✐❢ Ti ⊲

∗ Tj✳
✭⇐✮✿ ❙✐♥❝❡ DV (wi(xi)) > DV (wj(yj))✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❡①✐st ri(y

′
j′) ∈ Ti s✉❝❤ t❤❛t✿

❈❛s❡ ✶✮ DV (wj′(y
′
j′)) = DV (wj(yj))✳ ❚❤✉s✱ j′ = j✱ ❛♥❞ Ti ⊲ Tj

❈❛s❡ ✷✮ DV (wj′(y
′
j′)) > DV (wj(yj)) ❛♥❞ Ti ⊲ Tj′ ✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❝❛s❡ ✶ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ t❤❛t ❤♦❧❞✳
❚❤✉s✱ Ti ⊲ Tj′ ⊲ Tj′′ . . . ⊲ Tj✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Ti ⊲

∗ Tj✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ❤✐st♦r② ❢r❡❡ h ❛♥❞ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
Ti ❛♥❞ Tj ✐♥ h✳ ■❢ DV (wj(yj))[x] > DV (wi(xi))[x] t❤❡♥ Tj ⊲

∗ Ti✳

Pr♦♦❢✳ ❈❛s❡ x ∈ WS(Tj)✿ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ DV (wj(xj))[x] > DV (wi(xi))[x]✳ ❙✐♥❝❡
❤✐st♦r② ✐s ✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ DV (wj(xj)) > DV (wi(xi))✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Tj ⊲

∗ Ti✳
❈❛s❡ x /∈ WS(Tj)✿ ❚❤✉s✱ ∃rj(zj′) ∈ Tj : DV (rj(zj′))[x] > DV (wi(xi))✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ DV (wj′(zj′))[x] > DV (wi(xi))
❤♦❧❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
Tj ⊲

∗ . . . ⊲
∗ Tj′ ⊲

∗ Ti ⇒ Tj ⊲
∗ Ti✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐st♦r② h ✐♥ ❲❈❋✱ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐♥ h✳
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti s❡❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ❞✉r✐♥❣ h✱ ✐❢ ❛♥ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r②
♣❛✐r ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s xl ❛♥❞ yj r❡❛❞ ❜② Ti ✱ DV (ri(xl))[x] ≥ DV (ri(yj))[x] ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢✳ ✭⇒✮✿ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ∃xk, yk′ ∈ RS(Ti) : DV (ri(xk))[x] <
DV (ri(yk′))[x]
⇒ DV (wk(xk))[x] < DV (wk′(yk′))[x]

❈❛s❡ ✶✮ DV (wk(xk)) < DV (wk′(yk′))✿
❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ti ⊲

∗ Tk′ ⊲
∗ Tk✳ ■❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ k′ ✇r✐t❡s ♦♥ x✱

✇❡ ❤❛✈❡ xk ≪ xk′ ✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ k′ ❞♦❡s ♥♦t ✇r✐t❡ ♦♥ ①✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t
✇r✐t❡s ♦♥ x s✉❝❤ t❤❛t Tk′ ⊲

∗ Tj ⊲ Tk✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ti ⊲
∗ Tj ⊲

∗ Tk✳
❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ Tj ❛♥❞ Tk ✇r✐t❡s ♦♥ x✱ ❛♥❞ Tj ⊲ Tk✱ xj ≫ xk✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✷✷ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
❈❛s❡ ✷✮ DV (wk(xk))[x] < DV (wk′(yk′))[x]∧DV (wk(xk))[z] > DV (wk′(yk′))[z]✿
❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Tk′ ⊲

∗ Tk✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡
DV (wk(xk)) < DV (wk′(yk′))✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭⇐✮✿ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ∃Tj ∈ h,∃xk ∈ RS (Ti) : Ti ⊲
∗

Tj ∧ xk ≪ xj✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Tj ⊲
∗ Tk✳ ❚❤✉s✱ Ti ⊲

∗ Tj ⊲
∗ Tk✳

❈❛s❡ ✶✮ Ti ⊲ Tj ⊲
∗ Tk ⇒ ∃ri(xj), ri(xk) ∈ Ti✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

s✐♥❝❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡❛❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳

❈❛s❡ ✷✮ Ti ⊲ Tj′ ⊲ Tj ⊲
∗ Tk ⇒ ∃ri(zj′), ri(xk) ∈ Ti✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿ DV (wj′(zj′)) > DV (wj(xj)) > DV (wk(xk)) ⇒
DV (wj′(zj′))[x] > DV (wk(xk))[x]✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ∃ri(zj′), ri(xk) ∈ Ti : DV (wj′(zj′))[x] > DV (wk(xk))[x]✱ ❛ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❈❛s❡ ✸✮ Ti ⊲
∗ Tj′ ⊲ Tj ⊲

∗ Tk✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✳

✻✳✸ ❊①❡❝✉t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t ❡✈❡r②
r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❏❡ss② ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✲
✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❛t coord(Ti) ✭❛❝t✐♦♥s execute()✮✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦
❧♦❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r r❡♠♦t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭❛❝t✐♦♥ readResolve()✮✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧
✉s❡s ✜✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ db ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✱ submitted ❝♦♥t❛✐♥s ❧♦❝❛❧❧②✲
s✉❜♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ committed ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② aborted✮ st♦r❡s ❝♦♠♠✐tt❡❞
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❜♦rt❡❞✮ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ updates ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ r❡❛❞ r❡q✉❡st ❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x✱ coord(Ti) ❝❤❡❝❦s updates

t♦ s❡❡ ✐❢ x ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞✳ ■❢ s♦✱ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ updates ✭❧✐♥❡ ✶✺✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ coord(Ti) s❡♥❞s ❛ r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡
r❡q✉❡st t♦ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t ❤♦❧❞s x ✭❧✐♥❡s ✶✽ t♦ ✶✾✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧
r❡❝❡✐✈❡s ❛ r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡ r❡q✉❡st ❢♦r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x✱ ✐t r❡t✉r♥s ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
x ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❧✐♥❡s ✺ t♦ ✾✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❡①❡❝✉t❡s ❛ ✇r✐t❡ r❡q✉❡st✱ ✐t st♦r❡s ✉♣❞❛t❡❞
✈❛❧✉❡s ✐♥ updates ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❧✐♥❡ ✶✷✮✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡♥t t♦ ❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛s

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✷✸

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊①❡❝✉t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❏❡ss②
✶✿ ❱❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ db✱ submitted ✱ committed ✱ aborted ✱ updates

✸✿

✹✿ readResolve(x, Ti)
✺✿ ♣r❡✿ received 〈r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡, Ti, x〉 from q

✻✿ ∃(x, v, l) ∈ db s✳t✳

✼✿ ∀y ∈ RS (Ti),DV (wl(xl))[x] ≥ DV (ri(yj))[x]
✽✿ ∧ DV (wl(xl))[y] ≤ DV (ri(yj))[y]
✾✿ ❛❝t✿ send 〈r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡, Ti, x, v〉 to q

✶✵✿

✶✶✿ execute(✇r✐t❡, x, v, Ti)
✶✷✿ ❛❝t✿ updates(Ti)← updates(Ti) ∪ {x, v, i}
✶✸✿

✶✹✿ execute(r❡❛❞, x, Ti)
✶✺✿ ❛❝t✿ ✐❢ ∃(x, v, i) ∈ updates(Ti) t❤❡♥ r❡t✉r♥ v

✶✻✿ ❡❧s❡

✶✼✿ send 〈r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡, Ti, x〉 to Replicas(x )
✶✽✿ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ received 〈r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡, Ti, x, v〉
✶✾✿ r❡t✉r♥ v

✷✵✿

✷✶✿ execute(t❡r♠✐♥❛t❡, Ti)
✷✷✿ ❛❝t✿ submitted ← submitted ∪ {Ti}
✷✸✿ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ Ti ∈ decided

✷✹✿ ✐❢ Ti ∈ committed t❤❡♥ r❡t✉r♥ ❝♦♠♠✐t

✷✺✿ r❡t✉r♥ ❛❜♦rt

✷✻✿

❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥s✐❞❡ Ti ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳

❲❤❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❡r♠✐♥❛t❡s✱ Ti ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ✭❧✐♥❡ ✷✷✮ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡♥ ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ Ti ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦r
❛❜♦rt❡❞ ✭❧✐♥❡s ✷✸ t♦ ✷✺✮✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱
decided ✐s ❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ❢♦r committed ∪ aborted ✳

✻✳✹ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❏❡ss②✳ ■t ❛❝❝❡ss❡s
t❤❡ s❛♠❡ ✜✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s db✱ submitted ✱ committed ✱ ❛♥❞ updates ✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛
❋■❋❖ q✉❡✉❡ ♥❛♠❡❞ queue✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝
♠✉❧t✐❝❛st s❡r✈✐❝❡✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s s❡r✈✐❝❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✷✹ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

●❡♥✉✐♥❡ ▼✉❧t✐❝❛st ❆t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st ❬✶❪ s❡♥❞s ♠❡ss❛❣❡s ❛t♦♠✐❝❛❧❧② t♦ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❆▼✲❈❛st ❛♥❞
❆▼✲❉❡❧✐✈❡r✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❆▼✲❈❛st t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ♠❡ss❛❣❡ m✱ ❛♥❞ s❡♥❞s ✐t
t♦ s♦♠❡ s❡t m.dst ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❆▼✲❉❡❧✐✈❡r ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ♠❡ss❛❣❡✳
●✐✈❡♥ t✇♦ ♠❡ss❛❣❡s m ❛♥❞ m′✱ r❡❧❛t✐♦♥ m <amcast m′ ❤♦❧❞s ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ♣r♦❝❡ss p s✉❝❤ t❤❛t p ❞❡❧✐✈❡rs m t❤❡♥ m′✳ ❆t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st s❛t✐s✜❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭❯♥✐❢♦r♠ ■♥t❡❣r✐t②✮ ❋♦r ❛♥② ♣r♦❝❡ss p ❛♥❞ ❛♥② ♠❡ss❛❣❡
m✱ p ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs m ❛t ♠♦st ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p ❜❡❧♦♥❣s t♦ m.dst ✱ ❛♥❞ m ✇❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❆▼✲❈❛st✳ ✭❱❛❧✐❞✐t②✮ ■❢ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss p ❆▼✲❈❛sts ❛ ♠❡ss❛❣❡ m✱
t❤❡♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss q ∈ m.dst ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs m✳ ✭❯♥✐❢♦r♠
❆❣r❡❡♠❡♥t✮ ■❢ ❛ ♣r♦❝❡ss p ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs ❛ ♠❡ss❛❣❡ m✱ t❤❡♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡✈❡r②
❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss q ∈ m.dst ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs m✳ ✭❯♥✐❢♦r♠ Pr❡✜① ❖r❞❡r✮ ❋♦r ❛♥②
t✇♦ ♠❡ss❛❣❡s m ❛♥❞ m′ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s p ❛♥❞ q✱ ✐❢ p ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs m✱
q ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs m′ ❛♥❞ {p, q} ⊆ m.dst ∩ m′.dst ✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r p ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs
m′ ❜❡❢♦r❡ m✱ ♦r q ❆▼✲❉❡❧✐✈❡rs m ❜❡❢♦r❡ m′✳ ✭❯♥✐❢♦r♠ ❆❝②❝❧✐❝ ❖r❞❡r✮ ❚❤❡
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ <amcast ✐s ❛ str✐❝t ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢
♠❡ss❛❣❡s✳

❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❏❡ss② ✉s❡s ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ❛t♦♠✐❝
♠✉❧t✐❝❛st s❡r✈✐❝❡ ❬✶✹❪✿ ❞✉r✐♥❣ ❛ r✉♥✱ ✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss p s❡♥❞s ♦r r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡
m✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r p ❤❛s ♠✉❧t✐❝❛st m✱ ♦r p ❜❡❧♦♥❣s t♦ m.dst✳

❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❚♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ coord(Ti) ♠✉❧t✐❝❛sts
Ti t♦ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t♦ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❤♦❧❞s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti❀ t❤✐s s❡t
✐s ❞❡♥♦t❡❞ WReplicas∗(Ti)✳ ❊✈❡r② ♣r♦❝❡ss p ✐♥ WReplicas∗(Ti) t❤❛t ❞❡❧✐✈❡rs
Ti ❝❡rt✐✜❡s ✐t ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ certify(Ti) ✭❧✐♥❡ ✶✻✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s
true ❛t ♣r♦❝❡ss p✱ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♣r✐♦r t♦ Ti ❛t p✱ ✐❢
Tj ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ Ti✱ t❤❡♥ Ti ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Tj✳ ❋♦r♠❛❧❧②✿

certify(Ti)
△
= ∀Tj ∈ committed ,WS (Ti) ∩ WS (Tj) 6= {} ⇒ Ti ⊲

∗ Tj

❯♥❞❡r ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦❝❡ss p ♠✐❣❤t st♦r❡ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝ts ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ p ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ Ti✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡
r❡♣❧✐❝❛s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti s❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡✐r ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ t❡st
✐♥ ❛ ✈♦t❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss ✐♥ WReplicas∗(Ti) ✭❧✐♥❡ ✶✼✮✳

❆ r❡♣❧✐❝❛ q ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ Ti ✇❤❡♥ q r❡❝❡✐✈❡❞ ✈♦t❡s
❢r♦♠ ❛ ✈♦t✐♥❣ q✉♦r✉♠ Q ❢♦r Ti✳ ❆ ✈♦t✐♥❣ q✉♦r✉♠ Q ❢♦r Ti ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t x ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti✱ t❤❡ s❡t Q ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ x✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❛ ✈♦t✐♥❣ q✉♦r✉♠ ❢♦r

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✷✺

Ti ✐✛ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ vquorum(Ti)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

vquorum(Ti)
△
= {Q ⊆ Π : ∀x ∈ WS (Ti),∃j ∈ Q ∩ Replicas(x )}

❆ ♣r♦❝❡ss p ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ outcome(Ti) t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❡t❤❡r s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❝♦♠♠✐ts✱ ♦r ♥♦t✿

outcome(Ti)
△
= ✐❢ Ti ∈ submitted ∧WS (Ti) = {}

t❤❡♥ true

❡❧s❡ ✐❢ ∀Q ∈ vquorum(Ti),∃q ∈ Q,

¬received 〈✈♦t❡, T, ❧〉 from q
t❤❡♥ ⊥

✐❢ ∃Q ∈ vquorum(Ti),∀q ∈ Q,
received 〈✈♦t❡, T, true〉 from q

t❤❡♥ true

❡❧s❡ false

❚♦ ❝♦♠♠✐t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ ♣r♦❝❡ss p ✜rst ❛♣♣❧✐❡s Ti✬s ✉♣❞❛t❡s t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧
❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡♥ p ❛❞❞s Ti t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ committed ✭❧✐♥❡s ✷✵ t♦ ✷✸✮✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ Ti

❛❜♦rts✱ p ❛❞❞s Ti t♦ aborted ✭❧✐♥❡s ✷✻ t♦ ✷✼✮✳

✻✳✺ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❏❡ss②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❛ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♦❢ ♦❢ ❏❡ss②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤❛t ❏❡ss② ❣❡♥❡r❛t❡s ◆▼❙■ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❚❤❡♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽
s❤♦✇s t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ♣r♦✈❡s t❤❛t
✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✳ ❋✐♥❛❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❏❡ss② s❛t✐s✜❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❙■ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

✻✳✺✳✶ ❙❛❢❡t②

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❊✈❡r② ❤✐st♦r② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜② ❏❡ss② ❜❡❧♦♥❣s t♦ ◆▼❙■✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❏❡ss② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❧✇❛②s r❡❛❞s ❢r♦♠
❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭❧✐♥❡ ✶✾ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❏❡ss②
❡♥s✉r❡s ❆❈❆✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti r❡❛❞ ✈❡rs✐♦♥s xl ❛♥❞ yj ♦❢ ♦❜❥❡❝ts x ❛♥❞
y ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❏❡ss②✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✇❤❡r❡ r❡❛❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②❀
❧❡t ✉s s❛② x ❜❡❢♦r❡ y✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡ss p r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ y s✉❝❤ p ❡①❡❝✉t❡s ❧✐♥❡s ✻ t♦ ✾ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ■t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t DV (wl(xl))[x] ≥ DV (ri(yj))[x] ❤♦❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ DV (ri(xl)) ❡q✉❛❧s
DV (wl(xl))✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t DV (ri(xl))[x] ≥ DV (ri(yj))[x] ❤♦❧❞s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✷✻ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧ ♦❢ ❏❡ss②
✶✿ ❱❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ db✱ submitted ✱ committed ✱ aborted ✱ updates✱ queue

✸✿

✹✿ doSubmit(Ti)
✺✿ ♣r❡✿ Ti ∈ submitted

✻✿ WS (Ti) 6= {}
✼✿ ❛❝t✿ ❆▼✲❈❛st(Ti) t♦ WReplicas∗(Ti)
✽✿

✾✿ getSubmission(Ti)
✶✵✿ ♣r❡✿ Ti = ❆▼✲❉❡❧✐✈❡r()
✶✶✿ ❛❝t✿ queue ← queue ◦ 〈Ti〉
✶✷✿

✶✸✿ doCertify(Ti)
✶✹✿ ♣r❡✿ Ti ∈ queue \ decided

✶✺✿ ∀Tj ∈ queue, Tj <queue Ti ⇒ Tj ∈ decided

✶✻✿ ❛❝t✿ v ← certify(T )
✶✼✿ send 〈✈♦t❡, Ti, v〉 to WReplicas∗(Ti)
✶✽✿

✶✾✿ commit(Ti)
✷✵✿ ♣r❡✿ outcome(Ti)
✷✶✿ ❛❝t✿ ❢♦r❡❛❝❤ (x, v, i) ✐♥ updates(Ti) ❞♦
✷✷✿ ✐❢ x ∈ db t❤❡♥ db ← db ∪ {(x, v, i)}
✷✸✿ committed ← committed ∪ {Ti}
✷✹✿

✷✺✿ abort(Ti)
✷✻✿ ♣r❡✿ ¬outcome(Ti)
✷✼✿ aborted ← aborted ∪ {Ti}
✷✽✿

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t DV (ri(yj))[y] ≥ DV (ri(xl))[y] ❤♦❧❞s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ t❡❧❧s ✉s
t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ Ti ❤❛s r❡❛❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❏❡ss② ❛r❡ ✇r✐t❡✲
❝♦♥✢✐❝t ❢r❡❡✳ ❚♦ t❤✐s ❣♦❛❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡②
❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t✳ ❲❡ ♥♦t❡ pi ✭r❡s♣✳ pj✮ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ♦❢ Ti ✭r❡s♣✳ Tj✮✳ ❙✐♥❝❡ Ti

❛♥❞ Tj ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x ✐♥ WS (Ti) ∩WS (Tj)✳ ❖♥❡
❝❛♥ s❤♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ doCertify()✱ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
queue✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st✱ t❤❛t ✭❋✶✮ ❢♦r ❛♥② t✇♦ r❡♣❧✐❝❛s p
❛♥❞ q ♦❢ x✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ committedp ✭r❡s♣✳ committed q✮ t❤❡ s❡t {Tj ∈ committed :
x ∈ WS (Tj)}✱ ❛t t❤❡ t✐♠❡ p ✭r❡s♣✳ q✮ ❡①❡❝✉t❡s outcome(Ti)✱ ✐t ✐s tr✉❡ t❤❛t
committedp ❡q✉❛❧s committed q✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡ ✷✵ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛♥❞ t❤❡

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✷✼

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ outcome()✱ pi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② pj✮ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦t❡
♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss qi ✭r❡s♣✳ qj✮ r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ x✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Ti ✭r❡s♣✳
Tj✮ ✐s ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ queue ❛t ♣r♦❝❡ss qi ✭r❡s♣✳ qj✮ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss s❡♥❞s
✐ts ✈♦t❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭✶✮ ❛t t❤❡ t✐♠❡ qi s❡♥❞s ✐ts ✈♦t❡
♠❡ss❛❣❡✱ Tj <queue Ti ❤♦❧❞s✱ ♦r ✭✷✮ ❛t t❤❡ t✐♠❡ qj s❡♥❞s ✐ts ✈♦t❡ ♠❡ss❛❣❡✱
Ti <queue Tj ❤♦❧❞s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝❛s❡ ✭✶✮ ❤♦❧❞s ✭t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ❝❛s❡ ✭✷✮ ✐s
s②♠❡tr✐❝❛❧✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✶✺ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
♣r♦❝❡ss qi ♠✉st ✇❛✐t t❤❛t Tj ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝❛st✐♥❣ ❛ ✈♦t❡ ❢♦r Ti✳ ❋r♦♠
❢❛❝t ❋✶ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t Tj ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛t ♣r♦❝❡ss qi✳ ❍❡♥❝❡✱
certify(Ti) r❡t✉r♥s false ❛t ♣r♦❝❡ss qi❀ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✻✳✺✳✷ ▲✐✈❡♥❡ss

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ ✐❢ Ti ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ ❛t coord(Ti) ❛♥❞
coord(Ti) ✐s ❝♦rr❡❝t✱ Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❡r♠✐♥❛t❡s ❛t ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ✐♥
WReplicas∗(Ti)✳

Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ ❣❡♥✉✐♥❡ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛t ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t
♣r♦❝❡ss ✐♥ WReplicas∗(Ti)✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡♥q✉❡✉❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ queue ✭❧✐♥❡s ✶✵ t♦ ✶✶
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳

❇❡❝❛✉s❡ queue ✐s ❋■❋❖✱ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡q✉❡✉❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡②
❞❡❧✐✈❡r t❤❡♠ ✭❧✐♥❡s ✶✹ t♦ ✶✺✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ❛♥❞ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ ❣❡♥✉✐♥❡ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ t✇♦ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ s②st❡♠
✇❛✐t ❢♦r ❛ ✈♦t❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♠❛❦❡s st❡♣✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ WReplicas∗(Ti) ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡q✉❡✉❡ Ti✱ ❛♥❞
s❡♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ certify(Ti) t♦ ♦t❤❡r r❡♣❧✐❝❛s ✐♥ WReplicas∗(Ti)
✭❧✐♥❡s ✶✻ t♦ ✶✼✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡❝t r❡♣❧✐❝❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜②
Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss ✐♥ WReplicas∗(Ti) ❝♦❧❧❡❝ts ❡♥♦✉❣❤ ✈♦t❡s
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ Ti ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ outcome(Ti)✮✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ ✐❢ coord(Ti) ❡①❡❝✉t❡s Ti ❛♥❞ coord(Ti)
✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② Ti ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛t
coord(Ti)✳

Pr♦♦❢✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❡①❡❝✉t❡s ❛❧❧ ✐ts ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛t coord(Ti)✳
❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ r❡❛❞ r❡q✉❡st ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t x✱ ✐❢ x ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❜② Ti✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s❡♥❞ ❛
r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡ r❡q✉❡st t♦ Replicas(x )✳ ❚❤✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛s r❡t✉r♥s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✳
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✷✽ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦❝❡ss t❤❛t r❡♣❧✐❝❛t❡s
♦❜❥❡❝t x✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♥❛♠❡ ✐t p✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❴r❡s♦❧✈❡
♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ coord(Ti)✱ ♣r♦❝❡ss p tr✐❡s t♦ r❡t✉r♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x s✉❝❤ t❤❛t
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❧✐♥❡s ✻ t♦ ✽ ❤♦❧❞✳

❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t r❡♣❧✐❝❛ p ♥❡✈❡r ✜♥❞s s✉❝❤ ❛ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✿

∀y ∈ RS (Ti), ∀(x, v, l) ∈ db :
DV (wl(xl))[x] < DV (ri(yj))[x]
∨ DV (wl(xl))[y] > DV (ri(yj))[y]

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿

✶✳ DV (wl(xl))[x] < DV (ri(yj))[x] ❢♦r❡✈❡r ❤♦❧❞s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ DV t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❡rs✐♦♥ xk 6=0

♦❢ ♦❜❥❡❝t x ✇r✐tt❡♥ ❜② s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Ti ❞❡♣❡♥❞s✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t DV (wk(xk))[x] = DV (ri(yj))[x]✳ ❇❡❝❛✉s❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛t s♦♠❡ s✐t❡✱ ▲❡♠♠❛ ✺ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼
t❡❧❧ ✉s t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② Tk ❝♦♠♠✐ts ❛t ♣r♦❝❡ss p✳ ❈♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✷✳ DV (wl(xl))[y] > DV (ri(yj))[y] ❢♦r❡✈❡r ❤♦❧❞s✳
❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♠♠✐tt❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ❘❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t coord(Ti) ✐s
❝♦rr❡❝t✱ ▲❡♠♠❛ ✻ t❡❧❧s ✉s t❤❛t Ti ✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✉❜♠✐tt❡❞ ❛t coord(Ti)

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ outcome✱ outcome(Ti) ❛❧✇❛②s
❡q✉❛❧s tr✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✷✵ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✱
✇❤❡r❡❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✷✻ ✐s ❛❧✇❛②s ❢❛❧s❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❝♦♠♠✐ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❯♣❞❛t❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti s✉❝❤ t❤❛t coord(Ti) ✐s ❝♦rr❡❝t✳
❋r♦♠ t❤❡ ❝✉♥❥♦♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛t❛ ✺ ❛♥❞ ✻✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❡r♠✐✲
♥❛t❡s✳

❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛t t❤❡ t✐♠❡ Ti st❛rts ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✇✐t❤ Ti ❤❛s t❡r♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Ti ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❡✈❡r② ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ certify(Ti) ❛❧✇❛②s
❡q✉❛❧s tr✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✐ts✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✷✾

✻✳✺✳✸ ◆♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❙■

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❏❡ss② ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❙■✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❤❡♥ ❛
♣r♦❝❡ss r❡s♦❧✈❡s ❛ r❡♠♦t❡ r❡❛❞ r❡q✉❡st ♦✈❡r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t x ❛t ❧✐♥❡s ✼ t♦ ✽✱ ✐t
❛❧✇❛②s r❡t✉r♥s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ x ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ DV st♦r❡❞
✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ db✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❤✐st♦r② h ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣❡♥❞✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Ti ✐s ❛ r❡❛❞ ♦✈❡r s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t
x✳ ◆♦t❡ xj t❤❡ ❧❛t❡st ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ x ✐♥ h✳ ■❢ ❤✐st♦r② h′ = h.ri(xj)
❜❡❧♦♥❣s t♦ ◆▼❙■ t❤❡♥ ❤✐st♦r② h′ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r❡♣❧✐❝❛ p ♦❢ x st♦r✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ xj✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ t❤❛t
♣r♦❝❡ss p ❛❧✇❛②s ❛♥s✇❡rs ✜rst t♦ ❛ r❡♠♦t❡ r❡❛❞ r❡q✉❡st ❢r♦♠ coord(Ti) ♦✈❡r x✳
❙✐♥❝❡ ❤✐st♦r② h.ri(xj) ✐s ✐♥ ◆▼❙■✱ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❈❖◆❙✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ Ti

r❡❛❞s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t ✐♥ h.rj(xi)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t ❜♦t❤ DV (ri(xj))[x] ≥ DV (ri(yk))[x] ❛♥❞ DV (ri(xj))[y] ≤ DV (ri(yk))[y]
❤♦❧❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ readResolve(x, Ti)✱ ❛♥❞ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ♣r♦❝❡ss p r❡t✉r♥s ✈❡rs✐♦♥ xj t♦ coord(Ti)✳

✼ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❙❝❤✐♣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❞❡✜♥❡ q✉❛s✐✲❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t
❞♦ ♥♦t r❡♣❧✐❝❛t❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❛t ♠♦st st♦r❡ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ q✉❛s✐✲❣❡♥✉✐♥❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛t♦♠✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❛♥❞ ❛ ✈♦t✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❙♦✉s❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻❪
✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇♦t❤ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
r❡♣❧✐❝❛ t❤❛t ❤♦❧❞s ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥② s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❍♦❧❧✐❞❛② ❡t ❛❧✳
❬✶✼❪ s✉♣♣♦rts s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✭❙❊❘✮ ✉♥❞❡r ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❛❜♦rts ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s ❢♦r❡✈❡r
✐❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss ❢❛✐❧s✳ ●✲❙t♦r❡ ❬✶✽❪ ♣r♦♣♦s❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❦❡② ✈❛❧✉❡ st♦r❡✱ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❦❡② ❣r♦✉♣✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦
♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❣r♦✉♣✳ ❆
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♦♥❧② ❛❝❝❡ss ♦❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♦✇♥✲
❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❦❡②s ✐♥s✐❞❡ ❛ ❣r♦✉♣ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ❤❛✈❡ s♦♠❡ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❡✐t❤❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ♦r ♦♥
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ♣r♦t♦❝♦❧s ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ s✉❝❤
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r st✉❞②✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡ss❛❣❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✇✐t❤ rr r❡♠♦t❡ r❡❛❞s✱ ❛♥❞ wr

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✸✵ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❈♦♥s✳ ●❡♥✉✐♥❡❄ ▼✉❧t✐✲▼❛st❡r❄
❙❝❛❧❛r✐s ❬✶✾❪ ❙❊❘ ♥♦ ②❡s
P✲❙t♦r❡ ❬✶❪ ❙❊❘ ②❡s ②❡s
❙■P❘❡❬✷✶❪ ❙■ ♥♦ ②❡s
❙❡rr❛♥♦❬✷✷❪ ❙■ ♥♦ ②❡s
❲❛❧t❡r ❬✷✸❪ P❙■ ♥♦ ♥♦

❏❡ss② ◆▼❙■ ②❡s ②❡s

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s

r❡♠♦t❡ ✇r✐t❡s✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t②♣❡s✿ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r r❡♣❧✐❝❛t❡s
❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳
❲❡ ♥♦t❡ ∆ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ r❡♣❧✐❝❛s✱ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s t❤❛t r❡♣❧✐❝❛t❡ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t
❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Ti✳ ❲❡ ♥♦t❡ k t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡♣t♦rs ❢♦r P❛①♦s ❈♦♠♠✐t ❬✶✾❪✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ✭r❡s♣✳ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st✮ ✐s
3∆ ❬✷✵❪ ✭r❡s♣ 4∆ ❬✶✹❪✮ ❞✉r✐♥❣ s♦❧♦ st❡♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❧❛t❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

❙❝❛❧❛r✐s ❬✶✾❪ ✐s ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ❉❍❚✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s✱ ❛♥❞ ♣❛①♦s ❝♦♠♠✐t ❡♥s✉r❡s ❜♦t❤ ❛t♦♠✲
✐❝✐t② ❛♥❞ ❙❊❘✳ P✲❙t♦r❡ ❬✶❪ ✐s ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❲❆◆s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛❧❛❜❧❡ ❣❡♥✉✐♥❡ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❘❡❛❞ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t s♦♠❡ r❡♣❧✐❝❛s✱ ✇❤✐❧❡ ✇r✐t❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞
❧♦❝❛❧❧②✳ P✲❙t♦r❡ ❡♥s✉r❡s ❙❊❘✳

❆ ❢❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✶✱ ✷✷✱ ✷✹❪ ❛❞❞r❡ss ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙■ s❡♠❛♥✲
t✐❝s✳ ❙✐♣r❡ ❬✷✶❪ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❜r♦❛❞❝❛sts ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛s ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢
❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤✐s st❛rt ♠❡ss❛❣❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ str✐❝t❧②
❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦t✳ ❙■P❘❡ ❝♦♠♠✐ts r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❡r♠✐♥❛t❡ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❙■P❘❡ ❜r♦❛❞❝❛sts t❤❡
✇r✐t❡ s❡t t♦ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝❡rt✐❢② t❤❡ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❙❡rr❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ s✉♣♣♦rts ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙■✳ ■♥
t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst r❡♣❧✐❝❛ t♦ r❡❝❡✐✈❡ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❛ss✐❣♥s ❛ t✐♠❡s✲
t❛♠♣ t♦ Ti✳ ❚❤✐s t✐♠❡st❛♠♣ st♦r❡s t❤❡ ❧❛t❡st ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
r❡❛❞ ❜② Ti✳ ❈♦♠♠✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❛t♦♠✐❝❛❧❧② t♦
❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛s✳ ❆❢t❡r ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts✱ ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛ st❛rts s♦♠❡ ❞✉♠♠②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛❜❛s❡ s♥❛♣s❤♦ts✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐s ❣❡♥✉✐♥❡✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❙♦✈r❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❲❛❧t❡r✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❦❡②✲
✈❛❧✉❡ st♦r❡ t❤❛t s✉♣♣♦rts ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛♣s❤♦t

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✸✶

▼❡ss❛❣❡ ❚✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❆❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡❛❞✲♦♥❧② ●❧♦❜❛❧ ❯♣❞❛t❡ ▲♦❝❛❧ ❯♣❞❛t❡
❙❝❛❧❛r✐s ❬✶✾❪ O(n × k) (rr × 2∆) + 4∆ (rr + wr) × 2∆ + 4∆ (rr + wr) × 2∆ + 4∆
P✲❙t♦r❡ ❬✶❪ O(n2) (rr × 2∆) + 3∆ (rr × 2∆) + 5∆ 4∆
❙■P❘❡❬✷✶❪ O(N2) (rr × 2∆) + 3∆ (rr + wr) × 2∆ + 6∆ 6∆
❙❡rr❛♥♦❬✷✷❪ O(N2) rr × 2∆ (rr + wr) × 2∆ + 3∆ 3∆
❲❛❧t❡r ❬✷✸❪ O(N × wr) rr × 2∆ (rr × 2∆) + 2∆ 2∆ | 0

❏❡ss② O(n2) rr × 2∆ (rr × 2∆) + 5∆ 4∆

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s
▼❡ss❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s s❡♥t ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿
❞❡❧❛② ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ N ✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s❀ n✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❀ ∆✿ ♠❡ss❛❣❡ ❧❛t❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ r❡♣❧✐❝❛s❀ k✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡♣t♦rs ✐♥ P❛①♦s
❈♦♠♠✐t✳

✐s♦❧❛t✐♦♥ ✭P❙■✮✳ P❙■ ❛♥❞ ◆▼❙■ ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❜✉t ❤❛✈❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♥❛♣s❤♦ts ✉♥❞❡r P❙■ ❛r❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✭♥❛♠❡❞
❧♦♥❣ ❢♦r❦ ✐♥ ❬✷✸❪✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ❡♥❢♦r❝❡s ❙❈❖◆❙❛✱ P❙■ ✐s ❤♦✇❡✈❡r str♦♥❣❡r t❤❛♥
◆▼❙■✿ ❛ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r x ✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti r❡❛❞s t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❛❧✉❡
♦❢ x ❛t t❤❡ t✐♠❡ Ti st❛rts ❛t ✐ts s✐t❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ P❙■✱ ❲❛❧t❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡
♠❛st❡r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❛ ♣❡r ♦❜❥❡❝t✳ ■❢ ♦❜❥❡❝ts ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s✐t❡✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts ❧♦❝❛❧❧②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♣r❡✲
❢❡rr❡❞ s✐t❡s st❛rt ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❝♦♠♠✐t ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❝♦♠♠✐t t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳
❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts✱ ✐t ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ ❛❧❧ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❲❛❧t❡r ❬✷✸❪ ✐s t❤❡
❧♦✇❡st ❛♠♦♥❣ t❤❡ s✉r✈❡②❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❛t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ■❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t♦r ✐s ♥♦t
t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ s✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts✱ t✇♦ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠✐t ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞
❛♠♦♥❣ ♣r❡❢❡rr❡❞ s✐t❡s✱ t❤✉s t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s 2∆✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✉♣❞❛t❡s
✐♥ ❙❡rr❛♥♦ ❬✷✷❪ ✐s 3∆ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧
✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛t❡♥❝② ✐s 4∆ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❏❡ss② ♦r P✲❙t♦r❡ ❬✶❪ s✐♥❝❡
t❤❡② ❡♠♣❧♦② ❣❡♥✉✐♥❡ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st✳ ❙■P❘❡ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r✐s ❬✶✾❪ ❤❛✈❡ t❤❡
✇♦rst ❧♦❝❛❧ ✉♣❞❛t❡ ❧❛t❡♥❝②✳ ❙■P❘❡ ✉s❡s t✇♦ ❛t♦♠✐❝ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛r✐s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t s❤♦✉❧❞
r❡❛❞✴✇r✐t❡ ❢r♦♠✴t♦ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ r❡♣❧✐❝❛s✳

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥✉✐♥❡♥❡ss ❛r❡ t✇♦ ❦❡② ❢❛❝t♦rs ♦❢ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ r❡♣❧✐✲
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❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✸✷ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦✉r ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❛tt❛✐♥ ❙■✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t✇♦
♦❢ t❤❡♠✱ ♥❛♠❡❧② ❙♥❛♣s❤♦t ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❙tr✐❝t❧② ❈♦♥s✐st❡♥t ❙♥❛♣s❤♦ts
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥s✉r❡❞✳

❚♦ s✐❞❡ st❡♣ t❤✐s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❝r✐t❡r✐♦♥ ♥❛♠❡❞ ◆▼❙■✳ ◆▼❙■ ♣r✉♥❡s ♠♦st ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✐s❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ❙■✱ ✇❤✐❧❡
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❙■✿ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ◆▼❙■ ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡✱
❛❧✇❛②s ♦❜s❡r✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥t s♥❛♣s❤♦ts✱ ❛♥❞ t✇♦ ✇r✐t❡✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ♥❡✈❡r
❜♦t❤ ❝♦♠♠✐t✳

❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❏❡ss②✱ ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t s✉♣♣♦rts ◆▼❙■✳ ❚♦ r❡❛❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛rt✐❛❧ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ❏❡ss② ✉s❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✈❡❝t♦rs✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❏❡ss② ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ s❤♦✇s t❤❛t ❏❡ss② ❝♦♠♠✐ts tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢❛st❡r ❛♥❞✴♦r ❝♦♥t❛❝ts
❢❡✇❡r r❡♣❧✐❝❛s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ◆✳ ❙❝❤✐♣❡r✱ P✳ ❙✉tr❛✱ ❛♥❞ ❋✳ P❡❞♦♥❡✱ ✏P✲st♦r❡✿ ●❡♥✉✐♥❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐❞❡
❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱
❯❙❆✱ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✷✶✹✕✷✷✹✳

❬✷❪ ❙✳ ●✐❧❜❡rt ❛♥❞ ◆✳ ▲②♥❝❤✱ ✏❇r❡✇❡r✬s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t✱
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♣❛rt✐t✐♦♥✲t♦❧❡r❛♥t ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡s✱✑ ❙■●❆❈❚ ◆❡✇s✱ ✈♦❧✳ ✸✸✱ ♣♣✳ ✺✶✕✺✾✱ ❏✉♥❡
✷✵✵✷✳

❬✸❪ P✳ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ❱✳ ❘❛❞③✐❧❛❝♦s✱ ❛♥❞ ❱✳ ❍❛❞③✐❧❛❝♦s✱ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❘❡❝♦✈❡r②

✐♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ❙②st❡♠s✳ ❆❞❞✐s♦♥ ❲❡s❧❡② P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ✶✾✽✼✳

❬✹❪ ❍✳ ❇❡r❡♥s♦♥✱ P✳ ❇❡r♥st❡✐♥✱ ❏✳ ●r❛② ❡t ❛❧✳✱ ✏❆ ❝r✐t✐q✉❡ ♦❢ ❆◆❙■ ❙◗▲ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱✑
✐♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❉❛t❛ ✲ ❙■●▼❖❉✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✶✾✾✺✱ ♣♣✳ ✶✕✶✵✳

❬✺❪ ❙✳ ❊❧♥✐❦❡t②✱ ❲✳ ❩✇❛❡♥❡♣♦❡❧✱ ❛♥❞ ❋✳ P❡❞♦♥❡✱ ✏❉❛t❛❜❛s❡ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣
●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱
❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ❖❝t✳ ✷✵✵✺✱ ♣♣✳ ✼✸✕✽✹✳

❬✻❪ ❆✳ ❆❞②❛✱ ✏❲❡❛❦ ❈♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❆ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❢♦r ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱✑ P❤✳❉✳✱ ▼■❚✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ❯❙❆✱ ▼❛r✳ ✶✾✾✾✳

❬✼❪ ▼✳ ❏✳ ❋✐s❝❤❡r✱ ◆✳ ❆✳ ▲②♥❝❤✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✳ P❛t❡rs♦♥✱ ✏■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♥s❡♥s✉s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❢❛✉❧t② ♣r♦❝❡ss✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ✈♦❧✳ ✸✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✸✼✹✕✸✽✷✱
✶✾✽✺✳

❬✽❪ ▼✳ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ ▲✳ ▲❛♠♣♦rt✱ ✏❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡✜♥❡♠❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣s✱✑ ❚❤❡♦r②

❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♣♣✳ ✷✺✸✕✷✽✹✱ ▼❛② ✶✾✾✶✳

❬✾❪ P✳ ❆✳ ❇❡r♥st❡✐♥ ❛♥❞ ◆✳ ●♦♦❞♠❛♥✱ ✏❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
r❡❝♦✈❡r② ✐♥ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s✱✑ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡

❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♣♣✳ ✺✾✻✕✻✶✺✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✽✹✳

■♥r✐❛



◆♦♥✲▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙♥❛♣s❤♦t ■s♦❧❛t✐♦♥ ✸✸

❬✶✵❪ ❍✳ ❆tt✐②❛✱ ❊✳ ❍✐❧❧❡❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼✐❧❛♥✐✱ ✏■♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✿ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ❆✉❣✳ ✷✵✵✾✱
♣✳ ✻✾✳

❬✶✶❪ ❆✳ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ❘✳ ●r❛②✱ ✏■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❘❡❛❞✲❖♥❧② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱✑ ■❊❊❊

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ❙❊✲✶✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✵✺✕✷✶✷✱ ❋❡❜✳ ✶✾✽✺✳

❬✶✷❪ ❑✳ ▼✳ ❈❤❛♥❞② ❛♥❞ ▲✳ ▲❛♠♣♦rt✱ ✏❉✐str✐❜✉t❡❞ s♥❛♣s❤♦ts✿ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡s
♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✱✑ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♣♣✳ ✻✸✕✼✺✱
❋❡❜r✉❛r② ✶✾✽✺✳

❬✶✸❪ ❆✳ ❆❞②❛✱ ❇✳ ▲✐s❦♦✈✱ ❛♥❞ P✳ ❖✬◆❡✐❧✱ ✏●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱✑ ✐♥
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❛t❛ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✵✱ ♣♣✳
✻✼✕✼✽✳

❬✶✹❪ ❘✳ ●✉❡rr❛♦✉✐ ❛♥❞ ❆✳ ❙❝❤✐♣❡r✱ ✏●❡♥✉✐♥❡ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐❝❛st ✐♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞✐str✐❜✉t❡❞
s②st❡♠s✱✑ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✺✹✱ ♥♦✳ ✶✲✷✱ ♣♣✳ ✷✾✼✕✸✶✻✱ ▼❛r✳ ✷✵✵✶✳

❬✶✺❪ ◆✳ ❙❝❤✐♣❡r✱ ❘✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❛♥❞ ❋✳ P❡❞♦♥❡✱ ✏❇r✐❡❢ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t✿ ❖♣t✐♠✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✵✵✻✱ ♣♣✳
✺✺✼✕✺✺✾✳

❬✶✻❪ ❆✳ ❙♦✉s❛✱ ❘✳ ❖❧✐✈❡✐r❛✱ ❋✳ ▼♦✉r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✏P❛rt✐❛❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ st❛t❡
♠❛❝❤✐♥❡✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱
❯❙❆✱ ✷✵✵✶✱ ♣♣✳ ✷✾✽✕✸✵✾✳

❬✶✼❪ ❏✳ ❍♦❧❧✐❞❛②✱ ❉✳ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❊✳ ❆❜❜❛❞✐✱ ✏P❛rt✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❡♣✐❞❡♠✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣

❙②st❡♠s✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✷✱ ♣♣✳ ✹✽✺✕✹✾✸✳

❬✶✽❪ ❙✳ ❉❛s✱ ❉✳ ❆❣r❛✇❛❧✱ ❛♥❞ ❆✳ ❊❧ ❆❜❜❛❞✐✱ ✏●✲st♦r❡✿ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ st♦r❡ ❢♦r
tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐ ❦❡② ❛❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈❧♦✉❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✶✻✸✕✶✼✹✳

❬✶✾❪ ❋✳ ❙❝❤✐♥t❦❡✱ ❆✳ ❘❡✐♥❡❢❡❧❞✱ ❙✳ ❍❛r✐❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✏❊♥❤❛♥❝❡❞ P❛①♦s ❈♦♠♠✐t ❢♦r ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ❉❍❚s✱✑ ✐♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❧✉st❡r✱ ❈❧♦✉❞ ❛♥❞ ●r✐❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱
❯❙❆✱ ▼❛② ✷✵✶✵✱ ♣♣✳ ✹✹✽✕✹✺✹✳

❬✷✵❪ ❆✳ ❙❝❤✐♣❡r✱ ✏❊❛r❧② ❝♦♥s❡♥s✉s ✐♥ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ❢❛✐❧✉r❡
❞❡t❡❝t♦r✱✑ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✶✹✾✕✶✺✼✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✼✳

❬✷✶❪ ❏✳ ❊✳ ❆r♠❡♥❞ár✐③✲■ñ✐❣♦✱ ❆✳ ▼❛✉❝❤✲●♦②❛✱ ❏✳ ❘✳ ●✳ ❞❡ ▼❡♥❞í✈✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✏❙■P❘❡✿ ❛
♣❛rt✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ ❙■ r❡♣❧✐❝❛s✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞

❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✱ ♣✳ ✷✶✽✶✳

❬✷✷❪ ❉✳ ❙❡rr❛♥♦✱ ▼✳ P❛t✐♥♦✲▼❛rt✐♥❡③✱ ❘✳ ❏✐♠❡♥❡③✲P❡r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✏❇♦♦st✐♥❣ ❉❛t❛❜❛s❡
❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② t❤r♦✉❣❤ P❛rt✐❛❧ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✶✲❈♦♣②✲❙♥❛♣s❤♦t✲■s♦❧❛t✐♦♥✱✑
✐♥ P❛❝✐✜❝ ❘✐♠ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉❡♣❡♥❞❛❜❧❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱
❉❈✱ ❯❙❆✱ ❉❡❝✳ ✷✵✵✼✱ ♣♣✳ ✷✾✵✕✷✾✼✳

❘❘ ♥➦ ✼✽✵✺



✸✹ ❙❛❡✐❞❛ ❆r❞❡❦❛♥✐✱ ❙✉tr❛✱ Pr❡❣✉✐ç❛✱ ❙❤❛♣✐r♦

❬✷✸❪ ❨✳ ❙♦✈r❛♥✱ ❘✳ P♦✇❡r✱ ▼✳ ❑✳ ❆❣✉✐❧❡r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✏❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ st♦r❛❣❡ ❢♦r ❣❡♦✲r❡♣❧✐❝❛t❡❞
s②st❡♠s✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s Pr✐♥❝✐♣❧❡s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱
✷✵✶✶✱ ♣♣✳ ✸✽✺✕✹✵✵✳

❬✷✹❪ ❉✳ ❙❡rr❛♥♦✱ ▼✳ P❛t✐ñ♦✲▼❛rtí♥❡③✱ ❘✳ ❏✐♠é♥❡③✲P❡r✐s ❡t ❛❧✳✱ ✏❆♥ ❛✉t♦♥♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❡t✲❜❛s❡❞ s❡r✈✐❝❡s✱✑ ✐♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱
❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✶✷✼✕✶✸✻✳

■♥r✐❛



RESEARCH CENTRE

PARIS – ROCQUENCOURT

Domaine de Voluceau, - Rocquencourt

B.P. 105 - 78153 Le Chesnay Cedex

Publisher

Inria

Domaine de Voluceau - Rocquencourt

BP 105 - 78153 Le Chesnay Cedex

inria.fr

ISSN 0249-6399


