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Les ”diapos” comme celles ci, concues pour un exposé oral, sont difficilement
lisibles en ’absence des commentaires de ’auteur. Quand le contenu de I’exposé
est extrait d'un d’un livre on peut renvoyer au livre. Malheureusement, en dépit
de toute ma bonne volonté, ce livre n’existe pas encore. C’est dans I'espoir de
rendre ces diapos un peu plus lisibles que j’ai écrit, apres ’exposé oral, un texte
d’accompagnement, un peu comme les textes qui accompagnaient les bandes
dessinées d’autrefois.

lr":—‘-; 5 ' ' : '

l ' |
NEL JEW A< B |

1]

Christophe:
“Le savant Cosinus”
Librairie Armand Colin
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A trois heures et demie, le docteur découvre la
valeur de X, 'inconnue cherchée ; ce qui lui cause
une joie sans mélange. - Nous prions les esprits
superficiels de s’abstenir de toute réflexion sur la
valeur de x, et de ne point prétendes que
Zéphyrin a beaucoup travaillé pour pas grand
chose.




Il y a longtemps que 'on utilise les équations différentielles
pour essayer de comprendre comment croissent les populations.

Les équations différentielles ont été inventées pour rendre compte du mouve-
ment des planetes et des pendules. Il ne va pas de soi de les utiliser pour rendre
compte de la croissances des populations. C’est ce que nous allons voir dans ce
premier cours.

Nous ne commencerons pas par un cours de mathématiques expliquant ce que
sont les équations différentielles mais, plutot, introduirons chaque fois que nécessaire
des éléments mathématiques.




Qu’est ce qu’ung gquation differentielle ?
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Ces deux systemes d’équation différentielles : les équations du pendule et
les équations de “Lotka - Volterra” sont utilisées dans des champs scientifiques
tres différents. Elles n’ont pas le méme statut dans les deux cas.
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Est I’expression sous une forme mathématique d’une
lo1 fondamentale de la physique

Les solutions mathématiques exactes sont considérées comme plus proches de la
réalité que les approximations numeriques




Est une approximation sous la forme d’une
“€quation différentielle”
de “bilans de masse™

Les simulations numériques ont plus de sens physique
que les equations différentielles

dN
dt

dP
dt




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Dans une équation du second degré il y a une sorte de devinette : trouver

les x tels que :
ar’ +br+c=0

On présente classiquement les équations différentielles de la méme maniere :
trouver une fonction dérivable, t — x(t) telle que :

z'(t) = 22%(t) et (0) = 1

devinette dont la solution est :

1
o) =15

La présentation que nous faisons ici est tres différente mais tout aussi légitime.




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

z(t+dt) = x(t) + dt = f(x(t))

w.
dt est“petit”
Exemple :
x(t) = “nombre d’individus a 'instant t” :‘
Unité = 10° individus




z(t+dt) = x(t) + dt * f(x(‘))
dt est “Petit” Mais pas trop ™,

Exemple :

*

.
.
.
)
L

x(t) = “nombre d’individus a 'instant t”
Unité = 10° individus

A

r(t+dt) =x(t) +dt xr*x(t)

r(t +dt) = x(t) + 107 32(t)

Doublement/20 mn = 1000 sec




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

r(t+dt) =x(t) +dt xrxx(t) est un “algorithme”

x(0) donné
x(dt) «— (x(0) 4+ dt x 7 * x(0))
x(2 % dt) «— (x(dt) + dt x7 * 2(dt))

r((k4+1)xdt) «— (x(k*dt) + dt x T * x(k * dt))




2(t +dt) = () + dt * f(z(2)) Qu’est ce qu’une equation différentielle ?

1. x +— xo;

2. 1 «— 0

3. repeat

4. t — t+ dt;

5. T —— z+dt * f(x);

6. Until ¢t > 10 ;

Puisque l'on a affaire a un algorithme de production d’une succession de
nombres on demande a notre ordinateur favori de bien vouloir faire ces multi-
plications successives.




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

a(t+dt) = x(t) +dt + 1+ (t)

A
dt = 0.125
\
On £ e plus en pl dt = 0.25
dt = 0.5
- dt =1
| )t




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?
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Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

On voit qu’il n’y a pratiquement plus de différence : il y a un petit peu de
rouge en haut.




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

dt = 0.001

| > t

Il n’y a plus de différence entre :

dt = 0.001; dt = 0.0005; dt = 0.00025; dt = 0.000125




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

x(t+dt) = x(t) + dt x f(x(t))

1.  +— xp;

2. t «—0;

3. repeat

4. t«— t+ dt;

5. xr —— x +dt x f(x);

6. Until ¢t > 10 ;

Lorsque dt est “suflisamment petit”
le résultat du programme ne dépend plus de dt.




Explication mathématique
r(t+dt) = x(t) + dt x f(x(t))
r(t+dt) —x(t) = dt x f(x(t))
x(t +dt) — x(t)

D=2 _ fay
.zt +dt) —x(t)
D R
dx(t)

Apres “passage a la limite” dt a disparu et il ne reste plus que la devinette.




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

x(t+dt) = x(t) + dt = f(x(t))
Possede du sens biologique

Si z(t) est grand (=~ 10°)

dr(t)
W _ o)

Est une approximation ;
n’a jamais de sens biologique




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

z(t) +dt * f(z(t),y(t))
y(t) +dt x g(x(t),y(t))




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t+dt) = x(t)+dt= f(x(t),y(t))
y(t+dt) = y(t) +dtxg(x(t),y(1))
( f(a(t),y(t)) )
/ g(x(t),y(t))




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

r(t+dt) = z(t)+dt* f(z(t),y(t))
y(t +dt) = y(t) +dtxg(z(t), y(t))

Pour les 5“slides” suivantes il faut passer tres vite, revenir en arriere et
recommencer pour bien comprendre ce qui se passe.




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))

-




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))

-~




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))

i




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))

S




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))




Qu’est ce qu’une équation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

x(t) + dt * f(x(t),y
y(t) +dt = g(x(t),y(t))




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)
y(t + dt)

z(t) +dt * f(z(t),y(t))
y(t) +dt x g(x(t),y(t))

La représentation de la diapo suivante n’est pas naturelle en biologie. En
biologie on a I’habitude de représenter 1’évolution au cours du temps pas des
“chroniques”, z(t) et y(t). Il faut se familiariser avec un nouveau mode de
représentation.




Qu’est ce qu’une equation differentielle ?

Marche a petit pas dans le plan

z(t + dt)

x(t) + dt * f(z(t),y(t))
y(t + dt) Y

y(t) + dt x g(x(t)

» lievres




Pour que z(t), considéré comme un nombre “réel”, c’est a dire un “nombre a
virgule”, ait du sens biologique il faut que I'unité soit grande. Si, par exemple,
I'unité est 10° le nombre & virgule 1.603250 représente : un million six cent trois
mille deux cent cinquante individus. Ce point n’est pas toujours bien compris
comme en témoigne ce qu’on peut lire sur Wikipedia.




Lotka—Volterra equation

From Wikipedia, the free encyclopedia

The Lotka—-Volterra equations, also known as the predator—prey
equations, are a pair of first-order, non-linear, differential equations
frequently used to describe the dynamics of biological systems in which two
species interact, one a predator and one its prey. They evolve in time
according to the pair of equations:

dx |

- = ala—By)

dy

— = —y(~v — oz
where,

* yis the number of some predator (for example, wolves);
* x is the number of its prey (for example, rabbits);

d; T
-4y and represent the growth of the two populations against time;

dt  di

* trepresents the time; and
" a, B, y and & are parameters representing the interaction of the two
species.




An example problem

Suppose there are two species of animals, a baboon (prey) and a cheetah (predator). If the initial conditions are 80
baboons and 40 cheetahs, one can plot the progression of the two species over time. The choice of time interval is

arbitrary.

[edit]
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An aside: These graphs illustrate a serious potential problem with this as a biological model: For this specific choice of parameters, in each
cycle, the baboon population is reduced to extremely low numbers, yet recovers (while the cheetah population remains sizeable at the
lowest baboon density). In real-life situations, however, chance fluctuations of the discrete numbers of individuals, as well as the family
structure and life-cycle of baboons, might cause the baboons to actually go extinct, and, by consequence, the cheetahs as well. This
modelling problem has been called the "atto-fox problem",[26! an atto-fox being a notional 108 of a fox, in the context of rabies modelling in
the UK.




Wikipedia signale le probleme atto-fox .

Il n’y a pas de sens biologique a parler d’une fraction de renard.  Si I'unité
est 103 le nombre réel 1.4355 pourra étre interprété comme mille quatre cent
trente siz ou mille quatre cent trente cing individus, au choix. Ce qui ne pose
pas de probleme. L’approximation est tres bonne. En revanche le nombre réel
0.0005 (ou tout nombre plus petit) n’est plus interprétable correctement : est-ce
1 ou 0 individu ? C’est faire le choix entre ’extinction et la non extinction.

Il existe des modeles pour traiter un petit nombre d’individus. Ce sont des
modeles stochastiques variés mais ils sont plus compliqués a analyser
mathématiquement.

En pratique on retiendra que les modeles de type équations différentielles
doivent étre reconsidérés de facon critique lorsque x représente moins de 1000
individus.

Ce n’est pas parce qu’il risque de passer sous le seuil de 1 individu
que le modele de Wikipedia est douteux, c’est des la départ de ne
considérer que des petits nombre d’individus.

Maintenant nous essayons de représenter la croissance d’une population a
I’aide d’équations différentielles.




Croissance d’'une population

x(t 4+ dt) = x(t) + dt * [u(s1, S2,...5p) * ©(t) — v(w1, we, ... wy) * x(t)]

dx(t)
dt

= (81, s2,...5p) * x(t) — v(s1, 52, ...5p) * (1)

p(s1, s2, ..., sp) = taux de “natalité”

v(wy,wa, ..., wy) = taux de “mortalité”

Si les conditions environnementales sont constantes et les mémes pour tous les
individus les taux p et v sont constants le tauxr de croissance r = p — v est
constant. On a une croissance exponentielle :

dx(t)
dt

= rxx(t)

z(t) = xo * exp(r * t) = xo * "™




Croissance d’'une population

La présence de la population modifie les conditions environnementales
Il y a “rétro-action” de la population sur ’environnement.

Ce qui modifie les taux de natalité et de mortalité.

Exemple | : Lespace est le facteur limitant

Exemple 2 : Le substrat est le facteur limitant




Croissance d’'une population

Exemple | : LUespace est le facteur limitant

So(t) = surface occupée
si(t) = surface libre

S = So(t) + Sl(t)

So(t) = a x x(t)




Croissance d’'une population

Exemple | : LUespace est le facteur limitant

So(t) = surface occupée
si(t) = surface libre

S = So(t) + Sl(t)

So(t) = a x x(t)
z(t+dt) =z(t) + dt x p* x(t) * 5(t)
dx(t)
dt
) = pxx(t)(S —a*x(t))

— ok (t)s(t)

= p* 8,(t)(S — 5,(1)) Logistique




Parenthese mathématique : Le “Type logistique”
A

>




Parenthese mathématique : Le “Type logistique”

Nous faisons quelques commentaires mathématiques sur I’équation différentielle
logistique. En particulier nous essayons de nous habituer a remplacer (au moins
mentalement) la fonction :

r—a-x—b-2?

par des expressions équivalentes et par des fonctions non explicités nulles en 0,
croissantes puis décroissantes puis nulles.
On explique comment résoudre la devinette : trouver t — x(t) telle que :

'(t) =a-x(t)—b-z2(t)




x'(t) =

flx)=axx—bxzx

dx(t)
dt

Parenthese mathématique : La Logistique

= ax*xx(t) —b* (1) 2(0) = zo

2




Parenthese mathématique : La Logistique

()= =axa(t) ~bxa®(t)  2(0) =
u:% u,__;:_; o) _a*:z:(t)x&)bQ*xQ(t)
W(t) = b—axa(t) u(0) = mio

u(t) = b+ (u(0) — b) x e~*!

) = (o) - b) * e—art

:b*xo+(1—b*m0)*e—a*t 1 —bxxg+ b* xger*




Croissance d’'une population

dz(t” — pra(t)(S — a* z(t))
r=p*xS K=S5/a
dx(t)

_ z(t)
=rxx(t)(1l — ?)

dt

Taux de croissance intrinseque

Capacité de charge

lci |, SUrfyeq t (Carrying capacity)
o

e de iy




Croissance d’'une population

Exemple 2 : Le substrat est le facteur limitant
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Croissance d’'une population
Exemple 2 : Le substrat est le facteur limitant

xr(t+dt) = x(t) + dt x px x(t) * s(t)
s(t+dt) =s(t) — dt x pxx(t) * s(t)

= pxz(t) *x s(t)

= —pxx(t)*s(t)




Croissance d’'une population

dx(t)
= erEs) e se)
ds(1) - dt =0
- = —p*x(t) * s(t)
z(t)+s(t) = x(0)+s0) = M
— s(t) = M — z(t)
W (M — (1)




Croissance d’'une population

B _ pwalt) « (M~ a(t)
r=pxM
dx(t)

= r*x () *

5z

“Intrinsisic growth rate”

K=M
z(t)
(- K\>
Carrying capacity




Croissance d’'une population

L’article de pearl, par ’ajustement remarquable qu’il décrivait de données
expérimentales a des logistiques a été a l'origine d’un grand engouement pour
cette derniere. Engouement qui a motivé la petite note de W. Feller qui suit.




Croissance d’une population

THE GROWTH OF POPULATIONS

By RaAymMOND PeEARL
[1927]

An ecxperiment on the
growth of a population of yeast cells is
made as follows: A measured amount of
wort, which furnishes nutriment to the
yeast plants, is seeded with a few cells.
Then at equal intervals of time thereafter
the equivalent of a census count is made
of the cells then present.




Croissance d’une population

TABLE 1
Growth of a population of yeast cells (data from Carlson)
QUANTITY OF
NEast | Quawriry | YEASTPRO-
OF YEAST .
i i | e
0B~ CALCU- (- '!n;iu'rl: HOUR (= PER- VEEED WAJAMAMALS BAN MARw WAww T e e s wemw e weme e mm e m e
SERVED | LATED GROWTH) C:;H‘G:%Bwl‘;rjt 50
(a) () (e (d) (e) - ASYMPTOTE = 665.0
per cent 600
o 9.6 9.9
1 18.3 | 16.8 x:-; ?:?
. . N
2 29.0 | 28.2 18 2 € 8 2 .50
3 47.2 | 46.7 N 0.6 B
4 71.1 | 76.0 3'9 50- Py
5 119.1 | 120.X 4%.0 622 /
6 174.6 | 181.9 gS-S 40 § 300
7 |257.3 [ 260.3 7 AN 3 /
8 350.7 | 348.2 93-4 363
9 |4410|ame| 27 27 150
10 513.3 | §506.9 6.3 ':
11 559.7 | 562.3 4 : 2
1 594.8 | 600.8 35 6 g
13 | 629.4 | 625.8 34 5 0 Z ¥ 3 8 R e T T
14 640.8 | 641.5 -4 1.8 Hours
1§ 651,1 651 0 10'3 ;'6 o ehe oublicacion of hF‘lOd.'l. ‘l'n- G;ow: or A Pomu-x:lon orfo::- C:.u . ' i
6 (65596567 | 4 °7 s b rblccion o chis digram i () chrongh 1 ot fn Pk eadinche shcialunits wer s
P s |ema| 2 | o3




Croissance d’une population

ON THE LOGISTIC LAW OF GROWTH AND ITS
EMPIRICAL VERIFICATIONS IN BIOLOGY

by

WILLY FELLER
(Dpt of Mathematics, Brown Univ., Providence, R. I.)

(Received 1. V. 1939)

—— e — e ——e

1. The logistic curve

o

y(z)=1+e—f3<‘""‘>’ (>0, B>0), . . . . (1)

or the corresponding differential equation

%:By(x-—%) N )




Croissance d’une population

is divergent. For these reasons [ have based my computations chiefly on
two forms, namely firstly on 1)

y(t):a%_arc tg 100¢=a, . . . . . . (3)
and secondly on
a
s =14+ —at - - .o @)

where
¢

cp(t)—_—vz_—?;fe-ﬂds

o




Croissance d’une population

TABLE 1
Growth of a Bacterial Colony, according to H. G. THORNTON

—_—
——— o— ——

T ————

Area in square centimetres

Age in |77 ] T
. Computed
days  |lObserved [l e
@ (I1) (1r) (Iv)
o || o0.24 0.25 0.07 0.87 0.37
I 2.78 2.03 1.86 2.82 = 2.51
2 13.53 13.08 13.82 13.36 13.62
3 36.30 || 37.05% 36.06 36.60 36.30
4 47.50 | 47.39 | 47.70 | 47.14 | 47.42
5 49-40 || 49.02 | 49.40 | 49.40 | 49.55
Explanation:
(1) y — 0.2524 computed by LOTKA (p. 70), and
7= e—2128¢ 4 O.c05 125 reproduced by KOSTITZIN.
(1) ¥ = 24.735 } 1 + @ (0.844 (¥ — 2.49)){, see formula (4),
(III) y = 49.966 % arc tg 10°7*—23), 9 » (3),
02

[ 4 e 196(xr—25)°




Croissance d’une population

TABLE 2

List of Errors corresponding to Table 1

i

—

e S e -e——

Day's (0 (I1) (1) (IV)

o -+ o.or1 — 0.17 +.o.33 -+ 0.13
r — 0.75 — 0.92 -+ 0.04 — 0.27
2 — 0.45 ~+ o.29 — 0.17 + 0.09
3 + o.75 — 0.24 -+ o0.30 <+ 0.00
4 — O.1T -+ o.20 — 0.36 — 0.08
5 — 0.38 4+ 0.00 + 0.00 -~ 0.15

Sum of Errors — 0.93 — 0.84 + o0.14 -+ o.02

Sum of Errors o

ignoring signs 2.45 - 1.82 1.20 0.72

Sum of squares

of Errors 1.4841 1.0568 0.3590 | ©0.1268

Maximum Error 0.75 0.92 0.36 0.27




Autre modele de Croissance d’'une population

Nous avons “justifié” I’équation différentielle logistique par un mécanisme de
“rétro-action” de la population sur I’environnement. Pour que ces mots aient
un sens il faut la présence de deux entités bien distinctes : la population et
I’environnement. L’environnement pouvant étre réduit a une entité tres simple
comme ’espace (compétition pour I'espace) ou un substrat (compétition pour
un substrat en micro biologie). De ces deux entités a émergé une terminologie :
- Le taux de croissance “intrinseque” (le coefficient de = dans le modele)

- La “capacité de charge” du milieu (le K du modele écrit ' = rxz(1 — x/K).
Nous allons montrer pourquoi cette terminologie est dangereuse et doit étre
abandonnée.




Autre modele de Croissance d’une population

dx(t)
prai i r(t) —l*xex*x(t)*z(t)
Ressources non limitantes dx(t) — v (D)
Taux de croissance constant dt r
La rencontre de deux
individus ! * z(t)
est “musclée” A

coef. de letalite taux de rencontre




Autre modele de Croissance d’une population

dx(t)
o = rxx(t) —l*exx(t)* z(t)
[+xe =«
dxdsft) =rxa(t) —axg’(t) Modele (r —a)

“Intrinsisic growth rate” Competition densité dependante




Autre modele de Croissance d’'une population

dz(t)
o = r*x(t) —lxexx(t)*x(t)
[xe=q«
dmdit) =rxx(t)—axz®(t) Modele (1 — )
dﬂ;it) — % (t) % (1 _ %) Modele (r — K)




Paradoxe des deux sites




Paradoxe des deux sites




Paradoxe des deux sites

Equilibre avec S7 # 5o

, * %k
On a forcément : xr] # T5




Paradoxe des deux sites

S1#Sy  aj #




Paradoxe des deux sites

S1#Sy  aj #




Paradoxe des deux sites

Si la ressource est le facteur limitant
xr(t+dt) = x(t) + dt x px x(t) * s(t)
s(t+dt) =s(t) — dt x pxx(t) * s(t)

df’;f) — pea(t) + s(t) x(t) > 0
v P amesty s >0




Paradoxe des deux sites

d:;it) = pxx(t) * s(t) v(t) >0  s(t)>0
z(t)+s(t) = =z(0)+s0) = M
Inoculum =0 Substrat initial =5
s(t) =85 —x(t) s(t)>0=> x(t)< S
dx(t)
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z(t)+s(t) = =z(0)+s0) = M
Inoculum =0 Substrat initial =5
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Paradoxe des deux sites

Lorsque la logistique prétend représenter une croissance limitée par une
ressource la “véritable” modele n’est pas comme on 1’écrit sans précaution :

¥=p-x-(S—2x)

mais bien :
¥=p-x-(S—x)et0<x<S

et alors on ne peut plus exprimer le paradoxe des deux iles.
Mais, si la logistique prétend modéliser la présence d’une interférence entre les

individus alors il n’y a plus de paradoxe, comme le montre le prochain ”trans-
parent”, mais il n’est plus question de ”capacité de charge”.




Paradoxe des deux sites

dolt) vty ——TTS 0 (1) > 0
dxdit) =r*z(t) — ax 27 (t)

Pas de limitation sur x

r>>10

r=0our=0
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dt “Intrin

dx(t
a;(t) = r*xx(t) —a*x x2(t)

dx(t t
:;i):r*x(t)*< —%)

Taux de croissance initial 0 * S ; ro r
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Population a I'équilibre S 1
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