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Objectifs

I Modéliser l’évolution démographique d’une espèce
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Objectifs

I Les problèmes scientifiques liés à l’écologie sont extrêmement
complexes.

I Il faut des modèles mathématiques qui :
I simplifie un phénomène pour le mettre en équation
I associe des quantités calculables (temps d’extinction, abondance,. . .)
I permet de simuler une évolution future plausible
I est compatible avec les statistiques

I Ils sont pour la plupart issues de
I Modèles aléatoires
I Modèles déterministes
I Statistiques
I Méthodes numériques
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Arbre de Galton-Watson
I On se fixe une loi de reproduction p = (p(i))i∈N ; c’est à dire que la

probabilité qu’un individu ait i enfants est p(i), quelque soit
i = 0, 1, . . . .

I On a 1 ≥ p(i) ≥ 0 pour tout i et∑
i

p(i) = p(0) + p(1) + · · · = 1

I On construit la suite aléatoire Xn qui compte le nombre d’individus à
la génération n comme suit

I X0 = 1
I Xn+1 =

∑Xn
k=1 Ek,n, ou Ek,n est le nombre d’enfant du k ième individu

à la nème génération
I Les variables aléatoires Ek,n vérifient

I Ils sont indépendants. Le nombre d’individus d’une personne n’influe
pas sur une autre (ni les nombres d’enfants passés et futures).

I Ils ont la même loi, celle induite par p ; c’est à dire

P(Ek,n = i) = p(i).

I Si Xn = 0 alors Xn+1 = 0.
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Arbre de Galton-Watson

Figure : Arbre de Galton-Watson

I Lancer les videos de Nils Berglund.
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Arbre phylogénétique
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Arbre de Galton-Watson
I Introduit par Francis Galton en 1873 en vue d’étudier la statistique

des patronymes en Angleterre (wikipedia).

I Le nombre d’enfants est déterministe si

∀k, n, Ek,n = q

ou encore
p(q) = 1, p(i) = 0 si i 6= q.

I Dans ce cas,
Xn+1 = qXn, Xn = qnX0

I On a alors 3 cas
I q < 1⇒ Xn → 0 : extinction.
I q = 1⇒ Xn = X0 : population constante
I q > 1⇒ Xn →∞ : explosion de la population.
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Cas déterministe (suite géométrique)

Figure : Population initiale =100, q = 1/2, 1, 2
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Arbre de Galton-Watson : comportement moyen
I On rappelle que l’espérance, la moyenne d’un variable aléatoire X est

E[X ] =
∑
k≥0

kP(X = k)

I On note m le nombre moyen d’enfants ; c’est-à-dire

m =
∑

i

ip(i) = p(1) + 2p(2) + 3p(3)...

I On peut montrer que

E[Xn+1] = mE[Xn], E[Xn] = mnE[X0].

I Donc
I m < 1⇒ E[Xn]→ 0.
I m = 1⇒ E[Xn] = E[X0].
I m > 1⇒ E[Xn]→∞.

I Attention, cela ne dit (presque) rien sur Xn...
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Arbre de Galton-Watson : comportement réel

I Si p(0) > 0 alors il y a extinction avec une probabilité positive ;
c’est-à-dire

P(il existe n tq Xn = 0) > 0

I en particulier si p(0) > 0 et m > 1 alors il est possible que Xn → 0
(avec une proba non nulle) alors que E[Xn]→ +∞.

I Et tout ça quelque soit le nombre d’individus initial !
I De même si p(0) = 0 alors

P(il existe n tq Xn = 0) = 0.

Si on a au minimum un enfant, on ne peut pas s’éteindre.
I Peut-on en dire plus ?
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Arbre de Galton-Watson : comportement réel

On a
I Si m < 1 alors il y a extinction de la population avec probabilité 1.

C Xnmn ≤ P(Xn > 0) = P(TExt > n) ≤ X0mn

I Si m > 1 alors la population survit avec probabilité positive. Si elle
survit alors il existe un nombre aléatoire M > 0 tel que

lim
n→∞

Xn

mn = M.

I Si m = 1 alors on a deux possibilités :
I Si p(1) = 1 alors Xn = 1 pour tout n ≥ 0.
I Si p(1) 6= 1 alors il y a extinction de la population avec probabilité 1

mais
E[TExt] =∞.
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Arbre de Galton-Watson : comportement réel
Soit

ϕ(s) =
∑

i

s ip(i).

La probabilité d’extinction est la plus petite solution de ϕ(s) = s.
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Deux applications

Figure : Cas m > 1 Figure : Cas m < 1
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Application 1 : temps de latence pour les levures

Figure : Les levures ont l’air de croître de façon déterministe mais ...
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Application 1 : temps de latence pour les levures
I Xn ≈ Mmn avec M aléatoire ⇒ Xn ≈ mn+N0 avec N0 aléatoire

Figure : Temps court Figure : Temps long

I Discussions en cours avec Sylvie Dequin, David Ferreira et Virginie
Galeote.
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Application 2 : extinction des baleines noires dans
l’atlantique nord

I Declining survival probability threatens the North atlantic right
whale, H. Caswell, M. Fujiwara et S. Brault.

I Evolution du nombres de baleines femelles :
I X0 = 150 en 1994
I Nombre moyen de nouvelles baleines/baleines et /an :m = 0.976
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Application 2 : extinction des baleines noires dans
l’atlantique nord

I Si m < 1 alors P(Xn > 0) ≤ X0mn

I On alors

P(Xn = 0) = 0, 99⇔ P(Xn > 0) = 0, 01
⇔ X0mn ≥ 0, 01
⇔ 150× (0.976)n ≥ 0.01
⇔ n ≥ 396

I C’est à dire qu’en 1994+ 396 = 2390, il y a plus de 99% de chances
qu’il n’y ait plus de baleines !
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Plan

Objectif

Arbre de Galton-Watson
Le modèle
Son comportement
Deux applications

Passage au temps continu : processus de naissance et mort

Renormalisation : équations différentielles ordinaires

Et encore plus... ?
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Passage au temps continu

I On va passer à une modélisation en temps continu.

I Les pas n ne vont plus désigner des générations mais des temps de
plus en plus petit. On va regarder l’évolution de la population toutes
les heures, minutes, secondes, micro-secondes...

I Pour faire simple, imaginons une population de cellule, qui ne peut
pas mourir, mais seulement donner naissance à un enfant (par
division, plus elle-même).
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Passage au temps continu

I Si q est la probabilité de division en une unité de temps alors

p(1) = (1− q), p(2) = q

I Pendant très longtemps, un individu n’a pas d’enfants donc on
imagine que si l’unité de temps est assez petite alors q est très
proche de 0.
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Des arbres aux courbes

Figure : Arbre de Galton-Watson

I Il suffit de comprendre les temps où arrivent les enfants
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Les temps de naissance
I Soit τ le temps de naissance d’un premier enfant.

I On a

P(τ > n) = (1− q)× · · · × (1− q)︸ ︷︷ ︸
n−1 pas de division

= (1− q)n−1.

I les paramètres p et n dépendent de l’unité choisie. Mais on a

P(τ > n) = (1− q)n−1 = e(n−1) ln(1−q)

I On pose donc
P(τ > t) = e−λt .

ou t représente le temps et λ la proba d’avoir un enfant dans un
petit intervalle de temps. On dit que τ suit une loi exponentielle de
paramètre λ.
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Les temps de naissance
I Si P(τ > t) = e−λt pour tout t ≥ 0 alors

E[τ ] =
1
λ
.

On attend en moyenne 1/λ pour la naissance d’un enfant par une
personne.

I Le résultat précédent est logique : +λ est grand, plus j’ai de chances
d’avoir un enfant dans un petit intervalle de temps, − j’attends pour
l’avoir.

I Si on attend maintenant la naissance d’un enfant alors qu’il y a K
personnes dans la population alors on peut montrer que

P(τ > t) = e−Kλt

pour tout t ≥ 0 et donc

E[τ ] =
1

Kλ
.
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Évolution du processus
I Pour résumer, on a montré que le processus (Xt)t≥0 qui compte le

nombre d’individus passait de 1 à 2 après un temps moyen 1/λ puis
de 2 à 3 après un temps moyen de 1/2λ etc...

C’est à dire que si il y
a n individus, on passe à n + 1 individus après une variable
exponentielle de paramètre λn.

I On dit ici que le taux de naissance est

b(n) = λn

et que le taux de mort est

d(n) = 0.

I En effet, on a supposé que les cellules ne pouvaient pas mourir.Si on
autorise les morts, on aura des taux de la forme

b(n) = λn

d(n) = βn.

Ici β représente la (mal)chance qu’un individu meurt dans un petit
intervalle de temps.
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Processus de naissance et mort généraux

I Ici on remarque que b et d sont linéaires

b(n) = λn, d(n) = βn.

I Cette propriété découle directement du fait que l’on a supposé
l’indépendance entre les individus. On peut donc avoir envie de les
supposer non-linéaire pour ajouter de la dépendance.

I Par exemple

b(n) = bn, d(n) = dn + cn(n − 1).

On a ajouter un terme cn(n − 1) qui représente qu’un des n
individus rencontre un des (n − 1) autres, et le tue en moyenne tous
les 1/c unités de temps.

28/ 36



Processus de naissance et mort généraux

I Ici on remarque que b et d sont linéaires

b(n) = λn, d(n) = βn.

I Cette propriété découle directement du fait que l’on a supposé
l’indépendance entre les individus.

On peut donc avoir envie de les
supposer non-linéaire pour ajouter de la dépendance.

I Par exemple

b(n) = bn, d(n) = dn + cn(n − 1).

On a ajouter un terme cn(n − 1) qui représente qu’un des n
individus rencontre un des (n − 1) autres, et le tue en moyenne tous
les 1/c unités de temps.

28/ 36



Processus de naissance et mort généraux

I Ici on remarque que b et d sont linéaires

b(n) = λn, d(n) = βn.

I Cette propriété découle directement du fait que l’on a supposé
l’indépendance entre les individus. On peut donc avoir envie de les
supposer non-linéaire pour ajouter de la dépendance.

I Par exemple

b(n) = bn, d(n) = dn + cn(n − 1).

On a ajouter un terme cn(n − 1) qui représente qu’un des n
individus rencontre un des (n − 1) autres, et le tue en moyenne tous
les 1/c unités de temps.

28/ 36



Processus de naissance et mort généraux

I Ici on remarque que b et d sont linéaires

b(n) = λn, d(n) = βn.

I Cette propriété découle directement du fait que l’on a supposé
l’indépendance entre les individus. On peut donc avoir envie de les
supposer non-linéaire pour ajouter de la dépendance.

I Par exemple

b(n) = bn, d(n) = dn + cn(n − 1).

On a ajouter un terme cn(n − 1) qui représente qu’un des n
individus rencontre un des (n − 1) autres, et le tue en moyenne tous
les 1/c unités de temps.

28/ 36



Processus de naissance et mort généraux
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Figure : b(n) = 5n, d(n) = n + 0.05n(n − 1)

I Pour ce choix de paramètres, on peut montrer que la population
s’éteint. Que celà prend beaucoup de temps et qu’elle reste autour
de 80 individus pendant longtemps.
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Le modèle densité-dépendant

I Les modèles non-linéaires peuvent prendre en compte la prédation,
l’immigration, la dépendance en ressources...

I Ils peuvent être plus généraux, en dimension supérieur...
I Les modèles non-linéaires généraux sont compliqués.
I Il faut (souvent) les simplifier pour les étudier !
I On va prendre des populations de plus en plus grandes, dans des

intervalles de plus en plus en grand.
I On se fixe b et d et une taille typique K .
I On prend le processus de naissance et mort de taille typique

bK (n) = Kb(n/K ), dK (n) = Kd(n/K )

I On considère Y K (t) = XK (t)/K , où XK est le processus de
naissances et morts de taux bK , dK
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naissances et morts de taux bK , dK
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Le modèle densité-dépendant

I Les modèles non-linéaires peuvent prendre en compte la prédation,
l’immigration, la dépendance en ressources...

I Ils peuvent être plus généraux, en dimension supérieur...
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Exemple : b(n) = 5n, d(n) = n + 0.05n(n − 1)
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Exemple : b(n) = 5n, d(n) = n + 0.05n(n − 1)
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Exemple : b(n) = 5n, d(n) = n + 0.05n(n − 1)

0 2 4 6 8 10 12
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

Figure : K=20

33/ 36



Le modèle densité-dépendant

I On a grossièrement

∂tE [Y K
t ] ≈ E[b(Y K

t )− d(Y K
t )]

et
Var(Y K

t ) ≤ C (t)
K

I Donc Y K converge vers la solution de l’équation

ẏ = b(y)− d(y)
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Exemples
I Pour Galton-Watson, les taux sont b(n) = b × n et d(n) = d × n et

donc l’edo est

ẏ = (b − d)y ⇒ y(t) = y(0)e(b−d)t

I Pour le modèle logistique on retrouve

ẏ = (b−d)y−cy2 = cy
(
(b − d)

c
− y
)

= (b−d)y
(
1− c

(b − a)
y
)
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ẏ = (b − d)y ⇒ y(t) = y(0)e(b−d)t

I Pour le modèle logistique on retrouve
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Encore plus de type de modèles, de complexités...

I Modèle déterministe :
I modèle EDO : ẏ = λy .
I modèle EDP :

∂ty(t, x) = ∂x(λxy(t, x)) + ε∆y .

I Modèle aléatoire :
I modèle discret : Galton-Watson, naissance et mort non-linéaire..
I modèle EDS : dyt = λydt + εdBt .
I modèle IBM (individus-centrés)
I EDPS...
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